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Introduction

Introduction

La mécanique quantique est la science qui traite a 1’échelle microscopique les phénomeénes
fondamentaux de la realité avec des concepts radicalement nouveaux : quantification de
I’énergie, dualité onde-corpuscule, superposition d’états, effet de 1’observateur,
probabilités.

La mécanique quantique est un domaine qui regroupe cing théories et quatre formalismes
mathématiques équivalents .Une premiére théorie quantique véritable est présentée en
1925 par Heisenberg : la mécanique des matrices. L’année suivante, Schrédinger propose
une seconde théorie, la mécanique ondulatoire, fondée sur le concept de paquet d’ondes
ainsi que sur le calcul différentiel et intégral. Schrodinger montre ensuite 1’équivalence
entre sa théorie et celle de Heisenberg. En 1927, ¢’est au tour de Dirac d’entrer en scéne
avec son formalisme mathématique des vecteurs d’états. Il démontre que son formalisme
des vecteurs d’états est non seulement équivalent au formalisme des matrices de
Heisenberg et a celui des fonctions d’onde de Schrédinger, mais qu’il est plus général. Ces
trois premiéres théories, que I’on peut désigner collectivement par [’expression
«mécanique quantique non relativiste » (car elles ne sont valides que pour des particules se
déplacant a des vitesses trés inférieures a celle de la lumiére), ou encore « mécanique
quantique » tout court, sont différentes, mais équivalentes. Dans un désir de développer
une physique unifiée, on cherche une mécanique quantique qui soit compatible avec les
deux théories de la relativité restreinte et générale. En 1927 Oskar Klein et Walter Gordon
par D’appliquer du principe de correspondance a 1’expression de 1’énergie d’une particule
relativiste libre,E2 = p?c? + m%c*, ce qui conduit a une unification de la relativité

restreinte et la mécanique quantique.

’unification de la mécanique quantique et la théorie de la relativité restreinte & aboutit a la
construction de la théorie quantique des champs, et les théories de jauge modernes, qui ont
permis d’unifier les trois interactions fondamentales faible, forte et Electromagnétique
dans le cadre du modele standard .La physique des trés hautes énergies nécessite une
description cohérente d’unifier les quatre forces fondamentales. Et aussi le probléme de la

guantification de la gravite.

La géométrie non commutative représente un cadre mathématique prometteur qui a déja

permis d’unifier la relativité générale et le modéle standard 1] . L’étude des théories
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quantiques sur des espaces non commutatifs est une premicre étape de 1’unification.
Celles-ci ne sont pas simplement obtenues en réécrivant les théories commutatives sur des

espaces non commutatifs

Dans le cadre de la non-commutativité, la résolution des équations les plus fondamentales
est un trés nécessaire pour avoir l’influence de ce derniere sur les phénomeénes
fondamentaux. Par exemple La situation de I’atome d’hydrogéne et 1’équation de
Schrodinger, est plus compliquée et la plupart des modeles ne peuvent pas étre résolus
exactement. Et la plupart des résultats disponibles sont basés sur la théorie des

perturbations.

Dans ce travail, nous présentons un modele base sur le produit star comme une approche
mathématique qui permit d’écrire la mécanique quantique dans I’espace non commutative.
Notre objectif est la résolution analytique de I'équation de schrodinger pour l'atome
d'hydrogene dans un espace-temps non-commutative, Nous cherchons la modification

non commutative sur les niveaux d'énergie de I'atome d’hydrogene.
Ce mémoire est organisé a quatre chapitres comme suit:

Dans le premier chapitre, on a abordé I’historique de la mécanique quantique, et on a
exposé la formulation de la théorie de la mécanique quantique et les principes
fondamentaux. Puis, on a écrit 1’équation de Schrodinger, la fonction d’onde et la notation
de Dirac. Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation de la résolution de I’équation
de Schrodinger pour une potentielle centrale. Dans le troisieme chapitre nous présentons
I’algébre de I’espace non commutatif, la quantification de Weyl et le produit star; le
quatriéme chapitre, est réservée a la formulation de I’équation de Schrédinger dans
I’espace non commutative et leur solution analytique. A la fin, nous avons présenté nos

conclusions.
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Chapitre | la mécanique quantique

1 -1Historique

1-1-1 De la mécanique classique a la mécanique quantique

Au début du 20° siécle, alors qu’il devient possible de faire des expériences a 1’échelle
microscopique, on découvre que la physique classique ne s’applique pas. En vertu de quoi
Planck doit rejeter, en1900 1’idée que la lumiere est un phénomene continu et émet

I’hypothése qu’elle est émise en quanta, ou paquets d’énergie.

Cette méme discrétisation de 1I’énergie est nécessaire, comme le découvre Einstein en1905,
pour expliquer I’effet photoélectrique. Tout cela méne Einstein a postuler, en1912, la
dualité onde-corpuscule: la lumiére serait une onde, mais composée de corpuscules, qu’on
nomme photons. Bohr présente par la suite, en1913, un nouveau modéle de 1’atome dans le
quel il ya une discontinuité entre les niveaux d’énergie possibles pour les électrons. Ainsi,
les électrons dans un atome ne peuvent circuler que sur certaines orbites bien précises
autour du noyau. lls ne peuvent jamais se trouver entre deux orbites permises. Les

électrons passent d’une orbité a 1’autre parce que I’on nomme un Saut quantique [2] [3]

[4].

En1924, L De Broglie va plus loin quel ‘idée de Planck et d’Einstein selon la quelle les

ondes lumineuses sont composées de corpuscules .1l propose que la matiére elle-méme

Possede une dualité onde-corpuscule il associe des ondes aux corpuscules de matiere. Cette
idée sera confirmée en1927 par une expérience de détraction d’électrons, la difractions

étant un phénomene ondulatoire qui fut ici observé chez des particules de la matiére.

Alors qu’en physique classique, la position et la vitesse d’un corps matériel fournissent une
description compléte des on état (si la masse et la charge électrique sont connues), les
découvertes a 1’échelle microscopique de la réalité demandent que 1’on fasse appel a un
nouveau type d’état, le spin est une grandeur physique abstraite qui n’a aucun équivalent
en physique classique. La seule maniere dont on peut le visualiser est en recourant a une

représentation selon la quelle el spin est la rotation d’une particule sur elle-méme.

1-1-2La mécanique quantique depuis 1925
La mécanique quantique est un domaine qui regroupe cing théories et quatre

formalismes mathématiques équivalents.
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Une premiére théorie quantique véritable est présentée en1925 par Heisenberg: la
mécanique des matrices. L’année suivante, Schrédinger propose une seconde théorie, la
mécanique ondulatoire, fondée sur le concept de paquet d’ondes ainsi que sur le calcul
différentiel et intégral .Schrodinger montre en suite 1’équivalence entre sa théorie et celle
de Heisenberg .En1927, c’est autour de Dirac d’entrer en scéne avec son formalisme
mathématique des vecteurs d’états. Il démontre que son formalisme des vecteurs d’états est
non seulement équivalent au formalisme des matrices de Heisenberg et a celui des

fonctions d’onde de Schrodinger, mais qu’il est plus général [2] [3] [4].

Ces trois premicres théories, que ’on peut désigner collectivement par 1’expression
«meécanique quantique non relativiste» (car elles ne son t valides que pour des particules se
déplacant a des vitesses trés inférieures a celle de la lumiére), ou encore «mécanique
quantique» tout court, sont différentes, mais équivalentes .Dans un désir de développer une
physique unifiée, on cherche une mécanique guantique qui soit compatible avec les deux

théories de la relativité, restreinte et générale.

Enl1928 Dirac réussit a unifier sa mécanique des vecteurs d’états avec la relativité
restreinte. La mécanique quantique relativiste de Dirac a une application trés limitée. Elle a
cependant un grand mérite: a lors que le spin est une grandeur physique qui doit étre
incorporée aux trois premiéres théories par un postulat supplémentaire, il devient une
conséquence naturelle de la mécanique quantique relativiste de Dirac. De plus, Dirac

préditen1930, a partir des a mécanique quantique relativiste, I’existence de 1’antimatiere.

Les antiparticules seraient des particules ordinaires d’énergie négative, c’est-a-dire des
états inoccupés. Dirac dira méme que 1’anti électron, devant avoir une charge positive, et le
proton constitue une seule et méme particule. En1931, Dirac modifie sa prédiction: les
antiparticules seraient des particules totalement nouvelles Les antiélectrons seraient des
électrons de charge positive, mais non des protons. Cette seconde conception de
I’antimatiére est celle qui est aujourd’hui en vigueur. La prédiction corrigée de Dirac sera
confirmée expérimentalement par Carl Anderson en1932 1933: Anderson découvre, dans
le rayonnement cosmique, des traces laissées par des électrons positifs, qu’il nomme
positrons. La recherche d’une théorie satisfaisante qui uni...e mécanique quantique et

relativités pour suit.
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En1948, une nouvelle théorie voit le jour : la théorie quantique des champs .Elle uni...e
mécanique quantique et relativité restreinte et ne soufre pas des limites de la mécanique
quantique relativiste de Dirac. Elles’ énonce dans un nouveau formalisme mathématique,
celui des intégrales de chemin de Feynman .La théorie quantique des champs continue des
développer depuis 1948 et discute aujourd’hui des quatre forces fondamentales qui
régissent tous les phénomenes physiques connus, soit la force gravitationnelle ,la force
électromagnétique et les forces nucléaires faible et forte .Notons que ces deux dernieres
forces ne se manifestent qu’ a 1’échelle des noyaux atomiques ;mis aparté les phénomenes
de la physique nucléaire, tous les phénomenes physiques connus sont régis par les forces
gravitationnelle et électromagnétique. Chacune de ces quatre forces est engendrée par son

propre champ. Notons qu’a ce jour, seulement trois des quatre champs sont quantifiés

Par cette théorie décrits, dans un formalisme mathématique cohérent et concordant avec les
faits, comme étant composes de particules. Le seul qui fait exception est le champ
gravitationnel: la théorie quantique des champs n’a pas encore réussi en produire une

description quantifié cohérente et concordante.

La théorie quantique des champs, que ’on désigne aussi par 1’expression physique des
particules, est la théorie physique la plus général eau jour d’hui. Elle est toujours 1’objet de
recherches. Les physiciens sont notamment a la recherche de la «théorie du tout», qui
permet trait de véritablement incorporer la gravitation a la théorie quantique des champs.
Or la théorie de la gravitation la plus générale dont disposent les physiciens aujourd’hui est
la relativité générale .La «quéte du Saint- Graal» de la physique d’aujourd’hui est ainsi de
tenter d’unifier la théorie quantique des champs et la relativité générale en une seule et
unique «théorie du tout». Des solutions potentielles comprennent la théorie des cordes, la

théorie des membranes et la théorie de la gravitation quantique [2] [3] [4].

1-2 Fonction d’onde :

Pour étudier une particule quelconque en mécanique quantique, il faut substituer au
concept classique de trajectoire celui d’un état dépendant du temps. Ainsi 1’état quantique
est caractérisé par une fonction d’onde (#t) qui contient toutes les informations
disponibles sur la particule A et B, 7et t matérialisent la dépendance de la fonction d’onde
vis-a-vis de la position et du temps. Y (7, t) est appelée amplitude de probabilité alors que

| (#,t)|? est une densité de probabilité.
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1-2-1 Normalisation de la fonction d’onde :

L’interprétation probabiliste de la fonction d’onde impose une condition, appelée
condition de normalisation, cette condition est fondée sur le fait que la probabilité de
trouver la particule dans la totalité de I’espace vaut 1. [5] [6].

Comme nous savons que la particule doit bien se trouver quelque part sur I’axe desx, la
normalisation de la fonction d’onde est telle que :

[0 dxlp(x, )2 =1 (1.1)

Cette condition entraine naturellement que la fonction d’onde ne peut pas diverger
ou rester constante a 1’infini, on utilise cette nécessité pour éliminer certaines solutions

mathématiques divergentes.

1-2-2Equation de Schrodinger stationnaire :

L’équation de Schrodinger pour 1’évolution dans le temps de la fonction d’onde
(7, t)d une particule repérée par son vecteur position 7 s’écrit [5] [6] :

ih 2 (7, t) = HY(F, 1) (1.2)

Ou # est I’opérateur Hamiltonien de la particule et la constante de Planck. Si la particule
est en interaction avec un potentiel scalaire stationnaire et en [’absence de champ
magnétique, H ne dépendra pas explicitement du temps et prendra la forme simple suivante
[5].[6] :

h? >
H=-—A+v(D (1.3)

Oum est la masse de la particule, supposée constante. A est ’opérateur Laplacien et
v(¥) étant D’opérateur d’énergie potentielle associée au potentiel d’interaction.
Les états physiques sont ceux qui correspondent a des solutions pour les quelles ¥ (7, t)est
normalisable sur tout ’espace de définition dev(r). Autrement dit (7, t)appartient a
I’espace de Hilbert des fonctions de carré sommable [5] ,[6]:

[dT Y, 0)]? < oo (1.4)

Car |y (x, t)|?représente la densité de probabilité de présence.
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Pour résoudre une équation de type (1.2) dans le cas stationnaire, on utilise souvent la
technique de séparation des variables d’espace et du temps. Ceci consiste a chercher les
solutions sous la forme d’un produit d’une fonction de I’espace et d’une fonction du
temps :

Y@, ) =u®e () (1.5)

En substituant (1.5) dans (1.2), on obtient apres séparation :

w0 a e ) (1.6)

Il s’agit d’une égalité entre deux expressions, dont I’une ne dépend que de I’espace et
I’autre ne dépend que du temps, qui n’est satisfaite que si chaque membre est égal a la

méme constante [4] [5].

Ainsi, si on dénote cette constante par E ; u(t) et ¢(#) seront données par [5] [6]:

du(t) _ _i
2=~ Fu(t)(L7)

dont la solution est simplement donnée par:

i

u(®) = u(0)e(FF)(1.8)

Et:

Ho() =E o)

L’équation (1.8) qui doit satisfaire la fonction ¢(7)est une équation aux valeurs propres
del’opérateur H agissant dans 1’espace de Hilbert. Par conséquent les valeurs propres E de
I’hamiltonien coincident avec les énergies possibles que peut prendre la particule soumise
aux interactions extérieures. Cette équation est appelée ‘’équation de Schrodinger

stationnaire’’.

Selon la forme de I’interaction, les solutions physiques peuvent étre de deux natures
différentes. Les solutions étendues dans I’espace, c’est-a-dire qui ne s’annulent qu’a
I’infini, représentent les états de diffusion et sont associées a des énergies appartenant au
spectre continu de la particule. Par contre, les solutions localisées dans 1’espace, s’est-a-
dire qui s’annulent a I’extérieur d’un domaine fermé et borné, représentent les états liés et

correspondent a des eénergies discrétes appartenant au spectre quantifié. Un systéeme
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physique peut avoir uniquement des états de diffusion ou uniquement des états liés comme
il peut avoir les deux a la fois.

Pour un hamiltonien de type (1.3), on peut avoir une idée sur la nature du spectre
directement a partir de la forme du potentiel si ce dernier est unidimensionnel,

V(#) = V(x), ou central, V(#) = V(r) . Dans ces cas particuliers, comme en mécanique
classique, 1’existence d’un minimum pour le potentiel est une signature de 1’existence
d’états localisés et par conséquent d’un spectre quantifié dont le nombre dépend de la
profondeur du minimum. Par ailleurs, on montre que dans ces cas le spectre n’est pas
dégénéré, de telle sorte que chaque niveau d’énergie quantifiée lui correspond une seule
fonction propre caractérisée par le nombre zéro qu’elle posséde sur l’intervalle de
définition du potentiel. L’énergie la plus basse lui correspond une fonction d’onde qui n’a
aucun zeéro et est appelée niveau fondamental, celle du premier niveau excité possede un
seul zéro, et ainsi de suite. De fagon générale la fonction d’onde du niéme niveau excité
possede exactement n zéros. Toutes les solutions ne satisfaisant pas ces conditions ne

peuvent pas représenter des états physiques.

1-3Notation de Dirac :

Une des propriétés des fonctions d’onde est d’appartenir & un espace de Hilbert par
exemple, pour une particule en mouvement dans 1’espace, est ’espace des fonctions de
carré sommable définies sur R3 . La description de 1’état fournie par cette fonction
d’onden’est pas unique. Une représentation équivalente de cette d’onde peut par exemple
étredonnée par sa transformée de Fourier.

Dirac a proposé une écriture équivalente aux fonctions d’onde. Il propose de décrire les
états par des vecteurs d’état. A la fonction d’onde ¥ (7, t)on associe un vecteur qu’on
appelle leKet |y (t))qui appartient a un espace des états & isomorphe a I’espace de Hilbert
H[4] ,[5]Cette notation va s’avérer trés commode pour les manipulations formelles que

nous aurons a faire .L’espace de Hilbert est muni d’un produit scalaire hermitien :

(v, @0, @ D) = (v, GO, v, G D) (19)

dont la représentation dans 1’espace des états H' est donnée par :
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(v, ®]w,®) = {y,(®]y,®) (1.10)

La construction du premier membre (i (t)|on appelle un Bra, est analogue a celle d’un

Ket [,(t)), en raison de I’interprétation probabiliste, les vecteurs d’état sont considérés

normes [4] [5] :

(y®Oly®) =1 (1.11)

1-4Principe d’une mesure :

Soit une grandeur physique A que I’on souhaite mesurer. Cette grandeur physique est
décrite par un opérateur A agissant sur & Nous considérons |) le vecteur d’état dans
lequelon souhaite mesurer la grandeur physique A. 1’étude des états stationnaires solutions
de 1’équation de Schrédinger conduit a postuler [5] [6]:

- Chaque mesure ne peut conduire qu’a une valeur propre de 1 opérateurA.
- On obtient a 1’aide d’un opérateur Ala valeur propre a,avec la probabilité P(a,)

suivant :

P(an) = [unlw)l (1.12)

Ou |uy)est le vecteur correspondant a la valeur propre a, de I’opérateur A associé a A .On
peut décomposer |i) dans le cas ou a,est non-dégénérée sur la base de {u, }tel que :

lp) = Z an |uy) (1.13)

n

Si {u,jest une base de & alors cet opérateur est appelé une observable.
- Si la mesure de la grandeur physique A donne le résultat a,, alors 1’état du systéme

est la projection normeée de  sur le sous-espace propre associé a a,, :

) unl$)  fun) oy )
Wl (uplgy  (ualy)]

(1.14)

Définissons(A)comme la moyenne des mesures d’une observable donnée.Lorsque 1’on
effectue la mesure d’une observable A sur un grand nombre N des systémes identiques, la
probabilité d’apparition de la valeur propre a,s’approche deP (a,).

Notons N (a,)le nombre de fois qu’on obtient la valeur propre a,sur N mesures alors :

-10-
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_N(ay)
lim

N—-oo

= P(a,) (1.15)

Considérons la valeur moyenne (A)de ces N experiences :

N
1
(A =2 aN(ap) (1.16)

Grace a I’équation (1.17) et en faisant tendre N vers 1’infini nous pouvons déduire que

(A) = YnanP(an) = Tnanl{ylup)l? = Tn an(wlugunlw) = (WA, |uaXu, Dly) =
(vlAly) (1.17)

Au cours du calcul nous voyons apparaitre 1’opérateur).,|u,) (u,|. Nous remarquons
que|uj)(uj|est I’opérateur projection sur 1’état |uj) 2nlun) (u, [représente donc la somme
des projecteurs sur tout les vecteurs de base de notre espace de Hilbert, c’est -a-dire
I’identité. Nous avons montré que la valeur moyenne des mesures d’une observable A d’un
état i) estdonnée par(y|A|y).On note en particulier :

- |r0) = 6y, (r)I’état d’une particule parfaitement localisée au pointry.

_ 1

-lpo) = T=YIE e'Po™état d’une particule d’impulsion.

-|n) ou bien ¢, (x)les états stationnaires d’énergieE,,, ou n est le nombre quantique.

1-5 Opérateur de densité :
Nous avons I’habitude de décrire un état par son vecteur: |YP) =Y, c,lu,) .Les
{u, }forment alors une base orthonormée de 1’espace des états. Y,|c,|?> =1, car on

considere que |y)est normé. En définissant une observable de matrice A par les éléments
(up|A|un) = Anp , sa valeur moyenne (A4)est donnée par [5] [6]:

(A) = (¢|A|¢> = Zn,p C:LCpAnp (118)

On remarque cependant que(up|1p)(1p|un) =cpcp . 11 est donc naturel d’introduire la

guantité

p = WXl (1.19)
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Comme opérateur densité. Ainsi 1'opérateur densité est représent¢ dans la

base orthonormée {u, } par une matrice dite de « densité » dont les éléments sont

Prp = (Up|p|un) (1.20)

I est possible de déduire les propriétés suivantes sur la trace de cet opérateur densité

Dleal” =) pup=TRo =1 (121)
n n

A partir des équations (1.20) et (1.21) d’une part, et de la définition des éléments A, de

lamatrice A d’autre part, on peut obtenir :

(A) = Zn,p<up|p|un) (uplAlun) = Zp(“lolpAlun) = TRpA (1.22)

La probabilité P a (n ) des différents résultats que peut donner la mesure de 1’observable A,

en notant u u P n nn= et en utilisant (1.18) et (1.22) est donnée par :

P(an) = [ylun)l® = (wlun)(unlw) = (y[Py|y) = TRPy, (1.23)

Cette expression de P(a,) nous renseigne sur la maniére d’utiliser I’opérateur densité pour

des mesures d’observable.

1-6 Postulats de la mécanique quantique :

1-6-1Enoncé des postulats :

En mécanique quantique, 1’état d’une particule est complétement spécifié par deux
variables dynamiques [5] ,[6]la position r(t)et I’impulsionp(t), toutes les autres quantités
physiques (énergie, moment cinétique....... ) peuvent étre obtenues de ces variables

dynamiques ; de méme, connaissant 1’état du systéme au tempst =t, Les équations

dumouvement :
. OH . oH
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Permettent de déterminer complétement 1’état du systéme en tout autre temps.

1-6-2Description de I’état d’un systéme : Postulat 01 :

A chaque systeme physique est associ¢ un espace de Hilbert, 1’état du systéme est défini a

chaque instant par un vecteur normé y(t) de H[5] ,[6]

1-6-3 Description des grandeurs physiques : Postulat 02 :

A toute grandeur physiqueA est associé un opérateur hermétique A de : Aestl’observable

représentant la grandeur A[5] ,[6]

1-6-4Mesure des grandeurs physiques : Postulat 03 :

Soit |p) I’état dans lequel se trouve le systéme au moment ou la mesure deA est effectuée,
quel que soit |y) , les seuls résultats possibles sont les valeurs propres a,de A[5] [6] ].

1-6-5Resultat de mesure des grandeurs: Postulat 04 :

Notonsp,,le projecteur sur le sous-espace associé a la valeur propre a,(supposé discrete),

la probabilité de trouver la valeur a,lors d’une mesure de est[5] ,[6]:

p(an) = lpal)|® (1.24)

Dans le cas d’une valeur propre discréte et non dégénerée, le projecteur est simplement :

Pn = In)Xn|OU 14, = ay|n) (1.25)

La probabilité peut donc s’€crire :

$(a,) = [(n|)|? (1.26)
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Si le degré de dégénérescence g,est supérieur a 1, le projecteur sur le sous-espace propre

associe a la valeur propre a,est:

o (an) = T ) nyl (1.27)

Et la probabilité s’exprime comme :

p(an) = Wlpalp) = T ly)I? (1.28)

Dans le cas d’une quantité physique a spectre continu (la position, 1’impulsion, par
exemple) la seule prédiction que 1’on peut faire correspond a un résultat situé dans une

plage de valeurs, la probabilit¢ d’obtenir un résultat compris entre a, et a, +
dagest[4] [5].e(ag)da, = (Y|p.lh)da, (1.29)

1-6-6Réduction du paquet d’onde : Postulat 05 :

Immédiatement apres une mesure de la grandeur physiqueA ayant donné le résultat a,
pour un systeme décrit par [) , ’état du systéme |l/J) donné par la projection normée de

|y)sur le sous-espace propre associe a apest:[4] ,[5] :

) = pnlP)
V(UlpalW)

(1.30)

1-6-7 Evolution dans le temps :
Postulat 06 :

L’évolution dans le temps du vecteur d’état | (t)) est régie par I’équation de Schrédinger :

i p(6)) = HOp(D) (131)
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Ou H(t)est I’observable associée a 1’énergie totale du systéme, également appelée

Hamiltonien du systeme [5] [6]
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Chapitre Il Solution de I’équation de Schrodinger pour un potentiel coulombien

2.1 Solution d’équation de Schrodinger

Dans la théorie quantique de I’atome d’hydrogeéne, nous insistons particuliérement sur la
symétrie sphérique du systéme qui est compos¢ d’un noyau a un proton et d’un électron
Tourner autour du noyau a une distancer. Le systéme complet est décrit par trois variables
r, 0 et omais il est aussi paramétré par les trois nombre quantique : principaln, azimutal let
magnétiquem. Cette théorie montre qu’il est possible de séparer le probléme en une partie
purement radiale R, ;(r), qui dépend uniquement de la distance r entre le centre de
gravité du noyau et celui de I’électron et qui est paramétrée par les deux seules nombres
quantiquesn et [, et une autre partie purement angulaire qui est totalement exprimée par les

fonctions harmoniques sphériques y;*(8,0).

Le modéle quantique de 1’atome d’hydrogene, est décrit par I’équation de Schrodinger :

2

h
—%VZ + V(@) |¥() = E¥(r) (1.32)

Ou V(r) est Le potentiel entre le proton et I’électron est donné par le potentiel

coulombien, avec rest la distance entre le proton et 1’électron.

Dans ce systeme de coordonnées sphériques, le laplacien s’écrit [7] [8]:

2_62+26+ 1 62+16(_06)1 133
C0r?2  ror |sin209d¢?  sinf 90 S50 |2 (133)
Faisons une premiere séparation des variables :
¥(r,0,9) = R(r)Y(,0) (1.34)
Et appelons
- az+1a(,ea) 1.35
 sin20 dp?  sinf 90 T (135
de sorte que
92 20 1 ,
VZ_ +——94—=A (136)

or? ror r?
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La séparation des variables donne :

2

Y(©,0) - 5 RIIAPY(0,0) + VIIR(YE,¢)

72 [d?R(r) s 2dR(r)

2m| dr? r dr
= ER(1)Y(0, ¢) (1.37)
Avec

A%Y(0,9) = —L(L+ 1)Y(6, 9)

On a,
2 2
n°d?R(Mr no1l
_S dROr +RMr V(@) + =—=¢(t+1)| = ER(")r (1.38)
2m  dr? 2mr

2 2Calcul les Harmoniques Sphériques
Cherchons maintenant les fonctions propres communes a L?et L ,de valeurs propres

respectives # 2{’({’ + 1)et Am , Pour calculer Y (6, ¢), faisons la séparation des variables
suivante [7] [8][9]:

Y(6, ) = T(6)P(9) (1.39)

Nous avons alors

T d2P+ P d<
sin0dp?  sinfd6

dT
sineﬁ) = —(€ 4+ 1)TP(1.40)

Ce qui donne [5] [3]

1d*p
Pdp?
sin0dT /. dT . 5
Tﬁ(smeﬁ) + €(€ + 1)sin“6 = m (1.41)

La résolution des équations pour T et P imposeront des conditions sur m et 1.
P(¢p) = em® (1.42)

La condition de périodicité sur ¢ impose que m soit entier
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Chapitre Il Solution de I’équation de Schrodinger pour un potentiel coulombien

L’équation en 6 est plus compliquée. Sans démonstration, nous dirons que la solution est

donnée par les polyndmes de Legendre, avec les conditions [7] [8][9]:

1=0;1; 2, ..

m=11-1; .., -1+1;-I

D’aprés ce qui précede, on peut les chercher sous la forme [7] [8][9]:

Y{"(8, @) = F*(8)e™? (1.43)

Les harmoniques sphériques sont des fonctions propres d’opérateurs hermétiques .Elles

sont donc orthogonales [5] [3]:

2T T
[ do [ sineao @ t @000 0) = 816 (144)
0 0

La dépendance en des harmoniques sphériques est reliée a des fonctions

particuliéres appelées polyndmes et fonctions de Legendre.

On peut établir I’expression générale suivante [5] [3]:

- L+ 1D I at-m
Y/"(6,9) = (le!) \/( 4:;0)5 1:)1!“) e‘m‘/’(sine)‘mmsin 0% (1.45)
On a particulier [5] [3] :
Yo™ (6, @) = (=1D)™(Y (0, 0)) ( 1.46)

2 3 Calcul les fonctions radiales :

Dans ce chapitre nous exprimons la relation générale donnant ces fonctions radiales

R ,:(r) , qui nous permettent de connaitre les densités de probabilités correspondantes

a I’aide de la relation suivante:[7] [8][9]:

R(r) = %u(r)
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dzR_l ( 2du+1d2u
drz_r3ur r2dr rdr?

L’équation(1.38) devient :

h2d2u+ —e? N 7’1
2mdr? = |4mger  2mr

t(t+1)Ju=Eu (1.47)

Dans le cas particulier du potentiel coulombien d’interaction entre un noyau de charge

2
+Ze et un électron en charge -e,V(r) = — Z%Posons x=Ze’?=>V(r) = — % Si

n21(i+1) ,, .

- , - X
[ # 0 Pour r petit, on peut négliger— ~ devant p— d’ou

d2 I(1+1)
gz um ~

u(r)

r2
Supposons que u(r) soit de la forme r3:

= S(s — D75 2=l(l + 1)rs2

= S(s— D=I(l+ 1) (1.48)
=>S=1+1

Ou:S= -1

Mais la condition de normalisation sur R(r) impose quef0°° r? R%(r)dr soit convergent

C’est-a-dire que f(;’o u?(r) dr soit convergente. 1l faut donc choisir la solution

positives =1+ 1.

Sil = 0, on obtient aprés de 1’origine (r=0) :

Si: u(r) = ag + a;r + ayr? +-- (1.49)

2

= Wu(r) = 232 + ..
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Ce qui impose a, =0
On doit avoir pour r petit u(r)a rt*?
Faisons le changement de variables

E r ] ma? h?
A= 5 P —;avec E, = 7 G0 = —

L’équation (1.38)devient :

2 2 2

An- 1 d All1+1)
2may?dp? 2may?p?  agp

]u(p) = E;3u(p)

2  7°%(0+1) 2ma,2 2mag? « 2mE, a,”

2 22 20 + - u(p) = —12 . 3u(p)
dp? ~ 2mag?p 7 aop A

2 10+1) 2 2m2 o h*

- — = 1.
a2 52 + Pl u(p) = — 7oz ulp) (1.50)
Soit :

d> 10+1) 2

g =0

Quand p — + o, on a approximativement[7] [8][9]:

d*u

P N¥u=u(p) ~ et (1.51)

La condition de normalisation impose de rejeter la solution e**#.

Cherchons donc la solution sous la forme (p) =~ e **y(p)

du
% = —Je P 4 e7PY
2 - "
Z—;aze-my — e PV+e Y (1.52)

:> —_——
dp? dp p p?

d? d 2 l(l+1D
2 - y(p) =0
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Cherchons la solution sous la forme d’un développement en série:

y(p) = P X o Cop? =25 Cpp T (1.53)

En dérivant par rapporta p onaura:

d o0
A z Co(g + 14+ 1)p*t
P&

d—y=ZC(q+l+1)(q+l)pq” 1

= 320 Ca(q + 1+ 1)(q + DpT" 712, (q + L+ 1)pa*t +2C,pH

—Cl(1+ 1)pT*tpa*i-1 = o (1.54)
= Co(I+D)1p!"1-Cy(I+1) Ip"t = 0

= Co(q+1+1) (q+1)-22C—1 (q+D)+2C4_; — C4l(1+1) =0

Soit :

Colg+1+DU+D) -1+ 1) =2C,-,((q@+D—1)

Que I’on peut réécrire sous la forme suivante :

Cqq(q + 21+ 1)=2C41O(@+D—1)

Z(J(qH) 1)

Quand g — « .

23
Cq X Cqq

1
= (g x 521(1.56)
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= y(p) ~ p'*te®’
= u(p) x e*

Qui n’est autre que la solution rejetée précédemment. Il faut donc que le numérateur

s’annule, autrement dit qu’il existe un entier n=q= 1 tel que

2 (g+1)-1=0

1
=— 1.57
=3 n+l ( )

Les énergies possibles sont données par [5] [3] :

Eq

Ent = =G

n=1... (1.58)
Les solutions Y ;(p)s’obtiennent a partir de la relation de récurrence sur les Cy:

Exemples :

= Uy 0(p) = cope™” (1.59)

2.n=1,1=1 3=2,6,=0

P
> up1(p) = cop?e> (1.60)

3. n=2 ,1=03==,¢, = —=Co
2 2

P
= Up0(p) = cop(1 —2)e (1.61)
Finalement, les fonctions radiales s’obtiennent en remplacant p par aL , en divisant
0

parr et en normalisant le résultat par la condition [7] [8][9]:

foorz R%d(r) =1 (1.62)
0
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2 4 Application a I’atome Hydrogene :
2 4 1 fonctions d onde :

Les fonctions radiales sont données par [10]:

(n—D!(21+ 1)! ( r )" by (1.63)

K-1
1 == 2
Ry (1) = e oZ()(—) G oDl A+ Dl \ag

c, est déterminé par la condition de normalisation:
[ ®a@y? =1 (164)
0

Pour le premier niveau [10]:
n=1 1=0

by -r
= Rl,O(r) = a—oeao (1.65)
0

Pour le deuxiéme niveau :
n=2,1=0

bo r —-r
= R, (r) = —( 1- —) 7
2,0(1') 2 2a, e=0

n=2 I=1

=T

b -
= Ry1(r) = a—ozrezao (1.66)
0

Pour le troisiéme niveau [6] :

b 2r  1/2r\?] -
) ==|1 r+—(—r) le3ao

RER

b
= R3,1(r) = ﬁr <1 — a) (167)

n=31=2

by —r
= R3’2(I‘) = Ere:;a
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2 5 calculs L’énergie :

On calcul les dérivées [10]:

dR,,(r) A r o d®u@® 4 r_ -r

= — 1—— 20— = — 1——— 2ag
dr a ( 2a0) Tz ag? ( 4a0)e ’

En reportant dans | équation radiale, on trouvé

[—az—o+2—“ 2]+[(2—l(l+1)]%+[ L

_4-2102 + ﬁEn] r=20

Cette equation est Veérifiée pour toute Valeur de r Si :

2 2, 2u
ao nz +1 4a02+h2 n
On déduit :
_ _ _lpa _
A =775 En=—773 Pourl =1

On calcul les dérivées :

dr  2a,

230

dR B _r d2Rnu(® B .
O ()t
Zao

@ — = — e2ao
dr? 4a,”

En reportant dans | équation radagiale, on trouvé:

5 2UEn | ug? 1 UEp 2 2uq? | 1(1+1)]1 1_
[+ S+ il i+ [ 24 B+ 2] - e 1 =0

8a3 ' h2ag h2

Cette eéquation est Veérifiée pour toute Valeur de r Si :

5 2UE, | uq? 1 UEn 2 2uq? . 1(1+1)
—_— == =0, — —4+ ——4+ ——=
4ay? + h2 + h2a ’8ag3 + h2aq " ag + h? + 2a,
On déduit :
o=t g o _ 1w
07 g2’ T 4257
Pourl =0
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Chapitre IIl Formulation la mécanique quantique dans ’espace non commutatif

3.1. La quantification de Weyl

La quantification de Weyl est une technique utilisée pour décrive la mécanique quantique a
partir de I’espace de phase de la mécanique classique. C’est une prescription qui nous
permet d’associer un opérateur quantique a une fonction classique qui dépend des variables
de I’espace de phase (variables canoniques). Soit f (x) une fonction quelconque définie
sur un espace (vectoriel) euclidien & D dimensionsRP. On définit la transformée £ (x)de

f (x) par larelation [11] :

f(k) = j dPxe~kix' £ (x) (1.76)
Remarque que si f(x)est une fonction réelle alors

FrU) = f(=k) (1.77)
On définit un espace-temps non commutatif en remplacant les coordonnées locales x;de
RPPar des opérateurs hermétiques X;qui vérifient la relation de commutation [11] :

La quantification de Weyl consiste a faire une correspondance biunivoque entre 1’algebre
des fonctions f (x) définies sur RPet ’algébre des opérateurs. On définit le symbole de
Weyl par :

_ d’k . o
W[f]=](2n)D (k)e*i¥" (1.79)

Ou f (k)est la transformée de Fourier de (x) .Si f (x) est fonction réelle alors ’opérateur

de Weyl W[f] est hermitien.

W*[f] = W[f] (1.80)
3.2 Le produit de Moyal (Produit star) :

Notre but est de trouver un produit (noté produit star *) pour des fonctions (ordinaires)
définies sur un espace de Minkowski qui permet au symbole de Weyl d’étre un
homomorphisme pour la multiplication. En d’autres termes on veut trouver un produit star
tel que : Le produit de deux opérateurs de Weyl de deux fonctions soit égal a I’opérateur de

Weyl associé au produit star de deux fonctions [11] [12] :
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WIfIW[g]l = WIf * g] (1.81)
En d’autres termes on a
4 =(4,.) (1.82)

L’information sur la non commutativité de 1’espace — temps est codée dans le produit star.
En effet :

I d°k . o o [ dPl o
WG] = [ s Fe™ s [ o getss
d°k  dPl N
= || Gy e W0a et e (1:83)

En utilisant la formule de Baker — Campbell — Hausdorff
eleB = eA+BeE[A B]

Valable pour les opérateurs A et B tel que[12] :

[4;[4; B]] = [B; [4;B]] = 0

On trouve :

dPk dPl ul [_igmv
Wigl = ﬂ 2m)P (2n )Dfac)g(z)e i t)e¥] o[ 2" uts] (1,84

En effectuant le changement de variable I = q — kalors :

d°k dPq o iy
W91 = || Gyo s/ (0d(a — el lel50 ] (1.85)

Remarque que lors du changement de variable
0"k, 1,=60""k,(q, — k)

= 0"k, q,, — 0Mk, ke,
i
= 0"k @y — 5 [0 ke, + 0¥k ke ]

= 0"k, q, (1.86)
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D’autre part on peut écrire le second membre de 1’équation (2.6) comme suit [12] :

_ g
WIf * g] = f G O @l (1.87)

Par identification on trouve que

- de ~ iguv
@ = f /(03 - kel 2] (1.88)

D’ou le produit :
dPq — -
(96 = [ Gy T - D @eltos)

d°k dPq ) [-Lom
= || G s @0a(a — el ] (1.89)

On peut montre que ce produit peut s’écrire sous la forme[12] :

(f * )00 = el 2 % £ + g + 1) lemymo

En effet :

Pk ' K d’k - ik, (x+e)H
f(x) :fwf(k)e[ku l & f(x+§):f(2n)Df(k)e[ku( O]

d®pP ~ [iPyxY] d®pP ~ [iPy (x+m)V]
960 = | Grp gl & glae+ 1) = [ Gz g(Plelitirem

= e[%e” Yoy 6h]f(x+§)g(x+n)|g=v=o

L gy v b b ; v
= el aual [ [| s PGPl ettt 1]

D Dp
ff (Czin-;{D (Czin_)D [_ew(ik”)(ipv)]f(k)g(P)e[ikux”]e[inxV]

On pose p, = q, — k,

A%k dPk [ igekee] -
- U (2m)? (2m)P e[_ze ]f(k)g(q - k)e[“?ux |
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=(f*9))

Donc :

(F * )(x) = e[%euv 0}, O} e+ OB+ lemn=o (1.90)

Notation[12] [13] :

-t

La quantité : e est appelée le facteur de la phase non commutative

i
kA q= Eeuvkp.q\)
0"k, = k¥ (1.91)
Une autre écriture du produit star est la suivante :

F00 * () = £l P g () (1.92)

On peut développer le produit star comme suit :
i
frg=fg+50"0.fog+ 0(6%)

© n 1
FOO) * g(x) = F()g(x) + Z% 00410, 0,,, . f()Dy, v, () (193)

Les propriétés du produit star (produit de Moyal)
Dans cette partie, nous récapitulons quelques identités utiles de 1’algébre de produit star.

1- Lorsque 6 = 0on trouve :

fx) x g(x) = f(x)g(x) (1.94)

On retrouve donc le cas commutatif

2- le produit star entre exponentiels :

i
) ) . Lkn
ek 4 pixq — el(k+q)xez( q)

knqg=k"q"0,, (1.95)
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3- représentation de 1’espace d’impulsion :

Soient f etg, htrois fonctions arbitraires a partir de R*

fG) = f 7 (K)e™d*kg(x) = f G (k)e™d*k

h(x) =ffl(k)e“‘xd4k

f(k),g(k),h (k), Les transformées du Fourier des fonctions f gethrespectivement.

Alors en utilisant (1.95)
(f * 9)0) = F)g(@)e' 02!+ 0 kdtq
4- D’associativité :

En utilisant la propriété (1.96)on trouve

i(k@q) il(k+q)0p]

[(f*g)*h](x)=ff(k)§(q)ﬁ(p)e 2o 2z el UPrgtRdtqdtp

i(q0p) il(kB(q+p)]

[+ (@M1 = [ FRF@F e 7e ™ = eilkramxgsasqarp

Donc :

(fxg)xh= fx(g=*h)

5- produit star sous le signe intégral

f(f +g)(x) d*x = f(g * h)(x) d*x = f(g. h) (x)d*x

En utilisant (1 .98) nous pouvons immédiatement effectuer I’intégration sur xqui

donneraun §*(k + q)

n raison de I’antisymétrique def, I’exposant disparait ainsi :

f (f * 9)(x) d*x = f 4k FOG(~k) = f (f.9) (Od*x

de(1.99)nous pouvons déduire la propriété cyclique :
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f(fl * fo x o fu(x)d*x) = f(fn * fi * e fro1 () d*x) (1.101)
6- La conjugaison complexe :

(f * g)°¢ = g« fe (1.102)

7- le produit star est non commutatif :

frxg#g*f (1.103)
Par contre :

g*f = fxglosoEtaussi{f,glup = f*9gle —f *glo-o (1.104)
8-fxgxhlg=hx*xg=*flg_o (1.105)

9 — [et**eiax] = 2iel+D* sin(ik A q)

10- laregle de Leibniz: d,(f*g) =0,f xg+ f * dug (1.106)

3 -3 Algebre d'espace-temps non-commutative :

En mécanique quantique ordinaire, les relations de commutation canoniques dans 1’espace

de phase prennent la forme [14]:

(XX, ]=0
[ﬁi,ﬁj]=0

La geométrie espace-temps non commutative est une geométrie ou les coordonnées

de I'espace-temps ne commutent pas, dont la forme générale des commutateurs [14]:

[Xi,X;] # 0 et [p,p;] #0 (1.108)

Et I’algébre non commutative dans la forme générale présente par les relations

suivantes [13]:

[XUXJ] = iaij
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| = ihay; (1.109)

Les quantités 6;; et o;; sont des parametres antisymétriques réelles pouvant

dépendre des opérateurs X et p et satisfaisant a :

0;j = ;0 (1.110)
Oij = &0 (1.111)
Avec:

gj=—¢g =1

Lorsque on pose & — 0 ou ¢ — 0 nous trouvons les relations de la mécanique quantique

ordinaire (commutative).

3.4 - Non commutativité positionnelle:

Dans la littérature, on s’intéresse plus souvent a un cas particulier de I’algebre non
commutative dans laquelle les coefficients sont nuls. Ainsi, la non commutativité n’est
réalisée que sur les opérateurs position par le biais des paramétres (Non commutativité
positionnelle) . L’algebre au-dessus se réecrit donc [14] :

[X.X;] =i6;; [P Bj] =0 [XiP] = ihay; (1.112)
Ou sont des parameétres réels antisymétriques et ont une dimension de [longueur]?, et

jouent un role analogue a dans la mécanique quantique ordinaire.

3.5 Consequences pour la théorie quantique:

Les relations de commutation [)?l-,)?j] = io;j impliquent les inégalités d’Heisenberg [14]:

s oo 1
AX;AX ZE‘H'" (1.113)

]

C’est-a-dire que la particule ne peut plus étre localisée de maniére précise. L’espace prend
alors une structure de réseau.
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Dans la suite, on se restreint au cas de non-commutativité positionnelle ou les
opérateurs d’impulsion commutent entre eux, (C’est 1’algebre la plus fréquemment

rencontrée dans la littérature).

Au cas ou la dimension d’espace est D=2 on peut représenter les relations Ci-dessus

comme[14]:
[%,9] = i6
[§,X] = —i6

[%,0:] = [y\'ﬁy] = ih

>

[, 2] = [y, 9] = i

[2,6,] = [9,6:] = 0

[Dx: By] = [Py, Dx] =0 (1.114)
3.6 Moment cinétique dans I’espace non commentatif :

. ’ . e . = .
En défini I’opérateur du moment cinétique angulaire L dans 1’espace non commutative par

la remplacement les produits ordinaires avec le produit étoile[15] :

L= (9*p7—Zxpy)i+ (Zxpx — Xxp)] + (X xpy — Y x px )k (1.115)
Avec : L, le moment cinétique dans I’espace non commutative.

Puits en utilisons la relation suivante[15] :

A, .0, B (1.116)

En trouve

AT o AR . i - "
L=L+ (E) [690,90;p, — 640,205, 7 + 2 [0Y0,Z8,px — 0Y0,X8p,]] + 2 [6Y0,X0;p, — 0Y0,90,px]k

-35-



Chapitre IIl Formulation la mécanique quantique dans ’espace non commutatif

Cette derniére relation prendre la forme suivante [15] :

i

A R T . .
2) [Qyzazpz - szaypy]l + 2 [HZXaxPx - QXZGXPZ]]

ﬂ=Z+(
—~ % [6*¥8,p, — 67X axpx |k

Donc, en peut déduire

L=L+6AP=(7+6)AP

Avec :

é = GXiai?‘F 9“6J+ HZiaiE

Alor, nous avons défini un décalage sur les coordonnées d’espace [15] :

oo
Xi —>Xi+§9”6j

Si en utilisons le principe de correspondance en trouve [14]:

1
Xi = X; = 52 0,p;

(1.117)

(1.118)

(1.119)

(1.120)

En résumé, en mécanique quantique non commutative on peut utiliser I’opérateur du

moment cinétique angulaire avec le produit vectoriel ordinaire des quantité de mouvement

et les coordonnées de I'espace- temps a condition de décaler I'argument avec une quantité

sgale 4 1913,
egalea 6",
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4 11 equation de Schrédinger sur un espace—temps NC:

En mécanique quantique ordinaire (commutative), le potentiel agit sur la fonction d'onde
comme un opérateur de multiplication, a savoir en mécanique quantique non commutative,

le potentiel agit sur au moyen du produit star, On aura alors la correspondance [16] :

VER) -y - V(R *y(X) (1.122)
1 A
V() *p(X) = VERW®E) + ZH(E)HG“ iy V(X)L OInG, 3y (1.123)
i=1

Apres la présentation des différentes algebres de commutateurs qui généralisent
I’algebre de Heisenberg a un espace hon-commutatif, on va définir le moyen usuel
de réaliser cette algébre qui est Le produit de Weyl-Moyal (Produit star), cela nous
ameéne a écrire une relation entre les coordonnées commutatives et les coordonnées
non commutatives ce que I'on appelle (Bopp shift), enfin on va utiliser cet outil

pour former I'équation de Schrédinger dans un espace non commutative

Donc on peut écrire I'équation de Schrodinger en fonction des opérateurs ordinaire x et
P, et en utilisant le produit star [16] [17]:

L@ p? e
ih Fr %w(x, t) + V() (xR, t) (1.124)
1 A
V@) * p(E) = VEPE) + ZE(%W“ i V)OI QinInD, 0 (1.125)
i=1
B 0
Ojpe = axIk
] 0
Pie = M s

Onprend : A = lipj, = ajT
On replace 0 par:dj, = ipjy

Alors:
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SR 1 S
V(X) * IP(X) = V(X)ll}(X) + zm(f)nall al’n V(X)Hllh Hln]npjl P ()
i=1
On pose :
ﬁjk=9ikjkpjk
1 i
V) (X)) = VE)PR) + Z o (E)"an w0V (X)Pix.. Do) (1.126)
i=1

La transformation de Fourierde V(X) :

V(X) = [ dKe(®)p (K)(1.127)

o1 1 e
V) # Y = VEOWE) + Y~ (=" 01O [ KT (0B1r Byyuco
i=1

-1 1 . -
VERWE® + ) —(=)"0" f dKe® (k )" V(k) y(x)

. w11 .
VEWE + [ dKT) Y = (=" (5" e §(x)
i=1

-1k P

= VR + f KT (k) (el2 ) 1)e0 y(x)

=VQRUR) + f dK9(K) e y(x) — f dKV(k) ek ()
= VW + | A0 D 0o — vEOE)
_ J dKT(K) e 8) gy

=V(x-5) v

En résumé, en mécanique quantique non commutative on peut utiliser I'équation de

Schrédinger avec la multiplication et les coordonnées de I'espace- temps ordinaires a

condition de décaler I'argument de potentiel d'une quantité égale a g
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VR) * p(X) =V (x — g) W(x) (1.128)
42 Le décalage ""Bopp shift™:

On peut écrire les opérateurs d'espace-temps non commutatifs x;et p; en termes des
opérateurs ordinaires de positions x; et dimpulsions p; en utilisant la transformation

suivante [18] :

Q::
—Lp. (1.129)

5 = p (1.130)

La derniére transformation s'appelle : Le décalage de Bopp "Bopp shift". Au cas ou la

dimension d’espace est D=2 on peut représenter les relations ci-dessus comme:

(O-ij = SijO' eteij = _8ji = 1)

. 0;j 0

x=x—7py—x—2py

~ 91 ei' 0

Y=y =3P =Y+ 0y 50

Px=Dx » Dy=Dy (1.131)

L' hamiltonien d’un systéme évoluant dans un espace non-commutatif est obtenu en

remplagant dans 1’expression d' hamiltonien ordinaire les opérateurs canoniques: xet p par

leurs équivalents non-commutatifs Xetp [17] [18] :

H(x,p) = H(X, p) (1.132)
p?
H(Z,p) = 5—+ V(D) (1.133)

H®,p) =-—+ V(% =) (1.134)

En résumé, en mécanique quantique non commutative, I' hamiltonien décrivant le systéeme

peut étre exprimé, soit en fonction des opérateurs X et P soit en fonction des opérateurs
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X et P satisfaisant des relations de commutation canonique maisagissant sur la fonction

d'onde au moyen du produit star.

4 3 Atome d’hydrogéne sur un espace non commutatif:

L'hamiltonien non relativiste représentant I'atome d’hydrogéne a I'expression suivante
[17][18]:

o p?
=2+ V() (1.135)

V(r)est le potentiel central créé par le proton de charge +| q| (le potentiel de

Coulomb)

_e2 qZ
V(r) = ,e% = 1.136

(1) =— Teg (1.136)
En termes de coordonnées non commutatives on écrit [17] [18] :
_eZ _e2

Vi) =—= (1.137)

r %%

ou:

5C\l'. fi = z 551" fi

Avec X et p satisfaisant les équations de commutation précédentes

Rappelons que X;et p; (avec chapeau) indique les coordonnées et les moments dans un

espace non commutatif.
Nous utilisons maintenant le nouveau systéme de coordonnées(1.129)(1.130):

b5

Xi—X;i + 2h pj

A

p; = Pj

Avec x;,p; (sanschapeau) désigne les coordonnees et les moments commutatifs
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Satisfaisant les commutateurs suivants [17] [18]:

(XX ]=0

X0, B] = ihay;

2 - -
Dans le nouveau systéme de coordonnées, 1’énergie cinétique zp_m reste invariante, par

contre le potentiel coulombien devient :

eZ

V(@) = ==

Xi-Xj gi' gi'
\](xi_z_f{pj>(xi_2_f{pk)

e?

V(r)=—
J(x iXi— +rr(92))
e2
V== *ig;;
J (=20 (6%)
eZ
V(r)=— —
wijp]. )
r\/(1— 2+ 0(67))
V(r) = ——(1 4 OuPs ””’ + 0 (6?)
e2 2
V() = T mxﬂijpj +0(6?) (1.138)
Posons :

0. = 1. g el Sk T ki T Ekij T 1
3] 2<ijkYk Ei: = Ei:p = E,:: = —1
ikj — €jik — ©kji —

(1.139)
Donc, al'aide de I'équation(1.135), le deuxieme terme de I'équation(1.134) devient:

eZ 2

e
=388 200 = = ) K Oup)
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2
e
= [(x2p3 — x302)01 + (X3P — x1P3)02 + (X1P2 — X201)03]

 4hr3

eZ
= _m [L1.91 + Ll'.92 + L3.03]

e . .
= —W[L - 0] (1.140)
Alors :

_e2 e2 — - 2

V() = R (L-6)+¢ (9 ) (1.141)

Supposant queBest un vecteur orienté dans la direction K on écrit[17] [18] :

52031?):>ZI§:LZ.93=0.LZ (1.142)
Donc:

—e?2 [e20\L
V(r) = Te- (E)r—f + ¢ (92) (1.143)

L' hamiltonien H, devient [17] [18]:

- >

P2 e? e2(L-0)
2m r 4h 713

(1.144)

D’apres cette expression on remarque que le potentielle de coulomb est déformée dans

I’espace non commutative, cette déformation est introduit sous forme d’une perturbation

. N 1
proportionnel a o = (1.145)

Nous notons que I'expression ci-dessus est trés semblable a celle de I'accouplage
spin-orbite.
N e? (L-S)

S0 =5 202 13 (1.146)

4 4 La solution exacte de I’équation de Schrodinger dans I’espace NC

Dans cette section, en cherche une solution analytique exacte de 1’équation de

Schrodinger pour trouver les corrections sur les niveaux d’énergie de I’atome
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d’hydrogéne ; d’apres 1’équation (1.140) en effectue une généralisation sur la
partie radialeR, de I’équation de Schrddinger, en plus précisément la fonctiondi(r)
1’éq (2.3), suivante [17] [18]

2 2
n°d? atl(lx1)
“omar T eV O|u®) = Eul) (1147)

—Ze? Qe?ly _—Ze? Be?hm
Avec:V(r) = A L A

T 4h 13 T 4h 13

On a choisir une solution sous la forme suivante [17] [18] :
i(r) =u(r) + 0A(r) (1.148)

Quandd - 0=>1i - u

etona u(r) = rRY) (1.149)
Donc:
u(r)
N N (n—1—1)! 2L+ 1)! v
= byena (a_o) Z (-)" (z) R (a) (1.150)
V=0

L’équation (1.143)devient :

n2d® All(l+1)  Ze? E]

2m dr? 2mr2 T
o n’ d? .\ nl(1—1) Be? hm gy =220y st
2M dr? 2Mr2 4 72 =7 v ALY

Avec E est la correction de I’espace non commutative sur I’énergie de I’atome
d’hydrogene.
Cherchons la solution sous la forme d’un développement en série pour la fonctionA(r) :

o0 0

A(r) = z a,r? A(r) = Z qa,rit LA'(r) = Z q(q — Dagri—? (1.152)

n=0 n=0 n=0
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Donc, 1’équation pour A(r) devient [17] [18]

- L0+ 1) 5 fhme? - q
: mq(q - 1)aq+2 +h oM aq+2_Ze dg+1 — 4 dg+3 — an r
Be? 1+1n = GRS (R y
e m -r —1—= . . r
~ 4 13 Oe"a _ Z = )U 1—u—1)!u!(u+21+1)!(£) (1.153)
On pose g = v et en fait une coupure de la série a I’ordre q
On a donc
—h? LA+ 1) 5 Ohme?
%q(q —Dag, +h Wanrz—Ze Gg+1 =7 Oq+3 = 0 (1.154)
10e?hm _ —r ;\U+ (n—1-1)'Q21+1)!
- aalr q 1.155
G =F 4 73 0° () =) ( ) (n—1l—qg—-D'q! (g +2l+1)! ( )
D’ou
16e? im l+1” et (n—1—1) Q2L+ 1)
e m - —Ll= . :
Aq(r) E 4 r3 boe qz(:) = ) na (n—l—q—l)!q!(q+2l+1)!r (1.156)

La Solution de | équation de Schrédinger dans I’espace non commutative est donne par la

fonction d’onde suivante [18] :
o) 1
=Ry +0-4,() (1.157)

En remarque que le nombre g prendre le réle d’un nouvel nombre quantique, en passet

maintenant au calcule du spectre de I’atome d’hydrogeéne dans 1’espace non commutative.

Pourg=0etn=2,l=0,m=0

b r\ -r b r2\ —r
™ _~0 Y0
RZTO - ao (1 - z_ao) e = uZ 0= aO <r B %) e (1158)
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168e?hmb, /1 T\ -r
2= F aa (r—z‘m)e“ (1.159)

On calcul les dérivées :

i 1 8e?hmb, [( T )(—1) = [—2 r ] —_r] 1160
—_—— _ e — 2a _—— 2a .
27 F  4a r2 2ar/\2a ¢ r3  2ar? ¢ ( )

X 19e2hmb0{ 1 (1 r) —_r+—1(—2 r ) —r—l[ 2 r ] —r
= J|—|———)eza + —|— — 2 — 2a
27 F  4a 4a2\r?2 2ar € 2a \r3 2ar? € 2a lr3  2ar? €
6 17 -r
* F‘F]e”}]

1962hmb0 _r{ 1 1 1 1 1 1 6 1}
e

et —
4a2r?2  8a3r  ar3 4a?r?  ard3 4a?r? r* ard

F 4a
fe’hmb, —r(6 1 1 1
= 4q ¢ {_4 ar3  4a?r? 8a3r} (1.161)

En reportant dans | équation radiale, on trouvé [17] [18] :

R d2 RCl(l+1)  Ze? p,
2mdr? 2mr? r v

h2d2+hzl(l+1) fe? hm EA()_Hezhm 1162
2M dr? 2Mr2 4 12 e s (1.162)

2
I%Qezhmbo{ 6+ A z(z+1) Hezhm} ehmbol 1 +i3[%962hmb0 {—_1_ A l(lJ_rl)_Zez} _

4a 2M 8a 413 a |r* 4a a 4Ma
ehimbg
3 a C [ 1 Ze? ~] 1 68e’hmbg fe’hm 1 E 1 0e?hmb, 1 -0 (1.163)
2a r2 [4a? 2a 4a 4 r5 2aE 4a r )

Cette équation est Vérifiée pour toute Valeur de r Si :

1 0e?hmb, h2l(l+ 1) 6Oe’hm) ehmb,

e {—6+ o oa }— il (1.163 — 1)
10e2hmb 720 +1) i

0 2 4 a __

bbbt A S M % 3 QU SR 1.163 — 2
E 4a {a 4Ma € } 2a 0 (1.163 = 2)
L2 5oy 1.163 — 3
4q2 " 2a (1. )
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2
Ou, le coefficient a = % a était dans le chapitre 2.

D’apert les équations (1.163 —1) , (1.163 — 2) et (1.163 — 3) en déduire

Pourn=2,l=0,m=0

- -1
E,=— 1.164
ot
27 le3Z — e]
7 1 Ze®
37 402 ' 2a

On remarque que la correction non commutative criée une dégénérescence sur énergies,

Pour le niveau principal 1’énergie sera dégénéré a trois niveaux d'énergie, donc La non

commutativité induit un décalage sur le spectre d'énergie.

6=0 6+0

_ E+E;

REN T~ E+E2

s E+E;

FigureO1 : dégénérescence de I'énergie dans I'espace NC

Discussion, basant sur ces résultats il est clair que le modéle adopte pour le shifting de la
fonction d’onde n’est plus valable.car a la limite ou 8 — 0,E; ne s’annule pas,E; et E, se

divergent de plus ce qui est inacceptable.
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CONCLUSION

CONCLUSION

On a étudié dans ce travail la théorie quantique dans I’espace non commutative qui donne
un espoir clé pour I’étude des modeéle concernons le probleme de la quantification du

gravitée et leur unification avec 1’autre force fondamentales.

On a présenté ’algebre de commutateurs qui fondent la géométrie non commutative et qui
généralisent la mécanique quantique a un espace non commutatif. On a considéré comme
outille pour construire la mécanique quantique non commutatif le produit de Weyl-Moyal
(le produit star) et la non commutativité entre les coordonnée d’espace. Nous avons trouvé
une méme définition du décalage de Bopp shift a partir le calcule du moment cinétique
dans I’espace non commutative. On rappelle que le décalage de Bopp shift est un résultat
directe de la transformation de Fourier de la produit du potentiel et la fonction d’onde
dans I’espace non commutative, ce décalage est signifi¢ 1’équivalence entre les coordonnée

d’espace ordinaire et les coordonnée 1’espace non commutative.

Dans cette mémoire, nous avons démontre que le décalage "Bopp shift" existe aussi dans
le moment cinétique, et nous avons étudié I’équation de Schrédinger dans 1’espace non
commutatif et leur solution analytique pour le potentiel de Coulomb dans I'espace non-
commutatif. Cette solution est permit de calcule la correction sur 1’énergie da I’atome
d’hydrogeéne dans I’espace non commutatif. Et on a définir une extension le nombre

quantique principale n dans I’espace non commutatif.

Par ailleurs, il serait intéressant de traiter aussi les harmoniques sphériques avec le
décalage de "Bopp shift" et en calcul leur influence sur 1’énergie et aussi sur effet Stark et

le Déplacement de Lamb « Lamb shift ».
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RESUME

Dans ce travail, on a presenter une relation entre les coordonnées commutatives et les
coordonnées non commutatives ce que I'on appelle le décalage de (Bopp shift), et on
va utiliser cet outil pour reformulera I'équation de Schrédinger dans un espace non
commutative, et on cherche la solution analytique de I'équation stationnaire de
Schrédinger pour la Potentiel coulombien dans I'espace non-commutatif.

et I’influence de ce dernier sur les niveaux d’énergie de I’atome d’hydrogene.

Mots clés : fonction radiale, harmoniques sphériques, moment cinétique, espace non
commutative

ABSTRACT

In this work, we have presented a relation between the commutative coordinates and
the so-called non-commutative coordinates (Bopp shift), and we will use this tool to
apply the Schrédinger equation in a non-commutative space, and look for the
analytical solution of the Schrédinger stationary equation for the Coulomb Potential
in the non-commutative space.

Keywords: radial function, spherical harmonics, moment cinétique, non
commutative space
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