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Introduction

L’objectif de cette polycopie est de premette a I’étudiant I’acquisition de cette matiére
et lui faciliter la matiér de I'outil numérique par la compréhension des langages de pro-
grammation évolués d’une part, et d’autre part, par 'utilisation des méthodes numériques
de résolution de systémes d’équations algébriques.

La maitrise de 'outil numérique par I’enseignement des langages de programmation
évolués d’une part, et d’autre part, par ’enseignement des méthodes numériques de
résolution de systemes d’équations algébriques.

Les étudiants(es) en science possédent souvent des connaissances mathématiques trés
développées, néanmoins il a été constaté qu’ils trouvent des difficultés & concrétiser ces
connaissances sur un ordinateur. La rédaction de cette polycopie de cours s’inscrit dans
cette optique, afn de mettre a la disposition des étudiants(es), d’outils pratiques aidant a
la stimulation de leurs connaissances opérationnelles. Cette polycopie s’adresse a tous les
étudiants(es) suivant un cursus universitaire de type scientifique, a l'instar de la physique,
la chimie, la biologie, filieres technologiques...etc. Les prérequis exigés sont relatifs aux
notions élémentaires en mathématique appliquée, abordées durant les premiéres années
du cycle universitaire. Bien évidemment, la liste des méthodes numériques présentées ici
est strictement conformes au programme officiel.

Cette polycopie s’articule autour de cinq chapitres. Dans le premier chapitre est
initiation (ou rappel) de langages de programmation informatique MATLAB. Le second
chapitre est consacré a 'intégration numériques (méthode du trapéze et celle de Simpson).
Dans le troisiéme chapitre, traite la recherche de racines d’une fonction réelle de variable
réelle (méthode de dichotomie, Newton-Raphson). Le quatriéme chapitre mis en lumiére
les diverses techniques de résolution numériques d’équations différentielles (méthode de
Euler, méthode de Runge-Kutta ). Enfn, le cinquiéme chapitre résolution numérique des

systémes d’équations linéaires (Méthode de Gauss, Méthode de Gauss-Seidel).



Chapitre 1

Rappels sur les langages

informatiques initiation a Matlab

1.1 Introduction & MATLAB

MATLAB est un logiciel de calcul et de visualisation, dont les entités de base sont des
matrices: MATLAB est une abréviation de Matrix Laboratory.

MATLAB est un langage interprété, il propose des facilités de programmation et de visu-
alisation, ainsi qu'un grand nombre de fonctions réalisant diverses méthodes numériques.
MATLAB est un langage de programmation, de haut niveau, intégrant plusieurs fonc-
tionnalités, il fournit un environnement interactif pour la création et la gestion de pro-
grammes. Dans ce qui suit on introduit quelques fonctionnalités de bases qui nous per-
mettrons d’apprendre & manipuler le logiciel et de nous familiariser avec le langage.
L’élément fondamental chez MATLAB est la matrice, puisque le type de base des données
est le type « array ». Scalaires, vecteurs, matrices réelles et complexes sont considérés

comme étant des cas spéciaux du type de base.

1.1.1 Quelques bases de l'interface Matlab
1. Le symbole [>>] : dans Le Workspace (MATLAB) indique ou entrer les commandes
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2. Le mot (ans) (réponse ) désigne le résultat de l'opération effectuée dans Le

Workspace (MATLAB).

Exemple 1.1.1

»W "  lacommande — 2"

ans= y ans =
— [affichage /

Les variables et les opération ( +, -, *, /)

- Les opérations de base: Ceux-ci agissent sur les scalaires et les matrices. Dans le

cas matriciel, les dimensions des matrices doivent s’y préter!

Symbole Description Exemple
+,—, %,/ Les opérations de base en mathématiques 7+9
(addition, soustraction, multiplication 3/4

et division)

D La constante p; pi/3
cos sin tan Les fonctions trigonométriques usuelles cos(3*p;/2)
log exp Le logarithme népérien et I’exponentielle exp(3)
sqrt La racine carrée sqrt(5)
) La puissance 475



Opérations de base sur les matrices

Matlab propose tout un ensemble d’opérations usuelles sur les matrices

Symbole Description
+ — *. Les opérations de base(addition, soustraction, produit matriciel)
Les tailles des matrices doivent étre compatibles

La puissance matricielle (itération du produit matriciel)

/ Transposée d’une matrice

inv L’inversion d’une matrice (sison inverse existe)

D’autres opération peuvent étre réalisées sur chaque élément de A

Symbole Description

+ —x/. Reéalise opération entre un scalaire et chaque élémentde la matrice

Lk Réalise la multiplication terme a terme de deux matrices de méme taille.

~

Met & une certaine puissance chaque élément de la matrice

Opérateurs relationnels

Initiation au logiciel MATLAB

< Strictement inférieur
<= Inférieur ou égal

> Strictement supérieur
>=Supérieur ou égal
== FEgal

= Différent

Exemple
A+ B
A*B

A3

A

inv(A)

Exemple
54 % A
A.x B

A3

Remarque 1.1.2 La division a gauche A\B donne le résultat de l'opération AB™!

(utilisée pour résoudre un systéme linéaire).



1.2 La structure conditinnal (If)

Structures de controle

MATLAB dispose des instructions de controle suivantes : if, switch, for et while. La syn-
taxe de chacune de ces instructions est semblable & celles des langages classiques. Il est
important de savoir que beaucoup d’opérations nécessitent ces instructions dans des lan-
gages classiques tels que C et Fortran, alors que dans MATLAB, on peut s’en affranchir.
Les opérations sur les matrices (addition, multiplication, etc.) sont les exemples les plus

évidents.

Instructions alternatives

- L’instruction: if - elseif - else

La syntaxe est la suivante :

if(test)
commandes
else
Autres commandes
end

On peut également imbriquer des if... else les uns dans les autres a ’aide de 'instruction

elseif.

Exemple 1.2.1 vérifier si un entier naturel donné n est pair ou impair
if rem(n, 2)
disp(’nombre pair’)
else
disp(’nombre impair’)

and

Remarque 1.2.2 La fonction rem : retourne le reste de la division de deuxr nombres.



Exemple 1.2.3 La valeur absolue
Lire
if ©>0
r=x
else
T =—x
end

Ecrive ("la valeur absolu 7, )

1.3 Les boucles (for, while)

1.3.1 Boucles et tests

Les principales instructions de controle proposées par MATLAB sont for, while et if; elles
fonctionnent & peu prés comme leurs équivalents dans les autres langages de program-

mation.

La boucle for

La boucle for, doit respecter la syntaxe suivante :
for compteur = expression
instructions
end
Generalement, expression est un vecteur de la forme début :incrément :fin et compteur

prend successivement toutes les valeurs de expression pour éxecuter instructions.

Exemple 1.3.1 Les instructions suivantes permettent de calculer une valeur approchée

de e*, pour x = 10, en utilisant la formule:

n ok

e’ ~ —

x
k!
k=0

8



>>x = 10;

>>n = 50;
>>5=1;
>>terme= 1;

>>for k =1:n, terme= x*terme /k;s = s+terme; end;

>> S

Exemple 1.3.2 Calculer, a l'aide de la boucle for, la somme des n premiers entiers

naturels.

La boucle while

L’instruction while respecte la syntaxe suivante:

while expression

instructions

end

expression désigne le résultat d’une operation logique. Elle est construite en utilisant
des opérateurs relationnels et logiques.

La boucle while répéte un bloc d’instructions tant qu'une condition donnée est vraie

Exemple 1.3.3 .Les instructions suivantes ont le méme effet que les précédentes:
>> f(1)=0; f(2) =1 k=3
>>while k <=6
fk)=fk=1)+ f(k=2);k=k+1;

end



1.4 Les tableaux (veteure et matrice )

1.4.1 Vecteurs et matrices

La structure de données de Matlab est le tableau ; méme un nombre est considéré comme
une matrice 1 x 1. Toutes les fonctions et opérations relatives aux tableaux sont treés
optimisées et sont & utiliser aussi souvent que possible.

Création

Un tableau (Matrice) est délimité par des crochets. On sépare les colonnes par des

espaces et les lignes par des points-virgules. Exemple

WA =[123;456]  ))B =

A= B =1;2;3]
1
12 3
2
456
3

Opération sur les matrices

Addition / soustraction: 2 matrices de mémes dimensions (méme nombre de lignes

et de colonnes) s’additionnent ou se soustraient terme & terme.

Exemple 1.4.1

A = [123;456), B=[246;78 —1]
A+B = [369;1113 5]
A-B = [-1 =2 —3;—3 =37

Multiplication ou division: la multiplication ou division de matrice obéit & des régles
spéciales qu’on ne détaille pas ici. En revanche on peut multiplier ou diviser 2 matrices

terme & terme par 'emploi des symboles « .%» ou « ./»

10



Exemple 1.4.2

A = [123;456], B=[246;78 —1]
A*B = [2818;2840 — 6
A./B = [0.50.50.5;0.570.62 — 6]

On ra donner quelques commandes de base et fonction sur les matrices dans Matlab

1.4.2 Commandes de base dans Matlab

Commande
ones(n, m)
zeros(n, m)
eye(n, m)
rand(n, m)

diag(v)

Description

Matrice de taille n X m ne contenant que des 1.

Matrice de taille n X m ne contenant que des 0.

Matrice de taille n x m contenant des 1 sur la premiére diagonale et des 0 ailleurs.
Matrice de taille n x m contenant des nombres aléatoires.

Matrice diagonale ou les éléments de la diagonale sont les composantes du vecteur v.

11



1.4.3 Fonctions sur les matrices

Commande
det(A)
trace(A)
rank(A)
null(A)
diag(A)
norm(v)
mean(A)
sum(A)
prod(4)
max(A)
min(A)

length(A)

Description

Renvoie le déterminant de A ; celle-ci doit étre carrée.

Renvoie la trace de A.

Renvoie le rang de A

Renvoie une base du noyau de A; 'argument supplémentaire 'r’donne une «meilleure »
Renvoie la premiére diagonale de A.

Renvoie la norme euclidienne de v; v est un vecteur. Il est aussi possible de calculer d’a
Renvoie une liste contenant la moyenne des éléments de chaque colonne.

Renvoie une liste contenant la somme des éléments de chaque colonne.

Renvoie une liste contenant le produit des éléments de chaque colonne.

Renvoie une liste contenant la valeur maximale chaque colonne.

Renvoie une liste contenant la valeur minimale de chaque colonne.

Renvoie le maximum entre le nombre de lignes et de colonnes ;

12



1.4.4 Instructions de controle

break Termine ’exécution d’une boucle

continue  Passe & l'itération suivante en sautant les instructions suivantes dans une boucle

else Sinon, utilisé avec if

elseif Sinon si, utilisé avec if

end Termine for, if et while

error(.) Termine un programme et retourne un message d’erreur
for Répétition

if Instruction conditionnelle

otherwise Sinon, utilisé avec switch

pause Arrét momentané d’un programme (attente d’appui sur une touche)
return Retour a la fonction appelante ou au clavier

switch Branchement conditionnel

while Tant que

13



1.4.5 Instructions mathématiques de base

Sqrt(.)
exp(.)
log(.)
log10(.)
log2(.)
nextpow?2(.)
cos(.)
acos(.)
sin(.)
asin(.)
cot,tan(.)
atan(.)
sinc(.)

cosh,sinh, tanh(.)

Racine carrée
Exponentielle
Logarithme naturel
Logarithme décimal
Logarithme de base 2
Puissance de 2 supér
Cosinus

Arc cosinus

Sinus

Arc sinus
(Co)Tangente

Arc tangente

Sinus

Fonctions hyperboliques

abs(.)
angle(.)
conj(.)
imag(.)
Isreal(.)
real(.)
fix(.)
floor(.)
ceil(.)
round(.)
sign(.)
factorial(.)

cardinal rem(.)

mod(.)

Valeur absolue ou module
Phase

Conjugaison complexe
Partie imaginaire

Vrai si réel

Partie réelle

Arrondi vers zéro
Arrondi vers—oo

Arrondi vers +o0
Arrondi au plus proche entier
Signe

Factorielle

Reste division euclidienne

Reste modulo

1.4.6 Principaux symboles mathématiques reconnus par MAT-

LAB.

minuscules grecques majuscules grecques symboles mathematiques

commande symbole

\apla
\beta
\gamma
\omega
\lambda
\pi
\rho

\nu

« \Delta
6] \Theta
v \Gamma
w \Omega
A \ Lambda
7T \Phi
p \ Psi
v \Sigma

commande symbole

commande symbole

A \leg <

0 \geq >

r /

Q \inf ty 00

A \sim ~

o \partial 0

U \in €

Y \rightar row —



1.5 Les polynétmes

MATLAB représente un polyndéme sous forme d’un tableau de ses coefficients classés
dans 'ordre des puissances décroissantes.

Saisie d'un polynéme: Le polynome P d’expression: P(x) = 22%+3x—5, est représenté
par le tableau & une dimension suivant :

>> P =1[23-5]

P —

23-5

Racines d’un polynéme : On peut déterminer les racines des polyndémes P a ’aide de

la fonction root.

Exemple 1.5.1 >> roots(P)
ans =
1.0000 + 2.0000z
1.0000 — 2.0000¢

1.5.1 Représentation graphique

Pour tracer la représentation graphique du polynéome (), définissons un domaine pour

la variable x qui contient les racines de Q).

Exemple 1.5.2 >> 2 =0:0.1:3;
>> y =polyval(Q, );
>> plot(z,y)
>>grid
>>title (' Tracéde y = "2 — 3z +2')

>> zlabel('x’)

15



>> ylabel('y)

] Fiqure 1

File Edit View Ieert Toocls Desktop ‘Window Hep
=~

5

L 090L- 208 a1

Tracé de y = x2-Tc+2

.

; :
05 A : :
\
!

1.6 Plotage graphe fonction

1.6.1 Tracer des courbes dans MATLAB

Pour tracer n’importe quelle courbe dans Matlab, une ou deux variables ou plus doivent

étre présentes. Pour cela, les variables doivent étre déclarées, puis aprés on donne la

commande plot(x,y).

Donc, si nous voulons tracer y en fonction de z, MATLAB connecte les points de

coordonnées (z(k),y(k)) de 1 < k <longueur(z).

En prenant un grand nombre de points dans le vecteur x puis en définissant y = f(x)

pour une fonction f, le graphique de la fonction (x,y) nous donnera le graphique de la

fonction.

Exemple 1.6.1 >> x = [0:0.01 : 4*pi];

>> y = sin(x);

16




>> plot(x,y), axis equal

Rl Fr Vi Grest Taok  Deilssp Weadoes  Helg -

Dods A/ 08 0@

a4
3
2
1 -~ S N o,
. R s ™
- o, sy s —
-2
-3
<
] 2 4 L] ; W =
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Chapitre 2

Intégration numérique

Lorsque le calcul analytique est difficile (voir impossible) le calcul numeérique de I'intégral
d’une fonction s’impose. L’une des maniéres les plus naturelles pour calculer 'aire sous
une courbe est d’approximer par une aire facilement calculable.

Dans les méthodes d’intégration, l'intégrale d’'une fonction continue sur un intervalle
borne [a, b] est remplacée par une somme finie. Le choix de la subdivision de I'intervalle
d’intégration et celui des coefficients qui interviennent dans la somme approchant I'intégrale
sont des critéres essentiels pour minimiser 'erreur. Ces méthodes se répartissent en deux
grandes catégories, les méthodes composées dans lesquelles la fonction est remplacée par
un polynoéme d’interpolation sur chaque intervalle élémentaire [x;;x;11] de la subdivi-
sion, et les méthodes de Gauss fondées sur les polynémes orthogonaux pour lesquelles les

points de la subdivision sont imposés.

Position du probléme: L’objectif de I'intégration numérique est de calculer I'intégrale
I d’une fonction f(z) sur un certain intervalle [a; b].
On veut évaluer l'intégrale d’une fonction f sur un intervalle [a,b]. Sil'on connait sa

primitive F', alors

I—/ f(x)dx =F(b)— F(a).

Mais dans de nombreux cas, F' ne peut pas étre connue. Ou notons que ’expression

18



analytique de f(z) peut étre connue comme elle peut étre inconnue.

Exemples 2.0.2 : f; e dur, fab @) g, f; \/sin (x)dz.

2.1 Méthode des trapézes

2.1.1 Meéthode des trapézes simple

Pour évaluer numériquement I(f) = fab f (x)dz, on divise l'intervalle borne [a;b] en n

parties [zo; x1], [x1; 22, ..., [Xn_1; T,) de méme longueur h = ”‘T" et on considére les points

d’intégration

ro=a, 11 =29+ h,..., z;=x9+1h (i=0,..,n), x, =Db.
7
My T
f(h:r----/fﬁ? 57
7

2
b
a

Figurel-Méthode des trapéze simple



On considere cette fois l'interpolation par un polynéme de degré un construit sur les

points a et b. On obtient la formule classique des trapézes:

b h
[ r@ds =@+ £ o).

C’est la formule simple des trapézes sur I'intervalle [a, b].

Hauteur

S = (Petite_base + Grande_base) X 5

Petite base et grande base correspondent & f(a) et f(b) et Hauteur=h (h =b—a)

Exemples 2.1.1 [ = fab vdzr = 5% (a + b)
R e 02 12
J= Jyetdr = 150 (e e 1) = 0,6845

b J7 i 1 () ) 5 (240 =3

2

2.1.2 Meéthode des trapézes généralisés

L’aire I(f) comprise entre [a;b] et le graphe de f peut étre approchée par la somme
des aires des trapézes induits par les points g, 1, ..., T,. Sur chaque intervalle [x;, z;11];

0<:1<n-—1:

/ (@) T @)+ ().
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. : :
od E- T T2 T3 1b

Figure 2- Méthode des trapéze généralisés

=b

1) = /abf(x)dxz/x:;af(x)dx+/xj2f(x)dx+...+/g:i f (@) da

1

= Z/ f(z)dx

= I+ )

= BT o)+ () 4 S ) F ()4 () f (@) 4 f () 4 (52)
= D (o) 27 () 2 (2) 427 () o2 (w0) + F (52)

=14 (f(a) +f(b)+2§:f(wi)> .

C’est la formule des trapéze composite sur U'intervalle [a; b].
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Exemple 2.1.2 On calcule ["intégrale suivante

3
]4:/ In (x) dx.
1

Donner une valeur approchée de l'intégrale 14 en utilisant la méthode des trapézes com-

posite avec 4 sous-intervalles. Cela revient a prendre h = % etrg=a=1 x4 =>0=3,

T = %, Ty =2 et x3 = g D’aprés la méthode des trapezes, on a:

I4:g(f(1)+f(3)+2<f (g) +f(2)+f<g))> ~ 1,821,

2.1.3 Recherche de l’erreur d’approximation si f € C?([a;]])

Méthode des trapézes Simple

Soit f : [a;b] — R continue. Posons

B =10~ h(f) = [ F@de— "5 @+ £ 0).

f" est continue sur [a;b], alors d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, 3 6; €
la; 0] :
—h? _—(b—a)’

—(0).

E4 Derreur de la méthoder n = 1. Implique

(b—a)’

B <
[Brl < 12

M.

Ou My = maxee|a) |f(0)] -

la formule simple des trapeézes sur l'intervalle [a; b].

_b—a

1) = 50 (@) + 1 () = S

Exemple 2.1.3 [ = fol e 2 dz,
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Soit f(z) = e, a=0;b=1; f'(z) = 4e7*; [P(z) =87 <0.
Parce que 3 (x) <0 donc f" est décroissant strictement

Ou My = maxepoa | f"(x)] = f7(0) =4

(1-0)°
12

By | < 4=-~0,333, £~0,333.

W =

Remarque 2.1.4 la formule, & deux points, des trapézes est clairement si f est un
polynome de degré inférieur ou égal a 1.
De plus, cette formule est de degré de précision égal a 1.

En effet, pour f(z) =2* n=1;x90=a; 11 =D, on a:

b 37b 3 3

1

I = /ax2dx:{%L:%—%:§(b—a)(b2+ab+a2)
b—a

]1 = B (b2+a2).

On wvoit clairement que I # I.

2.1.4 Recherche de l’erreur d’approximation si f € C?([a;b])

Meéthode des trapézes composite

Soit f : [a;b] — R continue de max M et min m. Alors, Yy € [m; M|, 3z € [a;b] /

f(z) = y. Posons

B, =1(7) - 1.(H = | f<:c>dx—b‘7a<f<a>+f<b>+2if<xi>).

avec xr; = xg + th (h = b_T“)@ =0,1,...,n. f” est continue sur [a;b], alors d’aprées le

théoréme des valeurs intermédiaires, 30 € [a; b]:

nh? ”—(b_g)s (b— a)3
E =——+f" — ___n2 N — _ " .
w=—75 1 (0) B 0) = =1 (0)
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Ou My = maxgcpy) | f"(6)]. Comme, on obtient

(b—a)’

B, <Y
Bl = 12n2

M

la formule composite des trapézes sur l'intervalle [a; b]:

50 € fast] / 1(7) = 5" (f (@) + () + 2Zf<xi>> - e,

Exemple 2.1.5 : On considére ["intégrale

2
1

I:/—dx
LT

Quel nombre de sous-intervalles n faut-il choisir pour avoir une erreur inférieure ¢ 10~

L’erreur est majorée par

(b—a)’

|En| <
12n

MQS&?

Ou My = maxgep,g | (0] = maque[l;g}e% = 2. Donc ici on a

(2-1)°

E,| <
|Enl < 12n2

2
Pour que |E,| < 107 il faut que

L 0
6n? —
ie. n > 1—% ~ 40,8. A partir de ng = [40,8] + 1 = 40 + 1 = 41 sous-intervalles, I'erreur

de quadrature est inférieure & 1074
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2.2 Meéthode de Simpson

2.2.1 Meéthode de Simpson simple

Dans le cadre de cette méthode, on interpole chaque 3 points (a; f(a)), (“E2; f(%E2)), (b; f(b)).
Comme trois points induisent deux subdivisions, le nombre n = 2 de subdivisions doit
étre pris pair (n = 2m; m = 1).

C’est la premiére formule de Simpson simple sur l'intervalle [a, b]. D’ou

/abf(:v)dwg<f<a)+4f <“;b>+f(b)>, h:b;a,

Figure 3-Méthode de Simpson simple

Exemple 2.2.1 Calculer a l’aide de la méthode des Simpson l'intégrale
)

I = fo7r sin z2dx = W% <sinO2 + 4sin (%T”)z + Sin7r2) =3 <0 + élsin%2 + sin7r2> o~
—0,095
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2.2.2 Meéthode de Simpson généralisés

Sur chaque intervalle [x9;; T9;10]; 0 < i <n — 1:

L2442 h
/ fz)dr ~ 3 (Y2i + 4y2ig1 + Yoire) ;s vi = f(x4);

24

Donc
b Tom=b
I(f) = /f dm—/ f(z dx—l—/ f(z)dx + .. +/ f(z)dx
T2m—2
h
= 5 (o T4y +y2 + 2+ Ays Y+ ya+ 4Ys + Yo + o+ Yooz + 4yt + Yom)
h
= 5(y0+4(y1+y3+---+y2m71>+2(y2+y4+y6+---+y2m72+y2m))
= gttt S w2
3 |
(i impaire) (¢ paire)
D’ou
I(f)—h tyn+d > +2 Y ot h— "4
n _3 Yo Yn . ‘ Y Y; - n
(i impaire) (i paire)
Or
= 1)+ £ @) 43 Flen) 23 flenn)| on m="
n\J) =39 € Tn Toi— To; ol m=—
3 0 2i-1) 2i+2 5

1=1 =0

C’est la premiére de Simpson composite sur Uintervalle [a; b].

Exemple 2.2.2 On veut calculer 'intégrale I = foﬁ 23dx. Pourn =2 on ah =3, dou

1= 2(7(0) + 7(6) +47(3)) = 324

Pourn =4 onah:%, d’ou

I=2(7(0) + 7(6) +27(3) + 40 () + F(3)) = 324

26



D’autre part, la valeur exacte de cette intégrale est
6 7
I= / ?dr = —]§ = 324.
0 4

On remarque que la méthode de Simpson est exacte pour le polynome de degré inférieur

ou égal a 3.

Remarque 2.2.3 Ceci implique que la formule de Simpson est exacte si f est un polynome

de degré inférieur ou égal a 3. De plus, cette formule est de degré de précision égal a 3.

En effet ; pour f(x) =x*n = 2,20 = a; 11 = “TJ“” et to9 =0

b

b x® B a® 1
I:/$4dl':|:€:| 23—3:g(b—a)(b4+ab3—|—a262+a36—|—a4).

a

et

b—a 2
b—a b h—
[2:% <a4+b4+4(a; ) ) = 24a (5b* + 4ab® + 6a*b* + 4a®b + 5a?) .

On voit clairement que I # I5.

2.2.3 Recherche de I’erreur d’approximation si f € C*([a;b])

On rappelle que I'erreur associée la méthode des Simpson simple s’écrit, si f € C*([a; b)),

(b—a)5 (b B CL)5

Scefwtl | Ba=1(f) - b(f) =~ /¥ Q) = ——2 /0 () = -2l f ),

On rappelle que lerreur associée la méthode des Simpson généralisés s’écrit, si f €

C*([a; 0]),

5 (b—a)® N\
I lh) | By = 1)~ Lulf) = o p) (¢) = T (¢ = LD g )
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Par consequent

(b—a)’
Enl < gopa Mrse

Ou M, = MaT¢elab] ‘f(4) (Ol :

C 1 . , 3 1
J, J—
Exemple 2.2.4 On considére l'intégrale I = f2 e
1— Donner une majoration de l’erreur commise cas es Stmpson simple.
2— Quel nombre de sous-intervalles n faut-il choisir pour avoir une erreur inférieure a
1076.

— L’erreur est majorée par

(b—a)’
Enl < Tgga Mase

Parce que Simpson simple donc n = 2

e 2 a8 ey M w288
f(€) 2 L1 f(¢) (2C+1)37f (€) 2L Q) 1)
Parce que f©® (¢) = —% <0, fW(¢) donc est décroissant ™) est positive alors
My = mazcep | 9 (0] = |19 )] = —on 2 0,00216:

(2x2+1)° 3125

Donc ici on a:

(3-2)°
2880

x 0,09216 ~ 0,000032.

|Es| <

2— Pour que |E,| < 1075 il faut que

(3-2)°

Ro < 0,09216 < 107°.
n

i.e. n > 4,7568. A partir de ng = [4,7568] + 1 = 4 + 1 = 5 sous-intervalles, 'erreur de

quadrature est inférieure ¢ 1076,

Exemple 2.2.5 Calculons lintégrale I = fol e **dx. Utilisons les méthodes élémentaires

2 .
T aux points xg = 0; x1 = Loet oy = 1.

précédentes a l'aide des valeurs de f(x) = e~ 5
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Alors on a

1
f(0)=1; f(§) ~0,7880 et f(1)~0,36788.
calculons Uerreur

"

i) = =2z f(2) =222 = 1)e ™, f(z) =4x(=222 +3)e ™ >0 sur [0;1].

donc " est croissant sur [0;1].

My = maxgeo | [ (x)] = [f7(0)] = 2.

Méthode des trapézes pour n = 1

I= /01 e dy = g(f(()) + f(1)) ~ 0, 68394,

avec une erreur

M. 2
|y < 1—22(19 —a)’ =< (1- 0)% ~ 0, 16666.

Meéthode de Stmpson pour n = 2

1
/ e dx ~ %(f(O) +f(1) + 4f(%)) ~ 0, 74718,
0

avec une erreur

fO(z) = 4(42* — 1222 + 3)e ™ > 0 sur [0;1]., fW(z) = 8x(—4a?* + 22% — 12z —
3)e " < 0 sur [0;1].

My = mazceps | f@ Q)| = |f®(0)] = 12

M,
2880

12
(b—a)® = ———(1—0)° ~0,004166.

|Es| < =
2880

DI0D0090000300000000090000300000020090900223009230292929007

La valeur exacte est Iopqere = 0,74682. On remarque que E = |Iopoete — Ig| = 0,00036 ~
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4 x 1074, donc la méthode de Simpson donne une approximation ¢ 4 x 10™* avec seule-
ment trois valeurs de f parce que les dérivées d’ordre supérieur ne varient pas trop sur

Uintervalle [0;1].
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La formule d’intégration numérique de Trapéze

L’algorithme
Ax = b_T“
for k=1 to (n—1)
r=a+Ar Xk
s=s+ f(x)
and for
T = Axw + Az X s
Aid
1. les algorithmes des formules doivent étre implémentés dans des procédures séparées
(Trapéze et Simpson) dans deux programmes.
2. la fonction f (z) a intégrer doit étre implémentés dans une fonction séparées (f) .
3. le programme principal, pour chaque formule, doit servir pour:
a.lire les bornes de I'intervalle d’intégation [a, b] .
b.lire le nombre de division N.
c. et doit servir pour afficher la vleur de 'intégrale: T (Trapéze) et S ( Simpson)
d. et doit afficher 'erreur d’approximation(valeur calculée-valeur exacte). la valeur
exacte doit étre calculé analytiquement.
Application
Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique d’intégration
(formule de Trapéze) et applique cette méthode pour trouver 'intégration de la fonc-

tion suivante avec un nombre de division N = 10:

2
/ (32® + 22) da.
1

Afficher I'erreur d’approximation apreés le calcule de la valeur exacte.

cle
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clear
f=Q(x)3* 2.2+ 2 xx;
h=0,1;
a=1; b=2;
ep=0,001;
y=f(r) y=1[5 583 6.72 6.72 6.72  6.67 8.68 9.95 10.88 2.07 13.32 14.63 16]
I = MyTrapezesFun(f,a,b, eps)
N = length (z)-1;
h=(zx(N+1)—x(N))/N; h=(b—a)/N
1=0;
for k=1;N
I=I+y(k) +y(E+1)
end
I=h/2*1

end

I=

10,0049999999999

La formule d’intégration numérique de Simpson

La formule de Simpson est une amélioration du calcule de surface dans une améliora-
tion de approximation de I'intégrale car elle utilise des formes de parabole (polynéme de

degré (2)) pour approximer les courbes des fonctions traitées. La formule de Simpson

Az b—a
= —[vo+4y1 +2y2 + 4ys + 2ys + ... +4dyn—2 + 2yn—1 + Y» Az = .

S
3 n

L’algorithme
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fork=1an
r=a+hx (2k—1)
s, = s, + f ()

and for

fork=1a(n—-1)

r=a+hx2k
52:82+f(l’)
and for

I

S—=hx (f(a)+f(b)3+481+282).

Application
Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique d’intégration
(formule de Simpson) et applique cette méthode pour trouver l'intégration de la fonc-

tion suivante avec un nombre de division N = 5:

2
/ (3:62 + 21’) dz.
1

Afficher l'erreur d’approximation aprés le calcul de la valeur exacte.
Programme principal

cle, clear

f=Q(x)3* 2.2+ 2 xx;

x=1:0,1:2;

y=f(z)

I = My SimpsonFun(z,y)
Sous-Programme

fonction I = My SimpsonFun(z,y)
Sn=0;

n = length (z)-1;

mn=mod(n, 2)

x=ones(3,1)
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x=ones(3, 1)
if mm =0
m =0
for j=n-1:n+1
m=m-+1;
y(m) =y(j);
for k=1:3
v (m, k) =z (j) (3 — k)
end

end

end

s = zeros (1,n)
for i=2:2:n
m=0

for j=i-1:i+1
m=m-+1

Y(m) =Y(j);
for k=1:3
X(m, k) =X(m, k) (3 - K):
end

end

a=X/Y;

34



Si=a(l)*(x(n+1)3—z(n)A3)
Se=a(2)*(x(n+1)3—z(n)A3)
S3=a(B)*(x(n+1)1—z(n)A3)
S (i) = 51+ Sz + Ss;
end
I=sum(s) + sy;
end

I—

10
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Chapitre 3

Résolution numérique des équations

non-linéaires

Position du probléme

Soit f : [a,b] C R — R une fonction au moins continue sur [a, b]. On cherche les racines
de f c’est a dire les points x € [a, b] tels que f(z) = 0.

Si f(a).f(b) < 0, alors par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe au moins une
racine de f dans Uintervalle [a, b]. Si de plus, f est strictement monotone alors f est une
bijection et cette racine est unique dans [a, b].

Nous supposerons 'unique racine de f dans I'intervalle [a, b].

En général, les méthodes de résolution numeérique de f(x) = 0 sont des méthodes itéra-
tives.

Elles consistent a construire une suite (z,), convergente (le plus rapidement possible)

Vers .

Séparation des racines

La séparation des racines s’effectue, en général, en utilisant deux types de méthodes:
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Méthode graphique:

Soit on trace (expérimentalement ou par étude de variations de f) le graphe de la fonction
f et on cherche son intersection avec 'axe (Ox).

Soit on décompose f en deux fonctions f; et fy simples a étudier, telles que f = f1 — fo,
et on cherche les points d’intersection des graphes de f; et f5, dont les abscisses sont

exactement les racines de f.

Remarque 3.0.6 On choisit souvent fi et fa de facon que leurs courbes soient des

courbes connues.

Exemple 3.0.7 La fonction f définie par: f(x) = xe* — 1, x €0, +00[ a une racine
unique dans Uintervalle [0,1]. En effet, posons fi(x) = e” et fo(x) = 1.
Alors f(x) = 0 <= fi(z) = fa(x) et d’apres le graphe

G(f1) NG(f2) = {(e, f(@)), a€]0,1]},

Méthode de balayage:

On considére une suite croissante finie {z;, i =0,1,...,n} de valeurs de x réparties sur
Iintervalle [a, b]. Si f est continue et f(z;).f(z;41) < 0, alors il existe entre x; et z;41 au

moins une racine de f (c’est le théoréme des valeurs intermédiaires).

Exemple 3.0.8 Le polynéme P défini par: P(z) = 2* — 62 — 7 a au moins deuz racines
réelles oy €] — 2,0[, g €]2,3[ car: P(—3) = 56;.., p(—2) = 21, P(0) = -7, P(2) = -3,
P(3) =56 et P(4) = 225,..., ect.

3.1 Meéthode de dichotomie (ou de la bissection)

Cette méthode est utilisée pour approcher les racines d’une fonction continue f : R — R.
S’il existe a,b (a < b) avec f(a).f(b) < 0, on sait alors qu’il existe au moins une racine

de f dans l'intervalle ]a, b].
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Posons ag = a, by = b, o =Jag, bo et zo = 3.

Pour n > 1, on choisit le sous-intervalle I,, =|a,, b,[ de l'intervalle ]a,,_1, b,_1[ de la fagon

suivante:

an71+bn71

a) posons T, 1 = 5

b) si f(zn—1) =0, alors @ = z,,_1 et la méthode est terminée,

¢) si f(zn_1) # 0, alors

i) si f(an_1).-f(xn_1) <0, alors a €]a,_1,x,_1[ et on pose a,, = a,_1, b, = T, _1,

i1) sif (xy_1).f(ba_1) <0, alors a €]x,,_1,b,_1[ et on pose a, = x,,_1, b, = b1,

d) on définit I'intervalle I,, =]a,,, b,[, on augmente n de 1 et on recommence du point a).
On obtient donc une suite de valeurs approchées de a.

En répétant (itérant) la méme méthode pour l'intervalle obtenu on aura les valeurs :

ag—l-bo " a1+b1 an~|—bn

9 ) 1 9 y ooy Ly 9

Tog =

La suite {x,, }n—0+00 converge vers la solution = de f(Z) = 0 lorsque n — +o0.

t’)'1“‘70()

L]
'
L]
"
!
!
1
1
t
C

i

f(a)
y

Figure 4- Méthode de Bissection

38



Nombre de divisions pour avoir une précision ¢ donné.

Puisque chaque fois on divise 'intervalle en deux parties égales, on a :

b—a b—a by—a; 5% b—a b—a
b —an = R b — Q1 = s b — Ao = = L = g euey bn_a/n -
0—do 1 1—a1 5 92— 02 5 5 52 on
. o bp—an __ b;La __ b—a
Puisque o € [ay, by] = [an, 4] U [T, b,], ona, [z, —a| < 5% = 22 = 228

11 faut que la différence |z,, — «| qui est l'erreur du calcul soit inférieure & une précision
donnée ¢, c’est-a-dire:

|z, —a] <e
Alors, il suffit que

b—a
2n+1 =

Cela donne

b—a
n > ml(n—;) (3.1)

Remarque 3.1.1 1—L’inégalité (4.1) nous permet d’estimer le nombre suffisant d’itérations
n pour approcher avec une précision donnée ¢, il su ra de résoudre l'inégalité: Zb;—fl <e€
par rapport a n. Il suffira de prendre
In (=2
ng = [ ( 2¢e )

1.
In2 +

2— Cette méthode est inconditionnellement convergente, son probléme c’est qu’elle est

lente c’est pourquoi elle est utilisée pour démarrer d’autres méthodes plus élaborées.

Exemple 3.1.2 Soit l'equation x® + 2x — 7 = 0. Donné la solution approximer utiliser
la méthode de bissection pour approximer cette solution au rang de 0.005.

On a: 1. f est continue

2. f(1).f(2) <0

3.f'(x) =32% 4+ 2 > 0 donc f est monotone.
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Alors par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe unique solution dans l'intervalle
la,b]. déte |z, —al < ;’[—fﬁ <e

_ n In(102 In
21 <0.005 = 102 < 2 inz%inoz[ﬂ?@}+1:6+1:7

ap by, Ty = a"Ter" f () |ty — Zpq|

| 2 1,5 F(1,5) <0 /
1,5 2 1,75 £(1,75) <0 1,75 — 1,5 = 0,25 > 0.005
1,5 1,75 1,625 f(1,625) <0 1,625 — 1,75| = 0,125 > 0.005

1,5 1,625  1,5625  f(1,5625) <0  |1,5625— 1,625| = 0,0625 > 0.005
1,5625 1,625  1,59375  f(1,59375) <0 |1,59375 — 1,5625| = 0,03125 > 0.005
1,5625 1,59375 1,578  f(1,578) <0  |1,578 — 1,59375| = 0,00675 > 0.005
1,5625 1,578125  1,5703  f(1,5703) <0  |1,5703 — 1,578 = 0,0077 > 0.005
1,5625 1,5703  1,5664  f(1,5664) <0 |1,5664 — 1,5703| = 0,0039 < 0.005

N O Ut s W NN = O 3

Donc la solution a = 1,5664 + 0.005.

3.2 Meéthode de Newton-Raphson (méthode de la

tangente)

Supposons qu’on a déterminé un intervalle [a; b] dans lequel f admet une racine séparée.
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Interprétation géométrique

Figure 4-Méthode de la tangente

Graphiquement la méthode de Newton-Raphson fonctionne comme suit: a partir d'un
point xy bien choisi dans [a, b], 1 est 'abscisse du point d’intersection de la tangente de

graphe de f au point (xo, f(zo)) avec 'axe des abscisses. D’oul

0— f(CUo) _ —f(xo) o f(xo)

fr—y i f— —
T — %o T1 — 2o = f’(xo)

f(wo) = (si f'(z0) # 0)

En répétant le processus sur xq, on obtient un point x5, et ainsi de suite.

Les points (x,,),en vérifient donc la relation de récurrence:

Tp41 = Tp — ]]:/((27;))

xo € [a,b]
c’est la formule de Newton-Raphson la plus utilisée dans la recherche des racines de f.

Théoréme 3.2.1 Soit f € C*([a,b]) vérifiant:
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1.f(a).f(b) <0;

2.f'(x) #0, Vx € [a,b], (c.a.d: " ne change pas de signe dans |a, b];

3. f"(x) # 0,Yx € [a,b] est de signe constant sur |a,b] ( convexité ou concavité)

Alors

a) f admet une racine unique dans [a,b].

b) la suite (x,,), converge vers a, Yxq € [a,b] vérifiant f(xo).f"(zo) > 0.

(la méthode de Newton converge vers l'unique solution o de f(x) = 0 dans [a,b] et ceci
pour n’importe quel choix de xg € [a,b]).

De plus, cette convergence est quadratique tel que

lim Tpy1 — Q@ _ f” (a)
n—+00 (xn — Oé)2 2f/ (Oé)

c¢) Et on a lestimation d’erreurs suivante :
M 9
[T — ] < |2y — 25|
2m

Ou M = Sup:}ce[a,b} ’f” ({C)| ) m = infze[a,b] |f/ (33‘)’ .

Remarque 3.2.2 e La méthode de bissection est inconditionnellement convergente, son
tnconvénient est sa lenteur pour obtenir la solution avec une grande précision. Elle peut
servir pour démarrer d’autres méthodes plus performantes.

e La méthode des approrimations successives est plus rapide que celle de bissection a
condition qu’elle converge.

e La méthode de Newton-Raphson est la plus rapide, elle permet d’obtenir des solutions

trés précises en un nombre réduit d’itérations.

Exemple 3.2.3 Soit la fonction f (z) =23+ 2z —1

1) Cette fonction admet une racine séparée sur [%, 1} car:

f(%) J(1)=(-0,375)x1<0 et f'(z)=32"+1>0,
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Jla € B,l}, fla)=0

Vérifions maintenant les conditions du théoréme de Newton :
La condition i) déja vue dans 1)

i) f'(z) =322 4+1#0, sur [3,1]

iii) f"(z) =63 #0, sur [5,1]

Le choix de xq

Fr(x) >0, f(1)>0= f"(z).f(1)>0=>z0 =1

M = sup |f"(z)] =6, m = inf \f’(a:)|:£ sur F 1].

ve[1,1] ze[1,1]

On calcule une approzimation avec une précision € = 1072,
o . flzn) . m%—l—xn—l o 2:8‘2—4—1
Intl = Tn = Fg,) = In 7 T3Zil T 322+l

Partant du choiz de xg =1, on a © L i L —3_-0,75
0 ’ L™= 32241 — 3(1)°+1 4 ’

2M 6
|71 — o < |21 — 2o/ = —— (0,75 — 1> ~ 0,107 > ¢
m 2x I
1

On calcule alors x-

2841 2(
T2 = 599 — 3(

s
— =~ 0,685
o

B |

M 2 % 6
72— ol < o o1 — wof” = 22 210,685 — 0,757 ~ 0,0017 < 102 = ¢
m —_

4

d’ou x5 est la valeur approchée de ¢ 1072,
+
a=0,685—0,01
Remarque 3.2.4 Nous pouvons remplacer la condition suivante

f(xo).f"(x) > 0.
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par la suivante

§|b_a|7

(a) f'(b)

Exemple 3.2.5 De notre exemple précédent f” (1).f (1) >0, par la suivante

‘ﬂ@ f(b)

‘S\b—a\.

<-4

‘ f(3)
f'(3)

__‘-—0,375

_0214<|1— 2,
1,75 2

Définition 3.2.6 Une méthode itérative définie par x,11 = g(x,) est d’ordre p ssi Ik €

R telles que:
lim [Tp1 —af L ent] _

n=+oo |, —alP  nSHeo |e,|P ’

ou le terme e, = x, — « est l'erreur a l’étape n.

Remarque 3.2.7 Sip =1, la convergence est dite linéaire.
St p =2, la convergence est dite quadratique.

St p = 3, la convergence est dite cubique.

Exemple 3.2.8 la convergence la méthode de Newton est quadratique tel que

o m—a_ ()
n—+00 <5L'n — 04)2 2f! (O&)

2f" ()"
_ N2 g
d’ot
Tnt1 — & — f”(gn)
(xn - a)z 2f,<13n> .
alors
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Ordre et rapidité de convergence

Supposons qu’on a deux méthodes telles que :
Meéthode (1) : Szeoel — 0.5,
Méthode (2) : % = 0.5.
Méthode (1) :
|Zps1 — a| = 0.5z, —al = (0.5)% |2y — a] = ... = (0.5)" |zo — al.

Méthode (2) :

01— ] = 05|z, —af> = 0.5.((0.5) |z,1 — o)’

= (0.5) |2y — o] = (0.5)" Y ap — o2

Question : Quel est pour chacune des deux méthodes, le nombre minimal d’itérations
pour avoir une erreur< 107! | en supposant que |zo — a| = 0.57

méthode (1): |7,41 — a] = (0.5)"|rg — | < 1071° = n > 33.

méthode (2):|zps1 — af = (0.5)%" Lo — a2 <1071 = n > 5.

Donc la deuxiéme méthode converge plus rapidement que la premiere.

D’ou, plus l'ordre p est grand, plus vite I’erreur décroit.

45



La méthode de bissection (de dichotomie)

Cette méthode est utilisée pour calculer les zéros d’une fonction continue f : R — R
dans un intervalle [a, b].
L’algorithme
If f(a) f(b) >0,
the method does (not end with zéros);
if f(a) f(b) <0,
there is atleast one zero X of f in the interval [a, b];

as long as ((b —a) > tol),

v = st
ilf f (x) =0,

X = réro = x and method does;
if not,

if f(a)f(x)<0
we pose b=z, f(b)=f(x);
if f(x)f(b) <0
we pose a=ux, f(a)=f(x);
and if
as long as
and if
Application
Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique de bissection
et appliquez, cette méthode pour trouver le zéro de la fonction f (z) dans 'intervalle

[1,2] avec critére de convergence ¢ = 0,001;
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Utiliser le langage de programmation MATLAB pour exécuter 'algorithme de la
résoluton.
cle
clear
a=l1;
b=2;
ep=0,001;
f=Q(z)log(x) — 2.2 + 2;
fplot(f,[a, b))
grid on
[z, N| = MyDichotomieFun(f, a, b, eps)
function[z, N| = MyDichotomieFun(f, a, b, eps)
if f(a)xf(b)>0

error (’ Intervalle indapté’);
end
N=0;
wile abs(b —a) /2 > eps
x=(b—a) /2
if f(a)xf(x)>0

a=x;
elseif f(a)* f(z) <0

b=x;
else
break
end
N=N+1;
end

end
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La méthode de Newton

Cette méthode numérique est la meilleur méthode utilisée pour calculer les zéros

d’une fonction continue f : R — R dans un intervalle [a,b] parce qu’elles est simple

et rapide, le seule inconvénient est qu’elle utilise la fonction f (z) et sa premiére dérivé

' ().

L’algorithme
If f (a) f (b) >0,

The method does (not end with zéros);
if f (a) f (b) <0,
There is atleast one zero X of f in the interval [a, b];
We take z.s as a first estimate for zero (of course in the meantime [a, b])
We calculate Ax = —%;
as long as (abs(Az) >tol),

We define z. — xost + Ax;

Calculate again Ax = —%
as long as
Z€T0 = Tyt
end if
Application

Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique de Newton

et appliquez cette méthode pour trouver le zéro de la fonction f(x) dans l'intervalle
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[0,1; 0,5] avec critére de convergence £ = 0,001;

f(x)=In(z)—2>+2=0.

Utiliser le langage de programmation MATLAB pour exécuter la I’algorithme de la
résoluton.
cle
clear
a=0,1;
b=0,5;
ep=0,001;
f=Q(z)log(x) — 2.2 + 2;
fplot(f,[a, b))
grid on
[z, N| = MyNewtonRaphsonFun(f, a, b, eps)
function[z, N| = MyNewtonRaphsonFun(f, a, b, eps)
N=0;
T = Zo;
x1 =x_f (o) /f_prime (xo)
while abs (z1 — z) > eps
T =
vy = x_f (x0) /f _prime (o) ;
N=N+1;
end

end
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Chapitre 4

Résolution numérique des équations

différentielles ordinaires

Théorémes d’existence et d’unicité

Soient f : [to, T] xR — R une fonction suffisamment différentiable et yy € R, une fonction

x : [to, T] — R solution du probléme de Cauchy:

y(t) = f(ty(1), telto,T]

y(to) = yo(condition initiale )

(4.1)

Théoréme 4.0.9 Soit f : [to, T] x R — R une fonction telle que:
1. f est continue sur [to, T] x R.
2. f est Lipschitzienne par rapport o la deuxiéme variable, c’est o dire il existe une

constante k > 0 telle que pour tout t € [ty, T] et y1, y2 € R, on ait:

|f(t,y2) — f(t,y)| < klya — il

Alors le probleme (5.1) admet une unique solution y € C([to, T],R). On dit que le

probléme est bien posé.
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Remarque 4.0.10 Si f est définic et de classe C' dans [to, T) x R et 3 m € RT tel que:
of
Yl <m Yt y) €[t T] x R.
H<m e epon

Alors, [ satisfait la condition de Lipschitz par rapport a y sur [to, T] x R.

Exemple 4.0.11 Considérons le probléme de Cauchy suivant:

y(t)=tly@®l, teltL,2],
y(l) =1.

est continue dans [1,2]x R car : c’est la somme d’un polynéme. f(t,y) est lipschitzienne

par rapport a y (k =2) car:

|f(t,y2) — fty) = [ty — tll | =t vl — |l | < 2y — 11| V(y1,92) € R x R.

D’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz il existe une seule solution y dans [1,2]x R.

Exemple 4.0.12 Considérons le probléme de Cauchy suivant:

+2

Y(t) = =) +e

est continue dans R x [1,2] car: c’est la somme d’une exponentielle et d’un polynome.

f(t,y) est lipschitzienne par rapport a y (k = 12) car:

%:—3y2:> ﬁ =3y < 12.
dy Iy
D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz il existe une seule solution y dans R x [1,2] .

Position du probléme

Résoudre une EDO explicitement n’est pas toujours facile sauf pour des cas simples.
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Le principe de ces méthodes est de discrétiser U'intervalle [a, b] en choisissant un pas de
discrétisation h. Subdivisons l'intevalle [0,7] comme suit : 0=ty < t; < ... < t, <
thi1 < ...<ty=T. pose: t, =tg+nh, h =1t,.1 —t,.

1. Avec les outils numériques de résolution d’équations différentielles il n’est pas possible
d’obtenir une solution pour toutes les valeurs de la variable t. On obtient plutét une
approximation de la solution analytique seulement pour certaines valeurs de ¢ notées t;
et distancées d’une valeur h; = t;11 — t;.

2. On note y(t;) la solution analytique de I’équation différentielle (1) en t =¢; , et y; la

solution approximative en t = t; a I’aide d’une méthode numérique.

4.1 Meéthode d’Euler

Avant d’effectuer la premiére itération, il faut déterminer dans quelle direction on doit
avancer a partir du point (¢, o) pour obtenir le point (¢1,y;), qui est une approximation

du point (t1,y(t1)). L’équation différentielle (5.1) assure que:

Y (to) = f(to,y (to)) = f(to, Yo)-

J (ty) ~ y (t1) —y (to) _ Yy (t1) — o
0 t — to t — to

y (t1) —yo = (t1 — to) ¥'(to)
Yy (t1) = yo + hf(to, vo)

On remarque cependant que la pente de la solution analytique en ¢ = t; est:

Y (t) = f(t1,y (t)).
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On ne connait pas exactement y(f;), mais nous possédons I'approximation y; de y(t1).

On doit alors utiliser ’expression. On pose: vy, = y(t,)

y(t) ~ y(t2) —y(th) _ y(ta) —
! ty — 1, ty — 1

y(ta) =y = (ta—t)y' (1)

y(t2) = yi+hf(ti,y(th))

On obtient la formule d’Euler:

Yn+1 = Yn + hf(tn,yn) t€[0,T], thya=t,+h, 0<n<N

y(0) = yo donné.

¥l {inconnue)

iy 1))

Figure 7.1: Méthode d'Euler

Exemple 4.1.1 Soit le probléme de Cauchy

y'(t) =yt)+t, te[01],
y(0) = 1.

(4.2)

On veut approcher, a 1073, la solution de (5.2) ent =1 a laide de la méthode d’Euler,
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en subdivisant 'intervalle [0,1] en dix parties égales, on calcule les valeurs du tableau:

n in Un

0 0,0 1

1 0,1 1,1
2 0,2 1,22
3 0,3 1,362
4 0,4 1,5282
5 0,5 1,7210
6 0,6 1,9431
7 0,7 1,9431
8§ 0,8 1,4871
9 0,9 1,8158
10 1,0 1,18674

On trouve y(1) ~ 3,187. La solution exacte de I’équation (5.2) est donnée par
y(t) = 2e" —t — 1,

ce qui donne y(1) = 3,437. L’approximation calculée est donc trés grossiéte.

4.2 Méthode de Runge-Kutta

4.2.1 Méthodes de Runge Kutta d’ordre 2

Définition 4.2.1 "Formule du rectangle ou point milieu " La formule du rectangle ou
du point milieu est obtenue en remplacant f par une constante égale a la valeur de f au

milieu de |a, b]
b

(s = / f(x)dz = (b— a) f(

a

a+b
2

).
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C’est le méme principe que la méthode d’Euler. On cherche a approximer la solution
exacte en utilisant la formule du point milieu pour I’approximation de I'intégrale I( f)(ap

au lieu de la formule des rectangles a droite, on trouve:

tn+1 tn+1

[var= [ e =nsie,+ 5ot + 3)

tn in

Le probléme c’est qu’on n’a pas une valeur disponible y(t,, + %) pour calculer 'intégrale.
Une idée est de remplacer la valeur y(t, + %) par la méthode d’Euler sur 'intervalle

[t tns1] avec le pas h = & On trouve:

y(tn + ﬁ) =y(tn) + Ef(tm y(tn)).

En remplacant h par % on obtient:

b+ 5) = ylta) + 5 (b, y(0).

Donc:

et = b+ RSl + 2 y(0) + o F (0 0(8)))

Si on pose:
K, = hf(tnay(tn))7 tn—i—l =1, + h7
Ky = hf(ta+ %,y(ts) + 5), 0<n <N.

On peut donner 'algorithme de Runge-Kutta d’ordre 2 comme:

Ynt1l = Yn + KZ-
Exemple 4.2.2 Soit I’équation différentielle déja résolue par la méthode d’Euler

y(t)=—ylt)+t+1, te€]|0,1],
y(0) =
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On peut montrer que la solution analytique de cette équation est:
y(t) =e " +t,

On prend h = 0,2 et f(t,y) = —y +t+ 1.

Itération 1:

K1 = hf(to,y0) = (0,1) x f(0;1) = (0,1) x (0) =0
Ky =hf(to+ 2,90+ 51) = (0,1) x £(0,05 1) = (0,1) x (0,05) = 0, 005.

ce qui entraine que y; = Yo + Ky = 140,005 = 1,005

Itération 2:

Ky = hf(ty,y1) = (0,1) x f(0,1;1,005) = (0,1) x (0,095) = 0,0095
Ko=hf(ti+ 2 yi + 51) = (0,1) x £(0,15;1,00975) = (0,1) x (0,095) = 0,0095

ce qui entraine que: Yo = y1 + Ko = 1,005 + 0,0095 = 1,0145.
Le tableau suitvant rassemble les résultats des cing premiéres itérations ce qui permet de
comparer les solutions numérique et analytique et de constater la croissance de l’erreur,

et la comparer avec les méthodes (Euler)

ti y (1) Yi ly (t:) — yil
0,0 1,0000000000 1,000 0, 000000
0,2 1,0048374180 1,005 0,819 x 1077
0,4 1,0187307798 1,0145 0,819 x 1077
0,6 1,0408182207 1,0408184220 0,148 x 106
0,8 1,0703200460 1,0703202889 0,242 x 1076
1 1,0703200460 1,0703202889 0,242 x 106
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4.2.2 Meéthodes de Runge Kutta d’ordre 4

Au lieu d’utiliser la méthode du trapeéze, On utilise la méthode de Simpson qui consiste
a remplacer la fonction intégrée par une parabole passant par les points extrémes et le

point milieu. On a:

[ r@a="50 (s (5 £ 10),

tnth
Appliquée a Uintégrale [ f(¢,y(t))dt, cela donne

tn

tn+1

/ £t y(0)dt ~

tn

() 47t g )+ (b, 0(0)

d’ot la relation:

E f(tm y(tn)) + 4f<tn+%7 y(tn+%)) + f(tn+1> y(thrl))]

Yntl = Yn + 9

Ici, on a une difficulté apparait car ’équation présente deux inconnues: y(,, +%) et y(tni1)-
Donc il faut estimer 4f(tn+%,y(tn+%)) et f(tni1,y(tns1)) & partir de yy,, t, et h.

On commence par le terme 4f(¢,, . 1 y(t,, 1)): On le décompose en deux termes identiques

2f(tn+%7 y(tn-‘r%)) + 2(tn+%7 y(tn—s—%))
(a) (b)

yfﬁ% = Yo + 2 f(tn, y(t,)): Euler explicite

b o
yfﬂ)r% = Yn + %f(tn+%, y(tn+%)) : Euler implicite
Donc on obtient:

(0)

h h
ym_% = Yn+ Ef(tn+%734n + §f(tmy(tn))l)

(a)
)
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D’ou:

h f(tna yn) + Qf(tn-i-%v Yn + gf(tm yn))
Ynt1 = Ynt=

O 1 42 (tiss U+ 5F (s Un + 5 F (g Un + 5 F (b 90)) + F (bt y(tnsn)

3 . _ lnttngr _ tpttp+h
Puisque: bppy = =gt = 2t = +

SISy

D’ou la relation:

1
Ynt1 = Yn + 5 (K1 + 2K + 2K3 + f(tys1, Y(tns)]

tel que
Ky = hf(tn, yn),
Ko = hf(tn+ 5,90+ 5
Ky =hf(tn + 5,9 + 3)

En estimation de f(t,+1,y(tn11), par la méthode du rectangle au milieu :

h
Yn+1 = Yn + hf(tn-t,-%a Yn + §f(tn+%7yn+%)

Donc

h h
Yn+1 = Yn + hf(thr%? Yn + §f(tn+%a Yn + §f(tna yn))
Finalement on obtient la relation explicite de RUNGE-KUTTA d’ordre 4:

o

Y1 = Yt ¢ K1+ 2Ky +2K3 + K],

avec .

Kl = hf(tna yn>7
KQth(tn+%7yn+%)
Ky = hf(tn =+ hayn + KS)

\

Remarque 4.2.3 Les méthodes de Runge Kutta d’ordre deux et quatre convergent vers
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la solution exacte plus vite que la méthode d’Fuler.

Exemple 4.2.4 Soit I’équation différentielle déja résolue par la méthode d’FEuler

y(t) =yt)+1, tel0,1],
y(0) = 0.

Calculer une valeur approchée de y(1) en utilisant le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4
avec un pas h égal a 0.1.

On montre immédiatement que cette solution est
y(t) = e — 1.

La méthode (RK4) donne sur cet exemple

(

Ky = hf(tn,yn) = hyn + h
K3 =hf(tn+ 5 yn+52) = hyn + 2K + h
| Ka=hf(tn+ hyn + K3) = hyn + hEKs + h

1
Yn+l = Un T+ 5 (K1 + 2K, + 2K5 + K4
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t;
0,0
0,1
0,2
0.3
0,4
0.5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

y (t:)
0, 0000000
0,10517092
0,22140276
0, 34985881
0, 49182470
0,64872127
0, 82211880
1,01375271
1,22551093
1,45960311
1,71828183

Yi
0, 0000000
0,10517083
0,22140257
0, 34985850
0,49182424
0, 64872064
1,82211796
1,01375163
1, 22553956
1,45960141
1,71827974

|y (t:) — vl
0, 0000000
8,5x 1078
1,9 x 1077
3,1x10°7
4,6 x 1077
6,3 x 1077
8,4 %1077
1,1x10°¢
1,1x 1076
1,7 x 1076
2,1 %1076

Exemple 4.2.5 Soit le probléme de Cauchy:

y,:y_§7 t€[071]7
y(0) =1.

La solution analytique est donnée par : y = 2t 4 1.
L’application des différents processus a donné les résultats suivants sur l'intervalle [0, 1]
avec h = 0.2 (tous les résultats — méme intermédiaires — doivent étres calculés avec une

précision de l’ordre de 107°)

y; RK?2

1,000000
1, 186667
1,348312
1,493704
1,627861
1,754205

y; RK4
1,000000
1,183229
1, 341667
1,483281
1,612514
1,732142

y (t:)
1,000000
1,183216
1,341641
1, 483240
1,612452
1,732051

t; vy; Fuler
0,0 1,000000
0,2
0,4

1, 200000
1,373333
0,6 1,531495
0,8 1,681085

1 1,826949
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1l est clair que la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 est la plus précise pour la résolution

des équations différentielles.
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La méthode d’Euler

Lorsque le calcul analytique est difficile(ou impossible) le calcul numérique de l'intégral
d’une fonction s’impose. L’une des manieres les plus naturelles pour calculer I'aire sous
une courbe est d’approximer par une aire facilement calculable.

L’algorithme

h = (b;—“);

t=zéros (1,n+1);

y = zéros (I,n+1);

t1 = a;
Y1 = Ya;
forj=1ton

Yir1 =y +hox f (t5,95)
tisi=a+hxj

and if

soly= vy;

solt= t;

Application

Soit I’équaton différentielle ordiniare suivante

y = f(z,y)

avec la condition intiale:

Yy (To) = Yo

1—Trouver par la méthode de d’Euler la solution de cette équation différentielle dans

'intervalle donné [z, x,] .
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2— Utiliser le langage de programmation Matlab pour faire les calculs.

cle
clear

g = 0, yo=2

e, = 10.14:
h = 0,25
= Q(z,y)cos(z) [y;
[z ; y-e; y-i,y — Si] = MyFEuler Fun(xg, Ty, Yo, h, f);

Plot (z,y —e/rs',y — si,/ v/ LineWidth, 2) ;
Sol Exavte = sqrt(2x (sin(z)+2))
hold on, plot(X,Sol_Exaxte,' K'! LineWidth',2)
fonction (z , y-e, y — i,y — si) = MyEuler Fun(xo, z,, Yo, h, [)
r = xo:h: x,;

n = length(z);

y—e = zeros(l,n)
ye(l) = yo;
y(i+1) = y@)+hxf(zi),y—el(i);
end

y—i = zeros(l,n)+ yo
y i(1) = wo;
Erreur_z' = 1
whz’leEm‘eurii > =0,001
Ei = yi(n);
yi(i+1l) = yi(@)+hxf(z(@+1),y—i(i+1))
end @3
y—E=y;

end



La méthode de Runge-Kutta d’ordre (4)

la méthode deRunge-Kutta d’ordre(4) est une amélioration de la méthode d’Euler en
utilisant différentes modifiction et schémas de calcule. Pour résoudre (numériquement)

I’équation différentielle:

y=fty®) / y(0) =y avecty=0<..<t,.

On note t,.; = t, + h, on note par y, une approximation de y (¢,), on approche la

solution de I’équation par formule:

Yo
Ynt1 = Yn + § (K1 + 2K, + 2K;3 + Ky)

(
Kl - hf<tn7yn)7
K4 - hf(tn + hayn + K3)

\
L’algorithme
p = (b=a).

n I

t=zeros (1,n+1);

y = zeros (I,n+1);

ti=a:h:b
Y1 = Ya;
forj=1ton

Ky = hf(tj>yj>7

Ky =hf(t;+ 5.y, + 5
Ks=hf(t; + 5.y + )
Ky=hf(t;+h,y; + K3)
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1
Yir1 = Y; + 6 (K14 2K5 4+ 2K3 + Ky)

and if

soly= y;
solt= t;
Application

Soit I’équaton différentielle ordiniare suivante
y' = f(z,y) avec la condition intiale 1y (zo) = yo.

1—Trouver par la méthode de Rang-Kutta la solution de cette équation différentielle dans

'intervalle donée [z, z,] .
r _ cos(t)
Y

y(0) =2

2— Utiliser le langage de programmation Matlab pour faire les calculs.
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Programme principal

Zo
Tn
h

f
[z ; y-RK2; y-RK4|

Sol Exaxte

fonction (z , y-RK2, y-RK4)

xz

y (1)
for i=1:n-1
T — milieu

T — milieu

y— RK?2

fot i=1:n-1
Ky

K

K3

K,y

y(i+1)

2 — RK A — a2y

cle

clear

0, yo=2

10.14;

0,25

Q (z,y) cos (z) /y;

MyRungKuttaFun(zg, T, Yo, b, f);

Plot (z,y — RK2/rs',y — RK2,V LineWidth, 2) ;
sqrt (2  (sin (x) + 2))

hold on, plot(x,Sol_Emaxte,' K'! LineWidth',2)
MyRungKuttaFun(xq, z,, yo, h, f)

To:h: Ty

length (x);

zeros (1,n)

Yo;

x (1) + h/2;
x (1) + h/2* f (x — milieu,y — milieu) ;
end

Y,

hox [ (i), y (1))
h

o f )+ 5,0 )+ 51)

h*f(a:(i)—l—g,y(i)—i—?)
hoe f@ 09 + by () + Ky)
y(i)—l—é*(Kl+2*K2+2*K3+K4);

end



Chapitre 5

Résolution numérique des systémes

d’équations linéaires

Position du probléme

On appelle systéme linéaire d’ordre n, (n € N*), une expression de la forme
AX =0 (5.1)

Ou A = (a;j),1 < i, j < n, désigne une matrice carrée d’ordre n de nombres réels
ou complexes, b = (b;),1 < i < n, un vecteur colonne réel ou complexe et X = (x;),

1 <i < n, est le vecteur des inconnues du systéme. La relation (1) équivaut aux équations

n
Z&ijl‘j = bi, 1= 1, ., .
j=1
La matrice A est dite réguliére (inversible) si det(A) # 0, on a existence et unicité de la

solution X si et seulement si la matrice A est inversible.

On cherche a résoudre le systéme linéaire (1)
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a) Méthodes directes: Ce sont des méthodes qui permettent d’obtenir la solution X
de (1), si Pordinateur faisait des calculs exacts, en un nombre fini (en relation avec n)

d’opérations élémentaires.

Exemple 5.0.6 Soit systéme linéaire AX = b.

2 3 —1 T 5 2ZL’1—|—3ZE2—1I3:5 $3:%1;3:3
0 -2 -1 i) - -7 ) —2372 — T3 = -7 — To = 2
0 0 =5 T3 —15 —dx3 = —15 T =

5.1 Méthode d’élimination de Gauss

Principe de la méthode : Déterminer une matrice M inversible telle que la matrice

M A soit triangulaire supérieure. Alors
AX =b<= (MA)X = Mb

ensuite résoudre le systéme triangulaire supérieur (M A) X = Mb par 'algorithme de

remontée. Autrement dit

(A, b) transfoin;ation (A(n), b(n)>,

ot A™ est une matrice triangulaire supérieure, puis on résout le systéme triangulaire.

A x — pn)
Algorithme d’élimination de Gauss:
aix a2 - . Qip T by
a1 Gz . Q2n T ba
A = , X = 7b fd
An1 . . A11 Qpp Tn bn
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Soit (S) le systeme de départ:

(
111 + a12T9 + ... + A1 Ty = b1

211 + 9299 + +...a2n$n = b2

| @1 + Qoo + ... + Qpnty, = by,

On considére le systéme 3 x 3 suivant dont on suppose qu’il admet une et une seule

solution
1171 + a12%2 + a1373 = by

(2171 + A22T2 + ag3T3 = by

a3171 + azaTo + aszrz = b

ap a2 aiz . by
0
(A/b)( ) a1 Q2 Qg3 . by
as; asy asz . b
On rappelle que les systémes (A/ b)(l)
ail a2 a3 . by

(A/b)(l) 0 (azz - %am) <a23 - mam) . by — %51

all ail
0 <G32—%G12) (6133—%@13) . by — 28y
abrégé en
ayp a2 a3z . by
1
(AB)Y | 0 aly) afy .obY

1 1 1
0 b
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On rappelle que les systémes (A/ b)(z)

air @12 ais b1
(A% | 0 eyl by’
0 0 (aly —@2all) . by - )
abrégé en
11 ai2 ais by
Am? | o af e . b
0 0 o . P
Exemple 5.1.1 Soit systéme linéaire AX = b.
2 3 -1 5
A= 4 4 -3 b= 3
-2 3 =2 -2
2 3 -1 . 5 2 3 -1
(A/0)® 44 =3 . 3 [,AamWilo —2 <1
-2 3 =2 -2 0 6 -3
2 3 -1 . 5
Am® o —2 -1 . -7
0 0 —6 —18
Que l’on peut écrire sous la forme:
201 + 319 — 23 =5 $3:%1§;:3
—2$2—I3:—7 ZL'Q:%I(I:;—?):%I(S—’?):Q
—6z3 = —18 t1=3(0B—3z+x3)=3(5-3%x2+3)=1
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detA = M aj;, detA = (2) x (~2) x (~6) = 24

17

Exemple 5.1.2 :Soit systéme linéaire.

p

$1+l’2+3l‘4:4
2[L’1—|—l’2—]}3+l’4:1

3ZE1—IE2—$3+2I4:1

\ —x1+ 205+ 33 —14 =1

1 1 0 3 4 1 1 0 3
2 1 -1 1 1 1 -1 1
AX=b A= b= (A/b) .
3 -1 -1 2 -3 3 -1 -1 2
-1 2 3 -1 4 -1 2 3 -1
1 1 0 3 4 1 1 0 3 4
0 —4 -1 -7 . —15 0 0 3 13 13
0 3 3 2 8 0 0 0 -13 . —13

Que l’on peut écrire sous la forme:

(

T1+ 2o+ 32, =4
—X9 — X3 — Oxy = —7
3r3+ 13z, =13
—1324 = —13

Nous obtenous X' = (—1,2,0,1), detA = f[lazj detA = (1) x(=1)x(3) x (—13) = 39.

%)

b) Méthodes itératives : Ce sont des méthodes qui consistent a construire une suite

de vecteurs X (®) convergeant vers la solution X.
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Définition 5.1.3 La méthode itérative (2) est converge si

kg“>:5Y, vX© e R,
— 400

Principe des méthodes itératives:

Ecrivons d’abord la matrice A sous la forme A = M — N ou M est inversible, alors
AX =b<= (M -N)X=b<= MX=NX+b
Multiplions les deux cotés par M1, on aura

X = MI'NX+M"'b (5.2)
X© donné
XEHD) = MINX® 4 M9 =BX® +C, B=M"T'N, C=M"b

Le principe de toutes les méthodes itératives est le suivant :

- choisir un vecteur X(© € R”,

- générer la suite (X®)) oy telle que X*FH) = M—INX® 4+ M—1p,

- si la suite (X®)),cn converge vers X* | alors X* est la solution du systéme AX = b.

Principales méthodes itératives

On considére la décomposition suivante de la matrice A

A=D—-E—F= D

avec:
D la diagonale de A

—F la partie inférieure stricte
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—F' la partie supérieure stricte.

ailz a2 Aais

Exemple 5.1.4 Soit A= | a9y a ass alors

a3; 32 as3

a1 0 0 0 0 0 0 —Qa12 —ais
D = 0 agp O , B= —a91 0 0 , F= 0 0 —Q93
0 0 ass —a3; —as2 0 0 0 0

On suppose que Vi = 1,2,....,n, a; # Og (on peut s’y ramener si A est inversible).
i) Méthode de Jacobi : M =D, N=FE+ F

X© e R" donné
X*D) = DY E+F)X® Db =B,X® 4+C, k>0

B; = D7 (E + F) est appelée la matrice de Jacobi.

A chaque étape, on calculer les N composantes x§k+1)7 e xgﬁl) du vecteur X (1),
¢ k k g
xg +) ﬁ [51 — a12:L‘§ ) - CllnCUgL )]
k k § g
2D = L [b2 — am 2t — agszlP . — ag,a )]
k k i
k .’177(7, +1) — # |:bn — anlmg ) v T annflxng)l]

Exemple 5.1.5 Soit systéme linéaire AX = b.

4 -1 0 2
A= -1 4 -1 b= 4
0 -1 4 10
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4.’13'1 — T9 = 2
—2.731 +4SL’2 — X3 = 4
—T2 +4l’3 =10

k
0
1
2
3

5.2

( z1 =1 (22 +2)
— Ty = 7 (2z1 4+ 23+ 4)
\ x5 = 1 (z2 + 10)
[ X = (0,0,0)"
. gk+1)__ i <$§k)*_2>
xgkﬂ) = i <2x§k) + a:gk) + 4)
k mgk+1) % <xék) X 10)
T Tg T3
0 0 0
0,5 1 2.5
0,75 1,75 2,75

0,9375 1,8750 2,9375

Méthode de Gauss-Seidel

i1) Méthode de Gauss-Seidel : M = D—FE, N =F On pourrait améliorer la méth-

ode en utilisant les quantités déja calculées, on calcule successivent les N composantes

X© € R™ donné
X®D — (D E)"FX® 4+ (D—E)'b= Bgs X® + C,

Bgs = (D — E)™' F est appelée la matrice de Gauss-Seidel.
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(k+1

A chaque étape, on calcule les N composantes 7P veey Ty ) du vecteur X *+1),

1 >

(
xgk'f‘l) — ﬁ |:b1 — a,lgl’gk) T el T alnxgtk)]
xngrl) — é |:bQ — G21$§k+1) - a23331(3k)"' - a2nx£Lk):|
L I%k«kl) = aL |:bn - anlxngrl) e T annflezklel)}

Elle est inversible si a; #0, 1 <17 < n.

Exemple 5.2.1 Soit systéme linéaire AX = b.

4 —1 0 2
A=| -1 4 -1 | b=| 4
0 -1 4 10

([ X© = (0,0,0)"

433‘1—.272:2

xngrl) _ i (x;k) X 2>

x;k—i-l) _

—2x1 + 419 — 13 =4 <
1 2 3 %<2$§k+1) —f-fték) +4>

—Z9 + 4]33 =10
xékﬂ) _ %1 (xgk+1) 4 10)

k T To T3
0 0 0 0
1 0,5 0,1250 2,7812
20,7818 0,8906 2,9726
30,9726 1,9863 2,9965

Condition nécessaire et suffisante de convergence

Soit P le polynome caractéristique de A.

A valeur propre de A <= P(\) = det(A — \I) = 0.
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c’est & dire X\ est une racine du polynoéme caractéristique P.

Soit
1 1 O
B = 0O 2 O ,
0 -1 3

Les valeurs propres de la matrice B sont Ay =3, Ay =2, A3 = 1.

Théréme de la convergence

Ce sont des méthodes qui consistent & construire une suite de vecteurs X *) convergeant

vers la solution X.

Définition 5.2.2 La méthode itérative (2) est convergente si

kX(’“) =X, VX©ecRrn
——+400

Théoréme 5.2.3 La suite (X*®))cn définie par YX© € R™ quelconque
X(k+1) — BX(k) + Mﬁlb,

Une condition nécessaire et suffisant de convergence de la méthode itérative (S) est que
le p(B) <1
p : le rayon specterale de B (p(B) = max I\ < 1)

A; . Valeur propre de B.
et une condition suffisant |B|| <1 car p(B) < ||B||.

le nombre d’itérations

Critére d’arrét: soit £k € N. On a

IBI* /v vo
=L =<
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C’est-a-dire pour avoir HX (k) _ YH < g, il suffisant de prendre:

k
1B

= (1) _ x(0)
- TL A

Exemple 5.2.4 Soit systéme linéaire AX = b.

2 —-11
A= 2 2 2
-1 -1 2

Etudier la convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel appliquées a systéme, pour

tout choiz de X € R3, en utilisant le rayon spectral des matrices d’itérations. Conclure.

Estimer le nombre d’itérations nécessaires a approximation X (©) = (0,0,0)T de la solu-
tion de ce systéme a 0,001 prés par la méthode de Gauss-Seidel.

Réponse: On trouve les résultats suivants:

0 0y
By= -1 0 -1 |, Bes=|0 -5 -1
1 1
3 3 0 0 0 —3

avec p(By2) = 1,118 > 1, p( Bgs2) = 0,5 < 1, d’out la méthode de Gauss-Seidel converge
VX e R3, alors que celle de Jacobi ne converge pas VX© ¢ R3,

[ e —
R S L X — X <
=L =<

k
1((&%) - |X™ —(0,0,0)|| < 0,001
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Exemple 5.2.5 Soient les systéemes linéaires A, X =b;, 1 =1,2,3.

1 2 -2 2 -1 1 1 4 4
A= 11 1 , Ay = 2 2 2|, A3=12 -9 0 ,
2 2 1 -1 -1 2 0 -8 —6

Etudier la convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel appliquées a chaque sys-
teme, pour tout choiz de X(© € R3 | en utilisant le rayon spectral des matrices d’itérations.

Conclure.

Réponse On trouve les résultats suivants:

0o -2 2 0o -2 2
Bpn=1 -1 0 —-1|, Bagssi=| 0 2 -3
-2 =2 0 0 0 2

avec p(By1) =0 < 1, p( Bgs1) = 2 > 1, d’ott la méthode de Jacobi converge VX € R3,

alors que celle de Gauss-Seidel ne converge pas VX ¢ R3,

1 1 1 1

0 3 —3 0 3 —3

Bp=| -10 -1 |, DBes=|0 -1 -1
1 1 1

3 2 0 0 0 —3

avec p(By2) = 1,118 > 1, p( Bgs2) = 0,5 < 1, d’out la méthode de Gauss-Seidel converge
VX e R3, alors que celle de Jacobi ne converge pas VX © e R?,

=)
|
=
=

0 0 ,  DBgss =

O wwIN

@) =) =)
=

=
o )

=

avec p(By3) = 0,44 < 1,p( Bgss) = 0,018 < 1, d’ou les deux méthodes convergent

vX© ¢ R? mais comme p(Bggs) < p(Bys) alors, la méthode qui converge plus rapide-
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ment est celle de Gauss-Seidel.

Convergence des méthodes itératives

Définition 5.2.6 Soit A = (a)};—, est une matrice carrée d’ordre n; alors on peut

définir les normes matricielles suivantes

n
1AL, = max) _|ay],
J
=1

n
Al = m?XZ |aij]
j=1

4l = (ZZ )

i=1 j=1

Cas

n
1=1

XMl = max([za],[za], ... [2a]),

IXl, = y/a?+ad+ .. +ad.

Théoréme 5.2.7 Si pour une norme matricielle donnée on a || B|| < 1 alors la méthode

itérative (5.1) est convergente.

Définition 5.2.8 Soit A = (a;;)};—, est une matrice carée d’ordre m. On dit que A est

une matrice a diagonale strictement dominante si
n n
laal > D ayl or al> Y ayl.

=1 j#i i=1 i

Théoréme 5.2.9 Sila matrice A du systéme (4.2) est a diagonale strictement dominante

alors toute méthode itérative de résolution est convergente.
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Exemple 5.2.10 On considére le systéme (S) défini par:

4$1—1’2+$3:6,

X1 + 7ZL’2 — 2%3 = —8, (1)

2[L‘1 — T —5ZL‘3 = 8.

Caleul By, ||Byllys |1Bsllos 1Billy-
4 -1 1
A=|1 7 =2
2 -1 -5
detA =126 # 0
40 0 I
D= |07 o |, dtb=140#0, D'=| o
00 —5 0
0 0 0 01 -1
E = -1 00 |F=]00 2
—2 10 00 0
1o o 0 1 —1
Byj=D(E+F)=|0 1 o0 -10 2 |=
0 0 _% -2 1 0

La matrice A est diagonal fortement dominante :

lan] = 4> [=1|+[1] = |aza| + |a1s]
laga| = 7> [1] 4+ [=2| = |ag1| + |azs]
lass| = 5> [2[+|=1] = [as1| + |ass|

80

)

[ RN

)

(ST CEEENIT

e}

(S

O =

(S

I,

e}



3
||BJ||1 - Hljale ’aij|:max (’—;‘—i—‘—% ,'}1‘4-'%', _}1'4_‘%')
(2 0)
35720 28 35
. <ot (o B - (2) -2
g 4 4 7 7 5 5) 2°7°5 5)

o = (Sowr) = ()¢ (7 ()¢ (' ()) o

j=1

Parce que ||By||, < 1, | Bs|l, <1, [|Bslly <1 donc la méthode de Jacobi est convergente.
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La méthode de gauss

L’algorithme
Fork=1ton—1
fori=k+1ton
m=a(i,k)/a(k,k)
forj=k+1ton
a(i,j)=a(i,k) —m x a(k,j)
end if
b(i) =0b(i) —m x b(k)
end if
end if
z(n) =b(n)/a(n,n);
forj=i+1ton
s=s—a(i,j) z(j)
end if
x (i) =s/a(i,i);
end if
Application
Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique de résolution
numeérique des systémes d’équations linéaires ( la méthode de gauss) et appliquer cette

méthode pour trouver la solution des systémes d’équations linéaires suivants:

10z, — bxe = 15
—51'1 + 121’2 + 233’3 =0
21’2 + 81’3 = —6
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La méthode de Jacobi

Probléme:

Soit le systéme d’équations linéares composé de n équation et n inconnus

(
a111 + 122 + ...+ ATy = bl

91,1 + a92T9... + Aoy = b2

| On1T1 + Apaa + ... + ATy = by

Les inconnes soit 1, Ta, ..., Ty,.

Les gradeurs a1, @12, , ..., Gnpn. €t by, ba, ..., b,. sont constantes connues.

- Trouver par la méthode de Jacobi la valeur de vecteur inconu X tel que X =
(1, X3, ..., T,], en admettant une erreur admissible ¢.

Utiliser le le langage de programmation Matlab pour faire les calculs.

Principe de la méthode

3- Algothme de résolution

la méthode de Jacobie, est une méthode itérative de résolution d’un systéme d’équatuions
lineaires de la forme AX = b pour cela, on utilise une suite X* qui converge vers le

point fire X qui sont la solution du systéme d’équations linéares.

(2 = L [bl —apa” — . - alnx%k)]
x(2k+1) = é [bg - a21$§k) - a23x§,k)--- - a2n5157(1k)]
kt1) _ 1 [ (k) _ (k)
| = o [bn 1,71 aln—lxn—1:|

L’algorithme

1. The matrix A (n X n) must be non-singular and symétrical;
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fork=1ton
detA(1:k) >0
enf for
2. calculate matrices Aoff and D:
D = diag (diag (A))
Aoff=A—-D
3. calculatela the solution X:
for k£ =1 to max
Trr1 = inv (D) (b— Aoff  ar);
if norm (g — k1) < tol
fin itérations;
if not
Tk = Thk+1
end if
end for
rsol = xy,
Application
Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique de résolution
numeérique des systémes d’équations linéaires ( la méthode de Jacobi ) et appliquer cette

méthode pour trouver la solution des systémes d’équations linéaires suivants:

4
bary —2x94+ 13— 24 =14

$1+31‘2—2$4:2
2$1+$2—7$3+2$4:5

L 2$1+ZL‘2+3{L‘3—6$4:—9
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Programmation sous Matlab

Programme principal

cle
clear

forandmat long

A = [5-21-1;130-2,21-72,21-72;213-6];
B = [4;2;5-9];
[4:2;5;,-9] = MyJacobiFun(A, B,1E — 4)
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Sous programme
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fonction[z,m| = MyJacobiFun(A, B, EPS
[M,N] = Size(A);
if M.t/ = N

disp ('pas de solution, Il faut introduire une matrice carrére)

retun
end
D = det(A)
iof D = 0

disp (! pas de solution, déterminant égale & zéro!’)
retun
end
fori = 1;N
sommel = sum (absA(1;i,i— 1))+ sum (absA (i,i+ 1N));
sommed = sum (absA(1;i— 1))+ sum (absA (i + 1N,1));
ifabs (i,1) (some I)pr absA (i,1) some

disp('la matrice n’est pas a disgonale dominate!)

end
r =
1,999913568491538
1,99871859424150
0,999863700180910
2,999826040588216
m =

25
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[l’l,[)’}g,

¢

3- Algothme de résolution

La méthode de Gass-Siedlel.

Probléme:

Soit le systéme d’équations linéares composé de n équation et n inconnus

(

i—1

(k+1) _ 1 (k+1)

T = oo b — Zlaijfl?j -
1=

1121 + a2 + ... + A1, Ty =

(211 + A92Z3... + QopTy = bg

\ Ap1T1 + Ap2Zo + ... + ApnTy

” k
> @ijx§- )

j=i+1

X (k41 _ X(’f)} <e

Les inconnes soit x1, Ta, ..., Ty,.

Les gradeurs aq1, a2, , ...., Gpy. €t by, ba, ..

- Trouver par la méthode de Jacobi

Utiliser le le langage de programmation Matlab pour faire les calculs.

La forme matricielle

111 + A12T9 + ... + A1 Ty = bl

2121 + a929T9... + AonTy — bg

| an1T1 + Qoo + ... + Qppty, = by,

, ], en admettant une erreur admissible .

a11 a2

Q21 A22
<~

An1  Ap2

bn

Q1n

A2n

a"I’LTL

., b,. sont constantes connues.

T

X2

Tn

la valeur de vecteur inconu X tel que X

by
ba

La notation ¢ indique la ligne de la matrice la notation j indique la colonne de la
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matrice A ou des vecteurs X et B.

La notation j indique la ligne de la matrice la notation j indique la colonne de la
matrice A.

2) La matice augmenté

La matice augmentée est une forme plus simplifiée su systéme matriciel, on préfée
I'utiliser pour représenter le systéme d’équation linéaires pendant les étapes de calculs
avec cette matrice augmentée, on ne mentionne plus le vecteur X, telle que

3- Algothme de résolution

la méthode de Gass-Siedlel, est une méthode itérative de résolution d’un systéme
d’équatuions linéaires de la forme AX = b pour cela, on utilise une suite X*) qui con-

verge vers le point fite X qui sont la solution du systéeme d’équations linéares.

p
111 + a12T9 + ... + A1 Ty = b1

2121 + a929T9... + AonLy — bg

| an1T1 + Qoo + ... + Qpnty, = by,

i—1 n
1
zgkﬂ) = b; — E aij$§k+1) _ E aijxﬁk) ; }X(m“) — XM <e.
v i=1 j=it1

L’algorithme
1. La matrice A doit étre non-singuliére et symétrique;
2. La matrice A (n x n) doit étre non-singuliére et symétrique;
for k=1ton
detA(1:k)>0
enf for
3. calculer les matrices Aoff et D:
D = diag (diag (A))
Aoff=A—-D
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4. calculer la solution X:

for £ =1 to max

Ty = inv (D — E) (b— Aof f xy);

If norm (2 — x41) < tol
fin itérations;
if not
Tk = Thk4+1

end if

end for

rsol = xy,

Application

Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique de résolution
numérique des systémes d’équations linéaires ( la méthode de Gass-Siedlel. ) et appliquer

cette méthode pour trouver la solution des systémes d’équations linéaires suivants:

5x1—2x2+1’3—$4:4
$1+3$2—2$4:2
2[L‘1+?L’2—7ZE3+2ZE4:5

L 2$1+$2+39§3—61‘4:—9

Programmation sous Matlab

Programme principal
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cle

clear

forandmat long
A = [5 —21—1;130 — 2;21 — 72;21 — 72;213 — 6] ;
B = [4;2;5-9];

[4:2;5;—9] = MyGassSiedlelFun(A, B,1E — 4)

Sous Programme
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fonction [z, m]

[M, N]

if D

fori

sommel

x

m

erreus

while erreur

X

MyGassSiedlel Fun(A, B, EPS

Size(A);

N

disp ('pas de solution, Il faut introduire une matrice carrére)
retun

end

det (A)

0

disp (! pas de solution, déterminant égale & zéro!’)
retun

end

1N

sum (absA (154,71 — 1)) + sum (absA (i,i+ 1N)) ;;
ifabs (i,1) < some I

disp('la matrice n’est pas a disgonale dominate!)
end

end

zeros (N, 1)

1,999913568491538
1,99871859424150
0, 99986370018091(P2

2,999826040588216
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