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Introduction
L�objectif de cette polycopie est de premette à l�étudiant l�acquisition de cette matière

et lui faciliter la matièr de l�outil numérique par la compréhension des langages de pro-

grammation évolués d�une part, et d�autre part, par l�utilisation des méthodes numériques

de résolution de systèmes d�équations algébriques.

La maîtrise de l�outil numérique par l�enseignement des langages de programmation

évolués d�une part, et d�autre part, par l�enseignement des méthodes numériques de

résolution de systèmes d�équations algébriques.

Les étudiants(es) en science possèdent souvent des connaissances mathématiques très

développées, néanmoins il a été constaté qu�ils trouvent des di¢ cultés à concrétiser ces

connaissances sur un ordinateur. La rédaction de cette polycopie de cours s�inscrit dans

cette optique, afn de mettre à la disposition des étudiants(es), d�outils pratiques aidant à

la stimulation de leurs connaissances opérationnelles. Cette polycopie s�adresse à tous les

étudiants(es) suivant un cursus universitaire de type scienti�que, à l�instar de la physique,

la chimie, la biologie, �lières technologiques...etc. Les prérequis exigés sont relatifs aux

notions élémentaires en mathématique appliquée, abordées durant les premières années

du cycle universitaire. Bien évidemment, la liste des méthodes numériques présentées ici

est strictement conformes au programme o¢ ciel.

Cette polycopie s�articule autour de cinq chapitres. Dans le premier chapitre est

initiation (ou rappel) de langages de programmation informatique MATLAB. Le second

chapitre est consacré à l�intégration numériques (méthode du trapèze et celle de Simpson).

Dans le troisième chapitre, traite la recherche de racines d�une fonction réelle de variable

réelle (méthode de dichotomie, Newton-Raphson). Le quatrième chapitre mis en lumière

les diverses techniques de résolution numériques d�équations di¤érentielles (méthode de

Euler, méthode de Runge-Kutta ). Enfn, le cinquième chapitre résolution numérique des

systèmes d�équations linéaires (Méthode de Gauss, Méthode de Gauss-Seidel).
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Chapitre 1

Rappels sur les langages

informatiques initiation a Matlab

1.1 Introduction à MATLAB

MATLAB est un logiciel de calcul et de visualisation, dont les entités de base sont des

matrices: MATLAB est une abréviation de Matrix Laboratory.

MATLAB est un langage interprété, il propose des facilités de programmation et de visu-

alisation, ainsi qu�un grand nombre de fonctions réalisant diverses méthodes numériques.

MATLAB est un langage de programmation, de haut niveau, intégrant plusieurs fonc-

tionnalités, il fournit un environnement interactif pour la création et la gestion de pro-

grammes. Dans ce qui suit on introduit quelques fonctionnalités de bases qui nous per-

mettrons d�apprendre à manipuler le logiciel et de nous familiariser avec le langage.

L�élément fondamental chez MATLAB est la matrice, puisque le type de base des données

est le type « array » . Scalaires, vecteurs, matrices réelles et complexes sont considérés

comme étant des cas spéciaux du type de base.

1.1.1 Quelques bases de l�interface Matlab

1: Le symbole [>>] : dans Le Workspace (MATLAB) indique où entrer les commandes
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2: Le mot (ans) (réponse ) désigne le résultat de l�opération e¤ectuée dans Le

Workspace (MATLAB).

Exemple 1.1.1

Les variables et les opération ( +, -, *, / )

- Les opérations de base: Ceux-ci agissent sur les scalaires et les matrices. Dans le

cas matriciel, les dimensions des matrices doivent s�y prêter!

Symbole Description Exemple

+;�; �; = Les opérations de base en mathématiques

(addition, soustraction, multiplication

et division)

7 + 9

3=4

pi La constante pi pi=3

cos sin tan Les fonctions trigonométriques usuelles cos(3�pi=2)

log exp Le logarithme népérien et l�exponentielle exp(3)

sqrt La racine carrée sqrt(5)

^ La puissance 4^5
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Opérations de base sur les matrices

Matlab propose tout un ensemble d�opérations usuelles sur les matrices

Symbole Description Exemple

+� �: Les opérations de base(addition, soustraction, produit matriciel)

Les tailles des matrices doivent être compatibles

A+B

A�B

^ La puissance matricielle (itération du produit matriciel) A^3

0 Transposée d�une matrice A0

inv L�inversion d�une matrice (sison inverse existe) inv(A)

D�autres opération peuvent être réalisées sur chaque élément de A

Symbole Description Exemple

+� �=: Réalise l�opération entre un scalaire et chaque élémentde la matrice 5:4 � A

: � Réalise la multiplication terme à terme de deux matrices de même taille. A: �B

:^ Met à une certaine puissance chaque élément de la matrice A:^3

Opérateurs relationnels

Initiation au logiciel MATLAB

< Strictement inférieur

<= Inférieur ou égal

> Strictement supérieur

>= Supérieur ou égal

== Égal

~ = Di¤érent

Remarque 1.1.2 La division à gauche AnB donne le résultat de l�opération AB�1

(utilisée pour résoudre un système linéaire).
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1.2 La structure conditinnal (If)

Structures de contrôle

MATLAB dispose des instructions de contrôle suivantes : if, switch, for et while. La syn-

taxe de chacune de ces instructions est semblable à celles des langages classiques. Il est

important de savoir que beaucoup d�opérations nécessitent ces instructions dans des lan-

gages classiques tels que C et Fortran, alors que dans MATLAB, on peut s�en a¤ranchir.

Les opérations sur les matrices (addition, multiplication, etc.) sont les exemples les plus

évidents.

Instructions alternatives

- L�instruction: if - elseif - else

La syntaxe est la suivante :

if(test)

commandes

else

Autres commandes

end

On peut également imbriquer des if... else les uns dans les autres à l�aide de l�instruction

elseif.

Exemple 1.2.1 véri�er si un entier naturel donné n est pair ou impair

if rem(n; 2)

disp(�nombre pair�)

else

disp(�nombre impair�)

and

Remarque 1.2.2 La fonction rem : retourne le reste de la division de deux nombres.
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Exemple 1.2.3 La valeur absolue

Lire

if x > 0

x = x

else

x = �x

end

Ecrive (00la valeur absolu �; x)

1.3 Les boucles (for, while)

1.3.1 Boucles et tests

Les principales instructions de contrôle proposées par MATLAB sont for, while et if; elles

fonctionnent à peu près comme leurs équivalents dans les autres langages de program-

mation.

La boucle for

La boucle for, doit respecter la syntaxe suivante :

for compteur = expression

instructions

end

Generalement, expression est un vecteur de la forme début :incrément :�n et compteur

prend successivement toutes les valeurs de expression pour éxecuter instructions.

Exemple 1.3.1 Les instructions suivantes permettent de calculer une valeur approchée

de ex, pour x = 10, en utilisant la formule:

ex '
nX
k=0

xk

k!
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>> x = 10;

>> n = 50;

>> s = 1;

>>terme= 1;

>>for k = 1 : n; terme= x�terme =k; s = s+terme; end;

>> s

Exemple 1.3.2 Calculer, à l�aide de la boucle for, la somme des n premiers entiers

naturels.

La boucle while

L�instruction while respecte la syntaxe suivante:

while expression

instructions

end

expression désigne le résultat d�une operation logique. Elle est construite en utilisant

des opérateurs relationnels et logiques.

La boucle while répète un bloc d�instructions tant qu�une condition donnée est vraie

Exemple 1.3.3 .Les instructions suivantes ont le même e¤et que les précédentes:

>> f(1) = 0; f(2) = 1; k = 3;

>>while k <= 6

f(k) = f(k � 1) + f(k � 2); k = k + 1;

end
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1.4 Les tableaux (veteure et matrice )

1.4.1 Vecteurs et matrices

La structure de données de Matlab est le tableau ; même un nombre est considéré comme

une matrice 1 � 1. Toutes les fonctions et opérations relatives aux tableaux sont très

optimisées et sont à utiliser aussi souvent que possible.

Création

Un tableau (Matrice) est délimité par des crochets. On sépare les colonnes par des

espaces et les lignes par des points-virgules. Exemple

iiA = [123; 456] iiB =

A = B = [1; 2; 3]

1 2 3

4 5 6

1

2

3

Opération sur les matrices

Addition / soustraction: 2 matrices de mêmes dimensions (même nombre de lignes

et de colonnes) s�additionnent ou se soustraient terme à terme.

Exemple 1.4.1

A = [1 2 3; 4 5 6]; B = [2 4 6; 7 8 � 1]

A+B = [3 6 9; 11 13 5]

A�B = [�1 � 2 � 3;�3 � 3 7]

Multiplication ou division: la multiplication ou division de matrice obéit à des règles

spéciales qu�on ne détaille pas ici. En revanche on peut multiplier ou diviser 2 matrices

terme à terme par l�emploi des symboles « :�» ou « :=»
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Exemple 1.4.2

A = [123; 456]; B = [2 4 6; 7 8 � 1]

A:�B = [2818; 2840� 6]

A:=B = [0:50:50:5; 0:570:62� 6]

On ra donner quelques commandes de base et fonction sur les matrices dans Matlab

1.4.2 Commandes de base dans Matlab

Commande Description

ones(n;m) Matrice de taille n� m ne contenant que des 1.

zeros(n;m) Matrice de taille n� m ne contenant que des 0.

eye(n;m) Matrice de taille n� m contenant des 1 sur la première diagonale et des 0 ailleurs.

rand(n;m) Matrice de taille n� m contenant des nombres aléatoires.

diag(v) Matrice diagonale où les éléments de la diagonale sont les composantes du vecteur v.
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1.4.3 Fonctions sur les matrices

Commande Description

det(A) Renvoie le déterminant de A ; celle-ci doit être carrée.

trace(A) Renvoie la trace de A.

rank(A) Renvoie le rang de A

null(A) Renvoie une base du noyau de A; l�argument supplémentaire 0r0donne une «meilleure » base

diag(A) Renvoie la première diagonale de A.

norm(v) Renvoie la norme euclidienne de v; v est un vecteur. Il est aussi possible de calculer d�autres normes ;

mean(A) Renvoie une liste contenant la moyenne des éléments de chaque colonne.

sum(A) Renvoie une liste contenant la somme des éléments de chaque colonne.

prod(A) Renvoie une liste contenant le produit des éléments de chaque colonne.

max(A) Renvoie une liste contenant la valeur maximale chaque colonne.

min(A) Renvoie une liste contenant la valeur minimale de chaque colonne.

length(A) Renvoie le maximum entre le nombre de lignes et de colonnes ;
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1.4.4 Instructions de contrôle

break Termine l�exécution d�une boucle

continue Passe à l�itération suivante en sautant les instructions suivantes dans une boucle

else Sinon, utilisé avec if

elseif Sinon si, utilisé avec if

end Termine for, if et while

error(.) Termine un programme et retourne un message d�erreur

for Répétition

if Instruction conditionnelle

otherwise Sinon, utilisé avec switch

pause Arrêt momentané d�un programme (attente d�appui sur une touche)

return Retour à la fonction appelante ou au clavier

switch Branchement conditionnel

while Tant que
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1.4.5 Instructions mathématiques de base

Sqrt(.) Racine carrée abs(.) Valeur absolue ou module

exp(.) Exponentielle angle(.) Phase

log(.) Logarithme naturel conj(.) Conjugaison complexe

log10(.) Logarithme décimal imag(.) Partie imaginaire

log2(.) Logarithme de base 2 Isreal(.) Vrai si réel

nextpow2(.) Puissance de 2 supér real(.) Partie réelle

cos(.) Cosinus �x(.) Arrondi vers zéro

acos(.) Arc cosinus �oor(.) Arrondi vers�1

sin(.) Sinus ceil(.) Arrondi vers +1

asin(.) Arc sinus round(.) Arrondi au plus proche entier

cot,tan(.) (Co)Tangente sign(.) Signe

atan(.) Arc tangente factorial(.) Factorielle

sinc(.) Sinus cardinal rem(.) Reste division euclidienne

cosh,sinh, tanh(.) Fonctions hyperboliques mod(.) Reste modulo

1.4.6 Principaux symboles mathématiques reconnus par MAT-

LAB.

minuscules grecques majuscules grecques symboles mathematiques

commande symbole commande symbole commande symbole

napla � nDelta � nleq �

nbeta � nTheta � ngeq �

ngamma 
 nGamma � nint
R

nomega ! nOmega 
 ninf ty 1

nlambda � nLambda � nsim �

npi � nPhi � npartial @

nrho � nPsi 	 nin 2

nnu � nSi qma � nrightar row !
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1.5 Les polynômes

MATLAB représente un polynôme sous forme d�un tableau de ses coe¢ cients classés

dans l�ordre des puissances décroissantes.

Saisie d�un polynôme: Le polynôme P d�expression: P (x) = 2x2+3x�5, est représenté

par le tableau à une dimension suivant :

>> P = [2 3� 5]

P =

2 3� 5

Racines d�un polynôme : On peut déterminer les racines des polynômes P à l�aide de

la fonction root.

Exemple 1.5.1 >> roots(P )

ans =

1:0000 + 2:0000i

1:0000� 2:0000i

1.5.1 Représentation graphique

Pour tracer la représentation graphique du polynôme Q(x), dé�nissons un domaine pour

la variable x qui contient les racines de Q:

Exemple 1.5.2 >> x = 0 : 0:1 : 3;

>> y =polyval(Q; x);

>> plot(x; y)

>>grid

>>title (0Tracéde y = x^2� 3x+ 20)

>> xlabel(0x0)
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>> ylabel(0y0)

1.6 Plotage graphe fonction

1.6.1 Tracer des courbes dans MATLAB

Pour tracer n�importe quelle courbe dans Matlab, une ou deux variables ou plus doivent

être présentes. Pour cela, les variables doivent être déclarées, puis après on donne la

commande plot(x; y).

Donc, si nous voulons tracer y en fonction de x, MATLAB connecte les points de

coordonnées (x(k); y(k)) de 1 � k �longueur(x).

En prenant un grand nombre de points dans le vecteur x puis en dé�nissant y = f(x)

pour une fonction f , le graphique de la fonction (x; y) nous donnera le graphique de la

fonction.

Exemple 1.6.1 >> x = [0 : 0:01 : 4�pi];

>> y = sin(x);

16



>> plot(x; y), axis equal
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Chapitre 2

Intégration numérique

Lorsque le calcul analytique est di¢ cile (voir impossible) le calcul numérique de l�intégral

d�une fonction s�impose. L�une des manières les plus naturelles pour calculer l�aire sous

une courbe est d�approximer par une aire facilement calculable.

Dans les méthodes d�intégration, l�intégrale d�une fonction continue sur un intervalle

borne [a; b] est remplacée par une somme �nie. Le choix de la subdivision de l�intervalle

d�intégration et celui des coe¢ cients qui interviennent dans la somme approchant l�intégrale

sont des critères essentiels pour minimiser l�erreur. Ces méthodes se répartissent en deux

grandes catégories, les méthodes composées dans lesquelles la fonction est remplacée par

un polynôme d�interpolation sur chaque intervalle élémentaire [xi;xi+1] de la subdivi-

sion, et les méthodes de Gauss fondées sur les polynômes orthogonaux pour lesquelles les

points de la subdivision sont imposés.

Position du problème: L�objectif de l�intégration numérique est de calculer l�intégrale

I d�une fonction f(x) sur un certain intervalle [a; b]:

On veut évaluer l�intégrale d�une fonction f sur un intervalle [a; b]. Si l�on connait sa

primitive F , alors

I =

Z b

a

f (x) dx = F (b)� F (a) :

Mais dans de nombreux cas, F ne peut pas être connue. Ou notons que l�expression
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analytique de f(x) peut être connue comme elle peut être inconnue.

Exemples 2.0.2 :
R b
a
e�x

2
dx;

R b
a
sin(x)
x
dx;

R b
a

p
sin (x)dx:

2.1 Méthode des trapèzes

2.1.1 Méthode des trapèzes simple

Pour évaluer numériquement I(f) =
R b
a
f (x) dx, on divise l�intervalle borne [a; b] en n

parties [x0;x1]; [x1;x2]; :::; [xn�1;xn] de même longueur h = b�a
n
et on considère les points

d�intégration

x0 = a; x1 = x0 + h; :::; xi = x0 + ih (i = 0; :::; n); xn = b:

Figure1-Méthode des trapèze simple
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On considère cette fois l�interpolation par un polynôme de degré un construit sur les

points a et b. On obtient la formule classique des trapèzes:

Z b

a

f (x) dx ' h

2
(f (a) + f (b)) :

C�est la formule simple des trapèzes sur l�intervalle [a; b]:

S = (Petite_base+Grande_base)� Hauteur
2

Petite base et grande base correspondent à f(a) et f(b) et Hauteur= h (h = b� a)

Exemples 2.1.1 I =
R b
a
xdx = b�a

2
(a+ b)

J =
R 1
0
e�x

2
dx ' 1�0

2

�
e�0

2
+ e�1

2
�
' 0; 6845

k =
R �
�
2

sin(x)
x
dx ' ���

2

2

�
sin(�2 )

�
2

+ sin(�)
�

�
' �

4

�
2
�
+ 0
�
= 1

2
:

2.1.2 Méthode des trapèzes généralisés

L�aire I(f) comprise entre [a; b] et le graphe de f peut être approchée par la somme

des aires des trapèzes induits par les points x0; x1; :::; xn. Sur chaque intervalle [xi; xi+1];

0 � i � n� 1:

Z xi+1

xi

f (x) dx ' xi+1 � xi
2

(f (xi) + f (xi+1)) :
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Figure 2- Méthode des trapèze généralisés

I(f) =

Z b

a

f (x) dx =

Z x1

x0=a

f (x) dx+

Z x2

x1

f (x) dx+ :::+

Z xn=b

xn�1

f (x) dx

=
n�1X
i=0

Z xi+1

xi

f (x) dx

=
h

2

n�1X
i=0

(f (xi) + f (xi+1))

=
h

2
(f (x0) + f (x1) + f (x1) + f (x2) + f (x2) + f (x3) + :::+ f (xn�1) + f (xn))

=
h

2
(f (x0) + 2f (x1) + 2f (x2) + 2f (x3) + :::+ 2f (xn�1) + f (xn))

D�où

In(f) =
h

2

 
f (a) + f (b) + 2

n�1X
i=1

f (xi)

!
:

C�est la formule des trapèze composite sur l�intervalle [a; b].
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Exemple 2.1.2 On calcule l�intégrale suivante

I4 =

Z 3

1

ln (x) dx:

Donner une valeur approchée de l�intégrale I4 en utilisant la méthode des trapèzes com-

posite avec 4 sous-intervalles. Cela revient à prendre h = 1
2
et x0 = a = 1; x4 = b = 3;

x1 =
3
2
; x2 = 2 et x3 = 5

2
. D�après la méthode des trapèzes, on a:

I4 =
h

2

�
f (1) + f (3) + 2

�
f

�
3

2

�
+ f (2) + f

�
5

2

���
' 1; 821:

2.1.3 Recherche de l�erreur d�approximation si f 2 C2([a; b])

Méthode des trapèzes Simple

Soit f : [a; b]! R continue. Posons

E1 = I(f)� I1(f) =
Z b

a

f (x) dx� b� a
2

(f (a) + f (b)) :

f 00 est continue sur [a; b], alors d�après le théorème des valeurs intermédiaires, 9 �1 2

[a; b] :

E1 =
�h3
12
f 00 (�) =

� (b� a)3

12
f 00 (�) :

E1 l�erreur de la méthoder n = 1. Implique

jE1j �
(b� a)3

12
M2:

Où M2 = max�2[a;b] jf 00(�)j :

la formule simple des trapèzes sur l�intervalle [a; b]:

I(f) =
b� a
2

(f (a) + f (b))� (b� a)
3

12
f 00 (�) :

Exemple 2.1.3 I =
R 1
0
e�2xdx,
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Soit f(x) = e�2x; a = 0; b = 1; f 00(x) = 4e�2x; f (3)(x) = 8e�2x < 0:

Parce que f (3)(x) < 0 donc f 00 est décroissant strictement

Où M2 = maxx2[0;1] jf 00(x)j = f 00(0) = 4

jE1j <
(1� 0)3
12

4 =
1

3
' 0; 333; " ' 0; 333:

Remarque 2.1.4 la formule, à deux points, des trapèzes est clairement si f est un

polynôme de degré inférieur ou égal à 1.

De plus, cette formule est de degré de précision égal à 1.

En e¤et, pour f(x) = x2; n = 1; x0 = a; x1 = b, on a:

I =

Z b

a

x2dx =

�
x3

3

�b
a

=
b3

3
� a

3

3
=
1

3
(b� a)

�
b2 + ab+ a2

�
I1 =

b� a
2

�
b2 + a2

�
:

On voit clairement que I 6= I1:

2.1.4 Recherche de l�erreur d�approximation si f 2 C2([a; b])

Méthode des trapèzes composite

Soit f : [a; b] ! R continue de max M et min m. Alors, 8y 2 [m;M ], 9x 2 [a; b] =

f(x) = y. Posons

En = I(f)� In(f) =
Z b

a

f (x) dx� b� a
2

 
f (a) + f (b) + 2

n�1X
i=0

f (xi)

!
:

avec xi = x0 + ih (h =
b�a
n
)i = 0; 1; :::; n: f 00 est continue sur [a; b], alors d�après le

théorème des valeurs intermédiaires, 9� 2 [a; b]:

En = �
nh3

12
f 00 (�) = �

n (b�a)
3

n3

12
f 00 (�) = �(b� a)

3

12n2
f 00 (�) :
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Où M2 = max�2[a;b] jf 00(�)j. Comme, on obtient

jEnj �
(b� a)3

12n2
M2

la formule composite des trapèzes sur l�intervalle [a; b]:

9� 2 [a; b] = I(f) =
b� a
2

 
f (a) + f (b) + 2

n�1X
i=0

f (xi)

!
� (b� a)

3

12n2
f 00 (�) :

Exemple 2.1.5 : On considère l�intégrale

I =

Z 2

1

1

x
dx

Quel nombre de sous-intervalles n faut-il choisir pour avoir une erreur inférieure à 10�4:

L�erreur est majorée par

jEnj �
(b� a)3

12n2
M2 � "

Où M2 = max�2[1;2] jf 00(�j = max�2[1;2] 2�3 = 2. Donc ici on a

jEnj �
(2� 1)3

12n2
:2

Pour que jEnj < 10�4 il faut que
1

6n2
� 10�4

i.e. n > 102p
6
' 40; 8. A partir de n0 = [40; 8] + 1 = 40 + 1 = 41 sous-intervalles, l�erreur

de quadrature est inférieure à 10�4:
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2.2 Méthode de Simpson

2.2.1 Méthode de Simpson simple

Dans le cadre de cette méthode, on interpole chaque 3 points (a; f(a)); (a+b
2
; f(a+b

2
)); (b; f(b)).

Comme trois points induisent deux subdivisions, le nombre n = 2 de subdivisions doit

être pris pair (n = 2m; m = 1).

C�est la première formule de Simpson simple sur l�intervalle [a; b]. D�où

Z b

a

f (x) dx ' h

3

�
f (a) + 4f

�
a+ b

2

�
+ f (b)

�
; h =

b� a
2
:

Figure 3-Méthode de Simpson simple

Exemple 2.2.1 Calculer à l�aide de la méthode des Simpson l�intégrale

I =
R �
0
sin x2dx =

��0
2

3

�
sin 02 + 4 sin

�
0+�
2

�2
+ sin �2

�
= �

6

�
0 + 4 sin �

2

4
+ sin �2

�
'

�0; 095
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2.2.2 Méthode de Simpson généralisés

Sur chaque intervalle [x2i;x2i+2]; 0 � i � n� 1:Z x2i+2

x2i

f(x)dx ' h

3
(y2i + 4y2i+1 + y2i+2) ; yi = f(xi);

Donc

I(f) =

Z b

a

f (x) dx =

Z x2

x0=a

f (x) dx+

Z x4

x2

f (x) dx+ :::+

Z x2m=b

x2m�2

f (x) dx

=
h

3
(y0 + 4y1 + y2 + y2 + 4y3 + y4 + y4 + 4y5 + y6 + :::+ y2m�2 + 4y2m�1 + y2m)

=
h

3
(y0 + 4 (y1 + y3 + :::+ y2m�1) + 2 (y2 + y4 + y6 + :::+ y2m�2 + y2m))

=
h

3

24y0 + yn + 4 X
(i impaire)

yi + 2
X

(i paire)

yi

35
D�où

In(f) =
h

3

24y0 + yn + 4 X
(i impaire)

yi + 2
X

(i paire)

yi

35 où h =
b� a
n

Or

In(f) =
h

3

"
f (x0) + f (xn) + 4

m�1X
i=1

f (x2i�1) + 2
m�2X
i=0

f (x2i+2)

#
où m =

n

2
:

C�est la première de Simpson composite sur l�intervalle [a; b]:

Exemple 2.2.2 On veut calculer l�intégrale I =
R 6
0
x3dx. Pour n = 2 on a h = 3, d�où

I =
h

3
(f(0) + f(6) + 4f(3)) = 324:

Pour n = 4 on a h = 3
2
, d�où

I =
h

3
(f(0) + f(6) + 2f(3) + 4(f(

3

2
) + f(

9

2
)) = 324:
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D�autre part, la valeur exacte de cette intégrale est

I =

Z 6

0

x3dx =
x4

4
]60 = 324:

On remarque que la méthode de Simpson est exacte pour le polynôme de degré inférieur

ou égal à 3.

Remarque 2.2.3 Ceci implique que la formule de Simpson est exacte si f est un polynôme

de degré inférieur ou égal à 3. De plus, cette formule est de degré de précision égal à 3.

En e¤et ; pour f(x) = x4;n = 2;x0 = a; x1 = a+b
2
et x2 = b

I =

Z b

a

x4dx =

�
x5

5

�b
a

=
b5

5
� a

5

5
=
1

5
(b� a)

�
b4 + ab3 + a2b2 + a3b+ a4

�
:

et

I2 =
b�a
2

3

 
a4 + b4 + 4

�
a+ b

2

�2!
=
b� a
24

�
5b4 + 4ab3 + 6a2b2 + 4a3b+ 5a4

�
:

On voit clairement que I 6= I2:

2.2.3 Recherche de l�erreur d�approximation si f 2 C4([a; b])

On rappelle que l�erreur associée la méthode des Simpson simple s�écrit, si f 2 C4([a; b]),

9� 2 [a; b] = E2 = I(f)� I2(f) = �
h5

90
f (4) (�) = �

(b�a)5
25

90
f (4) (�) = �(b� a)

5

2880
f (4) (�) ;

On rappelle que l�erreur associée la méthode des Simpson généralisés s�écrit, si f 2

C4([a; b]),

9� 2 [a; b] = En = I(f)� In(f) = �
nh5

180
f (4) (�) = �

n (b�a)
5

n5

180
f (4) (�) = �(b� a)

5

180n4
f (4) (�) ;
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Par consequent

jEnj �
(b� a)5

180n4
M4 � ":

Où M4 = max�2[a;b]
��f (4) (�)�� :

Exemple 2.2.4 On considère l�intégrale I =
R 3
2

1
2x+1

dx

1� Donner une majoration de l�erreur commise cas es Simpson simple.

2� Quel nombre de sous-intervalles n faut-il choisir pour avoir une erreur inférieure à

10�6.

� L�erreur est majorée par

jEnj �
(b� a)5

180n4
M4 � ":

Parce que Simpson simple donc n = 2

f 0 (�) = � 2

(2� + 1)2
; f 0 (�) =

8

(2� + 1)3
; f (3) (�) = � 48

(2� + 1)4
; f (4) (�) =

288

(2� + 1)5
:

Parce que f (5) (�) = � 2304
(2�+1)6

< 0; f (4) (�) donc est décroissant f (4) est positive alors

M4 = max�2[2;3]
��f (4) (�)�� = ��f (4) (2)�� = 288

(2� 2 + 1)5
=
288

3125
' 0; 09216;

Donc ici on a:

jE2j �
(3� 2)5

2880
� 0; 09216 ' 0; 000032:

2� Pour que jEnj < 10�6 il faut que

(3� 2)5

180n4
� 0; 09216 � 10�6:

i.e. n > 4; 7568: A partir de n0 = [4; 7568] + 1 = 4 + 1 = 5 sous-intervalles, l�erreur de

quadrature est inférieure à 10�6.

Exemple 2.2.5 Calculons l�intégrale I =
R 1
0
e�x

2
dx. Utilisons les méthodes élémentaires

précédentes à l�aide des valeurs de f(x) = e�x
2
aux points x0 = 0; x1 =

1
2
et x2 = 1.
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Alors on a

f(0) = 1; f(
1

2
) ' 0; 7880 et f(1) ' 0; 36788:

calculons l�erreur

f 0(x) = �2xe�x2 ; f 00(x) = 2(2x2 � 1)e�x2 ; f
000
(x) = 4x(�2x2 + 3)e�x2 � 0 sur [0; 1]:

donc f 00 est croissant sur [0; 1].

M2 = maxx2[0;1] jf 00(x)j = jf 00(0)j = 2:

Méthode des trapèzes pour n = 1

I =

Z 1

0

e�x
2

dx =
h

2
(f(0) + f(1)) ' 0; 68394;

avec une erreur

jE2j �
M2

12
(b� a)3 = 2

12
(1� 0)3 ' 0; 16666:

Méthode de Simpson pour n = 2

Z 1

0

e�x
2

dx ' h

6
(f(0) + f(1) + 4f(

1

2
)) ' 0; 74718;

avec une erreur

f (4)(x) = 4(4x4 � 12x2 + 3)e�x2 > 0 sur [0; 1]:; f (4)(x) = 8x(�4x4 + 2x2 � 12x �

3)e�x
2
< 0 sur [0; 1]:

M4 = max�2[2;3]
��f (4) (�)�� = ��f (4) (0)�� = 12
jE2j �

M4

2880
(b� a)5 = 12

2880
(1� 0)5 ' 0; 004166:

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

La valeur exacte est Iexacte = 0; 74682: On remarque que E = jIexacte � ISj = 0; 00036 '

29



4� 10�4, donc la méthode de Simpson donne une approximation à 4� 10�4 avec seule-

ment trois valeurs de f parce que les dérivées d�ordre supérieur ne varient pas trop sur

l�intervalle [0; 1]:
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La formule d�intégration numérique de Trapèze

L�algorithme

�x = b�a
n

for k = 1 to (n� 1)

x = a+�x� k

s = s+ f (x)

and for

T = �xf(a)+f(b)
2

+�x� s

Aid

1. les algorithmes des formules doivent être implémentés dans des procédures séparées

(Trapèze et Simpson) dans deux programmes.

2. la fonction f (x) à intégrer doit être implémentés dans une fonction séparées (f) :

3. le programme principal, pour chaque formule, doit servir pour:

a.lire les bornes de l�intervalle d�intégation [a; b] :

b.lire le nombre de division N:

c. et doit servir pour a¢ cher la vleur de l�intégrale: T (Trapèze) et S ( Simpson)

d. et doit a¢ cher l�erreur d�approximation(valeur calculée-valeur exacte). la valeur

exacte doit être calculé analytiquement.

Application

Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique d�intégration

(formule de Trapèze) et applique cette méthode pour trouver l�intégration de la fonc-

tion suivante avec un nombre de division N = 10:

Z 2

1

�
3x2 + 2x

�
dx:

A¢ cher l�erreur d�approximation aprés le calcule de la valeur exacte.

clc
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clear

f=@(x) 3 � x:2 + 2 � x;

h=0,1;

a=1; b=2;

ep=0,001;

y = f (x) y = [5 5.83 6.72 6.72 6.72 6:67 8:68 9.95 10:88 2:07 13.32 14:63 16]

I =MyTrapezesFun(f; a; b; eps)

N = length (x)-1;

h=(x (N + 1)� x (N)) =N ; h = (b� a) =N

I=0;

for k=1;N

I=I+y(k) + y (k + 1)

end

I=h/2*I

end

I=

10,0049999999999

La formule d�intégration numérique de Simpson

La formule de Simpson est une amélioration du calcule de surface dans une améliora-

tion de approximation de l�intégrale car elle utilise des formes de parabole (polynôme de

degré (2)) pour approximer les courbes des fonctions traitées. La formule de Simpson

S =
�x

3
[y0 + 4y1 + 2y2 + 4y3 + 2y4 + :::+ 4yn�2 + 2yn�1 + yn] �x =

b� a
n
:

L�algorithme

�x = b�a
n
;

h = �x
2
;
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for k = 1 à n

x = a+ h� (2k � 1)

s1 = s1 + f (x)

and for

for k = 1 à (n� 1)

x = a+ h� 2k

s2 = s2 + f (x)

and for

S = h� (f(a)+f(b)+4s1+2s2)
3

;

Application

Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique d�intégration

(formule de Simpson) et applique cette méthode pour trouver l�intégration de la fonc-

tion suivante avec un nombre de division N = 5:

Z 2

1

�
3x2 + 2x

�
dx:

A¢ cher l�erreur d�approximation aprés le calcul de la valeur exacte.

Programme principal

clc, clear

f=@(x) 3 � x:2 + 2 � x;

x=1:0,1:2;

y=f(x)

I =My SimpsonFun(x; y)

Sous-Programme

fonction I =My SimpsonFun(x; y)

Sn=0;

n = length (x)-1;

mn=mod(n; 2)

x=ones(3; 1)
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x=ones(3; 1)

if mm =0

m =0

for j=n-1:n+1

m=m+1;

y(m) =y(j) ;

for k=1:3

x (m; k) = x (j)b(3� k)
end

end

a=X/Y

S1 = a (1) � (x (n+ 1)b3� x (n) ^ 3) =3
S2 = a (2) � (x (n+ 1)b3� x (n) ^ 3) =2
S3 = a (3) � (x (n+ 1)b1� x (n) ^ 3) =1
Sn = S1 + S2 + S3;

n=n-1;

end

s = zeros (1; n)

for i=2:2:n

m=0

for j=i-1:i+1

m=m+1

Y(m) =Y(j) ;

for k=1:3

X(m; k) =X(m; k)b(3�K) :
end

end

a=X/Y;
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S1 = a (1) � (x (n+ 1)b3� x (n) ^ 3) =3
S2 = a (2) � (x (n+ 1)b3� x (n) ^ 3) =2
S3 = a (3) � (x (n+ 1)b1� x (n) ^ 3) =1
S (i) = S1 + S2 + S3;

end

I=sum(s) + sn;

end

I=

10
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Chapitre 3

Résolution numérique des équations

non-linéaires

Position du problème

Soit f : [a; b] � R! R une fonction au moins continue sur [a; b]. On cherche les racines

de f c�est à dire les points x 2 [a; b] tels que f(x) = 0.

Si f(a):f(b) < 0, alors par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe au moins une

racine de f dans l�intervalle [a; b]. Si de plus, f est strictement monotone alors f est une

bijection et cette racine est unique dans [a; b]:

Nous supposerons l�unique racine de f dans l�intervalle [a; b].

En général, les méthodes de résolution numérique de f(x) = 0 sont des méthodes itéra-

tives.

Elles consistent à construire une suite (xn)n convergente (le plus rapidement possible)

vers �.

Séparation des racines

La séparation des racines s�e¤ectue, en général, en utilisant deux types de méthodes:
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Méthode graphique:

Soit on trace (expérimentalement ou par étude de variations de f) le graphe de la fonction

f et on cherche son intersection avec l�axe (Ox).

Soit on décompose f en deux fonctions f1 et f2 simples à étudier, telles que f = f1� f2,

et on cherche les points d�intersection des graphes de f1 et f2, dont les abscisses sont

exactement les racines de f .

Remarque 3.0.6 On choisit souvent f1 et f2 de façon que leurs courbes soient des

courbes connues.

Exemple 3.0.7 La fonction f dé�nie par: f(x) = xex � 1, x 2]0;+1[ a une racine

unique dans l�intervalle [0; 1]. En e¤et, posons f1(x) = ex et f2(x) = 1
x
.

Alors f(x) = 0() f1(x) = f2(x) et d�après le graphe

G(f1) \G(f2) = f(�; f(�)); � 2 ]0; 1[g ;

Méthode de balayage:

On considère une suite croissante �nie fxi; i = 0; 1; :::; ng de valeurs de x réparties sur

l�intervalle [a; b]. Si f est continue et f(xi):f(xi+1) < 0, alors il existe entre xi et xi+1 au

moins une racine de f (c�est le théorème des valeurs intermédiaires).

Exemple 3.0.8 Le polynôme P dé�ni par: P (x) = x4� 6x� 7 a au moins deux racines

réelles �1 2]� 2; 0[; �2 2]2; 3[ car: P (�3) = 56; ::; p(�2) = 21; P (0) = �7; P (2) = �3,

P (3) = 56 et P (4) = 225,..., ect.

3.1 Méthode de dichotomie (ou de la bissection)

Cette méthode est utilisée pour approcher les racines d�une fonction continue f : R! R.

S�il existe a; b (a < b) avec f(a):f(b) < 0, on sait alors qu�il existe au moins une racine

de f dans l�intervalle ]a; b[.
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Posons a0 = a, b0 = b; I0 =]a0; b0[ et x0 = a0+b0
2
:

Pour n � 1, on choisit le sous-intervalle In =]an; bn[ de l�intervalle ]an�1; bn�1[ de la façon

suivante:

a) posons xn�1 =
an�1+bn�1

2

b) si f(xn�1) = 0, alors � = xn�1 et la méthode est terminée,

c) si f(xn�1) 6= 0, alors

i) si f(an�1):f(xn�1) < 0, alors � 2]an�1; xn�1[ et on pose an = an�1, bn = xn�1,

ii) sif(xn�1):f(bn�1) < 0, alors � 2]xn�1; bn�1[ et on pose an = xn�1, bn = bn�1,

d) on dé�nit l�intervalle In =]an; bn[, on augmente n de 1 et on recommence du point a).

On obtient donc une suite de valeurs approchées de �.

En répétant (itérant) la même méthode pour l�intervalle obtenu on aura les valeurs :

x0 =
a0 + b0
2

; x1 =
a1 + b1
2

; :::; xn =
an + bn
2

:

La suite fxngn=0;+1 converge vers la solution x de f(x) = 0 lorsque n! +1.

Figure 4- Méthode de Bissection
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Nombre de divisions pour avoir une précision " donné.

Puisque chaque fois on divise l�intervalle en deux parties égales, on a :

b0�a0 =
b� a
1
; b1�a1 =

b� a
2
; b2�a2 =

b1 � a1
2

=
b�a
2

2
=
b� a
22

; :::; bn�an =
b� a
2n

:

Puisque � 2 [an; bn] = [an; xn] [ [xn; bn], on a , jxn � �j � bn�an
2

=
b�a
2n

2
= b�a

2n+1
:

Il faut que la di¤érence jxn � �j qui est l�erreur du calcul soit inférieure à une précision

donnée ", c�est-à-dire:

jxn � �j � "

Alors, il su¢ t que
b� a
2n+1

� "

Cela donne

n �
ln
�
b�a
2"

�
ln2

: (3.1)

Remarque 3.1.1 1�L�inégalité (4:1) nous permet d�estimer le nombre su¢ sant d�itérations

n pour approcher avec une précision donnée "; il su ra de résoudre l�inégalité: b�a
2n+1

< "

par rapport à n. Il su¢ ra de prendre

n0 =

"
ln
�
b�a
2"

�
ln2

#
+ 1:

2�Cette méthode est inconditionnellement convergente, son problème c�est qu�elle est

lente c�est pourquoi elle est utilisée pour démarrer d�autres méthodes plus élaborées.

Exemple 3.1.2 Soit l�equation x3 + 2x � 7 = 0: Donné la solution approximer utiliser

la méthode de bissection pour approximer cette solution au rang de 0:005:

On a: 1: f est continue

2: f(1):f(2) < 0

3:f 0(x) = 3x2 + 2 > 0 donc f est monotone.
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Alors par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe unique solution dans l�intervalle

[a; b]: déte jxn � �j � b�a
2n+1

� "
2�1
2n+1

� 0:005 =) 102 � 2n =) n � ln(102)
ln(2)

=) n0 =
h
2 ln(10)
ln(2)

i
+ 1 = 6 + 1 = 7

n an bn xn =
an+bn
2

f (xn) jxn � xn�1j

0 1 2 1; 5 f (1; 5) < 0 =

1 1; 5 2 1; 75 f (1; 75) < 0 j1; 75� 1; 5j = 0; 25 > 0:005

2 1; 5 1; 75 1; 625 f (1; 625) < 0 j1; 625� 1; 75j = 0; 125 > 0:005

3 1; 5 1; 625 1; 5625 f (1; 5625) < 0 j1; 5625� 1; 625j = 0; 0625 > 0:005

4 1; 5625 1; 625 1; 59375 f (1; 59375) < 0 j1; 59375� 1; 5625j = 0; 03125 > 0:005

5 1; 5625 1; 59375 1; 578 f (1; 578) < 0 j1; 578� 1; 59375j = 0; 00675 > 0:005

6 1; 5625 1; 578125 1; 5703 f (1; 5703) < 0 j1; 5703� 1; 578j = 0; 0077 > 0:005

7 1; 5625 1; 5703 1; 5664 f (1; 5664) < 0 j1; 5664� 1; 5703j = 0; 0039 < 0:005

Donc la solution � = 1; 5664
�
+ 0:005:

3.2 Méthode de Newton-Raphson (méthode de la

tangente)

Supposons qu�on a déterminé un intervalle [a; b] dans lequel f admet une racine séparée.
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Interprétation géométrique

Figure 4-Méthode de la tangente

Graphiquement la méthode de Newton-Raphson fonctionne comme suit: à partir d�un

point x0 bien choisi dans [a; b]; x1 est l�abscisse du point d�intersection de la tangente de

graphe de f au point (x0; f(x0)) avec l�axe des abscisses. D�où

f 0(x0) =
0� f(x0)
x1 � x0

=
�f(x0)
x1 � x0

=) x1 = x0 �
f(x0)

f 0(x0)
( si f 0(x0) 6= 0)

En répétant le processus sur x1, on obtient un point x2, et ainsi de suite.

Les points (xn)n2N véri�ent donc la relation de récurrence:8<: xn+1 = xn � f(xn)
f 0(xn)

x0 2 [a; b]

c�est la formule de Newton-Raphson la plus utilisée dans la recherche des racines de f .

Théorème 3.2.1 Soit f 2 C2([a; b]) véri�ant:
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1:f(a):f(b) < 0;

2:f 0(x) 6= 0, 8x 2 [a; b], (c.à.d: f 0 ne change pas de signe dans [a; b];

3: f 00(x) 6= 0;8x 2 [a; b] est de signe constant sur [a; b] ( convexité ou concavité)

Alors

a) f admet une racine unique dans [a; b].

b) la suite (xn)n converge vers �; 8x0 2 [a; b] véri�ant f(x0):f 00(x0) > 0.

(la méthode de Newton converge vers l�unique solution � de f(x) = 0 dans [a; b] et ceci

pour n�importe quel choix de x0 2 [a; b]).

De plus, cette convergence est quadratique tel que

lim
n!+1

xn+1 � �
(xn � �)2

=
f 00 (�)

2f 0 (�)

c) Et on a l�estimation d�erreurs suivante :

jxn � �j �
M

2m
jxn � xn�1j2

Où M = supx2[a;b] jf 00 (x)j ; m = infx2[a;b] jf 0 (x)j :

Remarque 3.2.2 � La méthode de bissection est inconditionnellement convergente, son

inconvénient est sa lenteur pour obtenir la solution avec une grande précision. Elle peut

servir pour démarrer d�autres méthodes plus performantes.

� La méthode des approximations successives est plus rapide que celle de bissection à

condition qu�elle converge.

� La méthode de Newton-Raphson est la plus rapide, elle permet d�obtenir des solutions

très précises en un nombre réduit d�itérations.

Exemple 3.2.3 Soit la fonction f (x) = x3 + x� 1

1) Cette fonction admet une racine séparée sur
�
1
2
; 1
�
car:

f

�
1

2

�
:f (1) = (�0; 375)� 1 < 0 et f 0 (x) = 3x2 + 1 > 0;
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9!� 2
�
1

2
; 1

�
; f (�) = 0

Véri�ons maintenant les conditions du théorème de Newton :

La condition i) déjà vue dans 1)

ii) f 0 (x) = 3x2 + 1 6= 0; sur
�
1
2
; 1
�

iii) f 00 (x) = 6x 6= 0; sur
�
1
2
; 1
�

Le choix de x0

f 00 (x) > 0; f (1) > 0 =) f 00 (x) :f (1) > 0 =) x0 = 1

M = sup
x2[ 12 ;1]

jf 00 (x)j = 6; m = inf
x2[ 12 ;1]

jf 0 (x)j = 7

4
sur

�
1

2
; 1

�
:

On calcule une approximation avec une précision " = 10�2:

xn+1 = xn � f(xn)
f 0(xn)

= xn � x3n+xn�1
3x2n+1

= 2x3n+1
3x2n+1

Partant du choix de x0 = 1; on a x1 =
2x30+1

3x20+1
= 2(1)3+1

3(1)2+1
= 3

4
= 0; 75

jx1 � �j �
2M

m
jx1 � x0j2 =

6

2� 7
4

j0; 75� 1j2 ' 0; 107 > "

On calcule alors x2

x2 =
2x31+1

3x21+1
=

2( 34)
3
+1

3( 34)
2
+1
' 0; 685

jx2 � �j �
M

2m
jx1 � x0j2 =

2� 6
7
4

j0; 685� 0; 75j2 ' 0; 0017 � 10�2 = "

d�ou x2 est la valeur approchée de à 10�2.

� = 0; 685
+
� 0; 01

Remarque 3.2.4 Nous pouvons remplacer la condition suivante

f(x0):f
00(x0) > 0:
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par la suivante ���� f(a)f 0(a)

���� � jb� aj ; ���� f(b)f 0(b)

���� � jb� aj :
Exemple 3.2.5 De notre exemple précédent f 00 (1) :f (1) > 0; par la suivante���� f(12)f 0(1

2
)

���� = �����0; 3751; 75

���� = 0; 214 � ����1� 12
���� ; ���� f(1)f 0(1)

���� = ����14
���� � ����1� 12

���� :
Dé�nition 3.2.6 Une méthode itérative dé�nie par xn+1 = g(xn) est d�ordre p ssi 9k 2

R+ telles que:

lim
n!+1

jxn+1 � �j
jxn � �jp

= lim
n!+1

jen+1j
jenjp

= k;

où le terme en = xn � � est l�erreur à l�étape n.

Remarque 3.2.7 Si p = 1, la convergence est dite linéaire.

Si p = 2, la convergence est dite quadratique.

Si p = 3, la convergence est dite cubique.

Exemple 3.2.8 la convergence la méthode de Newton est quadratique tel que

lim
n!+1

xn+1 � �
(xn � �)2

=
f 00 (�)

2f 0 (�)

p = 2; k = f 00(�)
2f 0(�) :

xn+1 � � = xn � �+
f(�)� f(xn)
f 0(xn)

= xn � �+ �� xn +
(xn � �)2

2

f 00(�n)

f 0(xn)

d�où
xn+1 � �
(xn � �)2

=
f 00(�n)

2f 0(xn)
:

alors

lim
n!+1

xn+1 � �
(xn � �)2

=
f 00 (�)

2f 0 (�)
:
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Ordre et rapidité de convergence

Supposons qu�on a deux méthodes telles que :

Méthode (1) : jxn+1��jjxn��j = 0:5:

Méthode (2) : jxn+1��jjxn��j2 = 0:5:

Méthode (1) :

jxn+1 � �j = 0:5jxn � �j = (0:5)2 jxn�1 � �j = ::: = (0:5)n jx0 � �j:

Méthode (2) :

jxn+1 � �j = 0:5jxn � �j2 = 0:5:
�
(0:5) jxn�1 � �j2

�2
= (0:5)3 jxn�1 � �j4::: = (0:5)2

n+1�1 jx0 � �j2
n+1

:

Question : Quel est pour chacune des deux méthodes, le nombre minimal d�itérations

pour avoir une erreur� 10�10 , en supposant que jx0 � �j = 0:5?

méthode (1): jxn+1 � �j = (0:5)njx0 � �j � 10�10 ) n � 33.

méthode (2):jxn+1 � �j = (0:5)2
n+1�1 jx0 � �j2

n+1 � 10�4 ) n � 5:

Donc la deuxième méthode converge plus rapidement que la première.

D�où, plus l�ordre p est grand, plus vite l�erreur décroît.
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La méthode de bissection (de dichotomie)

Cette méthode est utilisée pour calculer les zéros d�une fonction continue f : R! R

dans un intervalle [a; b]:

L�algorithme

If f (a) f (b) > 0;

the method does (not end with zéros);

if f (a) f (b) < 0;

there is atleast one zero x of f in the interval [a; b];

as long as ((b� a) > tol) ;

x = a+b
2
;

iIf f (x) = 0;

x = r�ero = x and method does;

if not,

if f (a) f (x) < 0

we pose b = x; f (b) = f (x);

if f (x) f (b) < 0

we pose a = x; f (a) = f (x);

and if

as long as

and if

Application

Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique de bissection

et appliquez, cette méthode pour trouver le zéro de la fonction f (x) dans l�intervalle

[1; 2] avec critère de convergence " = 0; 001;

f (x) = ln (x)� x2 + 2 = 0:
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Utiliser le langage de programmation MATLAB pour exécuter l�algorithme de la

résoluton.

clc

clear

a=1;

b=2;

ep=0,001;

f=@(x)log(x)� x:2 + 2;

fplot(f,[a; b])

grid on

[x;N ] =MyDichotomieFun(f; a; b; eps)

function[x;N ] =MyDichotomieFun(f; a; b; eps)

if f (a) � f (b) > 0

error ( �Intervalle indapté�);

end

N=0;

wile abs(b� a) =2 > eps

x=(b� a) =2

if f (a) � f (x) > 0

a=x;

elseif f (a) � f (x) < 0

b=x;

else

break

end

N=N+1;

end

end
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x=

1,5645

N=

9

La méthode de Newton

Cette méthode numérique est la meilleur méthode utilisée pour calculer les zéros

d�une fonction continue f : R ! R dans un intervalle [a; b] parce qu�elles est simple

et rapide, le seule inconvénient est qu�elle utilise la fonction f (x) et sa première dérivé

f 0 (x).

L�algorithme

If f (a) f (b) > 0;

The method does (not end with zéros);

if f (a) f (b) < 0;

There is atleast one zero x of f in the interval [a; b];

We take xest as a �rst estimate for zero (of course in the meantime [a; b])

We calculate �x = � f(xest)
f 0(xest)

;

as long as (abs(�x) >tol),

We de�ne xest ! xest +�x;

Calculate again �x = � f(xest)
f 0(xest)

as long as

z�ero = xest

end if

Application

Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique de Newton

et appliquez cette méthode pour trouver le zéro de la fonction f (x) dans l�intervalle
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[0; 1; 0; 5] avec critère de convergence " = 0; 001;

f (x) = ln (x)� x2 + 2 = 0:

Utiliser le langage de programmation MATLAB pour exécuter la l�algorithme de la

résoluton.

clc

clear

a=0,1;

b=0,5;

ep=0,001;

f=@(x)log(x)� x:2 + 2;

fplot(f,[a; b])

grid on

[x;N ] =MyNewtonRaphsonFun(f; a; b; eps)

function[x;N ] =MyNewtonRaphsonFun(f; a; b; eps)

N=0;

x = x0;

x1 = x�f (x0) =f_prime (x0)

while abs (x1 � x) > eps

x1 = x�

x1 = x�f (x0) =f_prime (x0) ;

N=N+1;

end

end

x=

1,1379

N=

7
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Chapitre 4

Résolution numérique des équations

di¤érentielles ordinaires

Théorèmes d�existence et d�unicité

Soient f : [t0; T ]�R! R une fonction su¢ samment di¤érentiable et y0 2 R, une fonction

x : [t0; T ]! R solution du problème de Cauchy:8<: y0(t) = f(t; y(t)); t 2 [t0; T ]

y(t0) = y0(condition initiale )
(4.1)

Théorème 4.0.9 Soit f : [t0; T ]� R �! R une fonction telle que:

1: f est continue sur [t0; T ]� R.

2: f est Lipschitzienne par rapport à la deuxième variable, c�est à dire il existe une

constante k > 0 telle que pour tout t 2 [t0; T ] et y1; y2 2 R, on ait:

jf(t; y2)� f(t; y1)j � kjy2 � y1j:

Alors le problème (5:1) admet une unique solution y 2 C1([t0; T ];R). On dit que le

problème est bien posé.
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Remarque 4.0.10 Si f est dé�nie et de classe C1 dans [t0; T ]�R et 9 m 2 R+ tel que:����@f@y
���� � m 8(t; y) 2 [t0; T ]� R:

Alors, f satisfait la condition de Lipschitz par rapport à y sur [t0; T ]� R.

Exemple 4.0.11 Considérons le problème de Cauchy suivant:8<: y0(t) = t jy(t)j ; t 2 [1; 2];

y(1) = 1:

est continue dans [1; 2]� R car : c�est la somme d�un polynôme. f(t; y) est lipschitzienne

par rapport à y (k = 2) car:

jf(t; y2)� f(t; y1)j = jt jy2j � t jy1j j = tj jy2j � jy1j j � 2jy2 � y1j 8(y1; y2) 2 R� R:

D�après le théorème de Cauchy-Lipschitz il existe une seule solution y dans [1; 2]� R.

Exemple 4.0.12 Considérons le problème de Cauchy suivant:

y0(t) = �y3(t) + e� t2

2

est continue dans R � [1; 2] car: c�est la somme d�une exponentielle et d�un polynôme.

f(t; y) est lipschitzienne par rapport à y (k = 12) car:

@f

@y
= �3y2 =)

����@f@y
���� = 3y2 � 12:

D�après le théorème de Cauchy-Lipschitz il existe une seule solution y dans R� [1; 2] .

Position du problème

Résoudre une EDO explicitement n�est pas toujours facile sauf pour des cas simples.
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Le principe de ces méthodes est de discrétiser l�intervalle [a; b] en choisissant un pas de

discrétisation h. Subdivisons l�intevalle [0; T ] comme suit : 0 = t0 < t1 < ::: < tn <

tn+1 < ::: < tN = T . pose: tn = t0 + nh; h = tn+1 � tn:

1: Avec les outils numériques de résolution d�équations di¤érentielles il n�est pas possible

d�obtenir une solution pour toutes les valeurs de la variable t. On obtient plutôt une

approximation de la solution analytique seulement pour certaines valeurs de t notées ti

et distancées d�une valeur hi = ti+1 � ti.

2: On note y(ti) la solution analytique de l�équation di¤érentielle (1) en t = ti , et yi la

solution approximative en t = ti à l�aide d�une méthode numérique.

4.1 Méthode d�Euler

Avant d�e¤ectuer la première itération, il faut déterminer dans quelle direction on doit

avancer à partir du point (t0; y0) pour obtenir le point (t1; y1), qui est une approximation

du point (t1; y(t1)). L�équation di¤érentielle (5:1) assure que:

y0(t0) = f(t0; y (t0)) = f(t0; y0):

y0(t0) �
y (t1)� y (t0)
t1 � t0

=
y (t1)� y0
t1 � t0

y (t1)� y0 = (t1 � t0) y0(t0)

y (t1) = y0 + hf(t0; y0)

On remarque cependant que la pente de la solution analytique en t = t1 est:

y0(t1) = f(t1; y (t1)):
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On ne connaît pas exactement y(t1), mais nous possédons l�approximation y1 de y(t1).

On doit alors utiliser l�expression. On pose: yn = y(tn)

y0(t1) � y (t2)� y (t1)
t2 � t1

=
y (t2)� y1
t2 � t1

y (t2)� y1 = (t2 � t1) y0(t1)

y (t2) = y1 + hf(t1; y (t1))

On obtient la formule d�Euler:8<: yn+1 = yn + hf(tn; yn) t 2 [0; T ]; tn+1 = tn + h; 0 � n � N

y(0) = y0 donné.

Exemple 4.1.1 Soit le probléme de Cauchy8<: y0(t) = y(t) + t; t 2 [0; 1];

y(0) = 1:
(4.2)

On veut approcher, à 10�3; la solution de (5:2) en t = 1 à l�aide de la méthode d�Euler,
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en subdivisant l�intervalle [0; 1] en dix parties égales, on calcule les valeurs du tableau:

n tn yn

0 0; 0 1

1 0; 1 1; 1

2 0; 2 1; 22

3 0; 3 1; 362

4 0; 4 1; 5282

5 0; 5 1; 7210

6 0; 6 1; 9431

7 0; 7 1; 9431

8 0; 8 1; 4871

9 0; 9 1; 8158

10 1; 0 1; 18674

On trouve y(1) ' 3; 187: La solution exacte de l�équation (5:2) est donnée par

y(t) = 2et � t� 1;

ce qui donne y(1) = 3; 437: L�approximation calculée est donc trés grossiète.

4.2 Méthode de Runge-Kutta

4.2.1 Méthodes de Runge Kutta d�ordre 2

Dé�nition 4.2.1 "Formule du rectangle ou point milieu " La formule du rectangle ou

du point milieu est obtenue en remplaçant f par une constante égale à la valeur de f au

milieu de [a; b]

I(f)[a;b] =

bZ
a

f(x)dx = (b� a)f(a+ b
2
):
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C�est le même principe que la méthode d�Euler. On cherche à approximer la solution

exacte en utilisant la formule du point milieu pour l�approximation de l�intégrale I(f)[a;b]

au lieu de la formule des rectangles à droite, on trouve:

tn+1Z
tn

y0(t)dt =

tn+1Z
tn

f(t; y(t))dt = hf(tn +
h

2
; y(tn +

h

2
)):

Le problème c�est qu�on n�a pas une valeur disponible y(tn+ h
2
) pour calculer l�intégrale.

Une idée est de remplacer la valeur y(tn + h
2
) par la méthode d�Euler sur l�intervalle

[tn; tn+1] avec le pas eh = h
2
. On trouve:

y(tn + eh) = y(tn) + ehf(tn; y(tn)):
En remplaçant eh par h

2
on obtient:

y(tn +
h

2
) = y(tn) +

h

2
f(tn; y(tn)):

Donc:

yn+1 = yn + hf(tn +
h

2
; y(tn) +

h

2
f(tn; y(tn)))

Si on pose: 8<: K1 = hf(tn; y(tn)); tn+1 = tn + h;

K2 = hf(tn +
h
2
; y(tn) +

K1

2
); 0 � n � N:

On peut donner l�algorithme de Runge-Kutta d�ordre 2 comme:

yn+1 = yn +K2:

Exemple 4.2.2 Soit l�équation di¤érentielle déjà résolue par la méthode d�Euler8<: y0(t) = �y(t) + t+ 1; t 2 [0; 1];

y(0) = 1:
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On peut montrer que la solution analytique de cette équation est:

y(t) = e�t + t;

On prend h = 0; 2 et f(t; y) = �y + t+ 1:

Itération 1:8<: K1 = hf(t0; y0) = (0; 1)� f(0; 1) = (0; 1)� (0) = 0 ..

K2 = hf(t0 +
h
2
; y0 +

K1

2
) = (0; 1)� f(0; 05; 1) = (0; 1)� (0; 05) = 0; 005:

ce qui entraîne que y1 = y0 +K2 = 1 + 0; 005 = 1; 005

Itération 2:8<: K1 = hf(t1; y1) = (0; 1)� f(0; 1; 1; 005) = (0; 1)� (0; 095) = 0; 0095

K2 = hf(t1 +
h
2
; y1 +

K1

2
) = (0; 1)� f(0; 15; 1; 00975) = (0; 1)� (0; 095) = 0; 0095

ce qui entraîne que: y2 = y1 +K2 = 1; 005 + 0; 0095 = 1; 0145:

Le tableau suivant rassemble les résultats des cinq premières itérations ce qui permet de

comparer les solutions numérique et analytique et de constater la croissance de l�erreur,

et la comparer avec les méthodes (Euler)

ti y (ti) yi jy (ti)� yij

0; 0 1; 0000000000 1; 000 0; 000000

0; 2 1; 0048374180 1; 005 0; 819� 10�7

0; 4 1; 0187307798 1; 0145 0; 819� 10�7

0; 6 1; 0408182207 1; 0408184220 0; 148� 10�6

0; 8 1; 0703200460 1; 0703202889 0; 242� 10�6

1 1; 0703200460 1; 0703202889 0; 242� 10�6

56



4.2.2 Méthodes de Runge Kutta d�ordre 4

Au lieu d�utiliser la méthode du trapèze, On utilise la méthode de Simpson qui consiste

à remplacer la fonction intégrée par une parabole passant par les points extrêmes et le

point milieu. On a:

Z b

a

f (x) dx ' b� a
6

�
f (a) + 4f

�
a+ b

2

�
+ f (b)

�
;

Appliquée à l�intégrale
tn+hR
tn

f(t; y(t))dt, cela donne

tn+1Z
tn

f(t; y(t))dt ' h

2

h
f(tn; y(tn)) + 4f(tn+ 1

2
; y(tn+ 1

2
)) + f(tn+1; y(tn+1))

i

d�où la relation:

yn+1 = yn +
h

2

h
f(tn; y(tn)) + 4f(tn+ 1

2
; y(tn+ 1

2
)) + f(tn+1; y(tn+1))

i
Ici, on a une di¢ culté apparaît car l�équation présente deux inconnues: y(tn+ 1

2
) et y(tn+1).

Donc il faut estimer 4f(tn+ 1
2
; y(tn+ 1

2
)) et f(tn+1; y(tn+1)) à partir de yn; tn et h.

On commeņce par le terme 4f(tn+ 1
2
; y(tn+ 1

2
)): On le décompose en deux termes identiques

2f(tn+ 1
2
; y(tn+ 1

2
)| {z }

(a)

) + 2(tn+ 1
2
; y(tn+ 1

2
)| {z }

(b)

)

y
(a)

n+ 1
2

= yn +
h
2
f(tn; y(tn)): Euler explicite

y
(b)

n+ 1
2

= yn +
h
2
f(tn+ 1

2
; y(tn+ 1

2
)) : Euler implicite

Donc on obtient:

y
(b)

n+ 1
2

= yn +
h

2
f(tn+ 1

2
; yn +

h

2
f(tn; y(tn))| {z }�
y
(a)

n+1
2

�
)
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D�où:

yn+1 = yn+
h

6

24 f(tn; yn) + 2f(tn+ 1
2
; yn +

h
2
f(tn; yn))

+2f(tn+ 1
2
; yn +

h
2
f(tn+ 1

2
; yn +

h
2
f(tn+ 1

2
; yn +

h
2
f(tn; yn)) + f(tn+1; y(tn+1)

35
Puisque: tn+ 1

2
= tn+tn+1

2
= tn+tn+h

2
= tn +

h
2
:

D�où la relation:

yn+1 = yn +
1

6
[K1 + 2K2 + 2K3 + f(tn+1; y(tn+1)]

tel que 8>>><>>>:
K1 = hf(tn; yn);

K2 = hf(tn +
h
2
; yn +

K1

2
)

K3 = hf(tn +
h
2
; yn +

K2

2
)

En estimation de f(tn+1; y(tn+1), par la méthode du rectangle au milieu :

yn+1 ' yn + hf(tn+ 1
2
; yn +

h

2
f(tn+ 1

2
; yn+ 1

2
)

Donc

yn+1 ' yn + hf(tn+ 1
2
; yn +

h

2
f(tn+ 1

2
; yn +

h

2
f(tn; yn))

Finalement on obtient la relation explicite de RUNGE-KUTTA d�ordre 4:

yn+1 = yn +
1

6
[K1 + 2K2 + 2K3 +K4] ;

avec 8>>>>>><>>>>>>:

K1 = hf(tn; yn);

K2 = hf(tn +
h
2
; yn +

K1

2
)

K3 = hf(tn +
h
2
; yn +

K2

2
)

K4 = hf(tn + h; yn +K3)

Remarque 4.2.3 Les méthodes de Runge Kutta d�ordre deux et quatre convergent vers
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la solution exacte plus vite que la méthode d�Euler.

Exemple 4.2.4 Soit l�équation di¤érentielle déjà résolue par la méthode d�Euler8<: y0(t) = y(t) + 1; t 2 [0; 1];

y(0) = 0:

Calculer une valeur approchée de y(1) en utilisant le schéma de Runge-Kutta d�ordre 4

avec un pas h égal à 0:1.

On montre immédiatement que cette solution est

y(t) = et � 1:

La méthode (RK4) donne sur cet exemple8>>>>>><>>>>>>:

K1 = hf(tn; yn) = hyn + h

K2 = hf(tn +
h
2
; yn +

K1

2
) = hyn +

h
2
K1 + h

K3 = hf(tn +
h
2
; yn +

K2

2
) = hyn +

h
2
K2 + h

K4 = hf(tn + h; yn +K3) = hyn + hK3 + h

yn+1 = yn +
1

6
[K1 + 2K2 + 2K3 +K4]
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ti y (ti) yi jy (ti)� yij

0; 0 0; 0000000 0; 0000000 0; 0000000

0; 1 0; 10517092 0; 10517083 8; 5� 10�8

0; 2 0; 22140276 0; 22140257 1; 9� 10�7

0; 3 0; 34985881 0; 34985850 3; 1� 10�7

0; 4 0; 49182470 0; 49182424 4; 6� 10�7

0; 5 0; 64872127 0; 64872064 6; 3� 10�7

0; 6 0; 82211880 1; 82211796 8; 4� 10�7

0; 7 1; 01375271 1; 01375163 1; 1� 10�6

0; 8 1; 22551093 1; 22553956 1; 1� 10�6

0; 9 1; 45960311 1; 45960141 1; 7� 10�6

1; 0 1; 71828183 1; 71827974 2; 1� 10�6

Exemple 4.2.5 Soit le problème de Cauchy:8<: y0 = y � t
y
; t 2 [0; 1];

y(0) = 1:

La solution analytique est donnée par : y = 2t+ 1:

L�application des di¤érents processus a donné les résultats suivants sur l�intervalle [0; 1]

avec h = 0:2 (tous les résultats �même intermédiaires �doivent êtres calculés avec une

précision de l�ordre de 10�6)

ti yi Euler yi RK2 yi RK4 y (ti)

0; 0 1; 000000 1; 000000 1; 000000 1; 000000

0; 2 1; 200000 1; 186667 1; 183229 1; 183216

0; 4 1; 373333 1; 348312 1; 341667 1; 341641

0; 6 1; 531495 1; 493704 1; 483281 1; 483240

0; 8 1; 681085 1; 627861 1; 612514 1; 612452

1 1; 826949 1; 754205 1; 732142 1; 732051
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Il est clair que la méthode de Runge Kutta d�ordre 4 est la plus précise pour la résolution

des équations di¤érentielles.
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La méthode d�Euler

Lorsque le calcul analytique est di¢ cile(ou impossible) le calcul numérique de l�intégral

d�une fonction s�impose. L�une des manieres les plus naturelles pour calculer l�aire sous

une courbe est d�approximer par une aire facilement calculable.

L�algorithme

h = (b�a)
n
;

t = z�eros (1; n+ 1) ;

y = z�eros (1; n+ 1) ;

t1 = a;

y1 = ya;

for j = 1 to n

yj+1 = yj + h� f (tj; yj)

tj+1 = a+ h� j

and if

soly= y;

solt= t;

Application

Soit l�équaton di¤érentielle ordiniare suivante

y0 = f(x; y)

avec la condition intiale:

y (x0) = y0

1�Trouver par la méthode de d�Euler la solution de cette équation di¤érentielle dans

l�intervalle donné [x0; xn] :
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2� Utiliser le langage de programmation Matlab pour faire les calculs.

8<: y0 = cos(t)
y

y (0) = 2

clc

clear

x0 = 0; y0 = 2

xn = 10:14;

h = 0; 25

f = @(x; y) cos (x) =y;

[x ; y-e; y-i,y � Si] = MyEulerFun(x0; xn; y0; h; f);

Plot
�
x; y � e;0 rs0; y � si;0 r0+LineWidth; 2

�
;

Sol
�
Exaxte = sqrt (2 � (sin (x) + 2))

hold on, plot(x,Sol
�
Exaxte;0K 0;0 LineWidth0; 2)

fonction (x , y-e, y � i; y � si) = MyEulerFun(x0; xn; y0; h; f)

x = x0 : h : xn;

n = length (x) ;

y � e = zeros (1; n)

ye (1) = y0;

y (i+ 1) = y (i) + h � f (x (i) ; y � e (i)) ;

end

y � i = zeros (1; n) + y0

y
�
i (1) = y0;

Erreur
�
i = 1

whileErreur
�
i > = 0; 001

E
�
i = y

�
i (n) ;

y
�
i (i+ 1) = y

�
i (i) + h � f (x (i+ 1) ; y � i (i+ 1))

end

y � E = y;

end
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La méthode de Runge-Kutta d�ordre (4)

la méthode deRunge-Kutta d�ordre(4) est une amélioration de la méthode d�Euler en

utilisant di¤érentes modi�ction et schémas de calcule. Pour résoudre (numériquement)

l�équation di¤érentielle:

y0 = f (t; y (t)) = y (0) = y0 avec t0 = 0 < ::: < tn:

On note tn+1 = tn + h; on note par yn une approximation de y (tn) ; on approche la

solution de l�équation par formule:8<: y0

yn+1 = yn +
1
6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4)

8>>>>>><>>>>>>:

K1 = hf(tn; yn);

K2 = hf(tn +
h
2
; yn +

K1

2
)

K3 = hf(tn +
h
2
; yn +

K2

2
)

K4 = hf(tn + h; yn +K3)

L�algorithme

h = (b�a)
n
;

t = zeros (1; n+ 1) ;

y = zeros (1; n+ 1) ;

t1 = a : h : b

y1 = ya;

for j = 1 to n

K1 = hf(tj; yj);

K2 = hf(tj +
h
2
; yj +

K1

2
)

K3 = hf(tj +
h
2
; yj +

K2

2
)

K4 = hf(tj + h; yj +K3)
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yj+1 = yj +
1

6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4)

and if

soly= y;

solt= t;

Application

Soit l�équaton di¤érentielle ordiniare suivante

y0 = f(x; y) avec la condition intiale y (x0) = y0:

1�Trouver par la méthode de Rang-Kutta la solution de cette équation di¤érentielle dans

l�intervalle donée [x0; xn] :

2� Utiliser le langage de programmation Matlab pour faire les calculs.

8<: y0 = cos(t)
y

y (0) = 2
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Programme principal

clc

clear

x0 = 0; y0 = 2

xn = 10:14;

h = 0; 25

f = @(x; y) cos (x) =y;

[x ; y-RK2; y-RK4] = MyRungKuttaFun(x0; xn; y0; h; f);

Plot
�
x; y �RK2;0 rs0; y �RK2;0 b0+LineWidth; 2

�
;

Sol
�
Exaxte = sqrt (2 � (sin (x) + 2))

hold on, plot(x,Sol
�
Exaxte;0K 0;0 LineWidth0; 2)

fonction (x , y-RK2, y-RK4) = MyRungKuttaFun(x0; xn; y0; h; f)

x = x0 : h : xn;

n = length (x) ;

y = zeros (1; n)

y (1) = y0;

for i = 1 : n� 1

x�milieu = x (i) + h=2;

x�milieu = x (i) + h=2 � f (x�milieu; y �milieu) ;

end

y �RK2 = y;

fot i = 1 : n� 1

K1 = h � f(x (i) ; y (i))

K2 = h � f(x (i) + h
2
; y (i) +

K1

2
)

K3 = h � f(x (i) + h
2
; y (i) +

K2

2
)

K4 = h � f(x (i) + h; y (i) +K3)

y (i+ 1) = y (i) +
1

6
� (K1 + 2 �K2 + 2 �K3 +K4) ;

end

y �RK � 4 = y;

end
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Chapitre 5

Résolution numérique des systèmes

d�équations linéaires

Position du problème

On appelle système linéaire d�ordre n; (n 2 N�), une expression de la forme

AX = b (5.1)

Où A = (ai;j); 1 � i; j � n; désigne une matrice carrée d�ordre n de nombres réels

ou complexes, b = (bi); 1 � i � n, un vecteur colonne réel ou complexe et X = (xi);

1 � i � n, est le vecteur des inconnues du système. La relation (1) équivaut aux équations

nX
j=1

aijxj = bi; i = 1; :::; n:

La matrice A est dite régulière (inversible) si det(A) 6= 0, on a existence et unicité de la

solution X si et seulement si la matrice A est inversible.

On cherche à résoudre le système linéaire (1)
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a) Méthodes directes: Ce sont des méthodes qui permettent d�obtenir la solution X

de (1), si l�ordinateur faisait des calculs exacts, en un nombre �ni (en relation avec n)

d�opérations élémentaires.

Exemple 5.0.6 Soit système linéaire AX = b:0BBB@
2 3 �1

0 �2 �1

0 0 �5

1CCCA
0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA =

0BBB@
5

�7

�15

1CCCA ;
8>>><>>>:
2x1 + 3x2 � 1x3 = 5

�2x2 � x3 = �7

�5x3 = �15

()

8>>><>>>:
x3 =

�15
�5 = 3

x2 = 2

x1 = 1

5.1 Méthode d�élimination de Gauss

Principe de la méthode : Déterminer une matrice M inversible telle que la matrice

MA soit triangulaire supérieure. Alors

AX = b() (MA)X =Mb

ensuite résoudre le système triangulaire supérieur (MA)X = Mb par l�algorithme de

remontée. Autrement dit

(A; b)
transformation�! (A(n); b(n));

où A(n) est une matrice triangulaire supérieure, puis on résout le système triangulaire.

A(n)X = b(n)

Algorithme d�élimination de Gauss:

A =

0BBBBBBBBB@

a11 a12 : : a1n

a21 a22 : a2n

: : : :

: :

an1 : : a11 ann

1CCCCCCCCCA
; X =

0BBBBBBBBB@

x1

x2

:

:

xn

1CCCCCCCCCA
; b =

0BBBBBBBBB@

b1

b2

:

:

bn

1CCCCCCCCCA
68



Soit (S) le système de départ:8>>>>>><>>>>>>:

a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 ++:::a2nxn = b2

:

a1nx1 + an2x2 + :::+ annxn = bn

(S)

On considère le système 3 � 3 suivant dont on suppose qu�il admet une et une seule

solution 8>>><>>>:
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

(A=b)(0)

0BBB@
a11 a12 a13 : b1

a21 a22 a23 : b2

a31 a32 a33 : b3

1CCCA
On rappelle que les systèmes (A=b)(1)

(A=b)(1)

0BBB@
a11 a12 a13 : b1

0
�
a22 � a21

a11
a12

� �
a23 � a21

a11
a13

�
: b2 � a21

a11
b1

0
�
a32 � a31

a11
a12

� �
a33 � a31

a11
a13

�
: b3 � a31

a11
b1

1CCCA
abrégé en

(A=b)(1)

0BBB@
a11 a12 a13 : b1

0 a
(1)
22 a

(1)
23 : b

(1)
2

0 a
(1)
32 a

(1)
33 : b

(1)
3

1CCCA
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On rappelle que les systèmes (A=b)(2)

(A=b)(2)

0BBB@
a11 a12 a13 : b1

0 a
(1)
22 a

(1)
23 : b

(1)
2

0 0
�
a
(1)
33 � a32

a22
a
(1)
23

�
: b3 � a32

a22
b
(1)
2

1CCCA
abrégé en

(A=b)(2)

0BBB@
a11 a12 a13 : b1

0 a
(1)
22 a

(1)
23 : b

(1)
2

0 0 a
(2)
33 : b

(2)
3

1CCCA
Exemple 5.1.1 Soit système linéaire AX = b:

A =

0BBB@
2 3 �1

4 4 �3

�2 3 �2

1CCCA b =

0BBB@
5

3

�2

1CCCA

(A=b)(0) :

0BBB@
2 3 �1 : 5

4 4 �3 : 3

�2 3 �2 : �2

1CCCA ; (A=b)(1) :
0BBB@
2 3 �1 : 5

0 �2 �1 : �7

0 6 �3 : 3

1CCCA ;

(A=b)(2) :

0BBB@
2 3 �1 : 5

0 �2 �1 : �7

0 0 �6 : �18

1CCCA
Que l�on peut écrire sous la forme:8>>><>>>:

2x1 + 3x2 � x3 = 5

�2x2 � x3 = �7

�6x3 = �18

8>>><>>>:
x3 =

�18
�6 = 3

x2 =
�1
2
(x3 � 7) = �1

2
(3� 7) = 2

x1 =
1
2
(5� 3x2 + x3) = 1

2
(5� 3� 2 + 3) = 1
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detA =
n

�
i=1
aiii, detA = (2)� (�2)� (�6) = 24:

Exemple 5.1.2 :Soit système linéaire:8>>>>>><>>>>>>:

x1 + x2 + 3x4 = 4

2x1 + x2 � x3 + x4 = 1

3x1 � x2 � x3 + 2x4 = 1

�x1 + 2x2 + 3x3 � x4 = 1

AX = b A =

0BBBBBB@
1 1 0 3

2 1 �1 1

3 �1 �1 2

�1 2 3 �1

1CCCCCCA b =

0BBBBBB@
4

1

�3

4

1CCCCCCA (A=b)(0) :

0BBBBBB@
1 1 0 3

2 1 �1 1

3 �1 �1 2

�1 2 3 �1

:

:

:

:

4

1

�3

4

1CCCCCCA ;

(A=b)(1) :

0BBBBBB@
1 1 0 3

0 �1 �1 �5

0 �4 �1 �7

0 3 3 2

:

:

:

:

4

1

�15

8

1CCCCCCA ; (A=b)(2) :

0BBBBBB@
1 1 0 3

0 �1 �1 �5

0 0 3 13

0 0 0 �13

:

:

:

:

4

�7

13

�13

1CCCCCCA
Que l�on peut écrire sous la forme:8>>>>>><>>>>>>:

x1 + x2 + 3x4 = 4

�x2 � x3 � 5x4 = �7

3x3 + 13x4 = 13

�13x4 = �13

Nous obtenous X t = (�1; 2; 0; 1) ; detA =
n

�
i=1
aiii; detA = (1)�(�1)�(3)�(�13) = 39:

b) Méthodes itératives : Ce sont des méthodes qui consistent à construire une suite

de vecteurs X(k) convergeant vers la solution X.

71



Dé�nition 5.1.3 La méthode itérative (2) est converge si

X(k)

k!+1
= X; 8X(0) 2 Rn:

Principe des méthodes itératives:

Ecrivons d�abord la matrice A sous la forme A =M �N où M est inversible, alors

AX = b() (M �N)X = b()MX = NX + b

Multiplions les deux côtés par M�1, on aura

X = M�1NX +M�1b (5.2)8<: X(0) donné

X(k+1) =M�1NX(k) +M�1b = BX(k) + C; B =M�1N; C =M�1b

Le principe de toutes les méthodes itératives est le suivant :

- choisir un vecteur X(0) 2 Rn,

- générer la suite (X(k))k2N telle que X(k+1) =M�1NX(k) +M�1b,

- si la suite (X(k))k2N converge vers X� , alors X� est la solution du système AX = b.

Principales méthodes itératives

On considère la décomposition suivante de la matrice A

A = D � E � F =

0BBB@
�F

D

�E

1CCCA
avec:

D la diagonale de A

�E la partie inférieure stricte
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�F la partie supérieure stricte.

Exemple 5.1.4 Soit A =

0BBB@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1CCCA alors

D =

0BBB@
a11 0 0

0 a22 0

0 0 a33

1CCCA ; E =
0BBB@

0 0 0

�a21 0 0

�a31 �a32 0

1CCCA ; F =
0BBB@
0 �a12 �a13
0 0 �a23
0 0 0

1CCCA
On suppose que 8i = 1; 2; :::; n; aii 6= 0R (on peut s�y ramener si A est inversible).

i) Méthode de Jacobi : M = D; N = E + F8<: X(0) 2 Rn donné

X(k+1) = D�1 (E + F )X(k) +D�1b = BJX
(k) + C; k � 0

BJ = D
�1 (E + F ) est appelée la matrice de Jacobi.

A chaque étape, on calculer les N composantes x(k+1)1 ; :::; x
(k+1)
n du vecteur X(k+1):

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

x
(k+1)
1 = 1

a11

h
b1 � a12x(k)1 � :::� a1nx(k)n

i
x
(k+1)
2 = 1

a22

h
b2 � a21x(k)1 � a23x(k)3 :::� a2nx

(k)
n

i
:

:

x
(k+1)
n = 1

ann

h
bn � an1x(k)1 � :::� ann�1x(k)n�1

i
Exemple 5.1.5 Soit système linéaire AX = b:

A =

0BBB@
4 �1 0

�1 4 �1

0 �1 4

1CCCA b =

0BBB@
2

4

10

1CCCA
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8>>><>>>:
4x1 � x2 = 2

�2x1 + 4x2 � x3 = 4

�x2 + 4x3 = 10

()

8>>><>>>:
x1 =

1
4
(x2 + 2)

x2 =
1
4
(2x1 + x3 + 4)

x3 =
1
4
(x2 + 10)

()

8>>>>>><>>>>>>:

X(0) = (0; 0; 0)T

x
(k+1)
1 = 1

4

�
x
(k)
2 + 2

�
x
(k+1)
2 = 1

4

�
2x

(k)
1 + x

(k)
3 + 4

�
x
(k+1)
3 = 1

4

�
x
(k)
2 + 10

�
k x1 x2 x3

0 0 0 0

1 0; 5 1 2; 5

2 0; 75 1; 75 2; 75

3 0; 9375 1; 8750 2; 9375

5.2 Méthode de Gauss-Seidel

ii)Méthode de Gauss-Seidel : M = D�E; N = F On pourrait améliorer la méth-

ode en utilisant les quantités déja calculées, on calcule successivent les N composantes8<: X(0) 2 Rn donné

X(k+1) = (D � E)�1 FX(k) + (D � E)�1 b = BGSX(k) + C;

BGS = (D � E)�1 F est appelée la matrice de Gauss-Seidel.
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A chaque étape, on calcule les N composantes x(k)1 ; :::; x
(k+1)
n du vecteur X(k+1):

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

x
(k+1)
1 = 1

a11

h
b1 � a12x(k)2 � :::� a1nx(k)n

i
x
(k+1)
2 = 1

a22

h
b2 � a21x(k+1)1 � a23x(k)3 :::� a2nx

(k)
n

i
:

:

x
(k+1)
n = 1

ann

h
bn � an1x(k+1)1 � :::� ann�1x(k+1)n�1

i
Elle est inversible si aii 6= 0; 1 � i � n:

Exemple 5.2.1 Soit système linéaire AX = b:

A =

0BBB@
4 �1 0

�1 4 �1

0 �1 4

1CCCA b =

0BBB@
2

4

10

1CCCA
8>>><>>>:

4x1 � x2 = 2

�2x1 + 4x2 � x3 = 4

�x2 + 4x3 = 10

()

8>>>>>><>>>>>>:

X(0) = (0; 0; 0)T

x
(k+1)
1 = 1

4

�
x
(k)
2 + 2

�
x
(k+1)
2 = 1

4

�
2x

(k+1)
1 + x

(k)
3 + 4

�
x
(k+1)
3 = 1

4

�
x
(k+1)
2 + 10

�
k x1 x2 x3

0 0 0 0

1 0; 5 0; 1250 2; 7812

2 0; 7818 0; 8906 2; 9726

3 0; 9726 1; 9863 2; 9965

Condition nécessaire et su¢ sante de convergence

Soit P le polynôme caractéristique de A.

� valeur propre de A() P (�) = det(A� �I) = 0.
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c�est à dire � est une racine du polynôme caractéristique P .

Soit

B =

0BBB@
1 1 0

0 2 0

0 �1 3

1CCCA ;
Les valeurs propres de la matrice B sont �1 = 3; �2 = 2; �3 = 1:

Thèréme de la convergence

Ce sont des méthodes qui consistent à construire une suite de vecteurs X(k) convergeant

vers la solution X.

Dé�nition 5.2.2 La méthode itérative (2) est convergente si

X(k)

k!+1
= X; 8X(0) 2 Rn:

Théorème 5.2.3 La suite (X(k))k2N dé�nie par 8X(0) 2 Rn quelconque

X(k+1) = BX(k) +M�1b;

Une condition nécessaire et su¢ sant de convergence de la méthode itérative (S) est que

le �(B) < 1

� : le rayon specterale de B (�(B) = max
1�i�n

j�ij < 1)

�i : Valeur propre de B.

et une condition su¢ sant kBk < 1 car �(B) � kBk :

le nombre d�itérations

Critère d�arrêt: soit k 2 N: On a

kBkk

1� kBk


X(1) �X(0)



 � "
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C�est-à-dire pour avoir


X(k) �X



 � "; il su¢ sant de prendre:
kBkk

1� kBk


X(1) �X(0)



 � ":
Exemple 5.2.4 Soit système linéaire AX = b:

A =

0BBB@
2 �1 1

2 2 2

�1 �1 2

1CCCA
Etudier la convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel appliquées à système, pour

tout choix de X(0) 2 R3, en utilisant le rayon spectral des matrices d�itérations. Conclure.

Estimer le nombre d�itérations nécessaires à l�approximation X(0) = (0; 0; 0)T de la solu-

tion de ce système à 0; 001 près par la méthode de Gauss-Seidel.

Réponse: On trouve les résultats suivants:

BJ =

0BBB@
0 1

2
�1
2

�1 0 �1
1
2

1
2

0

1CCCA ; BGS =

0BBB@
0 1

2
�1
2

0 �1
2
�1
2

0 0 �1
2

1CCCA
avec �(BJ2) = 1; 118 > 1, �( BGS2) = 0; 5 < 1, d�où la méthode de Gauss-Seidel converge

8X(0) 2 R3, alors que celle de Jacobi ne converge pas 8X(0) 2 R3.

kBkk

1� kBk


X(1) �X(0)



 � "
(0; 5)k

1� 0; 5


X(1) � (0; 0; 0)



 � 0; 001
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Exemple 5.2.5 Soient les systèmes linéaires AiX = bi; i = 1; 2; 3.

A1 =

0BBB@
1 2 �2

1 1 1

2 2 1

1CCCA ; A2 =

0BBB@
2 �1 1

2 2 2

�1 �1 2

1CCCA ; A3 =

0BBB@
1 4 4

2 �9 0

0 �8 �6

1CCCA ;

Etudier la convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel appliquées à chaque sys-

tème, pour tout choix deX(0) 2 R3 , en utilisant le rayon spectral des matrices d�itérations.

Conclure.

Réponse On trouve les résultats suivants:

BJ1 =

0BBB@
0 �2 2

�1 0 �1

�2 �2 0

1CCCA ; BGS1 =
0BBB@
0 �2 2

0 2 �3

0 0 2

1CCCA
avec �(BJ1) = 0 < 1; �( BGS1) = 2 > 1, d�où la méthode de Jacobi converge 8X(0) 2 R3,

alors que celle de Gauss-Seidel ne converge pas 8X(0) 2 R3.

BJ2 =

0BBB@
0 1

2
�1
2

�1 0 �1
1
2

1
2

0

1CCCA ; BGS2 =

0BBB@
0 1

2
�1
2

0 �1
2
�1
2

0 0 �1
2

1CCCA
avec �(BJ2) = 1; 118 > 1, �( BGS2) = 0; 5 < 1, d�où la méthode de Gauss-Seidel converge

8X(0) 2 R3, alors que celle de Jacobi ne converge pas 8X(0) 2 R3.

BJ3 =

0BBB@
0 �1

4
�1
4

2
9

0 0

0 �4
3

0

1CCCA ; BGS3 =

0BBB@
0 �1

4
�1
4

0 1
8

1
8

0 �1
6
�1
6

1CCCA
avec �(BJ3) = 0; 44 < 1; �( BGS3) = 0; 018 < 1; d�où les deux méthodes convergent

8X(0) 2 R3, mais comme �(BGS3) < �(BJ3) alors, la méthode qui converge plus rapide-
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ment est celle de Gauss-Seidel.

Convergence des méthodes itératives

Dé�nition 5.2.6 Soit A = (aij)
n
i;j=1 est une matrice carrée d�ordre n; alors on peut

dé�nir les normes matricielles suivantes

kAk1 = max
j

nX
i=1

jaijj ;

kAk1 = max
i

nX
j=1

jaijj ;

kAk2 =

 
nX
i=1

nX
j=1

jaijj2
! 1

2

:

Cas

kXk1 =
nX
i=1

jxij ;

kXk1 = max (jx1j ; jx2j ; :::; jxnj) ;

kXk2 =
q
x21 + x

2
2 + ::::+ x

2
n:

Théorème 5.2.7 Si pour une norme matricielle donnée on a kBk < 1 alors la méthode

itérative (5:1) est convergente.

Dé�nition 5.2.8 Soit A = (aij)ni;j=1 est une matrice carée d�ordre m. On dit que A est

une matrice à diagonale strictement dominante si

jaiij >
nX

j=1 j 6=i

jaijj or jajjj >
nX

i=1 i6=j

jaijj :

Théorème 5.2.9 Si la matrice A du système (4:2) est à diagonale strictement dominante

alors toute méthode itérative de résolution est convergente.
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Exemple 5.2.10 On considère le système (S) dé�ni par:8>>><>>>:
4x1 � x2 + x3 = 6;

x1 + 7x2 � 2x3 = �8;

2x1 � x2 � 5x3 = 8:

(1)

Calcul BJ ; kBJk1 ; kBJk1 ; kBJk2 :

A =

0BBB@
4 �1 1

1 7 �2

2 �1 �5

1CCCA
detA = 126 6= 0

D =

0BBB@
4 0 0

0 7 0

0 0 �5

1CCCA ; detD = 140 6= 0; D�1 =

0BBB@
1
4
0 0

0 1
7

0

0 0 �1
5

1CCCA

E =

0BBB@
0 0 0

�1 0 0

�2 1 0

1CCCAF =
0BBB@
0 1 �1

0 0 2

0 0 0

1CCCA

BJ = D
�1 (E + F ) =

0BBB@
1
4
0 0

0 1
7

0

0 0 �1
5

1CCCA
0BBB@

0 1 �1

�1 0 2

�2 1 0

1CCCA =

0BBB@
0 1

4
�1
4

�1
7
0 2

�2
5

1
5

0

1CCCA
La matrice A est diagonal fortement dominante :

ja11j = 4 > j�1j+ j1j = ja12j+ ja13j

ja22j = 7 > j1j+ j�2j = ja21j+ ja23j

ja33j = 5 > j2j+ j�1j = ja31j+ ja32j
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kBJk1 = max
j

3X
i=1

jaijj = max
������17

����+ �����25
���� ; ����14

����+ ����15
���� ; �����14

����+ ����27
�����

= max

�
19

35
;
9

20
;
15

28

�
=
19

35
< 1

kBJk1 = max
i

3X
j=1

jaijj = max
�����14

����+ �����14
���� ; �����17

����+ ����27
���� ; �����25

����+ ����15
����� = max�12 ; 37 ; 35

�
=
3

5
< 1

kBJk2 =

 
3X

j=1

jaijj2
! 1

2

=

 �
1

4

�2
+

�
�1
4

�2
+

�
�1
7

�2
+

�
�2
5

�2
+

�
1

5

�2! 1
2

= 0; 6534 < 1

Parce que kBJk1 < 1; kBJk1 < 1, kBJk2 < 1 donc la méthode de Jacobi est convergente.
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La méthode de gauss

L�algorithme

For k = 1 to n� 1

for i = k + 1 to n

m = a (i; k) =a (k; k)

for j = k + 1 to n

a (i; j) = a (i; k)�m� a (k; j)

end if

b (i) = b (i)�m� b (k)

end if

end if

x (n) = b (n) =a (n; n) ;

for j = i+ 1 to n

s = s� a (i; j)� x (j)

end if

x (i) = s=a (i; i) ;

end if

Application

Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique de résolution

numérique des systèmes d�équations linéaires ( la méthode de gauss) et appliquer cette

méthode pour trouver la solution des systèmes d�équations linéaires suivants:8>>><>>>:
10x1 � 5x2 = 15

�5x1 + 12x2 + 2x3 = 0

2x2 + 8x3 = �6
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La méthode de Jacobi

Problème:

Soit le système d�équations linéares composé de n équation et n inconnus

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2:::+ a2nxn = b2

:

:

an1x1 + an2x2 + :::+ annxn = bn

Les inconnes soit x1; x2; :::; xn:

Les gradeurs a11; a12; ; ::::; ann: et b1; b2; :::; bn: sont constantes connues.

- Trouver par la méthode de Jacobi la valeur de vecteur inconu X tel que X =

[x1; x2; :::; xn], en admettant une erreur admissible ":

Utiliser le le langage de programmation Matlab pour faire les calculs.

Principe de la méthode

3- Algothme de résolution

la méthode de Jacobie, est une méthode itérative de résolution d�un système d�équatuions

lineaires de la forme AX = b pour cela, on utilise une suite X (k) qui converge vers le

point �xe X qui sont la solution du système d�équations linéares.

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

x
(k+1)
1 = 1

a11

h
b1 � a12x(k)1 � :::� a1nx(k)n

i
x
(k+1)
2 = 1

a22

h
b2 � a21x(k)1 � a23x(k)3 :::� a2nx

(k)
n

i
:

:

x
(k+1)
n = 1

ann

h
bn � a1nx(k)1 � :::� a1n�1x(k)n�1

i
L�algorithme

1. The matrix A (n� n) must be non-singular and symétrical;
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for k = 1 to n

detA (1 : k) > 0

enf for

2. calculate matrices Ao¤ and D:

D = diag (diag (A))

Aoff = A�D

3: calculatela the solution X:

for k = 1 to max

xk+1 = inv (D) (b� Aoff xk) ;

if norm (xk � xk+1) < tol

�n itérations;

if not

xk = xk+1

end if

end for

xsol = xk

Application

Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique de résolution

numérique des systèmes d�équations linéaires ( la méthode de Jacobi ) et appliquer cette

méthode pour trouver la solution des systèmes d�équations linéaires suivants:8>>>>>><>>>>>>:

5x1 � 2x2 + x3 � x4 = 4

x1 + 3x2 � 2x4 = 2

2x1 + x2 � 7x3 + 2x4 = 5

2x1 + x2 + 3x3 � 6x4 = �9
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Programmation sous Matlab

Programme principal

clc

clear

fo randmat long

A = [5 -2 1 -1; 1 3 0 -2; 2 1 -7 2; 2 1 -7 2; 2 1 3 -6] ;

B = [4 ; 2; 5; -9] ;

[4 ; 2; 5; -9] = MyJacobiFun(A;B; 1E � 4)
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Sous programme
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fonction [x;m] = MyJacobiFun(A;B;EPS

[M;N ] = Si ze (A) ;

if M:::::: = N

disp (0pas de solution, Il faut introduire une matrice carrère)

retun

end

D = det (A)

if D = 0

disp (! pas de solution, déterminant égale à zéro!�)

retun

end

for i = 1;N

sommeI = sum (absA (1; i; i� 1)) + sum (absA (i; i+ 1N)) ;

sommeJ = sum (absA (1; i� 1)) + sum (absA (i+ 1N; i)) ;

ifabs (i; i) (some I) pr absA (i; 1) some

disp(0la matrice n�est pas à disgonale dominate!)

end

x =

1; 999913568491538

1; 99871859424150

0; 999863700180910

2; 999826040588216

m =

25
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3- Algothme de résolution

La méthode de Gass-Siedlel.

Problème:

Soit le système d�équations linéares composé de n équation et n inconnus

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2:::+ a2nxn = b2

:

:

an1x1 + an2x2 + :::+ annxn = bn

x
(k+1)
i = 1

aii

"
bi �

i�1P
i=1

aijx
(k+1)
j �

nP
j=i+1

aijx
(k)
j

#
��X(k+1) �X(k)

�� � "
Les inconnes soit x1; x2; :::; xn:

Les gradeurs a11; a12; ; ::::; ann: et b1; b2; :::; bn: sont constantes connues.

- Trouver par la méthode de Jacobi la valeur de vecteur inconu X tel que X =

[x1; x2; :::; xn], en admettant une erreur admissible ":

Utiliser le le langage de programmation Matlab pour faire les calculs.

La forme matricielle8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2:::+ a2nxn = b2

:

:

an1x1 + an2x2 + :::+ annxn = bn

()

0BBBBBBBBB@

a11

a21

:

:

an1

a12

a22

:

:

an2

:

:

:

:

:

a1n

a2n

:

:

ann

1CCCCCCCCCA

0BBBBBBBBB@

x1

x2

:

:

xn

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBB@

b1

b2

:

:

bn

1CCCCCCCCCA
() [aij] [xi] = [bi]() AX = b

La notation i indique la ligne de la matrice la notation j indique la colonne de la
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matrice A ou des vecteurs X et B.

La notation j indique la ligne de la matrice la notation j indique la colonne de la

matrice A.

2) La matice augmenté

La matice augmentée est une forme plus simpli�ée su système matriciel, on préfée

l�utiliser pour représenter le système d�équation linéaires pendant les étapes de calculs

avec cette matrice augmentée, on ne mentionne plus le vecteur X, telle que

3- Algothme de résolution

la méthode de Gass-Siedlel, est une méthode itérative de résolution d�un système

d�équatuions linéaires de la forme AX = b pour cela, on utilise une suite X (k) qui con-

verge vers le point �xe X qui sont la solution du système d�équations linéares.

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2:::+ a2nxn = b2

:

:

an1x1 + an2x2 + :::+ annxn = bn

x
(k+1)
i =

1

aii

"
bi �

i�1X
i=1

aijx
(k+1)
j �

nX
j=i+1

aijx
(k)
j

#
;
��X(m+1) �X(m)

�� � ":
L�algorithme

1: La matrice A doit être non-singulière et symétrique;

2: La matrice A (n� n) doit être non-singulière et symétrique;

for k = 1 to n

detA (1 : k) > 0

enf for

3: calculer les matrices Ao¤ et D:

D = diag (diag (A))

Aoff = A�D
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4: calculer la solution X:

for k = 1 to max

xk+1 = inv (D � E) (b� Aoff xk) ;

If norm (xk � xk+1) < tol

�n itérations;

if not

xk = xk+1

end if

end for

xsol = xk

Application

Ecrire un programme MATLAB qui implémente la méthode numérique de résolution

numérique des systèmes d�équations linéaires ( la méthode de Gass-Siedlel. ) et appliquer

cette méthode pour trouver la solution des systèmes d�équations linéaires suivants:

8>>>>>><>>>>>>:

5x1 � 2x2 + x3 � x4 = 4

x1 + 3x2 � 2x4 = 2

2x1 + x2 � 7x3 + 2x4 = 5

2x1 + x2 + 3x3 � 6x4 = �9

Programmation sous Matlab

Programme principal
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clc

clear

fo randmat long

A = [5 � 21� 1; 130� 2; 21� 72; 21� 72; 213� 6] ;

B = [4 ; 2; 5;�9] ;

[4 ; 2; 5;�9] = MyGass Si edlelFun(A;B; 1E � 4)

Sous Programme
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fonction [x;m] = MyGass Si edlelFun(A;B;EPS

[M;N ] = Si ze (A) ;

if M:::::: = N

disp (0pas de solution, Il faut introduire une matrice carrère)

retun

end

D = det (A)

if D = 0

disp (! pas de solution, déterminant égale à zéro!�)

retun

end

for i = 1;N

sommeI = sum (absA (1; i; i� 1)) + sum (absA (i; i+ 1N)) ; ;

ifabs (i; i) < some I

disp(0la matrice n�est pas à disgonale dominate!)

end

end

x = zeros (N; 1)

m = 0

erreus = Eps+ 1;

while erreur > Eps

x =

1; 999913568491538

1; 99871859424150

0; 999863700180910

2; 999826040588216

m =

14
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