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Avant-propos.

Comme toute premiére version de tout ouvrage, nous invitons le lecteur, si vous découvrez
des erreurs dans le texte, je vous remercie par avance de m’en faire part. Vous pouvez
m’écrire & l'adresse a.yagoub@lagh-univ.dz.

Toutes vos remarques, vos commentaires, vos critiques, et méme vos encouragements, seront

accueillis avec plaisir.

YAGOUB Ameur.
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Notations.

A ou Int(A)

Ba
A ou Adh(A)

=R U {+00, —o0}.

un ensemble quelconque.

I’ensemble des parties de X.

produit de la famille d’ensembles {X;}ie;.

produit fini de la famille d’ensembles {X;}icqi,2,.. 0
topologie sur un ensemble X.

topologie induite par une partie A C X.

topologie induite sur une partie B par T4.

= P(X) topologie discréte sur X.

= {2, X} topologie grossiére sur X.

topologie usuelle de R.

topologie usuelle de R.

topologie produit sur J[,., X;.

complémentaire de F' par rapport X.

I’ensemble des fermés de X.

I’ensemble des fermés de X pour la topologie induite de A.
I’ensemble vide.

I’ensemble des voisinages du point z.

I’ensemble des voisinages du point x pour la topologie induite de A .
I’ensemble des voisinages de ’ensemble A.

base de la topologie T.

base de la topologie T pour la topologie induite de A.
base de voisinages de = (noté SFV).

base de voisinages de x pour la topologie induite de A.
I’ensemble d’intérieur de A.

I’ensemble d’intérieur de B pour la topologie induite de A.

I’ensemble d’adhérence de A.
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By
A
(Ba)’
Is(A)
Fr(A) ou 0A
Fr(B)a

Ext(A)

d

Ta

da

dy, dy, ... doy

Dy, D, ..., Dy
o(z,y)

dist(A, B)
dist(a, A)
diam(A) ou 6(A)
B(a,r)

B(a,r)
S(a,r
C(a)
I
Cla, 0]

I’ensemble d’adhérence de B pour la topologie induite de A.
I’ensemble des points d’accumulation de A.

I’ensemble des points d’accumulation de B pour la topologie induite de A.
I’ensemble des points isolés de A.

I’ensemble des points frontiéres de A.

I’ensemble des points frontiéres de B pour la topologie induite de A.
I’ensemble des points extérieurs de A .

distance sur I’ensemble X.

la topologie associée a la distance d.

distance sur sous-ensemble A C X.

distances sur K", K = R ou C.

distances sur 'espace produit X = X; x Xy, x ... X X,,.
distance discréte.

distance entre deux parties A et B.

distance entre partie A et un point a.

diamétre d’une partie A de X.

boule ouverte de centre a et de rayon r.

boule fermée de centre a et de rayon r.

sphere de centre a et de rayon r.

composante connexe de I’ensemble X contenant a.

norme sur I’ensemble X.

I'ensemble des fonctions continues sur [a, b)].



Introduction.

Ce polycopié est un ouvrage, principalement destiné aux étudiants de deuxiéme année
LMD mathématiques, semestre 03. Le contenu de ce polycopié, correspond au programme
officiel de la matiére Introduction a la topologie enseigné en deuxiéme année. Le polycopié
s’articule autour de six chapitres. A la fin de chaque chapitre on pourra trouver une série
d’exercices. A la fin de ce manuscrit, nous avons donné quelques bibliographies qui sont basé
essentiellement sur la topologie générale, et je conseille les chercheurs et les étudiants de lire
le livre [15] de Nawfal El Hage Hassan, il est trés complet et couvre bien plus que le contenu
de ce cours. Nous espérons que ce polycopié réponde aux attentes des étudiants et qu’il les
aidera a réussir.

Le programme du cours est le suivant.

1. Espaces topologiques.

2. Espaces métriques.

3. Espaces complets.

4. Espaces compacts.

5. Espaces connexes.

6. Espaces vectoriels normés.

Les lettres grecques.

« alpha L iota T pi © var phi
[ beta | € var epsilon p rho x chi

v gamma | 9 var theta o var rho Y psi

0 delta K kappa o sigma w omega

€ epsilon A lambda ¢ var sigma | I' Gamma
¢ zeta [ mu T tau A Delta
7 eta v nu v upsilon © Theta
0 theta & xi ¢ phi V nabla




Chapitre 1
Espaces topologiques.

Dans ce chapitre, nous présentons toutes les notions de base de la topologie. Nous allons
dégager les structures qui permettent de parler de limite et de continuité. L’exemple fonda-
mental déja étudié en premier cycle est le cas de R et de R". La théorie générale englobe
bien str cet exemple, qu’il faut garder en téte, mais conduit parfois a des situations moins

intuitives. Soit X un ensemble quelconque. On note P(X) I'ensemble des parties de X.

1.1 Espaces topologiques.

On commence par une définition fondamentale.

Définition 1.1 (Topologique). Une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un en-
semble T de parties de X, i.e. T C P(X), vérifiant les propriétés suivantes, appelées axiomes

des ouverts.
O1. Les ensembles @ et X sont des éléments de T .
02. YU,V € T, alors UNV € T. (toute intersection finie d’éléments de T est un élément
de T).

O3. Toute réunion d’éléments, (finie ou infinie), de T est un élément de T, c-a-d : pour

toute famille {O;,i € I} de parties de T , on a

JoieT.
iel
Dans I'axiome (0O2) on peut remplacer "intersection de deux éléments" par "intersection

finie", I’équivalence découlant par une récurrence immédiate utilisant 1’égalité

UnUsn.nU,=UNUN...0OU,—1) NU,.



1.1. Espaces topologiques.

Définition 1.2 (Espace topologique). Le couple (X,T) est appelé espace topologique et

les parties de X qui appartiennent a T sont dites parties ouvertes ou ouverts de X. Les

éléments de X sont généralement appelés points.

Les propriétés (0O1), (O2) et (O3) peuvent étre reformulées de la maniére suivante :
O1. La partie vide @ et 'ensemble X sont des ouverts.
02. L’intersection de deux ouverts est un ouvert.

03. La réunion de toute famille d’ouverts est un ouvert.

Exemple 1.1. Soit X = {a, b}, alors les topologies définies sur X sont :
T = {®>X}7 To = {Q’Xv {a}}’ Ts = {@,X, {b}}’ Ty = {®7X7 {a}v{b}}

Définition 1.3 (Partie fermée). Soit (X, T) un espace topologique et F' une partie de X.

On dit que la partie F' est fermée si et seulement si le complément C£ € T. On note par F

I’ensemble des fermés de X.
F={FePX),Cf €T}
Exemple 1.2. Considérons la topologie
T ={X,9,{a};{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}},
sur X = {a,b,c,d,e}. Les fermés de X sont les ensembles
X, 2,{b,¢c,d,e},{a,b,e},{b, e}, {a}.
La partie {b} est ni ouverte ni fermée.

Exemple 1.3 (Topologie usuelle de R). Soit T, la famille des parties de R pouvant

s’écrire comme réunion (finie ou infinie) d’intervalles ouverts bornés de R. Alors T, constitue
une topologie sur R. Notons que pour tout a,b € R tels que a < b, les ensembles |—o0, a[, |a, b]
et |b, 400 sont, par définition, des ouverts de R, d’ou | — 0o, al, [a,b] et [b,+00| sont des
fermés de R. Notons aussi qu’un sous-ensemble U de R est un ouvert si pour tout x € U, il

existe € > 0 tel que |x — €, v+ €|[C U. Comme

7 — Cﬂgkez}k:k+1[

est un fermé de R. En revanche, Q et C’ﬁ% ne sont ni ouverts ni fermés dans R (par construc-
tion de R, tout intervalle ouvert de R contient un rationnel et un irrationnel et donc, ni Q,

ni CF ne peut-etre la réunion d’une famille d’intervalle ouvert de R).



1.1. Espaces topologiques.

Exemple 1.4 (Topologie usuelle de R). On note R = RU{+00, —00}. Soit Ty ’ensemble

formé par @, R et toute réunion d’intervalles de la forme ]a, b, ou [—00,b[, ou ]a, +oo] (ot

a etb sont des réels). Cest la topologie usuelle de R.

Remarque 1.1. Une intersection quelconque d’ouverts n’est pas nécessairement un ouvert.
11

En-effet : dans R muni de la topologie usuelle, les intervalles | — ~, ~[ pour n € N sont des

1

owverts mais leur intersection, (o] — £, =[= {0} n'est pas un ouvert. Tout ensemble admet

donc au moins deux topologies.

Définition 1.4 (Topologie discréte et topologie grossiére). Soit X un ensemble. Alors

Ta = P(X) est une topologie sur X, appelée topologie discréte. Un ensemble muni de la
topologie discrete est dit espace discret. Dans ce espace toute partie est a fois ouverte et
fermée. A Uautre extréme, T, = {@,X} est une topologie sur X, appelée topologie grossiére

ou triviale.

Remarque 1.2. 1. Une partie d’un espace topologique peut-étre a la fois ouverte et fer-
mée (par exemple dans l’espace discret). De méme une partie d’un espace topologique

peut-étre ni ouverte ni fermée (par exemple [2,5[C R dans (R, T,)).

2. Tout ensemble admet donc au moins deux topologies (Ty, Ta;)-

Proposition. 1.1. L’ensemble F des fermés de X vérifie les propriétés suivantes :

F1) X et @ sont des fermés,

F2) toute réunion finie de fermés est un fermé,

F3) toute intersection de fermés est un fermé.

Démonstration. Ces propriétés des parties fermées découlent directement des propriétés
vérifiées par les parties ouvertes d’une topologie. En effet :

F1) On a vu que X et @ sont des ouverts et puisque C§ = & et C = X on conclut que X

et & sont des fermés.

F2) Si {F; : i = 1,..., N} une famille finie de parties fermées de X. Alors, pour tout

t1=1,...,N ona C’S? est ouvert, donc
. i=N
Ci = =) Cx
i=1

est un ouvert (voir 02 page (1)) d’ott [JI=) F; est un fermé.

10



1.2. Voisinages et Bases.

F3) Si {F;:i € I} une famille quelconque de parties fermées de X. Alors, on a
C«QieIFi _ U C;?
i€l

est un ouvert (voir O3 page (1)) d’ott (),.; F; est un fermé.

el

[]

Remarque 1.3. On peut définir une topologie a partir des ensembles fermés. De fagon plus
précise, si X est un ensemble et si F est un sous-ensemble de P(X) vérifiant (F1), (F2) et
(F3), alors

T—{0ePX).CQ e FY},

est une topologie sur X dont l’ensemble des fermés est F.

Proposition. 1.2. Si {7;}icrest une famille de topologie sur X, alors
T=(T
icl

est une topologie sur X.

Démonstration. On a X, @ € T; pour tout ¢ donc X, @ € T. Si {O;}jes € T est une famille
0T
O, € T. De méme, T est stable par intersection finie. ]

d’éléments de T, alors pour tout ¢ € I et tout j € J, on a O; € T; et donc UjGJ

pour tout i € I. D’ott |
Remarque 1.4. Généralement T; U Ty n’est pas une topologie sur X. En-effet : Soit X =
{a,b,c}, alors Ty = {@,{a},X} et T2 = {@,{b},X} sont deux topologies. Mais Ty U Ty =
{@,{a},{b}, X} n'est pas une topologie, {a}, {b} € Ty UTy mais {a} U{b} = {a,b} ¢ TiN ¢
To=¢TiUT2

1.2 Voisinages et Bases.

1.2.1 Voisinages.

Définition 1.5 (Voisinage). Soit (X,7T) un espace topologique et soit v € X. On appelle
voisinage de x dans X, toute partie de X contenant un ouvert contenant x. On note V(z)

I’ensemble des voisinages de x :

V(z)={V ePX),30 e T,x €O CV}.

11



1.2. Voisinages et Bases.

Plus généralement, soit A une partie de X, on appelle voisinage de A toute partie V de X
telle qu’il existe un ouvert O de X vérifiant A C O C V. On note V(A) l’ensemble des
voisinages de A :

VA ={VePX),310eT,ACOCV}.
On dit que V € V(x) est un voisinage ouvert, si V est ouvert.

On dit que V € V(x) est un voisinage fermé, si V est fermé.

Exemple 1.5. 1. SiR est muni de la topologie usuelle T, un sous-ensemble V' de R est
un voisinage d’un point x € R si et seulement s’il existe € > 0 tel que |x —e, x+€[C V.

Par exemple, |x — 1,2 + 1] est un voisinage de .

2. Si R est muni de la topologie usuelle Ty, un sous-ensemble V de R est un voisinage
du point —oo s’il eziste o« € R tel que [—oo,a[C V. De méme, un sous-ensemble W

de R est un voisinage du point +o0o s’il existe 3 € R tel que |3, +o00] C W.

3. Pour la topologie
T ={X,2,{a};{c,d},{a,c,d}, {b,c,d,e}},

sur X = {a,b,c,d,e}. L’ensemble {b,c,d} est un voisinage de c et n’est pas voisinage

de b.

Proposition. 1.3. Soit (X,7T) un espace topologique. Un sous-ensemble O de X est un

ouvert si et seulement si il est voisinage de chacun de ses points, i.e :

OeTeVre0,0 eV ().

Démonstration. =). Si O € T, on a pour tout z € O, x € O C O et donc O € V().

<) Si O est un voisinage de chacun de ses points. Pour tout z € O il existe un ouvert

v.= J v

zeVCO

V tel que x € V C O et on note

On a alors
O=|J{ztc|Jw co,
zeO xeO

et par conséquent O = J V, est un ouvert (réunion d’ouverts est un ouvert).

€0

]

Proposition. 1.4. Pour tout x € X, les familles V(z) de voisinages de x vérifient les

propriétés sutvantes :

12



1.2. Voisinages et Bases.

1. Clairement : X € V().

2. Pour tout x € X, V(z) # @, et pour tout V€ V(z), onaz €V.
3. Pour tout Ve V(z), et tout U C X, si V C U alors U € V(z).
4. Toute intersection finie de voisinages de x est un voisinage de x.
5

. Pour tout V€ V(x), il existe W € V(x) tel que pour tout y € W, on ait V € V(y).
Démonstration. e Les trois propriétés 1., 2. et 3. sont évidentes.

e Pour la quatriéme propriété, si {V;,7 = 1,...,n} une famille de voisinages de = € X.

Alors, pour tout ¢ = 1,...,n il existe O; € T tels que x € O; C V; d’olt on conclut que

re()0; Vi
i=1 i=1
On en déduit que (), V; € V(x) car (), 0, € T .
e Pour la cinquiéme propriété, si V' € V(x), alors il existe un ouvert U tel quez € U C V,

on pose W = U, alors W € V(z) et pour tout y € W,V € V(y).
0

1.2.2 Base d’une topologie.

Les ouverts d'un espace topologique ne sont parfois pas facilement identifiables et il est
souvent plus simple de décrire des ensembles particuliers qui vont générer la topologie par

union quelconque. D’ou la définition suivante.

Définition 1.6 (Base d’ouvert). Soient (X,7T) un espace topologique et B C T. On dit
que B est une base d’ouverts de X ou base de la topologie T si tout ouvert non vide de X
est réunion d’ouverts appartenant a B. Autrement dit, B est une base pour T si :
VO € T,3(U)ier, avec U; € B(Vi e I): 0 = U,
iel
Exemple 1.6. 1. Si (X,T) est un espace topologique, alors T est une base pour elle

meéme.

2. Soit lespace topologique (R, T,). Alors, on a :
B ={]z,y[: z,y € R},

est une base d’ouverts de la topologie usuelle. par exemple, pour x € R, ]z, +oo[€ T,
et

]a:,+oo[:U]x—|—m,x+m—|—1[, lz+m,z+m+ 1€ B.
meN

13



1.2. Voisinages et Bases.

3. Dans un espace topologique (X, Tg) on a
B={{z},x X},

est une base de la topologie discrete.

4. Dans un espace topologique (X,7T,) on a
B = {X}’

est une base de la topologie grossiére.

5. Soient X = {z,y,z} et T = {2, {z},{y}, {z,y}, X} . Alors, on a

B = {{LE}, {y}7 X}7
est une base pour cette topologie.
Remarque 1.5. 1. Tout espace topologique (X, T) posséde au moins une base d’ouverts,

a savoir T elle méme.

2. Si B est une base d’un espace topologique (X, T) et B' est une famille qui contient B,
alors en wutilisant la définition précédente on conclut que B’ est une autre base de T .

Donc, un espace topologique peut avoir plusieurs bases.
Proposition. 1.5. Toute base B dune topologie T sur X posséde les deux propriétés sui-
vantes :
1. Pour tout x € X, il existe B € B tel que v € B.

2. Si B1,By € B et x € By N By, alors il existe Bz € B tel que x € By C By N Bos.

Démonstration. Supposons que B est une base de la topologie T.

1. Puisque X est un ouvert, alors

X=|JB,

BeB
par définition, d’ou pour tout z € X, il existe B € B tel que x € B.

2. Si By,By € B, alors By, By € T (car BC T) d’ot B;N By € T. Donc,
BiNB,=|JB
BeB
par définition. Alors, pour tout x € B1N By, il existe Bs € B tel que x € By C B; N Bs.
O

14



1.2. Voisinages et Bases.

Proposition. 1.6. Soit (X, T) un espace topologique et B une partie de T . Alors, B est une
base de T si et seulement si pour tout O € T et pour tout x € O il existe B, € B tel que :
re B, CO.

B C T est une base de T < VO € T,Vor € O,4dB, € B,z € B, C O.

Démonstration. e Montrons d’abord 'implication (=-). Si B est une base d’ouverts, alors

tout ouvert O peut s’écrire sous la forme
C):: LJ f%,
iGI,BiEB
donc quelque soit x € O, il existe 1 € [ tel que z € B; = B, C O.

e Montrons maintenant la réciproque (<). Soit O un ouvert. Alors pour tout z € O, il

existe un ouvert B, € B tel que x € B, C O. On a alors,

o= |J{=z}=UB. CcO

z€0 €O

1.2.3 Systémes fondamentaux de voisinages.

Comme pour les bases d’ouverts de X, le role des systémes fondamentaux de voisinages

est de simplifier les démonstrations.

Définition 1.7 (Base de voisinage). Soient (X,7T) un espace topologique et x € X. On

appelle systéme fondamental de voisinages de x ou base de voisinages de x (noté SFV ), toute
famille B(x) de voisinages de x telle que pour tout voisinage V' de x, il existe W € B(z) tel
que W CV :

YV e V(x),IW € B(x), W C V.

Exemple 1.7. 1. Soient (X, T) un espace topologique et x € X. Alors V(x) est une base

de voisinages de x.
2. Si B(z) et B'(x) sont des parties de V(x) telles que B(x) C B'(x) et si B(x) est une
base de voisinages de x, alors B'(x) est également une base de voisinages de .

3. Soit (X, T) un espace topologique. Alors, on a :
B(z)={0 € T,z € O},

est un SFV de x.

15



1.2. Voisinages et Bases.

4. Dans un espace topologique (X, Tg;) on a

B(z) = {{z}}
est un SFV de x.

5. Soit Uespace topologique (R, T,,) et x € R. Alors, on a :
B(z) ={]x — e,z + €[, e > 0},

est un SFV de x. Par ezemple B(x) = {Jx — £, 24+ L[,n € N*}, est un SFV de x.

1
n

6. Soit R muni de la topologie usuelle, alors :
B(+00) = {la, +00], a € R},
est un SFV de +o00. Par ezemple B(4+00) = {|n,+oo|,n € N}, est un SFV de +00.

Proposition. 1.7. Soit (X,7) un espace topologique et B C T. Les propriétés suivantes

sont équivalentes.
1. B est une base d’ouverts de X.

2. Pour tout x € X, la famille {B € B : x € B} est une base de voisinages de x.

Démonstration. e Montrons d’abord 'implication (1 = 2). On suppose que B est une
base d’ouverts de X. Soit z € X, et V un voisinage de x. Alors V' contient un ouvert
B qui contient x. On peut alors écrire B comme 'union d’éléments de B. Il existe une
famille B;, ¢ € I, d’éléments de B telle que
B=|JB.
icl

Mais alors, il existe ¢ € I tel que x € B;. Donc,
reB;, CcBCV.

Donc pour tout = € X, la famille {B € B: x € B} est une base de voisinages de z.

e Montrons maintenant I'implication (2 = 1). Supposons que pour tout x € X, la famille
{B € B : x € B} soit une base de voisinages de z. Soit B un ouvert de X, alors B est
un voisinage de chacun de ses points, donc pour tout x € B, il existe B, € B tel que
x € B, C B. Alors,

B=|J{«}=JB.CB

zeB reB
Ce qui prouve que B est une base d’ouverts de X.
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1.3. Intérieur, adhérence d’une partie.

1.3 Intérieur, adhérence d’une partie.

1.3.1 Intérieur.

Définition 1.8 (Intérieur d’une partie). Soit (X,7T) un espace topologique. Soit A une

partie de X. On dit que v € X est un point intérieur de A si A est un voisinage de x,
autrement dit,

x un point intérieur de A < A € V(x).

L’ensemble de tous les points intérieurs de A est appelé Uintérieur ou l'ouverture de A et

on le dénote par A ou Int(A).
A={z e X, IV e V@),V Ay ={ze X AcV(z)
Remarque 1.6. On a, cA= 3TV € V(z),r €V C A= x € A, alors AC A.

Proposition. 1.8. L’intérieur d’une partie A de X est le plus grand' ouvert contenu dans

A
A= J o

O ouvert, OCA

Y

Démonstration. Pour x Efol, alors A € V(x), donc il existe O € T, tel que z € O C A, alors

x € U 0.

O ouvert, OCA
Réciproquement, soit = € Uy quyert. 0ca Os alors 30 C Az € O, ie v €A. n

[¢] o
Remarque 1.7. A est une partie ouverte, car A est une union d’ouverts contenus dans A,

donc un ouvert contenu dans A.
La proposition précédente nous permet d’écrire le résultat suivant :

Proposition. 1.9. Une partie A de X est ouverte si et seulement si A :;1.
A C X est ouvert < A :,(21 .

(¢]
Démonstration. si A est ouvert il est dans I'union donc A =A, la réciproque est claire, car

A est un ouvert. O

Exemple 1.8. 1. Soient X = {z,y,z} et T = {9, {z},{y}, {z,y}, X} . Alors, on a

!

1. Le terme " plus grand " est utilisé au sens de 'inclusion.
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1.3. Intérieur, adhérence d’une partie.

0. {r}={z}.
b Ay, #}= (v}
c. {;}: @.
2. St A est une partie de (X,7T,) on a les deux cas suivants :
0. X=A=A=X.
b X4 A=A=0.
3. Dans un espace topologique (X, Tg) on a, Si A est une partie de X, alors ,(21: A (car
tout partie de X est ouverte).
4. Dans Uespace topologique (R, T,) et a,b € R. Alors, on a :
o {a)= 2.

b. [a,b]=]a, bl=[a, b[=]a, b|=]a, b].

o [e)

¢. N=2=0Q=C%= .
Proposition. 1.10. Soit (X, T) un espace topologique et A, B deux parties de X. Alors :

1. ACB:>;1Cé.
2. AcBetA ouvert:>ACi3.

:j{'

—~
4. AN

o
=
o
A

—ANB.

oy

A o o . . .
. AUBDAU B . En général, l'inclusion est stricte.

S O

. AeV(B) & BCA.

Démonstration. 1. Supposons que A C B, et soit x E;L alors A € V(x), puisque A C B,
on a aussi B € V(x), donc x €B.
2. Par 1.).

[e)

[¢] [e] [e]
3. Puisque A est une partie ouverte, alors A =A.

[e) o [e)

—— o —— o —— o °
4. Comme ANB C A, ona ANBCA, de méme, AN BCRB, doit ANBCA N B. Par

o o o 0 N
ailleurs, A N B est un ouvert contenu dans AN B et donc A N BCAN B.
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1.3. Intérieur, adhérence d’une partie.

o /—’O\\ o /—’O\\ /—/CL\ ° °
5, ACAUB =ACAU B, de méme, BCAU B et par conséquent AU BDA U B.
Un exemple d’inclusion stricte : dans R muni de la topologie usuelle, on prend A =
° . o N
[0,1], B =]1,2]. On a A=]0, 1], par le méme raisonnement, B=|1,2[. Alors AU B=
10, 2[, mais A U B=]0,2[\{1}.
6. =) AeV(B)=VreB AecV(z)= B CA.
<) Supposons que B Cjzl, on a B C;1C A, puisque ;1 est un ouvert alors A € V(B).
O

1.3.2 Adhérence.

Définition 1.9 (Adhérence d’une partie). Soit (X,7) un espace topologique, A C X et

x € X. On dit que x est un point adhérent a A si et seulement si tout V € V(z) contient au

moins un point de A. Autrement dit :
x un point adhérent de A < VYV € V(x),VNA#a.

L’ensemble de tous les points adhérents a A est appelé 'adhérence ou la fermeture de A et

on le note par A ou Adh(A).i.e,
A={reX,VV e V(z),VNA# D}

Remarque 1.8. Par définition, si x € A, on a ¥V € V(z),V N A contient au moins le
point z, donc A C A.

Exemple 1.9. 1. Soient X = {z,y,2} et T = {@,{z},{y}, {,y}, X} . Alors, on a
a. {z} = {z, 2}.
b. {y,2} = {y,2}.
c. {z} ={z}.

2. Si A est une partie de (X,7T,) on a les deux cas suivant :

a. A=X, st A# Q.
b. O =0.

3. Dans un espace topologique (X, Tg;) on a, Si A est une partie de X, alors A= A (car
tout partie de X est fermée).

4. Dans l’espace topologique (R, T,) et a,b € R. Alors, on a :
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1.3. Intérieur, adhérence d’une partie.

Ou F désigne l’ensemble de tous les fermés de X.

Démonstration. Soit A une partie de X. Il s’agit de montrer que 'ona:A= () F. Pour
FEF,FOA
tout x € X, on a :

x¢ A WV eVE),VNA=0,
0T, € 0,0NA=0,
J0eT,2€0,AcCC?,

JF=C¢cF,x¢ FFACF,

FeF,FOA

T T T T

D’ou I'équivalence : x € A< x € (] F. Donc, A est le plus petit fermé qui contient A.
FeF,FOA
O

La proposition précédente nous permet d’écrire le résultat suivant :
Proposition. 1.12. A est fermé dans X & A = A.

Démonstration. Soit A une partie de X.

=) Supposons que A est fermée. Alors, le plus petit fermé de X contenant A est, de toute

évidence, A lui méme, c’est-a-dire qu'on a A = A,

<) Supposons qu'on a A = A. Comme A est le plus petit fermé de X contenant A, alors

A est fermé alors A (=A ) est fermé.

]

La proposition suivante nous donne quelques propriétés de 'adhérence d’une partie d'un

espace topologique.

!

2. Le terme " plus petit " est utilisé au sens de l'inclusion.
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1.3. Intérieur, adhérence d’une partie.

Proposition. 1.13. Soit (X, T) un espace topologique et A, B deux parties de X. Alors :

1.

AC B et B fermé = A C B.

A=A
AUB=AUB.
AN B C AN B. En général, linclusion est stricte.

Démonstration. 1. Soit B un fermé de X tel que A C B. Pour montrer que A C B, il

suffit de montrer que 'on a CF ¢ C4. Soit € CF. Puisque CZ est un ouvert de X,
alors C£ est un voisinage de  dans X. Or on a (CZ) N A =@, dou z ¢ A. Donc on

a z € C4. Par conséquent, on a CF C C4.

Soit € A, alors pour tout voisinage V de x dans X, ona VN A # @. Or on a
VNACVNB,doncVNB+#@, et par conséquent = € B, dott A C B.

Puisque A est une partie fermée, alors (A) = A.

Comme A C AUB,ona A C AUB, de méme, B C AUB, dot AUB C AUB.
De-plus , AC A,BC B, donc AUB C AUB.
ANBC A= ANDB C A, de méme, AN B C B et par conséquent AN B C AN B.
Un exemple d’inclusion stricte : dans R muni de la topologie usuelle, on prend A =
[0,1[, B =]1,2]. On a A = [0, 1], par le méme raisonnement, B = [1,2]. Alors AN B =
7 =@, mais AN B = {1}.

O

Proposition. 1.14. Soit (X, T) un espace topologique et A une partie de X. Alors :

1.

Cg= 4.

2. CF = O3

Démonstration. Soit A une partie de X.

1.

Pour tout x € X, on a :

reCy < IV eV),Vcly,
& WVeV),VNA=0,
& xd A,

& $€C’§
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1.3. Intérieur, adhérence d’une partie.

2. D’aprés ce qui précéde, on a

(o]
Cf _CF_ 5
CX e X :A’
dou Cf = C%.
[l

Nous définissons maintenant les notions du point d’accumulation et du point isolé qui

sont également importantes et riches en application.

Points d’accumulations.

Définition 1.10 (Point d’accumulation). Soit (X,7T) un espace topologique, A C X et

x € X. On dit que x est un point d’accumulation de A si tout voisinage de x dans X contient

un point de A distinct de x lui-méme (x n’est pas forcément dans A).
x un point d’accumulation de A <YV € V(z), VN (A\{z}) # 2.

L’ensemble des points d’accumulation de A s’appelle ensemble dérivée de A et se note
A,
A'={z e X,VV e V(x),V N ((A\ {z}) # 0}.

Proposition. 1.15. Tout point d’accumulation est un point adhérent (i.e A’ C A), plus de

ca on a :

A=AUA.

Démonstration. 1) si x € A’ alors VV € V(2), VN (A\ {z}) #2 = VV € V(z),VNA#

o =zc A

2) Soit x € A. Six ¢ A, alors A\ {r} = A. Donc : VV € V(x),VN(A\{z}) # @,iex € A

alors A—AC A= Ac AUA.

Réciproquement, soit € AU A’, si z € A, alors € A. Supposons que z € A’, alors

YV e V(x), VN (A\{z}) # 2. Mais A\ {z} C A. Donc : YV € V(2),VNA+# 2, iex € A
O

Proposition. 1.16. Une partie A est fermée si et seulement si A D A’.

Démonstration. Si A est fermée, alors A= A or A D A’ donc A D A’
SiADA . onaaussi ADA DA—A.Orsize A— A, alors ¢ € A si et seulement si
A C A cest-a-dire A = A, donc A est fermé. n
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1.3. Intérieur, adhérence d’une partie.

Exemple 1.10. 1. Soient X = {x,y,z} et T = {2, {z}, {y}, {z,y},X} . Alors, on a
a. Si A= {x}, alors z est un point d’accumulation de A.
b. Si A=y, z}, alors z est un point d’accumulation de A.

2. Dans un espace topologique (X,T,), si A # @ est une partie de X on a les deuz cas

sutvant :
a. A = CE{gx}, si A= {x}.
b. A" =X, si A contient 2 points ou plus.

3. Dans un espace topologique (X, Tg) on a, si A est une partie de X, donc A’ = &. (car
Ve € X, 3V = {z}, ouvert tel que VN A\{z} =2).

4. Dans l’espace topologique (R, T,) et a,b € R. Alors, on a :
a. Si A =la,b|, alors a est un point d’accumulation de A.

b Si A= {

d’accumulation de A.

n+r1,n € N}, alors le point 0 n’appartient pas & A mais il est point

. N=7 =2, Q= (CY =R.

Points isolés.

Définition 1.11 (Point isolé). Soit (X,7T) un espace topologique, A C X. On dit qu’un
point x € A est un point isolé dans A s’il existe un voisinage V de x dans X tel que
VNA={z}.

x un point isolé de A< IV € V(z),V N A= {z}.

On note 1s(A) U'ensemble des points isolés de A. i.e,
Is(A)={x € A, IV e V(z),VNA={z}}.

Remarque 1.9. 1. Un point x € A qui n’est pas un point d’accumulation de A est un

point isolé de A.

2. Tout point adhérent a A est soit un point d’accumulation de A, soit un point isolé de

A (d’apres les définitions). On a donc
A=A UIs(A) et ANIs(A) =2.

Proposition. 1.17. Un point x de X est un point isolé dans X si et seulement si le singleton

{z} est un ouvert de X.
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1.3. Intérieur, adhérence d’une partie.

Démonstration. <) Supposons que le singleton {x} est un ouvert de X, alors 3V = {z} €
V(z),{x} N X = {2}, donc = est un point isolé¢ dans X.

=) Supposons que x est un point isolé dans X, alors 3V € V(z),V N X = {z},donc 30
ouvert de X, tel que z € 0,0 N X = {x}, puisque O C XN O NX = {z}, alors O = {x},
d’ont {z} est ouvert dans X. O

Exemple 1.11. 1. Soient X = {z,y,z} et T = {2, {z},{y}, {z,y}, X} . Alors, on a
a. Si A= {x}, Le point x est un point isolé de A.
b. Si A={y,z}, Le point y est un point isolé de A.
2. Si A est une partie de (X,7T,) on a Is(A) # @.

3. Tout point d’un espace topologique (X, Tg;) est isolé.(car le singleton {x} est un ouvert
de X).

4. Dans l’espace topologique (R, T,) et a,b € R. Alors, on a :
a. Si A={0}UIL,2], alors 0 est un point isolé de A.

b. Si A= {%H, n € N}, alors Le point 1 est un point isolé de A, mais n’est pas point
d’accumulation, et tout point n+r1 de A est un point isolé de A (car Aﬂ]n+r2, il=
1
{771

¢. Dans A= {0} U{—5,n € N}, 0 n'est pas isolé.
d. tous les points de N sont isolés, i.e Is(N) = N,

Is(Z) =17, Is(Q) = Is(C2) = @.

Densité.

Définition 1.12 (Ensemble dénombrable). On dit qu’'un ensemble X est dénombrable
s’il existe une bijection de X sur ’ensemble des entiers naturels N. On dit que N est au plus
dénombrable s’il existe une bijection de X sur une partie de N.
Exemple 1.12. 1. Les ensembles N, N* et Z sont dénombrables.

2. Une partie infinie de N est dénombrable.
Une partie infinie de ensemble dénombrable est dénombrable.
Le produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

L’ensemble 7. x N* est dénombrable, donc Q est aussi dénombrable.

S v A e

Toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.
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1.3. Intérieur, adhérence d’une partie.

7. L’ensemble des nombres réels R est un ensemble infini non dénombrable.

Définition 1.13. Soit (X,7T) Un espace topologique.

1. (X, T) est a base dénombrable de voisinages si tout point admet une base dénombrable

de voisinages.

2. (X,T) est a base dénombrable si T admet une base dénombrable.

Définition 1.14 (Partie dense). Soit (X,7) un espace topologique, A et B deux parties
de X.

1. On dit que A est dense dans B si et seulement si tout point de B est un point adhérent

de A, autrement dit :
A est dense dans B < B C A.

2. On dit que A est partout dense (ou dense dans X) si A = X.

2. On dit que X est séparable sl admet une partie dénombrable et dense dans X.

Remarque 1.10. Soient X un espace topologique et A C X. On déduit de la proposition
1.14 que l'on a :
A est dense dans X & Ci= @.

Exemple 1.13. 1. Soient X = {z,y, z,t} et T = {@,{z}, {z,y},X}. On pose A = {t}
et B={x,2}, on a B est dense dans A car A C B = X mais A n'est pas dense dans
B car BE A={z,t}.

2. Dans (X,7T,), toute partie de X est dense dans X.

3. Dans un espace topologique (X, Tg;), soient A et B deux partie de X telles que B C A,
alors A est dense dans B. De plus, il n’existe aucune partie A # X dense dans X, X
est la seule partie partout dense.

4. Dans Uespace topologique (R, T,) et a,b € R. Alors, on a :

a. Soient A = [a,b] et B =a,b|. Il est claire que A est dense dans B car B C A =
[a, b].
c. On a Q =R, alors Q est partout dense dans R, de-pulse, comme Q est dénom-

brable, alors R est séparable.

Proposition. 1.18. A est dense dans X si et seulement si tout ouvert non vide de X contient

au, moins un point de A.

A=XeV0eT,0NAD.

25



1.3. Intérieur, adhérence d’une partie.

Démonstration. =) Supposons que A est une partie dense dans X et O un ouvert non vide
de X. Puisque A = X, il vient que O C A d’ott ANO # @, car O est un voisinage de chacun
de ses points.

<) Supposons que pour tout ouvert O de X on a ANO # @. Alors, pour tout voisinage V'
d’un point x € X on aura ANV # @, car V contient un ouvert non vide. Donc, z € A, d’oit
A=X. ]

Proposition. 1.19. Tout espace a base dénombrable est a bases dénombrables de voisinages.

Démonstration. Soient z € X et B une base dénombrable de 7. Alors B, = {O € B,z € O}
est une base dénombrable de voisinages de z.
O

Proposition. 1.20. Tout espace a base dénombrable est séparable.

Démonstration. Soit B = {O;,i € N} une base dénombrable de 7. Pour tout i € N tel
que O; soit non vide, fixons un point x; € O;. L’ensemble D = {x;,7 € N} est visiblement
dénombrable. Il est aussi dense. En effet, soient U un ouvert non vide et x € U. Il existe
1 € N tel que x € O; C U. Alors x; est dans U, et D rencontre U, donc d’aprés proposition
1.18, D = X.

O

1.3.3 Frontiére.

Définition 1.15 (Frontiére d’une partie). Soient (X, T) un espace topologique, A C X

et v € X. On dit que = est un point frontiere de A s’il est adhérent a la fois & A et a Cf.
Autrement dit :

x un point frontiere de A < x € AN 0_3?.

L’ensemble de tous les points frontiéres a A est appelé frontiére de A et on le note par Fr(A)
ou 0A.
Fr(A)={zeX,VV e V(x),VNA## ANV NC{ # o}

Il existe une autre formule pour définir la frontiére d’une partie d’un espace topologique,

elle est donnée par la proposition suivante :

Proposition. 1.21. Soient (X,7T) un espace topologique, et A C X, on a

FriA)=AnCi=AnCi=4- 4.
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition (1.14).

Remarque 1.11. Par définition, Fr(A) est une partie fermée.

Exemple 1.14. 1. Soient X = {z,y,z} et T = {@, {z}, {y}, {z,y},X}. Alors, on a
a. Fr({e})) = Tyn i = oy n{y. 2 = {z.2} 0 {y. 2} = {2},
b Fr(fy,2}) = 0.2} N O = Ty 2h n (e} = {y. 2} N {2} = {2,
e. Fri{z}) = ncl? =Ty nloy) = (2} n{ny. 2} = (=},
2. Si A est une partie de (X,T,) on a les deuz cas suivants :
a. FriA)=AnCi=XnNX=X, si A+ 2.
b. Fr(@)=28NnC2 =onX =o.

3. Dans l’espace topologique (X, Tg;) on a, si A est une partie de X, alors
Fr(A)=ANnCL&=ANCE =2
(car toutes les parties de X sont fermées et ouvertes sur Tg; ).

4. Dans Uespace topologique (R, T,) et a,b € R. Alors, on a :
a. Fr([a,b]) = [a,0nC™Y = [a, 8]N] = o0, a[U]b, +00[ = [a, B]N(]— o0, a]U[b, +00]) =

{a, b}.

b. Fr(N)=NNCY=NNR =N,
Fr(Z)=ZNnC:t=ZNR =17,
Fr(Q =QnC?=RNR=R.

Maintenant, voici quelques propriétés de la frontiére.

Proposition. 1.22. Soit A une partie d’un espace topologique (X,T). Alors, on a :
1. A est a la fois ouvert et fermé < Fr(A) = @.
2. A est ouwvert & Fr(A)NA=0.
3. A est fermé < Fr(A) C A.
4. Fr(A) = Fr(C%).

Démonstration. 1. A est a la fois ouvert et fermé < A =A= A < Fr(A)=o.
2. =) Soit A est ouvert = Fr(A)NA :C’_{gﬂZﬂA =(ANCHNA=0nNA=0.
<) Soit FriA)NA=2 = CiNn(ANA) =2 =CinA=0=CLcCf don

C_gg = (4, donc Cf est fermé, alors A est ouvert.

27
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3. =) Soit A est fermé, alors Fr(A) :O_gg‘ﬂA C A
<) Soit Fr(A) CA=CANACA=CANANCE =0 =>ANCE =0 = AC A,
d’ou A = A, donc A est fermé.

4. Fr(Cd) =CinCY =Cand = Fr(A).

1.3.4 Extérieur.

Définition 1.16 (Extérieur d’une partie). Soient (X,7T) un espace topologique, et A C

X et x € X. On dit que x est un point extérieur de A s’il est intérieur au complémentaire

de A. Autrement dit :

[e)

A
x un point extérieur de A < x € Cx .

L’ensemble de tous les points extérieurs a A est appelé extérieur de A et on le note par
Ext(A).
Ext(A) = {r € X,C0% € V(z)}.

Proposition. 1.23. Soient (X, T) un espace topologique, et A C X, on a

o

A~
Ext(A) = C¢ = 0.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition (1.14).

Remarque 1.12. Par définition, Ext(A) est une partie ouverte.

Exemple 1.15. 1. Soient X = {x,y,z} et T ={@,{z}, {y}, {z,y},X}. Alors, on a

o

~~ .

a. Ext({z}) =C{={y, 2}= {y}.
—_—

b. Ext({y,z}) :C;{gy"z}:{x}: {z}.

~ = °
¢. Ext({z}) =Cy={z,y}={=,y}.

2. Sur Uespace (X,T,) on a les deuz cas suivant :

o

a. Si A=X, alors Ext(A) = Cs = 2.



1.4. Quelques constructions topologiques.

~
b. A#X = Ext(A) =Cs = 2.
3. Dans lespace topologique (X, Tg;) on a, si A est une partie de X, alors Ext(A) = C4.
4. Dans Uespace topologique (R, T,) et a,b € R. Alors, on a :

PN

a. Ext({a}) =CI=R - {a}.

b. Ezt([a,b]) = Ext(]a,b]) = Ext([a,b]) = Ezt(]a, b]) =] — oo, a[U]b, +00].
c. Ext(N) = Ext(Z) =R.

d. Ext(Q) = Ext(CQ) = .

Maintenant, voici quelques propriétés de ’extérieure.

Proposition. 1.24. Soient A et B deux parties d’un espace topologique (X,T). Alors :
1. Ext(A) C CF.
2. Ext(A) = Ext(CE™™W)y,
3. Ext(AU B) = Ext(A) N Ext(B).
4. A=X & Ext(A) = @.

o

A~
Démonstration. 1. Ext(A) =C% C C4.

o

/—/A o
Ext(A) CEBat(A) =
2. Ext(C) =Cg*  =Euxt(A)= Ext(A).

—~ —— o °
3. Ext(AU B) =C4Y8=C4 N CE=C¢ N CE= Ext(A) N Ext(B).
4. A=X & Ext(A) =Cf = @.

1.4 Quelques constructions topologiques.

1.4.1 Comparaison de topologies.

Définition 1.17 (Comparaison de topologies). Soit X un ensemble et T , To deux

topologies sur X.

1. On dit que Ty est plus fine que Ty si Ty C Ty, autrement dit, si tout ouvert de X par

rapport a T est aussi un ouvert de X par rapport a Ty.

Ty est plus fine que To < T C T1 & VO € 75,0 € Tq.

29



1.4. Quelques constructions topologiques.

2. On dit que Ty est est moins fine que Ty st Ty C Ts.
Ti est moins fine que To < T1 C To < VO € T1,0 € Ts.

3. On dit T et Ty sont comparables si To C T1 ou si T1 C T.

Exemple 1.16. La topologie discréete est la plus fine et la topologie grossiére, la moins fine

de toutes les topologies. Dans le cas de R la topologie usuelle se situe entre les deu.

Proposition. 1.25. Soit {7; : i € I} un ensemble de topologies sur X. Alors, l'intersection

Nic; Ti est une topologie sur X qui est la moins fine de chaque une des topologies T;.

Démonstration. Evidente, car Nic;Ti CTi, Viel n

1.4.2 Espaces séparés (Hausdorff).

La notion d’espace séparé que 'on va définir est trés importante dans la suite, car elle

assure notamment 1'unicité de la limite d’une fonction lorsqu’elle existe ( voir section 1.5).

Définition 1.18 (Espace séparé). Un espace topologique (X, T) est dit séparé ou Haus-

dorff si et seulement si pour tous deux points distincts x et y de X, il existe V € V(x) et

W e V(y) tels que VW = @.
X est séparé < Vr,y € X,z £y, IV e V(x), W € V(y),VNW =2,
Autrement dit, aussi, on peut séparer les points par des ouverts, c.a.d
X est séparé < Vr,y € X,z #y,30,,0, € T,0, N0, = @.
Exemple 1.17. 1. Soient X = {x,y,z} et T = {@,{«},{y},{z,y},X}. Alors, X n'est

pas séparé, car Ix,z € X, x # z,VV € V(z),W € V(2), VNI # @.

2. L’espace (X,7T,), n'est pas séparé car si x # y alors tout voisinage de x ou de y est

lensemble X lui méme.

3. Dans espace topologique (X, Ty), alors {x} et {y} sont des ouverts disjoints si x et
y sont distincts, donc X est séparé.
4. L’espace topologique (R, T,) est un espace séparé, en-effet : Va,b € R,a < b, en posant
|b—al

v = 557, les deuz intervalles ouverts Ja — x,a+ x| et |b—x,b+ x| sont bien disjoints,

le premier étant un voisinage de a et le second est un voisinage de b.
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Proposition. 1.26. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. X est séparé.

2. L’intersection des voisinages fermés d’un point quelconque de X est I’ensemble réduit
a ce point. i.e pour tout x € X on a
(N Vo= {2},
VeeV(z)

tel que V, est voisinage fermé de x.

Démonstration. =) Soit X un espace topologique séparé et x € X. On veut montrer
que anGV(r) Ve = {x}, tel que V, est voisinage fermé de x. Supposons qu’il existe y €
aneV(x) Vi, tel que y # x, alors ils existent deux voisinages ouverts O, et O, de z et y,
respectivement, tels que O, N O, = & ce qui signifie que Cg Y est un voisinage fermé de x
(car il contient O,) ce qui contredit 'appartenance de y a tous les voisinages fermés de z.
<) supposons que, pour tout z € X, I'intersection des voisinages fermés de a se réduise a
{z}. Soient alors z et y distincts. Puisque y n’appartient pas a tous les voisinages fermés de
x, il existe un voisinage fermé V; de x tel que y ¢ V., alors 30, ouvert tel que y ¢ V,, D O,,
donc O, est un ouvert contenant x, et C;g“” est un ouvert contenant y, dont 'intersection est

vide, et X est bien séparé. O
En utilisant la proposition précédente on obtient le résultats suivant :

Proposition. 1.27. Soit (X,T) un espace topologique séparé. Alors
1. Tout singleton {x} C X est fermé.
2. 51 A={xy,x9,...,x,} est fini dans X, alors A est fermé.
Démonstration. 1. Si X est séparé, alors pour tout z € X on a {z} = [y, ¢y, Ve avec

V, est voisinage fermé de x, donc {z} est intersection quelconque des fermes, d’ou {z}
est fermé.

2. Si X est séparé, alors pour tout i = 1,2, ...,n, {z;}, est fermé, on a A = (\,_, x; 'union
fini des fermés est fermé, ce qui implique que A est fermé.

]

Proposition. 1.28. Soit (X,7T) un espace topologique séparé. Soit A une partie X. Alors x
est un point d’accumulation de A (x € A') si et seulement si pour tout Ve V(z),V N A est

contient une infinité de points. i.e,

(X, T) séparé ,x € A" = VYV € V(z),Card(V N A) = +c0.
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Démonstration. <) Il existe au moins un élément y,y # x dans VN A, et donc z € A'.

=) Si VN A était fini alors V N (A \ {z}) serait aussi fini, c’est-a-dire V N (A \ {z}) =
{z1,79,...,1,} est un fermé F, et donc C¥ est un ouvert contenant x, soit W = C{, on a
VNW = U est un voisinage de x et U N (A \ {z}) = @, c’est-a-dire x n’est pas un point

d’accumulation, d’ou la contradiction. O

Remarque 1.13. Il vient de la proposition précédente que toute partie finie d’un espace

topologique séparé ne posséde aucun point d’accumulation.

1.4.3 Topologie induite.

Définition 1.19 (Sous-espace topologique). Soient (X, T) un espace topologique et A

une partie non vide de X.

1. On appelle la trace d’un ouvert O € T sur A, la partie O4 définie par : Oy = AN O.

La famille des traces des ouverts de X sur A est notée par Ta et on écrit :
EZ{OAZAQO,OET}.

2. La famille des traces, Ta, est une topologie sur A appelée la topologie induite par la

partie A. On dit que (A, Ta) est un sous-espace topologique de (X,T).
Proposition. 1.29. le couple (A, T4) est un espace topologique.

Démonstration. Soient (X, 7T ) un espace topologique et A une partie non vide de X.
1. Puisque X, @ € T (car T est une topologie sur X) alors XNA=A€ Ty, et INA=
e Ty
2. Soient U; et Uy deux parties de A, appartenant a 74, et montrons que U; NU; €
T 4. Par définition méme de T4, les parties Uy et U, de A sont de la forme : Uy = O;1NA
et Uy=05NA, avec O1,0, € T. D’ou :

UlﬂUQZ(OlﬂA>ﬂ<02mA):(Olﬂ02>ﬁAE7j4,

car O, N0y €T.

3. Soit (U;)ier une famille de parties de A, appartenant a Ty, et montrons que (J;.; U; €
Ta. Par définition méme de Ty, chaque U; (i € I) s’écrit sous la forme : U; = O; N A,
avec O; € T. D’ou :

il icl icl

car |J;c; 0, € T.
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En conclusion, 74 constitue bien une topologie sur A. n

Exemple 1.18. 1. Soient X = {a,b,c,d,e}, T = {,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}, X}
et A ={a,b,e}. Alors la topologie induite par T sur A est

Ta= {@’ {CL}, {d}7 {a> d}’ {dv 6}, A}'

2. Dans Uespace (X,T,), si A est une partie de X, alors la topologie induite par la partie
A, c’est la topologie grossiére sur A, i.e, Ty = {2, A}.

3. Dans Uespace (X, Tg), a topologie de A induite par la topologie discréte de X est la
topologie discréte de A. En-effet : pour tout x € X, {z} est un ouvert de (X, Ty), donc
pour tout x € A, {x} = {x} N A est un ouvert de A.

4. Dans Uespace topologique (R, T,) et a,b € R. Alors, on a :

la topologie induite sur Z par la topologie usuelle sur R est la topologie discréte car
VneZ:{n} =|n—1,n+ 1|NZ,

Comme In — 1,n + 1] ouwvert dans R, alors {n} ouvert de la topologie induite sur 7Z.
Les singletons sont des ouverts de la topologie induite sur Z donc celle-ci est bien la
topologie discrete sur Z.

Proposition. 1.30. Soient (X, T) un espace topologique et A une partie de X, on a

1. Fa=(FNA)per (ou F est l’ensemble des fermés de X ) est la famille des fermés de
A pour la topologie induite par celle de X.

2. Soit x € A, alors
V(@)a= (VN Aveye

est la famille des voisinages de x dans A pour la topologie induite (ot V(x) est la

famille des voisinages de x dans X).

3. Si B(x) est un base de voisinages de x dans X alors
B(z)a={BNA,Be B(z)},

est une base de voisinages de x dans A pour la topologie induite.

4. Si B est une base de (X,T), alors
BA:{BQA,BGB},

est une base de (A, Ta).
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Démonstration. 1. F4 est un fermé de A pour la topologie induite si et seulement si CEA
est un ouvert de A pour la topologie induite, si et seulement si il existe O € T tel que
CE“ = ANO. Donc Fy est un fermé de A pour la topologie induite si et seulement si

il existe O € T tel que

F

FA:(JSAA =C{P=A—-(ANO)=ANn(CLUCY)=ANCY,

si et seulement si il existe F' € F tel que Fy = ANF.

2. SiVeV(r),re€ Aalorsilexiste O € T telquex € O CV . Alorsz € ONA C VNA,
et donc VN A est un voisinage de x dans A pour la topologie induite (VNA € V(x)4).
Réciproquement, si V4 est un voisinage de x dans A pour la topologie induite, alors il
existe un ouvert ONAde A (ie. O €T Jtelquez € ONAC Vy. Soit V=0UV,

vérifie x € O C V, donc V est un voisinage de x dans X et on a
VNA=(OUVH)NA=(0NA)UVsNA) =(0ONA) UV, =V,

3. Soit V4 = VN A un voisinage de = dans A pour la topologie induite, avec V' voisinage
de = dans X. Si B(z) est un base de voisinages de x dans X alors il existe B € B(z)
tel que B C V et donc BN A C V4. On en déduit que {BN A, B € B(x)}, est un base
de voisinages de x dans A pour la topologie induite.

4. Soit x € A et V4 un ouvert de A tel que z € V4. Il existe V ouvert dans X tel que
Vi = V U A. Puisque B est une base de topologie pour X, il existe B € B tel que
re€BCV.Onaalorsx€e BNACVNACVy douBy={BNA,B € B} est une
base de (A, Ta).

O

Remarque 1.14. Soient (X,T) un espace topologique et A une partie de X. Tout ouvert
( resp. fermé) dans X inclus dans A est ouvert ( resp. fermé) dans A, mais tout ouvert (
resp. fermé) de A n’est pas en général ouvert ( resp. fermé) dans X. En-effet, soit O € T (
resp. F' fermé dans X) tel que O C A (resp. FF C A), alors Oa = ONA=0 € Ty ( resp.
Fa=FNA=F fermé dans X).

Réciproquement, on a le contre exemple suivant : lintervalle [0,1] est un ouvert de [0, 2]

muni de la topologie induite par T,, car
0,1[=] — 1,1[n[0,2] et ] — 1, 1[€ T,
Noter que [0, 1] est aussi un fermé de [—1, 1] muni de la topologie induite par T, car

[0,1[=10,4] N [=1,1[, avec [0,4] fermé de (R, T,).
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En revanche, [0, 1] n’est ni ouvert ni fermé dans (R, T,).

Proposition. 1.31. Soit (A, T4) un sous-espace d’un espace topologique (X,T). Alors, tout
ouvert (resp. fermé) dans A est un ouvert (resp. fermé) dans X si et seulement si A est un

ouvert(resp. fermé) dans X.

Démonstration. =) Supposons que tout ouvert dans A est un ouvert dans X, alors A est
un ouvert dans X.

<) Supposons que A est un ouvert de X et soit O4 un ouvert de A, alors il existe O € T
tel que O4 = AN O qui est un ouvert dans X car A € T.

Par des arguments similaires on montre ce résultat pour les fermés.

]

Exemple 1.19. Dans un espace topologique (X, Tg;) on a, si A est une partie de X, alors
A est un ouvert et fermé a la fois, donc tout ouvert et fermé dans A est un ouvert et fermé

dans X, d’ou la topologie induite sur A, c’est la topologie discréte sur A, i.e : Ta = P(A).

Proposition. 1.32 (Transitivité de la topologie induite). Soient (X,T) un espace topolo-
gique et B C A C X deuz parties de X. On note par T4 la topologie induite sur B par Ty.

Alors, on a

TA = T

Démonstration. D) Soit U € Tg, alors il existe O € T tel que U = B N O et puisque
ANO € T4 on obtient

U=BNO=(BNA)NO=BN(ANO) e TZ.

C) Soit U € T4, alors il existe O4 € T4 tel que U = BN Oy4 et puisque O4 € Ty il existe
OeTtelque Oy =ANO. AinsiU =BN(ANO)=BNO, et donc U € Tp.
]

Remarque 1.15. Ceci revient a dire que si A est un sous-espace topologique de X et B est

un sous-espace topologique de A, alors B est un sous-espace topologique de X.
Le résultat suivant concerne ’adhérence, intérieur de la topologie induite.

Proposition. 1.33. Soient (X,7T) un espace topologique et B C A C X deuz parties de X.
Alors

1. By =ANDB (ot By et B sont les adhérences de B pour Ty et T , respectivement. )
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: éCéA, (0w éA et 1% sont les intérieurs de B pour Ta et T , respectivement.)
. (Ba) = ANDB', (ou (Ba) et B sont les ensembles des points d’accumulations de B

pour Ty et T |, respectivement.)

. Fr(B)a C ANFr(B), (ou Fr(B)a et Fr(B) sont les frontiéres de B pour Ty et T ,

respectivement. )

Démonstration. 1. Soit B4 l'adhérence de B dans A. Comme les fermés de A sont de la

forme AN F avec F fermé de A , alors BN A est un fermé de A contenant B, donc on
a B4 C BN A. Inversement, soit x € BN A. Alors pour tout voisinage W de x dans
A, il existe un voisinage V de = dans X tel que W =V NAet VNB# @, dotiona

WNB=VNANB=VNB+a,

donc x € B,. Par conséquent, on a B4, = AN B.

. Soit éA I'intérieur de B dans A. On a EC B C Aet é est un ouvert de X, donc é

est un ouvert de A contenu dans B. Par conséquent, on a BC B 4.

. Soit B/, 'ensemble des points d’accumulation de B dans A. Soit x € A | alors x € B/,

si et seulement si pour tout voisinage V' de x dans X, on a
(VAY)\ ()N B #£2.

Orona (VNA)\{z})NB = (V\{x})NB, alors on en déduit que 'on a (B4)' = ANB'.

. Soit Fr(B)4 la frontiére de B dans A. Comme on a
BCBaC Ba=BnA,

alors
Fr(B)s = Ba— BaC B— B= Fr(B).

Donc on a Fr(B)4s C AN Fr(B).
[l

Proposition. 1.34. Soient (X,7T) un espace topologique et B C A C X deuz parties de X.
Alors,

1. By =B & A est fermé dans X.

2. f?:éA@ A est ouvert dans X.
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Démonstration. 1. Supposons que pour toute partie B de A on a B4 = B, alors A =
Ay = A car A est fermé dans A d’oit A est fermé dans X.

Réciproquement, si A est fermé dans X, alors B C A= A d'ou By = ANB = B.

2. Supposons d’abord que A est un ouvert de X. Soit B une partie de A. Comme é A est
un ouvert de A, alors il existe un ouvert U de X tel que é 1= ANU, donc é A est un
ouvert de X contenu dans B. Par conséquent, on a é) é 4. D’apres 2 de la proposition
1.33, on a aussi éCéA , d’ou 1032103,4.

Supposons que pour toute partie B de A, on a ézéA. Alors on a ;1:;1,4, donc A est
un ouvert de X.

]

Proposition. 1.35. Soient (X, T) un espace topologique séparé et A une partie de X. alors

la topologie induite sur A par la topologie de X est séparée.

Démonstration. Soient (A, T4) un sous espace topologique d’un espace topologique (X, 7))
et x,y € A tels que x # y. Puisque X séparé alors il existe V € V(x) et W € V(y) tel que
VAW =g dou (ANV)N(AUW) = &. Donc, (ANV) et (AN W) sont deux voisinages

de z et y, respectivement, disjoints dans A ce qui montre que A est séparé. ]

1.4.4 Topologie produit.

Soit {X;}ie; une famille d’ensembles. On définit le produit de cette famille par :

T = {(@)ier, 2 € Xi}.

iel
I désigne un ensemble d’indices, qui peut étre soit fini, soit infini, dénombrable ou non. La
notation (z;);c; indique donc une famille d’éléments, ot z; est un élément de X;. Dans le
cas d’une famille finie ou dénombrable X1, X,, ..., X, ... on peut représenter les éléments du
produits par des suites (x1,Za, ..., T, ...), avec x, € X;,. Mais dans le cas général, I est un
ensemble quelconque et une telle représentation n’a pas de sens.
Notons que si I'un des X; est vide, alors [[,.; X; est vide aussi. On suppose dorénavant que
les X; sont non vides.
Un produit cartésien d’espaces topologiques peut étre muni d’une topologie importante,
appelée la topologie produit. Pour une raison de clarté, nous avons préféré de décrire et
étudier préalablement cette topologie dans le cas d’un produit fini d’espaces topologiques,

puis en donner la généralisation adéquate au cas d’un produit quelconque.
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Produits finis d’espaces topologiques.

Soit n > 2 un entier et soient (Xy,71), (X3, 7T3), ..., (X,,, T) des espaces topologiques. On

pose le produit cartésien suivant

X::HXilexXQX...xXn.

i=1
Définition 1.20 (Ouvert élémentaire). 1. On appelle ouvert élémentaire de X toute

partie O C X de la forme O = O1 X Oy X ... X O,, tel que O; € T;,i =1,...,n.

2. On appelle ouvert de X toute réunion d’ouverts élémentaires.

3. On appelle voisinage élémentaire de x € X, l'ensemble V = [[;_, V; ot chaque V; €

Remarque 1.16. Tout ouvert élémentaire contenant {x} est un voisinage élémentaire de

x.

Définition 1.21 (Espace topologique produit). On appelle la topologie produit, T,, la

famille formée de l’ensemble vide et des réunions quelconques d’ouverts élémentaires sur X.
T, ={0} U {U O;, O; ouvert élémentaire de X}.
iel
On appelle espace topologique produit des espaces topologiques (X;)1<i<n, l’ensemble X muni

de la topologie produit.
Proposition. 1.36. (X,7,) est un espace topologique.
Démonstration. 1.OnaX=X; xXyx..xX, €T, et =0 XTI X..xIe€T,car
ce sont des ouverts élémentaires.
2. Si{0;,i € I} une famille de parties ouvertes de X, alors on a :
iel i€l \jeJ (4,9)eIxJ
car c¢’est une réunion quelconque d’ouverts élémentaires.

3. Il suffit de montrer que si Oy, Oy € T, alors Oy () Oq € T,. Puisque Oy, 05 € T alors
O1 = Ui, Viet O = ics W tels que V; et W; sont des ouverts élémentaires pour
tout < € I et 5 € J. Donc, on obtient :

01N 0, = (Uw) f (ij> = U wmOwp.

el JjeJ (3,5)EIxJ
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Il suffit de montrer maintenant que V; () W, est un ouvert élémentaire pour tout ¢ € I
et j € J. Par définition on a V; = R X Ry x ... x R! et W; = KI x K x ... x K7 tels

que R, € T, et KJ € T, pour tout a = 1,...,n, ce qui nous permet d’écrire :
VW, = (B (K7) x (R K3) x ... x (B, (KD,

et comme (R: () K?) sont des parties ouverts de T, o = 1, ..., n, alors V; (W, est un
ouvert élémentaire. En fin, nous concluons que 7, est une topologie sur X.
m

Exemple 1.20. 1. Soient X = {z,y,z} et T = {0, {x}, {y}, {z,y}, X} . Alors les ou-

verts élémentaires de X x X sont
@, {ztx{z}, {z} x{y}, {z} x{z, y}, {z} xX {y} x{a}, {y} < {y} {y} x{z, v} {y} xX,

{z, y} x{a} {z, v} x{y} {z, vy} x{z, v} {z, v} x X, X {a}, X {y}, Xx {z, y}, XXX,
et la topologie produit, T,, la famille formée des réunions quelconques d’ouverts élé-

mentaires sur X x X.

2. Soit {(X;,P(X;)),i = 1,...,n} une famille d’espaces discrets, alors le produit X =
[T, X; est un espace discret. En effet, soit O € T, alors O =J,.; O} x ... x O!', O; €
P(X;),i € {l,..,n}, donc O € [[;_, P(X;) = P(X), d’ou T, C P(X).

S0 € P(X) =11, P(X;) alors 30; € P(X,;),i € {1,...,n} tel que O = O1 x ... x O,
d’ot O est un ouvert élémentaire, donc O € T,.

3. Soit {(X;, T;),i =1, ...,n} une famille d’espaces grossiers, alors le produit X =[]\, X;
est un espace grossier. En effet, si O =[]}, O; est un ouvert élémentaire différent de
X alors il existe iy tel que Oy, # X, et puisque T;, = {X;,, @} on obtient O;, = @,
d’ot O = &, et donc la famille des ouverts élémentaires est {X, @} ce qui montre que

X est un espace grossier.

4. La topologie usuelle sur l’espace R™ est la topologie produit des topologies usuelles sur
les n espaces facteurs R. Les ouverts de R™ sont des réunions des ouverts élémentaires

de la forme

H]ai, b tels que a;, b; € R pour tout i =1, ..., n.
i=1

Proposition. 1.37. Soit X = [, X; un espace produit. On a :

1. l’ensemble des ouverts élémentaires est une base de la topologie produit, i.e :

B={O=0;x..x0,0;,eT,Vie{l,..,n}}.
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2. Soit x = (x1,...,x,) € X. l'ensemble des voisinages élémentaires de = est une base de

voisinages de x, i.e :
B(z) ={V =V x .. xV,,V; € V(z;),Vi e {1,...,n}}.
Démonstration. 1. En utilisant la définition (1.21),
YV € T, IOi)ier, avec O; € B(Vie I):V =| O
iel
2. Soit x = (21, ...,x,) € X. Soit V € V(x), V contient un ouvert qui contient x, et donc
V' contient un ouvert élémentaire qui contient = (car tout ouvert est réunion d’ouverts

élémentaires). D’out 'ensemble des voisinages élémentaires est une base de voisinage

de zx.
0

Exemple 1.21. 1. Soient {(X;,P(X;)),i = 1,...,n} une famille d’espaces discrets et x =
(21, ..., zy) € X=T[1L, X, alors

B(z) = {{z} = {z1} x {xa} x ... x {z,},i = 1..n},

est un (SFV ) de .

2. Soient R™ muni de la topologie usuelle et x = (x4, ..., z,) € R™. La famille

n

{H]QJZ — €, Ti + 67;[: L= 17 Jn}
i=1
tels que (e, ...,6,) € (RF)™ est un (SFV ) de x. De méme, la famille

*

n

{J i — e i + €[},

i=1
tel que € € R} est un (SFV ) de x.

Proposition. 1.38. Soit A =[]\, A; une partie d’un espace produit X = [[;_, X;. Alors,

on a :
1. A= I[2 A =115 A;.

2. A est fermé dans X si et seulement si A; est fermé dans X; pour tout i =1,...,n.

40
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4. A est ouvert dans X si et seulement si A; est ouvert dans X; pour touti =1, ...,n.

Démonstration. Soit A=[[_, A C X =], X

1. Soit & = (z1,...,z,) € A. Alors pour tout V; € V(z;) on a :
(Vix..xVy)nA=(ViNnA)x..x((V,NA,) # 2,

d’ott V; N A; # @, pour tout s = 1,...,n et donc x; € A; pour tout i = 1,...,n ce qui
montre que x € [, 4;.
Réciproquement, si z € [[1_, A;. Alors, pour tout V; € V(z;),i =1,...,n, on a V;NA; #
a d’ou

(VinA) x..x(Vp,nA,) =WV x..xV,)NA#2,

et donc z € A.

2. D’aprés 1., on a, A est fermé < A = A = m =1l A =11 A & A = A4,
pour tout 7 =1,....n.

3. Puisque ], fciz est un ouvert de X contenu dans A, alors on a ;13 | fL
Réciproquement, soit = = (z;)1<i<n € ;1, alors il existe un ouvert élémentaire [ | U;
dans X tel que = = (2;)1<i<n € [[;-; Ui C A. Donc pour tout ¢ € {1,...,n}, on a
r; € U C A;, dou x; eji. Autrement dit, on a x € H?:l /iz Par conséquent, on a
/01: H?:1 “ZZ

4. D’apreés 3., on a, A est ouvert & A :;1:1_[?:1 A=TI~, /L: [T, A (:)f(ii: A; pour
tout 7 =1, ...,n.

]

Proposition. 1.39. Un espace produit X = [[;_, X; est séparé si et seulement si X; est

séparé pour toutt =1,...,n.

Démonstration. <=) Solent = (T1,..., %),y = (Y1,-,yn) € X = [[1_, X tel que = # y.
Alors, il existe au moins ig € {1,...,n} tel que z;, # y;,, mais X;, est séparé donc il
existe un voisinage V' de z;, et un voisinage W de y;, tel que V(W = @. Soient O, =
Xi X oo x X X Vx X x oo xX,et O =Xy x o x X x W x X 41 X ... x X, alors
on obtient O, € V(z),0, € V(y) et 0,10, = & et donc X est séparé.

=) Supposons que X =[], X; est séparé et z;,, y;, € X;, tels que z;, # y;,. Il existe un

voisinage O de (21, ..., iy, ..., Tp) €t un voisinage O’ de (1, ..., Yig, ..., Tn) tel que O (O’ = @,
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1.4. Quelques constructions topologiques.

mais O = Vi x ... X Viy X .. x Vet O =V x ... x Vi x ... xV, avec V1,V] € V(z1),...,
Vi € V(24y), Vil € V(Yig) s Vi, Vi, € V(2,) d’ott on obtient
Q:OﬂO’ = (Vi x..xVyX..x Vn)ﬂ(Vl’ X ..x Vix..ox V)
= Vi)V x oo x (Vi (Vi) % o x (V[ Vil)s
d’ou V;, N V;, = @, donc X, est séparé. O

Proposition. 1.40. Si pour tout i € {1,2,....,n}, (A;, Ta,) est un sous-espace topologique
de (X;,T;), alors la topologie induite par T, = [[\—, Ti sur A=T1]_, A C X =][_, X est
la topologie produit [}, Ta,-

Démonstration. Soit O4 un ouvert dans la topologie induite par 7, sur A, alors il existe un

ouvert ,O, de 7T, tel que Oy = ON A, ona O =, [I;-, O:j, avec O;; € T;,i = 1,2...n,

et Vj € J, donc
<U om-> N A,
jed

Op=0NA= [’UHOW»
puisque U]EJ O;; est un ouvert dans 7;, alors O4 € [[;_; Ta,- n

n

mfizzll

i=1

Y

jed i=1

Produit infinis d’espaces topologiques.

Plus généralement, on peut définir ainsi la topologie produit d’une famille quelconque

d’espaces topologiques :

Définition 1.22. 1. Soit une famille {X;}ic; d’espaces topologiques, ow I représente un
ensemble d’indices. Les ouverts élémentaires, (ou rectangles ouverts), de [’ensemble
produit X = [[,.; X; sont les ensembles de la forme :

0= H O; x H X;
jeJ i¢J
ou J est une partie finie de I et ou les O; sont des ouverts des X;.
(‘ou bien O = [[,c; O; 0w O; € T; et ou {j € J,0; # X} est fini.)
2. On appelle ouvert de X =[]

ie1 X une réunion de ouverts élémentaires.

Remarque 1.17. Lorsque [’ensemble d’indices I est fini, toute partie de la forme O =
[Lic; O avec O; ouvert de X, est un ouvert élémentaire. ce n'est plus le cas lorsque l’ensemble

I est infini : il ne faut pas oublier alors de préciser que O; doit étre égal a X; sauf pour un

nombre fini de valeurs de l’indice i € I.
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La plupart des raisonnements de section(1.4.4) s’étendent avec des complications mi-

nimes. Enongons les résultats :

1. Si {X}ier est une famille d’espaces discrets, alors la topologie produit sur X = [ [,.; X;

n’est, en général, pas la topologie discréte.

2. Soit A=][,c; 4 CX=][,;X;. Alors, on a :
(a) A= Hie[ A= Hie[ Xl
[¢] . o o
(b) A:H A;C [Lier Ai - Il 0’y a pas égalité, en général, car si A; est ouvert, A;= A,
icl

et siles X; # A; alors [[,.; Ai nest pas ouvert donc ne peut pas étre égal a A;.

3. Soit & = (2;)ier € X = [[,c; X, ot 2; € X pour tout i € I. Les ensembles de la forme
V = HiE ; Vi ot V; est un voisinage de z; dans X, et ou V; = X; pour presque tout i
(ou {7,V; # X;} est fini) , constituent un systéme fondamental de voisinages de x dans

X.

4. X =[;c; X; est séparé si et seulement si X; est séparé pour tout i.

1.5 Suites dans les espaces topologiques.

Une suite de points d’un ensemble non vide X est une application f de N (ou une partie
non vide de N) dans X. L’image f(n) d'un n € N (ou une partie non vide de N) par f sera
notée x,, et sera appelée terme d’ordre n de la suite f et alors notée (x,,)n>0.

Une suite (yn)n>0 de points de X est appelée sous-suite ou suite extraite de (z,,),>0 s'il existe
une application strictement croissante ¢ de N dans lui-méme telle que, pour tout n € N, on

ait Yn = Ty(n). En général, on note une telle sous-suite (2, )r>0, ot N, = @(k).

Définition 1.23 (Convergence et valeur d’adhérence d’une suite ). Soit (X,7T) un

espace topologique. Soit (T, )nen une suite d’éléments de X et soit x € X.

1. On dit que x est une limite de la suite (x,)nen quand n tend vers linfini si pour tout
voisinage V de x dans X, il existe un rang a partir duquel tous les termes de la suite

sont dans V. i.e
YV e V(x), 3Ny € N,Vn > Ny, 1z, € V.

Dans ce cas, on dit que la suite (x,,)n,en converge vers x, et on écrit : lim, T, =

(ou x,, — ). Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.
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1.5. Suites dans les espaces topologiques.

2. On dite x est une valeur d’adhérence de la suite (x,)nen Si, pour tout voisinage V de

x dans X et pour tout entier Ng € N, il existe n > Ny tel que x, € V. i.e
YW eV(z),VNo e NIn > Ny, z, €V.

Remarque 1.18. La définition précédente a une signification trés simple, qui apparait lors-

qu’on les énonce comme suit :

1. Un élément x de X est limite de la suite (x,)nen S tout voisinage de x contient tous

les termes x,, de la suite, sauf pour un nombre fini de valeurs de ['indice n.

2. Un élément x de X est valeur d’adhérence de la suite (x,)nen st tout voisinage de x

contient les termes x,, de la suite pour une infinité de valeurs distinctes de l'indice n.

3. La limite d’une suite (si elle existe) est toujours une valeur d’adhérence pour cette
suite mais l'inverse est (généralement) faux. En-effet : soit x, est converge vers x,
dans (T,X), alors YV € V(z),3dNy € N,Vn > No,z,, € V, donc IN; € N, N; >
No AVV € V(x),VNy; > Ny,In > Ny > Ny, z, € V, d’ot x une valeur d’adhérence.
Réciproquement, par exemple, dans R muni de sa topologie usuelle, la suite (z,)nen
définie par : x, = (—1)", posséde 1 et —1 comme valeurs d’adhérence, et (x,)nen n'est
pas convergente. En-effet : 1 est valeur d’adhérence, car, si V € V(1), et Ny € N, alors
dn = 2N, tel que n > Ng,x, = (—1)" =1 € V. On a aussi —1 est valeur adhérence,
car, si V € V(—1), et Ny € N, alors In = 2Ny + 1 tel que n > Ny, z, = (—=1)" =
—1 € V. Mais z,, = (—1)" ne converge pas dans R, car Vo € R — {1,—-1}, IV =
lt —e,x+el€e V(x),1,-1 |z —e,x +e[,VNy € N,In = 2Ny > Ny, {z,} = {1} Z V.
De-plus si x = 1, 3V} =|1 —e1,1 +e1]€e V(1),—1 ¢|]1 —e1,1 +[,VN; € N,3In =
2N + 1> Ny, {z,} = {1} € Vi. Méme pour v = —1, d’ov x, est diverge.

4. Une valeur d’adhérence d’une suite (x,), de (X,T) est un point adhérent a la partie

{zp,n € N} C X, mais la réciproque est fausse.

Exemple 1.22. 1. Toute suite constante est convergente dans tous les espaces topolo-
giques.
1. Soient X = {z,y,z,t} et T = {2, {z},{y}, {z,y}, X}. Soit
xr stn=3p,
Tn =42 sin=3p+1,
t sin=3p+2.

alors, (x,)nen converge vers z et t (lim, o0 T, = 2z et lim, oo, =1).
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2. Une suite d’un espace grossiére est convergente vers tout point de cet espace.
En-effet : si x,, est convergente, et soit x € X, alors X le seul ouvert qui contient x,

donc il existe N tel que n > N = z,, € X, d’ou x, — x.

3. 81 (X, Ta) un espace discret, alors une suite (T,)nen de X converge vers x si et seule-
ment s’il existe Ny tel que x,, = x quand n > Ny. Ainsi, les seules suites convergentes
dans un espace discret sont les suites qui sont constantes a partir d’un certain indice.
En-effet : si x, converge vers z, alors {x} € V(x) est un ouvert, donc il existe Ny tel

que ¥n > Ny = x, € {z} = z, = .
1
4. La suite x, = —,¥n € N*, est convergente vers 0 dans (R, T,) et elle est divergente
n

1
dans (R,P(R)). En-effet : supposons que x, = —,Vn € N*  est convergente dans
n

(R,P(R)) vers z € X, alors il existe Ny tel que x,, = x quand n > Ny, donc Nio =
1 1

Norl = N3 = -+ contradiction, d’ot x, est divergente dans (R, P(R)).

Remarque 1.19. Une suite convergente d’un espace topologique peut posséder plusieurs

limites (voir Exemple 1.22).
Pour avoir 'unicité de la limite d’une suite, on a la :

Proposition. 1.41. Si (X, T) est un espace topologique séparé, alors toute suite convergente

dans X admet une limite unique.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Soit (z,) une suite convergente dans X. Sup-
posons qu’elle admet deux limites distinctes x; # x9. Comme (X, 7)) est séparé, il existe
Vi € V(x1) et Vo € V(x9) tels que Vi [ Vo = &. D’aprés définition, il existe deux entiers Ny
et N, tels que :

Vn >Ny, x,€VietV¥n> Ny, x,€Vs.

Soit Ny = max(Ny, Ny), alors on obtient
Vn > No, x, € V1N Va,

ce qui est impossible car V; NV, = &.
]

Proposition. 1.42. Si (X, 7)) est un espace topologique séparé, alors toute suite convergente

dans X admet une unique valeur d’adhérence qui est sa limite.

45
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Démonstration. Raisonnons par 'absurde. Soit (z,,) une suite convergente dans X vers z,
alors = est une valeurs d’adhérence de (x,). Supposons qu’elle admet deux valeurs d’adhé-
rence distinctes © # y. Il existe V} € V(x) et Vo € V(y) tels que Vi (V2 = &, et puisque

x,y sont deux valeurs d’adhérence distinctes, on a VN et VN, tels que :
dny > Ny, x,, € V5 et Ing > Ny, z,, € Vi

Mais (z,,) converge vers z, Vn > Ny, x,, € Vi, pour Ny > Ny, alors on obtient z,, € V3 N Vs,
ce qui est impossible car V1NV, = &, donc la suite (x,,) admet une unique valeur d’adhérence
qui est sa limite z.

O

Remarque 1.20. La réciproque en générale est fausse, par exemple, dans (R, T,), x, = 1
si n est pair et x, = n sin est impair. Alors 1 est l'unique valeur d’adhérence de la suite

(x,), mais la suite n’est pas convergente.

Proposition. 1.43. Soient A une partie d’un espace topologique X et (x,) une suite de A

convergente dans X vers x € X. Alors x € A.

Démonstration. Soit V un voisinage de z. Soit Ny tel que z,, € V pour tout entier n > Nj.

Puisque oy, € A, ona ANV #0 dott v € A. O

Proposition. 1.44. Un espace topologique X qui posséde une base de voisinages dénombrable

est séparable.

Démonstration. Soit U, une base dénombrable de voisinages. On choisit un point x, dans
chaque voisinage U,,. Soit A ’ensemble des éléments x,,. Soit z un point quelconque de X et
U un voisinage de . Comme U, est une base de voisinage, il existe un U,, qui contient z et
qui est contenu dans U. Il s’en suit qu’il existe un point x,, dans le voisinage U. Un point
quelconque de X est ainsi adhérent & A. Autrement dit, A est une partie dénombrable de X
qui est partout dense et X est séparable.

O

La proposition simple suivante décrit ’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite.

Proposition. 1.45. Soit A l’ensemble des valeurs d’adhérence de (x,), alors

A= ﬂ F,, ou F, ={zp, xps1,...}.

neN

En particulier, I’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite quelconque est fermé dans X.
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Démonstration. Pour démontrer cela, il suffit décrire que

T € ﬂFn & VneNxeF,={v,,Tn1,...},

" & VYneNVV eV(x),Vn{r, tni1,...} #0,
& VYneNVV eV(z),Im >n,z, €V,
& x €A,
par définition de ’adhérence d’un ensemble. O

Proposition. 1.46. Si B(z) est une base de voisinages de x € X, alors x, — x si et

seulement si pour tout B € B(x), il existe un entier Ny tel que n > Ny = x,, € B.
r, — x <= (VB € B(z),3Ng,n > Ny = z, € B).

Démonstration. Commencons par supposer que x,, converge vers r € X. Si B est un élément
de la base de voisinages B(x), alors B est un voisinage de z, donc il existe O C X ouvert avec
x € O C B. Par définition de la convergence, il existe Ny tel que n > Ny = x, € O C B, ce
qui démontre une implication.
Réciproquement, soit O C X un ouvert qui contient x, c’est un voisinage de x € X, donc
par définition d’une base de voisinages, il existe B € B(z) avec B C O. Par hypotheése, il
existe Ny tel que n > Ny = z,, € B C O, ce qui montre ’autre implication.

O

Proposition. 1.47. Soient (x,)nen une suite d’éléments de X et soit x € X.

1. Si la suite (T,)nen converge vers un élément x de X, toute suite (yn)nen eztraite de la

suite (Tn)nen converge également vers x.

2. Si une suite (Yn)nen, extraite de la suite (x,)nen, admet une valeur d’adhérence x € X,

alors x est aussi valeur d’adhérence de la suite (T,)nen,

3. St une suite (Yn)nen, extraite de la suite (z,)nen, est converge vers x, x est valeur
d’adhérence de (x,,).
4. La suite (z,)nen converge vers une limite x si et seulement si les sous-suites (Tap,)nen

et (Tant1)nen convergent vers .

Démonstration. 1. Soit (x,)nen converge vers x, soit V' un voisinage de z, 3Ny € N, tel
que VYn > Ny, z, € V. Soit (Yx)k>0 = (T, k>0 Suit extraite, on a ny est une application
strictement croissante, alors 1 < k(1) < k(2) < ... < k(n) < ..., par récurrence on a
k(n) > n, d’ou 3N, € N, tel que Vk(n) > n > Ny, x,, € V. On a donc prouvé que la

suite (Yn)nen est convergente vers x.
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2. Si z est une valeur d’adhérence d’une sous-suite (z,, ). Soient V' de un voisinage de
x dans X et N € N. Alors il existe k € N tel que & > N et z,, € V. Or on a nj, > k,

d’ott ny > k et x,, € V. Donc z est une valeur d’adhérence de (z,,)s,.

3. Soit V' € V(z), ng € N, il existe ko entier tel que yp € V pour k > kg, et il existe
ki entier tel que ky > ko et ng, > ng, alors Tpy, = Y € V. Ainsi on obtient que

I'ensemble {n € N : z,, € V'} est infini, ce qui prouve que a est une valeur d’adhérence.

4. Pour =) résulte de 1. <=) supposons que les sous-suites (2, )nen €t (Ton 11 )nen convergent
vers z. Soit V un voisinage de x dans X. Alors il existe N7 € N tel que pour tout n > Ny,
on ait w9, € V et il existe , Ny € N tel que pour tout n > Ns, on ait 9,1 € V. Soit
N = max(2N7,2N5 + 1), alors N € N et pour tout n > N, on a x, € V, donc (x,,)nen
converge vers .

O

Remarque 1.21. 1. Dans le cas X est métrisable, x est valeur d’adhérence de (z,,), alors

la suite (z,) admet une sous-suite qui tend vers x.

2. Sur les espaces topologiques séparés, on notera que si deux suites extraites convergent

vers deux limites différentes, la suite initiale n’est pas convergente.

Exemple 1.23. Dans la topologie (R,T,) séparé, soit la suite x,, = sin g Les suites y, =
Ten = 0, 2, = Ty2p41) = (—1)" sont deux suites extraites de la suite (x,,). En particulier, la

suite (x,) n’est pas convergente.

Proposition. 1.48. Soit X = [[}; X; un espace produit. Alors une suite (z,)nen = (;, X
22X .. X 2" )eny C X = ! x 2 " si et seul t si toutes | it
2 X e X I pen converge vers © = x' x x? X ... X &, si et seulement si toutes les suites

données par les composantes (x%),en C Xy, convergent vers xy, 1 < k < n.

Démonstration. Soit (z,),en une suite dans X. On suppose d’abord que la suite converge
vers « dans X. Alors dans tout voisinage V' € V(z) se trouve presque tout point de la suite.
Soit. Vi, un voisinage de la composante z; dans Xj. Alors Vj contient un ouvert Oy qui
contient x;. Comme O; x Oy X ... X O, est un voisinage de x il contient presque tout point
de la suite(z,,),en. Donc Vj, contient presque tout point de la suite (F),cn. Donc (2F),cxn
tend vers xy.

Supposons maintenant que les (z¥),en tend vers x,. Soit V un voisinage de 2. Or comme V
contient un ouvert qui contient x il contient méme un ouvert de la forme O; X Oy X ... X O,,,

Oy € Tg, qui contient x. Oy, est un voisinage de xj et donc contient presque tout point de la
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suite (2¥),en. Donc d’abord O; x Oy x ... X O,, et en conséquence aussi V contient presque
tout point de la suite (z,)nen. Done (z,)nen tend vers .

]

1 2

Proposition. 1.49. Soit X = [, X; un espace produit. Si x = x' x 2* x ... X 2" est

une valeur d’adhérence de (Tp)neny = (x X 22 X ... X 2")peny C X, alors x* est une valeur

d’adhérence de x! pour tout i =1,...,n.
Démonstration. Soit V; € V(x;) pour tout ¢ = 1, ..., n, alors
W=X; x..xX; 1 XV, x X1 X ... xX,,
est un voisinage de x dans X. Par conséquent on obtient :
card{n € N: z, € W} = +o0,

ce qui entraine que :
card{n € N:z! € V;} = +o0,
d’ot x; est une valeur d’adhérence de z!, pour tout ¢ = 1, ..., n.

]

Remarque 1.22. Le réciproque du résultat précédent est en général faux. Par exemple dans
R? si on prend la suite z, = (x,,y,) définie par la relation suivante : To, = N, Topy1 = % et
Yon = %, Yony1 = n. Il est claire que 0 est une valeur d’adhérence de (z,) et (yn) mais (0,0)

n'est pas une valeur d’adhérence de (z,).

1.6 Applications continues.

Une notion essentielle que 'on définit au moyen d’ouverts est celle de continuité d’'une

application d’un espace topologique dans un autre.

Définition 1.24 (Continuité ponctuelle). Soient (X, Tx), (Y, Ty) deux espaces topolo-

giques, to € X et f : X = Y une application. On dit que f est continue en xqy si pour tout
voisinage U de f(xo) dans Y, il existe un voisinage V' de xy dans X tel que f(V) C U. Cela
s’écrit

VU € V(f(20)), 3V € V(xo), (V) C U.
En utilisant image réciproque on obtient V. C f~1(U) d’ou f~Y(U) est un voisinage de xy.

Donc, on peut écrire de maniérer équivalente par : On dit qu’une application f est continue
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en xo € X si et seulement si l'image réciproque de tout voisinage de f(xg) dans Y est un

voisinage de xy dans X. Autrement dit,
YU € V(f(x0)), f~H(U) € V(xo).

Définition 1.25 (Continuité globale). Soient (X, Tx), (Y, Ty) deuz espaces topologiques

et f: X =Y une application. On dit que f est continue sur X si elle est continue en chaque

point de X.

Remarque 1.23. Utilisation de bases de voisinages. Pour prouver qu’une application f d’un
espace topologique X dans un autre espace topologique Y est continue en un point x € X,
il suffit de choisir un systéme fondamental W (f(x)) de voisinages du point f(x) € Y, et
de vérifier que pour tout V.€ W(f(z)), f~(V) est un voisinage de x, ou, si l'on a choisi
aussi un systéme fondamental W (z) de voisinages de x dans X, de vérifier que pour tout

Ve W(f(z), f~Y(V) contient un élément de W (zx).

Définition 1.26 (Continuité séquentielle). Soient (X, 7Tx), (Y, Ty) deux espaces topolo-

giques et f : X — Y une application. On dit que f est séquentiellement continue en x si
pour toute suite (x,) qui converge vers x, la suite f(x,) converge vers f(z).
On dit que f est séquentiellement continue sur X si elle est séquentiellement continue en

tout point de X.

Proposition. 1.50. Soient (X, Tx), (Y, Ty) deuz espaces topologiques et f : X — Y une

application. f est continue = f est séquentiellement continue.

Démonstration. Soit f une application continue en zy, et (z,) une suite convergente vers
xo. Done, si V est un voisinage de f(zg) alors f~1(V) est un voisinage de zy d’ou il existe
ng € N tel que :

n>ng=mz, € fH(V),

donc

n>ng= f(z,) €V,

ce qui montre que lim,,_,, f(z,) = f(zo)-

]

Remarque 1.24. La réciproque dans la proposition précédente n’est pas vraie en général.
La réciproque de cette propriété est vraie si l’espace est a base dénombrable de voisinage.

En-effet : Soit X un ensemble infini non dénombrable, par exemple X = R, et

T :={0 € P(X),C%, est fini ou dénombrable } U {(}.
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Alors (X, T) est un espace topologique, dont les suites convergentes sont les suites station-
naires. En-effet, considérons x, — x dans (X,T). Alors V := (C’F{gxk’kEN}) U {z} est un
voisinage ouvert de x donc il existe ng € N tel que x, € V pour tout n > ng. Nécessai-
rement, xr, = x pour tout n > ng . Il en résulte que toute application f : X — R est
séquentiellement continue. Mais toutes ne sont pas continues. Par exemple Ly (R*) = {z}

n'est pas un ouvert de (X, T).

Proposition. 1.51. Soient (X, Tx), (Y, Ty) deuz espaces topologiques et f : X — Y une
application. Alors [ est continue si et seulement si l'image réciproque de tout ouvert de Y

est un ouvert de X, c’est-a-dire
VO € Ty, f71(0) € Tx.

Démonstration. = : Supposons que f est continue sur X et soit O un ouvert quelconque de
Y. 1l s’agit de montrer que f~1(O) est voisinage de chacun de ses points. Soit x € f~1(0),
Comme O est un ouvert de Y et que f(z) € O, alors O est un voisinage de f(z). Ce qui
entraine que f~'(O) est un voisinage de .

< : Supposons que 'image réciproque par f de tout ouvert de Y est un ouvert de X et
montrons que f est continue sur X. Soit donc x € X. Soit U € V(f(z)) alors il existe un
ouvert O de Y tel que f(z) € O C U. On a donc z € f~1(0) C f~1(U). Ce qui entraine
(puisque f7(O) est un ouvert de X, en vertu de ’hypothése faite sur f) que f~1(U) est un

voisinage de x. O]

Proposition. 1.52. Soient (X, Tx), (Y, Ty) deuz espaces topologiques et f : X — Y une
application. Alors f est continue si et seulement si l’image réciproque de tout fermé de Y

est un fermé de X.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente et de la
formule :
FCehH=ci "M vrerF
m

Proposition. 1.53. Soient (X, Tx), (Y, Ty) deuz espaces topologiques et f : X — Y une
application. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue.

2. f(A) C f(A) pour toute partie A de X.

3. f~YB) C f~Y(B) pour toute partie B de Y.
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Démonstration. Soit f: X — Y une application.

- (1 = 2) : Soit f continue et x € A. Soit W un voisinage de f(z). Par continuité de
f il existe un voisinage V de z tel que f(V) C W. Comme x € Aona VNA#GQ.

Donc @ # f(VNA) C f(V)Nf(A) c Wn f(A). Il en suit que f(z) € f(A).
- (2= 3) : Soit B une partie de Y. On pose A = f~!(B), alors on a

f(f~4(B)) = f(A) C f(A) = f(f~Y(B)) C B,
dou f1(B) c f(B).

- (3=1) : Soit B une partie fermée dans Y, alors

d’ou f~Y(B) = f~Y(B), donc f~!(B) est une parie fermée, alors f est continue.

]

Proposition. 1.54. Soient (X, Tx), (Y, Ty) deuz espaces topologiques et f : X — Y une

application. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue.

o /—/OH
2. f~YB) Cf 1(B) pour toute partie B de Y.

Démonstration. (1 = 2) : Soit f continue et soit B une partie de Y. Comme B est un ouvert

)

o o o ——
de Y, alors f~!(B) est un ouvert de X et on a f~(B) C f~4(B), dou f~Y(B) Cf(B).

o /—-2——\ /—-i‘-\
(2 = 1) : Soit B une partie ouvert de Y. f~'(B) = f~%(B) cf'(B), dou f~4B) =f(B),

donc f~1(B) est ouvert, alors f est continue.

]

Remarque 1.25. Si B est une base d’ouverts de Y, alors pour tout U € B, f~Y(U) est un
ouvert de X si est seulement si f : X — Y est une application continue. Résulte du fait que

pour toute famille (U;);es de parties de Y, on a

o) = 1 wy).

jed jed

Exemple 1.24. 1. L’application identité d’un espace topologique,

I : (X, Tx) = (X, Tx), Ix(z) = =z,
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est continue.

Soient Ty et Ty deux topologies sur un méme ensemble X. Alors, l'application identité
Ix : (X, T1) — (X, T2), Ix(x) = z, est continue si et seulement si Ty est plus fine que
Ts.

. L’application constante d’un espace topologique vers un autre espace topologique est
continue. En-effet : si f(X) = {yo}, [HV) est s0it X, siyo € V, soit vide, siyo ¢ V.

Dans les deux cas, ['mage réciproque est un ouvert.

. Si X est un espace topologie discret, tous les applications de X dans un espace topolo-

gique Y sont continues, car toute partie de X est ouverte.

. 81 Y est muni de la topologie grossiére, alors toute application de X dans Y est conti-
nue. En-effet : soit x € X, on a, Y est le seule voisinage de f(z), alors YV €
V(x), f(V)CY.

. L’application f - (R, T,) — (R, P(R)) telle que pour tout x € R on a f(x) = x n'est pas
continue sur R, car V = {z} est un voisinage de x dans (R, P(R)) mais f~*(V) = {x}
n'est pas un voisinage de x dans (R,T,).

. Soit (N, Ty) est un espace topologique, tel que
Ta =2 U{AcN,C4 est fini}.

Soit f: (N, Ty) = (R, T,) une application donnée par f(n) =e", on a]l,4[€ T,, mais
F71(1,4]) = {1} ¢ Tx. Donc f nest pas continue sur N.

. Soit X = {x,y,2,t} et Tx = {0, X, {z},{y}, {z, v}, {y. 2, t}} et Y = {1,2,3,4} et
Ty = {0,Y,{1},{1,2}. On définie Uapplication [ : X — Y telle que f(t) =4, f(z) = 2,
f(x) = f(y) = 1. Par exemple, on a Vy(f(t)) = Vy(4) = {Y} et f71(Y) =X € Vx(t)
d’ou f est continue en t. On a aussi, Vy(2) = {{1,2},Y}. Si on prend V = {1,2} on
obtient f~1(V) = {x,y, 2} ¢ Vx(z), donc f n'est pas continue en z.

Proposition. 1.55. Soient X,Y et Z trois espaces topologiques, f: X =Y et g: Y — Z.

Si f est continue en un point xo € X et g est continue en f(xg) alors g o f est continue en

Démonstration. Soit W € V(g o f(x)). Comme g est continue en f(xg), il existe V €

V(f(xg)) tel que g(V) C W et comme f est continue en xg, il existe U € V(zy) tel que
f(U) C V. On en déduit que go f(U) C W, d’ou go f est continue en zg. O]

Proposition. 1.56. Soient (X, Tx), (Y, Ty) deux espaces topologiques.
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1. Si A est un sous-espace de X, alors l'inclusion j4 : A — X est continue.

2. St f: X — Y est continue et A est un sous-espace de X, alors la restriction f |41 A —
Y de f a A est continue.

Démonstration. Si O est un ouvert de X, alors j71(0O) = AN O est un ouvert de A par la
définition de topologie induite, cela démontre le premier point. Le second en découle, puisque
la restriction de f a A n’est autre que la composition f |4= f o j de deux applications

continues, et donc elle-méme continue. O

Définition 1.27 (Projections canoniques). Soit {X;};,c; une famille d’ensembles. Pour

tout 7 € I on définit la projection canonique par :

pi X=][Xi =X, pi(@)ier) = ;.
iel
Dans le cas du produit d’une famille finie d’ensemble, p; est simplement la projection sur le
j—iéme facteur.
Soit O =[], O; est un ouvert élémentaire, puisque p;(X; x..X;_1 xO; xX; 1 x...xX,,) = O;
alors .
O =X x Xp x .Xi21 x O x Xy x . x X)) =) p71(0).

i=1 iel
Dans le cas produit infini, on a O = [[;c; Oi = Nies 2i (O:).

Proposition. 1.57. Si X = [[..; X; est espace topologique produit, la projection canonique

p; : X = X est continue pour les topologies T, de X et T; de X;.

Démonstration. Cela revient a montrer que I'image réciproque par p; de tout ouvert de X;
est un ouvert de X. Pour tout ouvert O; de Xj, on a clairement :
p; (0;) = HVi, avec V; =X, sii#j, et V; =0,
iel

qui est visiblement un ouverts élémentaires de X, donc un ouvert de X. O]

Proposition. 1.58. La topologie produit T, = [[,c; Ti est la topologie la moins fine qui rend

toutes les projections p; : X = [L.c; Xi = X continues.

iel
Démonstration. Soit T une topologie sur X rendant chacune des projections p; continue.

Soit O; un ouvert de X;, alors

pj—l(Oj):HV;, avec V; =X, sit# 3, et V; =0y,

el
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est un ouvert de 7. Les ouverts élémentaires sont des intersections finies de ce type d’ouverts,

donc appartiennent aussi a 7. Il en résulte que 7 contient la topologie produit.
O

Proposition. 1.59. Soit X = [[..;X; un espace topologique produit. Soit X' un autre

iel
espace topologique. Une application [ : X' — X est continue si et seulement si chacune de

ses composantes f; = p;o [ : X' — X; est continue.

Démonstration. =) Si f est continue, alors f; est continue, pour tout i € I, car p; est
continue ( p; o f transitivité de la continuité).

<) Siles f; sont toutes continues et si O = [[,.; O; est un ouvert élémentaire, on a

FHO) = (e (00) = () w0 H(0:) = [V £71(00).
iel iel iel
Cet ensemble est une intersection d’ouverts tous égaux a X sauf pour les ¢ appartenant a
une partie finie J de I. Alors f~1(0) = ;. f; "(O;) qui est ouvert. Et puisque un ouvert

de X est réunion d’ouverts élémentaires, son image réciproque par f est un ouvert de X.

]

1.6.1 Applications ouvertes et fermées.

Soient (X, Tx), (Y, Ty) deux espaces topologiques, et f : X — Y une application. L’image
f(V) d'un ouvert (resp. d'un fermé) de X n’est pas nécessairement ouverte (resp. fermée)
dans Y , méme lorsque f est continue. En effet, si X = Y = R muni de la topologie usuelle
et si f(x) = 2, alors f est continue et f(] —1,1[) = [0, 1] n’est ni ouvert ni fermé de R. On

donne d’ailleurs un nom aux applications ayant de bonnes propriétés d’image directe.

Définition 1.28 (Applications ouvertes et fermées ). Soient (X, Tx), (Y, Ty) deuz es-

paces topologiques, et f: X — Y une application.
1. On dit que f est ouvert si l'image par [ de tout ouvert de X est ouvert dans Y.

2. On dit que f est fermé si ['image par f de tout fermé de X est fermé dans Y.

Exemple 1.25. 1. L’application identité d’un espace topologique est ouverte et fermée.

2. SiY est un espace topologie discret, tous les applications de X dans Y sont fermées et

ouvertes.

Proposition. 1.60. Soient (X, Tx), (Y, Ty) deux espaces topologiques, et f : X — Y une
application. Alors, pour tout A € X on a :
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O
o

1. f est une application ouverte < f(A) C ( ).

2. [ est une application fermée < f( ) C f(A).

Démonstration. Soit f: X — Y une application.

1. =) : Supposons que f est ouvert, donc f ( ) est ouvert dans Y. Par conséquent,

0 o — o e
f(A) C f(A) (car AC A), donc f(A)= f(A) Cf(A).
o

<) : Supposons que f(A) Cf(A) et soit A un ouvert de X, alors

o

o ~ =

f(A) = f(A) Cf(A),

—~~
et donc f(A) =f(A) ce qui montre que f est ouvert.

2. =) : Supposons que f est fermé. Soit A une partie de X, alors f(A) est un fermé de

Y et on a f(A) C f(A), don f(A) C f(A).
<) : Supposons que f(A) C f(A) et soit A un fermé de X, alors f(A) C f(A) = f(A),

donc on a f(A) = f(A). Par conséquent, f(A) est un fermé de Y, alors f est fermé.

]

Proposition. 1.61. Soient (X, Tx), (Y, Ty) deux espaces topologiques, et f : X — Y une
application. Alors, pour tout A€ X, B€Y ona :

——
=f~(B).
2. f est une application continue fermée < f(A) = f(A).

1. f est une application continue ouverte < f~'(B )

Démonstration. 1. =) : Supposons que f est ouvert et continue. Donc, on obtient

d’aprés la proposition (1.54). D’autre part, puisque f~(B) est un ouvert dans X alors

—
f(f~1(B)) est ouvert dans Y (car f ouvert). Par conséquent

(o} o

—— — o
FUH(B)) Cf(f7H(B) CB,
d’ou

fU(B)C f(B).
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. ——
<) : Supposons que f~'(B) =f"(B) donc f est continue (voir la proposition(1.54)).
De plus, si B un ouvert de X on obtient

o o

—_—~ A

B=BCt'(f(B)= f'(f(B)),

f'/o\‘\
et doncf(B) Cf(B). Ainsi, f(B) est ouvert d’ou f est ouvert.

2. Ceci résulte de la proposition précédente et de la proposition (1.53).

]

Proposition. 1.62. Chaque projection canonique p; : X — X; de l’espace topologique produit

X =L, Xi sur un de ses facteurs est une application ouverte.

Démonstration. Le résultat en découle immédiatement, I'image, par la projection p;, d'un
ouvert élémentaire, est évidemment un ouvert de X;.

]

Remarque 1.26. Les projections canoniques ne sont pas en général des applications fer-
mées. En effet, il suffit de considérer l’ensemble F = {(z,y) € R?,xy = 1}, alors F est un
fermé de R?, mais par exemple, la premiére projection canonique de F' sur R? est R* qui est

ouvert non fermé dans R.

Proposition. 1.63. Soient (X, Tx) espace topologique, et A C X. Alors l'injection canonique
ja: A — X définie par j(a) = a pour a € A, est ouverte (fermée) si et seulement si A est

ouvert (fermé).
Démonstration. Soit j, ouverte et U un ouvert de A alors j4(U) = U = O N A est ouvert

dans X si et seulement si A est ouvert dans X. O

1.6.2 Homeéomorphismes.

Définition 1.29 (Homéomorphisme ). Soient (X, Tx), (Y, Ty) deuz espaces topologiques

et f:X —= Y une application.

1. On dit que f est un homéomorphisme de X sur Y si elle est bijective et si f et f=1

sont continues (On dit aussi quel est bicontinue).

2. On dit que les espaces topologiques X et Y sont homéomorphes ou bien topologiquement

équivalents s’il existe un homéomorphisme de X sur Y, et on le note par X =2 Y.
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Exemple 1.26. 1. L’application identique de (X,T) dans lui-méme est un homéomor-
phisme.
2. Soit X = {0, 1}, avec les topologies Ty = {0,{0,1},{0}}, T2 = {0,{0,1},{1}}. L’ap-
plication f X — X qui envoie 0 sur 1 et 1 sur O est un homéomorphisme.
3. Soit X =R et Y =] — 1, 1[ munis de la topologie usuelle. La fonction f: R —| —1,1]
. x
définie par f(x) =

1+ |z
homéomorphe.

est un homéomorphisme. Par conséquent, X et Y sont

Remarque 1.27. Une application continue bijective n’est pas nécessairement un homéo-
morphisme. Par exemple. Si X =Y = R et si Tx = P(R) la topologie discrete de R et si
Ty est la topologie usuelle de R, alors lapplication identique Ig : (R, P(R)) — (R, 7T,) est

continue bijective, mats n’est pas un homéomorphisme, car Iy U nest pas continue.

Proposition. 1.64. Soient (X, Tx), (Y, Ty) deux espaces topologiques, et f : X — Y une

application bijective. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. f est un homéomorphisme.
2. f est continue et ouverte.
3. f est continue et fermée.
4. f et f~1 sont fermées.
5. f et f~1 sont ouvertes.

Démonstration. Soit f: X — Y est bijective.

1. = 2.): Si f est homéomorphisme, alors f et f~! sont continues. Soit ¢ = f~*, donc pour
toute partie ouverte O de X, g71(0) = f(O) est ouvert de Y, d’ou f et ouvert.

2. = 3.) : Si f est continue et ouverte, soit F est fermé dans X, on a C’{;(F) = f(CL), puisque
f est ouvert, alors C’{;(F) est ouvert, et f(F) fermé.

3. = 4.) : Si f est continue et fermée, on a f bijective continue, alors f~! est fermée.
4.=5.):Si fet f~! sont fermées, de plus f est bijective, alors f et g = f~! sont continues,
d’ou f et f~! sont ouvertes.

5.= 1.) : Si f et f~! sont ouvertes, de plus f est bijective, alors f et ¢ = f~! sont continues,

d’ott f est homéomorphisme. O]

1.7 Exercices avec solutions.

Exercice 1.1. Soit X = {a,b,c,d}. Lesquelles parmi les collections de sous-ensembles sui-

vants déterminent une topologie sur X ? Justifier.

58



1.7. Exercices avec solutions.

1. @,X {a}, {b},{a,c},{a,b,c},{a,b},
2. 2,X,{a},{b},{a,b},{b,d},
3. 2,X,{a,c,d}, {b,c,d},

Solution 1.1. 1. Définit une topologie.
2. Ne définit pas une topologie, car {a} U{b,d} = {a,b,d} N’est pas dans la collection.
3. Ne définit pas une topologie, car {a,c,d}N{b,c,d} = {c,d} n’est pas dans la collection.

Exercice 1.2. Soit l’ensemble X = {a, b, c}, muni d’une topologie. Montrer que si les sin-

gletons {a},{b},{c} sont ouverts dans X, la topologie X est discréte.

Solution 1.2. [ faut montrer que toute partie de X est ouverte. Or une partie A est réunion

de ses singletons. Comme une réunion d’ouvert est ouvert, A est ouvert. Par exemple A =
{a,b} = {a} U{b}.
Exercice 1.3. Soit T la collection de parties de R contenant @, R et tout les intervalles de
la forme | — 00, al.

1. Montrer que T est une topologie sur R.

2. Déterminer les parties fermées de (R, T).

3. Donner les ensembles A et A telle que A =11,2].

4. Montrer que (R, T) n'est pas séparé.

Solution 1.3. Soit T = {@,R,] — o0, al,Va € R}.
1. Montrer que T est une topologie sur R.
(a) ,ReT.

(b) Soit | — oo, al,] — oco,bl€ T, donc | — oo, a[N] — 00, b]=] — oo, cle T, avec ¢ =

min(a, b).
(c) Soit] — oo, a;[,Vi € I une famille d’ouverts, alors
U] — 00, a;[=] — 00,ble T, avec b = supa,.

icl iel

Done (R, T) est un espace topologique.

2. Les fermés sont les compléments des ouverts donc, les fermés de T sont I, R et
Ll = [a, 400, Va € R.

3 A=[1,2]= @ et A =T1,2] = [1, +o0[.
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4. (R, T) nlest pas séparé, car 3 1,2, tel que YV € V(1),YU € V(2),] — oo, 1[C V NU.
Exercice 1.4. Soit X un ensemble non vide. On pose
T ={0}U{ACX, tel que Card(Cy) < +o0} .

1. Montrer que T est une topologie sur X.
2. Déterminer quels sont les parties fermées de X.
3. Soit A une partie de X, trouver A, ,(4)1, pour
(a) A est fini.
(b) A est infini.
4. Si X est fini, quels sont les ensembles fermés pour cette topologie.

Solution 1.4. 1. a)ll est clair que ),X € T, car Card(C¥) =0 < +o0.
b) Soit A, B € T, avec C¢,CE sont finis, donc

Card(C{™B) = Card(C4 U CZ) < Card(C4) + Card(C{) < +oo.

Dou ANBeT.
¢) Soit (Ay)ier € T, avec C§' est fini Vi € I, donc

Card(CY < ™) = Card((C£*) < Card(Cy?) < +00,Yj € 1.
iel
D’ou Uie[ A, eT.
2. Les fermés sont les compléments des ouverts donc les fermés de T sont les parties
finies de X ou bien X.

3. (a) Soit A une partie finie de X, A = A, car A est fermé, /01: @ car c’est le seul

ouvert contenu dans A.

(b) Soit A une partie infinie de X, A =X, car c’est le plus petit fermé contenant A,
A= A si C4 est fini, et A= O si C4 est infini.

4. Si X est fini, tout partie A dans X est ouvert, car C¢ est fini, donc la topologie X est

discréte.

Exercice 1.5. Soient A, ={n,n+1,n+2,..},VneN et T ={0}U{A,,Vn € N}.
1. Montrer que (N,T) est un espace topologique.

2. Déterminer les fermés de ’espace topologique (N, T).
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3. Ecrire V(m), le voisinage de m € N.
4. Donner l’ensemble A telle que A = {7,24,39}.

5. Montrer que (N, T) n’est pas séparé.

Solution 1.5. Soient A, = {n,n+1,n+2,..},VneN et T = {0} U{A,,Vn € N}.
1. T est une topologie sur X, car
(CL) @,Ao =NeT.

(b) Toute réunion d’éléments de T est un élément de T, c-a-d : pour toute famille

{A,,Vn € I C N} de parties de T, on a

U A, =A,, €T, avec ny = inf n.
nel
nel

(c) Toute intersection finie d’éléments de T est un élément de T, c-a-d : pour toute

famille {A,,,Yn € I C N, I fini} de parties de T, on a

ﬂ A, =A,, €T, avec nyg = max n.
nel fini
nel

2. Les fermés de l’espace topologique (N,T) sont les parties F,,,n € N, dans N tel que

CEr est ouverte, donc
F,=Cdn = cfrrttni2ed — 1912 n—1}, neN
et
Fy=Clo =ttt — ol =y
3. V(m) est un voisinage de m € N si 3A,,, tel que m € A,, C V(m), donc
A, CcV(m),n <m.

o

4. ;1:7{7221,?9}: &, car A n’est pas un voisinage de 7,24, et 39.
5. Soient 1,3 € N, et VV € V(1),YU € V(3) on a VNU D Az # 0, donc (N, T) n’est pas
séparé.
Exercice 1.6. Soient X =)0, +oo[ et T = {0} U {0, =], +oo[,a € R, }.
1. Montrer que T constitue une topologie sur X.

2. Déterminer les fermés de l’espace topologique (X, T).
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3. Donner (sans démonstration) AetA pour A =]0,1[, A= [2,400[, et A =N*.

4. Montrer que (X,T) n'est pas sépareé.

Solution 1.6. Soient X =]0, +oo[ et T = {0} U {0, =], +o0[,a € R} }.
1. T est une topologie sur X, car :
((Z) @,X = 90 eT.
(b) Toute réunion d’éléments de T est un élément de T, c-a-d : pour toute famille
{0,,,7 € I} de parties de T, on a

U@ai =|ay, +oole T, avec apy = inf o; > 0.
Dyt iel

(¢) Toute intersection finie d’éléments de T est un élément de T, c-a-d : pour toute

famille {0,,,1 € I fini } de parties de T, on a

ﬂ 0., =], +ool€ T, avec ap = max «a; > 0.
i€l fini
1€l fini

2. La partie I € X est fermée si et seulement si le complément CE € T, donc les fermés

de Uespace topologique (X, T), sont &,X et |0, ], 5 > 0.
3. (a) Si A=]0,1[, alors A= @, A =]0,1].
(b) Si A= 2,400, alors A=]2, +oc[, 4 = X.
(c) Si A=N* alors A= g, A=X.

4. (X, T) n'est pas séparé, car 31,2 € X tel que
YV e V(1),YW € V(2),]2,4o0[CVNW # &.

Exercice 1.7. Soient X =[0,1[ et T = {0, = [0,[,0 < o < 1}.
1. Montrer que T constitue une topologie sur X .
2. Déterminer les fermés de l’espace topologique (X,T).
3. Soit A = [a,b] C [0,1], trouver A et A.
4. Montrer que (X, T) n'est pas sépareé.

Solution 1.7. Soient X =1[0,1[ et T = {0, = [0,[,0 < o < 1}.
1. T est une topologie sur X, car :

(0,) @z@oeT,X:(%ET.
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(b) Toute réunion d’éléments de T est un élément de T, c-a-d : pour toute famille

{0, = [0, ;],i € I} de parties de T, on a

U@al =1[0,a0l€ T, avec oy = inﬁai.
1€

el

(¢) Toute intersection finie d’éléments de T est un élément de T, c-a-d : pour toute

famille {0,, = [0,«;[,i € I fini } de parties de T, on a

ﬂ 0o, = [0,0[€ T, avec ap = max «a; > 0.
i€l fini
i€l fini

2. La partie I € X est fermée si et seulement si le complément CE € T, donc les fermés
de Uespace topologique (X, T), de la forme [3,1[,0 < g < 1.

3. SiA=a,b] C[0,1[, A est le plus petit fermé contenant A, donc A = [a, 1[. De méme,
/01 est le plus grand ouvert contenu dans A, donc si a # 0, ;1: Detsia=0, fOl: 0, b].

4. Cette topologie n’est pas séparée. Soient en effet x,y € [0, 1], x < y. Tout voisinage de

y contient [0, x], donc rencontre tout voisinage de x.

Exercice 1.8. Soit (X, T) un espace topologique ; pour A, B C X, on pose

o

a(A) :i et B(A) = A

1. Montrer que A C B = «a(A) C a(B) et f(A) C B(B).

[ _ /-/O\ o
Montrer que a(A) = B(A), B(A)= a(A).
Montrer que A ouvert entraine A C a(A) et A fermé entraine 5(A) C A.

Montrer qu’on a toujours a(a(A)) = a(A) et B(B(A)) = B(A).

Soient A et B deux ouverts dans X. Montrer que si AN B = &, alors on a a(A) N
a(B) = o.

6. On pose maintenant, a(A) —4 et B(A) =

(a) Montrer que la famille T, = {a(A), A € P(X)} est une topologie sur X.

(b) Montrer que la famille F = {$(A), A € P(X)} est l’ensemble des fermés d’une
topologie T, sur X.

Solution 1.8. Soient a(A) =A et B(A) = A.

1. ACB= (ACBet IZCé) alors (ACB et AcC i}) d’ou a(A) C a(B) et B(A) C
B(B).
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J— o o

o o

2. On aa(A)=A=(A)=p(A), et EZE):E: oz(/ol)

3. OnaAC A alors ACA= a(A), donc A ouwvert = A=AcC a(A) et on a AC A alors
A= B(A) C A, donc A fermé = B(A) C A.

o

4. On a a(A) est ouvert, donc a(A) =AC A, alors

(o}
(o} —_

—~~ o
a(A) =a(A)CA= a(a(A)

~—

Y

de plus, d’apres 2) et 3), on a a(A) = B(A) C A, d’ou a(a(A)) C a(A).
Pour la deuziéme égalité, on a S(A) est fermé, d’apres 3), B(B(A)) C B(A), de plus,
d’apres 2) et 3)

Ac a(h) BD= A= 4(4) < B = B(3(4)).

5. Soient A et B deuz ouverts dans X. On a ANB = @, d’ou A C CF qui est fermé dans
X, donc on a A C CE. Par conséquent, on a ANB = @ et a(A)NB = @. On en déduit
que B C CQ(A) qui est fermé dans X, d’ott B C Cg(A). Donc on a a(B) C C;g(A), d’ot
a(A)Na(B) = 2.

6. Soient o(A) =4 et B(A) = A.

(a) On a a(X) =X=X€7Ta. Ona a(0) :(B: 0eT..
Soient a(A), a(B) € Ty, alors on a

o
o o

—~
a(A)Na(B)=AN B=ANB=a(ANB) € T,.
Donc T, est stable par intersection finie.
Soit a(A;)ier une famille d’éléments de T, d’aprés 1) on a pour tout i € I,
a(A;) C a(User Ai), d'ot U;ep a(Ai) C U, Ai). Par conséquent, d’apres 4),
on a

U e(4) = Ja(a(4) € all a(Ai) < | Ja(4s),

i€l i€l iel iel
d’ot on a J,c; (Ai) = a(U;e;a(4i)) € To. Donc T est stable par réunion
quelconque. Donc T, est bien une topologie sur X.
(b) On a B(X) =X =X est fermé dans F. On a B(0) =0 = O est fermé dans F.
Soient (A), B(B) € F, alors on a

B(AYUB(B)=AUB=AUB = 3(AU B) est fermé dans F.
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Donc F est stable par réunion finie.
Soit B(A;)ier une famille d’éléments de F, d’aprés 1) on a pour tout i € I,
B((Mies Ai) C B(A:), d'ott B((N;er Ai) C ies B(Ai). Par conséquent, on a

(B(A) C B B(A)) € () BBA)) =[] B(A),

i€l i€l i€l iel
d’ot on a (V,c; B(Ai) = B(Niey B(Ai)) owvert dans F. Donc F est stable par
intersection quelconque. Donc F est bien [’ensemble des fermés d’une topologie
T sur X.
Exercice 1.9. Dans (R, T,), soit A= ([0,1[U]1,2]) U {3} U (QN[4,5]) une partie de R.
1. Calculer Uintérieur et [’adhérence de [4,5] N Q.

2. Montrer que les parties sutvantes

et;l.

o]

A? Z? 127 1047 z?
sont deux o deux distincts.

Solution 1.9. Soit A = ([0, 1{U]1,2]) U {3} U (QN[4,5]). Alors

[e)

P — o ) [ —
1. T4,5) N Q=[4,5] N Q= [4,5]NR = [4,5], et (QN[4,5]) = [4,5].

o

- o o

2. A=]0,1[U]1,2[, A = [0,2], A=]0,2[, A = [0,2] U {3} U [4, 5], A=]0, 2[U]4, 5[, A = [0,2] U

[4,5]. Les 7 ensembles considérés sont deux & deux distincts.

Exercice 1.10. Soient (X,T) un espace topologique, et A, B deux parties de X.

. Montrer que si x € Is(A), alors x € Is(A).

~

2. Si X est séparé, montrer que (A) = A’ et A" est fermé dans X. En déduire que
(A" Cc A.

P o

3. Montrer que Fr(A) C Fr(A), Fr(A) C Fr(A) et donner des exemples ou ces inclu-

stons sont strictes.
4. Montrer que, A est fermé dans X < Fr(A) C A.

5. Montrer que, A est ouvert dans X < Fr(A)NA=@.

o

—
6. Montrer que, si A est ouwvert (ou fermé) dans X, alors Fr(A)= 0.

7. Montrer que, A est ouvert et fermé dans X < Fr(A) = 0.
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8. Montrer que Fr(AU B) C Fr(A)U Fr(B) et donner un exemple o‘u cette inclusion

est stricte.

Solution 1.10. Soit A une partie de X.

1. Six € Is(A), alors il existe un voisinage V de x dans X tel que VN A = {x}. Puisque
VNA#@ et VNACVNA, alors VN A= {x}, donc x est un point isolé de A.

2. Soit X est séparé, on a A C A, dou A" C (A). Inversement, soit x € (A), alors

pour tout voisinage ouvert V de x dans X, on a V \ {z} N A # @. On en déduit que
VA{z} N A # @, car V\ {z} est un ouvert de X, donc x € A'. Par conséquent,
Al = (AY.
De-plus, pour montrer que A" est fermé dans X, on montre que C;‘g/ est ouvert dans
X. Soit x € X, alors v € C{" si et seulement s’il existe un ouvert V de X contenant x
tel que VA= {z} ou VNA=@. Supposons z € C4, et soit y €V tel que y # .
Alors il existe un voisinage ouvert W de y dans X tel que x ¢ W et W C V. Alors on
aWNA=@a, doncy e Cq'. DouV CC4. donc C4" est ouvert dans X. Finalement
A’ est fermé dans X, alors A/ = A', et on a toujours (A') C A’ = A’

3. Par définition, on a Fr(A) = A— ;1, alors, puisque ,ZC%C Z,_on a(A— i) C(
d’ot Fr(A) C Fr(A). De-plus puisque AC A C A, on a (;1— ;1) C (A- ;1), d’ot

Fr(4) c Fr(A).

Dans (R, T,) et A=Q, on a Fr(Q) = Fr(R) = &, FT(@) =Fr(@)=0 et Fr(Q) =

R.

4. On a Fr(A) = A— :Zlc A, si A est fermé dans X, alors A = A, d’ou Fr(A) C A.
Réciproquement, si Fr(A) C A, on a A :;1 UFr(A) le UA = A, dou A= A donc
A est fermé dans X.

5. Si A est ouvert dans X, alors A= A, d’ot Fr(A)NA = (A—A)NA = @. Inversement,
supposons Fr(A) N A = @. Comme on a A C A =y UFr(A), alors A CA. Donc A
est ouvert dans X.

[e)
o

—~ = o —
6. Si A est fermé dans X, d’aprés 4., on a Fr(A) C A alors Fr(A)CA, et Fr(A) = A— A

o N — ° ——
or on a Fr(A)N A=0=Fr(A) N A= 0, d’ou Fr(A)= 0.

St A est ouvert dans X, alors on a

Fr(A)=A— A=A - A=ANC4
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On déduit que

7. D’apres 4. et 5. on a, A est ouvert et fermé dans X < Fr(A)NA=a AN Fr(A) C A
& Fr(A) =0.

8. Soient A, B C X, alors

Fr(AUB) = (AUB)nc{?
= (AUB)n (c;gmc;g)

= (Zmo_Qmo_g) U (En@mc_g)
<ch_§>u<§mc_§>
= Fr(A)UFr(B).

Dans (X,R) muni de la topologie usuelle et A = Q, B = C2, on a Fr(AU B) =
Fr(R) =10 et Fr(A) = Fr(B) =R.

Exercice 1.11. Soient X1, Xy deux espaces topologiques et A C X1, B C Xy. Déterminer la
frontiere de A x B.

[e)

. . Y 3 =Y /_M o o
Solution 1.11. Puisque A X B=A X B et A X B=A x B, alors :

Fr(Ax B) = AxB—Zi?,
-~ AxB- Ax B
Blufa<(p-5)].

=[<)
[

x B U [A x Fr(B)].

Exercice 1.12. Soient (X, T) un espace topologique et A, B C X. Montrer que si A est un
owvert de X et AN B =0, alors AN B = (), mais que AN B n’est pas nécessairement vide.

Solution 1.12. Supposons lUinverse, AN B # 0, c’est-a-dire, il existe v+ € A et v € B,
comme A est un ouvert, alors A € V(x), puis x est point adhérent a B, par définition, on a
AN B #0, dou la contradiction car AN B = 0. AN B n’est pas nécessairement vide, par
ezemple : dans (R,Ty), on a A =0,1] et B =]1,2], alors ANB =0 = AN B = {), mais
ANB=[0,1]N[1,2] = {1} #0.
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Exercice 1.13. Soient A, B et C' des parties d’un espace topologique X vérifiant A C BNC'.

Montrer que si A est ouvert (resp., fermé) a la fois dans B et C, il est ouvert (resp., fermé)

dans BUC.

Solution 1.13. Supposons A ouvert dans B et dans C. Il existe des ouverts V et V' de X
tels que A=V NB=V'"NC. On a alors

(VnV)Nn(BUC)=(VnNnBNVHU(VNV' NC)=AUA=A,

comme VNV est un ouvert de X, cela prouve que A est ouvert dans BUC'. Le raisonnement

est identique lorsque A est fermé dans B et dans C'.

Exercice 1.14. Soient (X,7T) un espace topologique, A C X muni de la topologie induite
par celle de X, et B un sous-ensemble de A. Montrer que si B est dense dans A et A est

dense dans X, alors B est dense dans X.

Solution 1.14. Soit B4 l'adhérence de B dans A, on a A= B, = BNA, dou AC B.
Or on a A=X, donc B=X, i.e. B est dense dans X.

Exercice 1.15. Soient X un espace topologique séparé, /\ la diagonale de X x X (c’est-a-dire

Uensemble des (x,x) ot x parcourt X). Alors I\ est fermé dans X x X.

Solution 1.15. Montrons que C}?xx est ouvert dans X x X, c’est-a- dire voisinage de chacun
de ses points. Soit (z,y) € X x X. Si (x,y) ¢ A\, on a x # y. Puisque X est séparé, il existe
des voisinages disjoints V., W de z,y. Alors V- x W est un voisinage de (x,y) dans X x X,
et V. x W est disjoint de A\, c’est-a-dire contenu dans O}‘?xx- Ainst, C’QXX est voisinage de

(z,y), dou C}?xx est ouvert, donc A\ est fermé.

Exercice 1.16. Soit X =[]
de X. Montrer que l’ensemble des points b = (b;,i € I) de X tels que b; = a; sauf pour un

e1 X un espace topologique produit, et a = (a;,i € I) un point

nombre fini de valeurs de 'indice i € I, est dense dans X.
Solution 1.16. Soient © = (x;,i € I) et a = (a;,i € I) des points de X. Soit I'ensemble
S ={b=(b,iel)b;=a; sauf un nombre fini de l’indice i € I}

dans X, et V un voisinage de x. Alors V' contient un ouvert élémentaire [[,., V;, V; voisinage
ouvert de x; dans X; et V; = X, sauf pour un nombre fini de valeurs de l'indice 1 € I. Soit

I, C I ’ensemble des i € I tels que V; # X,
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C’est un ensemble fini. Soit b= (b;,i € I) € S le point de X défini par

x; sii€ Iy,

a; siig¢CP

bi:

Visiblement, b € [[,c, Vi C V, et b; = a; sauf pour un nombre fini de valeurs de l’indice
icl, doncVNS#a, alors S =X, ce qui prouve le résultat annoncé.
Exercice 1.17 (Espace de Sierpinski). Soient X = {0,1} et T = {2, {1},X}.
1. Montrer que T est une topologie sur X.
Quel les sont les suites dans X qui convergent vers 0 ¢

quel les sont celles qui convergent vers 1 ¢

dans un espace topologique arbitraire, quelles sont les parties dont la fonction indica-

trice, a valeurs dans X, est continue ¢

Solution 1.17. 1. T contient @ et X et, puisqu’elle ne contient qu’une seule autre partie,
elle est stable par intersections(en particulier par intersections finies) et par réunions.

C’est donc une topologie sur X.
2. Toute suite dans X converge vers 0 puisque X est le seul voisinage de 0.

3. Une suite (x,) converge vers 1 si et seulement si {1} (seul voisinage de 1 a part X)

contient tous les x,, a partir d’un certain rang.

4. 1,1(2) = @ et 1,1(X) = Y sont toujours des ouverts de Y, donc 14 est continue si et

seulement si 1,7 ({1}) = A est un ouvert de Y.

Exercice 1.18. Soit X un espace topologique séparé.

1. Soit {x1,...,x,} une famille finie d’éléments deux a deux disjoints de X. Montrer qu’il
existe, pour chaque i (1 < i < n), un voisinage V; de x;, les V; étant deux & deux

disjoints. Cette propriété subsiste-t-elle pour une famille infinie d’éléments de X 7

2. Montrer que toute partie finie de X est fermée.

Solution 1.18. 1. La propriété est vraie pour n = 2, d’aprés la définition méme d’un
espace séparé. Supposons-la vraie pour n < p, et soient {1, ...,xp11} une famille de
p+1 points deux a deux distincts de X. D’apres l'hypothese de récurrence, pour 1 < i <
p, il existe un voisinage W; de x;, les W; étant deux a deux disjoints. Puisque x; # Tpi1,

il existe un voisinage U; de x; et un voisinage Z; de x,41 vérifiant U; N Z; = &. Pour
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1<e<p, Vi =W;NU; est un voisinage de x;, et Vi1 = Mi<i<pZ; un voisinage de
Tpi1, et on vérifie aisément que les V;, avec 1 < j < p+1, sont deuz & deux disjoints.
La propriété ne subsiste pas en général pour une famille dénombrable de points deux
a deux distincts : prenons par exemple X = R, xq = 0 et, pour tout n > 1,x, = %
Tout voisinage de xy contient une infinité de points x, distincts, donc ne saurait étre

disjoint des voisinages de ces points.

2. Soit F = {x1,...,x,_1} une partie finie de X, les x; étant deux a deux distincts. Soit
z, € CF. D’apres la question précédente, il existe des voisinages respectifs Vi de xy,
Vy de xo,..., V,, de x, deuz a deux disjoints. Donc V,, C CE | ce qui prouve que CL est

ouvert, ou encore que F' est fermé.

Exercice 1.19. Soit (u,,n € N) une suite dans un espace topologique X. On note E =
{u,,n € N} lensemble des points de cette suite. Montrer que l’adhérence E de E est la

réunion de E et de l’ensemble des valeurs d’adhérence de (u,,n € N).

Solution 1.19. Notons ad(u,) l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,,n € N).

Nous avons

ad(uy,) = ﬂ {tm, m > n}.

neN
Cela prouwve que ad(u,) C E. On a bien sir aussi E C E, et par suite (ad(u,) U E) C E.
Réciproquement, soit x € E et (v,,n € N) une suite d’éléments de E qui converge vers x.
On pose V- = {v,,n € N}. Nous allons considérer séparément deuz cas, selon que V est
fini ou infini. Supposons U'ensemble V' fini. La suite (v,) est donc constante a partir d’un
certain rang et, pour n assez grand, nous avons v, = x, donc x € E. Supposons [’ensemble
V infini. 1l existe une application f de N vers N telle que Vn € N,v,, = uy,). On cherche
a construire une suite extraite de (v,) qui soit aussi une sous-suite de (u,), c’est-a-dire
une fonction strictement croissante @ de N vers N telle que f o v soit aussi strictement
croissante. On définit ¢ par récurrence. On pose p(0) = 0. On suppose p(n) déterminé tel
que p(n) > p(n—1) et fop(n) > fop(n—1). Puisque V est infini, l'ensemble f(N) est infini
et en particulier l’ensemble {p € N, f(p) > fow(n)} est infini. On choisit dans cet ensemble
un élément, noté (n + 1), tel que p(n+1) > ¢(n). On a bien fop(n+1) > fop(n). La
suite Vy(n) ainsi obtenue est extraite de la suite (u,) et converge vers x, ce qui prouve que

x € ad(uy,).

Exercice 1.20. Soit A = {% + %,mm € N*} dans la topologie (R, T,).
1. Calculer sup(A) et inf(A).
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2. Soit p € N*. Déterminer € > 0 pour que lintervalle ] i T & — ¢[ ne soit pas vide.

Montrer qu’alors il ne contient qu’un nombre fini de points de A.
3. Trouver tous les points d’accumulation de A.

4. La partie A de R est-elle ouverte ? est-elle fermée ?.

Solution 1.20. Soit A= { + L n,me N*}.
1. On asup(A) =2 et inf(A) = 0.

. ‘ : 1
2. Un calcul simple montre que ](p—l-l) +e,- — €| si et seulement si e < T
Soient n,m € N* tels que (p+1) +e< %%— % < % — ¢. La seconde inégalité montre

1 1
que%<get—<5,

yte<ig —|— (p+1 donc m < —, et de méme n < <. En résumé, les entiers m et

donc que m > p+1 et n > p + 1. La premiére donne alors
(p+1
n doivent appartemr a Uintervalle [p + 1, %[ Le couple (m,n) ne peut donc prendre

qu’un nombre fini de valeurs.

3. Tout point d’accumulation x de A vérifie, d’aprés la question 1, 0 < x < 2. De plus,

x ne peut pas appartenir a un intervalle de la forme ]ﬁ,

+¢€, = —5[ soit un voisinage de x, ce voisinage ne

]l?[, avec p € N*, car il

existerait alors un € > 0 tel que ]( =y
contiendrait, d’apres 2, qu’un nombre ﬁm d’éléments de A, ce qui contredirait le fait
que x est point d’accumulation de A. On voit de méme que x ne peut pas appartenir
a Vintervalle ]1,2]. Seuls peuvent donc étre points d’accumulation de A [origine 0
et les points de la forme ]13, avec p € N*. On vérifie immédiatement que chacun de
ces points est effectivement point d’accumulation de A : % et 0 sont en effet limites
des suites strictement décroissantes de points de A, (% + %,n € N¥), et (%,n € N%),

respectivement.

4. La partie A n’est pas ouverte car si elle I’était, il existerait un intervalle ouvert non
vide dont tous les points seraient points d’accumulation de A. Elle n’est pas non plus

fermée car origine O appartient a A, mais pas a A.

Exercice 1.21. Soit f : X — (Y, Ty) une application d’un ensemble non vide X dans un

espace topologique Y. Soit T la famille des images réciproques par f des ouverts de Y.i.e
T={0,0=f"'U),U€Ty}.
Montrer que T est la famille des ouverts d’une topologie sur X.

Solution 1.21. 1. La partie vide & et Y étant des ouverts de'Y, leurs images réciproques,

qui sont @ et X, sont éléments de T .
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1.7. Exercices avec solutions.

2. Soit O1,04 deux d’éléments de T. Alors il existe des ouverts Uy,Uy de Y tel que
01 == fﬁl(Ul),OQ = fﬁl(Ug). on a

O1NO0; = fHU)NfH(U) = 1 UL N2,

comme Uy MUy est un ouvert de Y (intersection d’ouverts de Y ), donc O; N Oy € T.

3. Soit (O;,1 € I) une famille d’éléments de T . pour chaque i € I, il existe un ouvert U;
de Y tel que O; = f~1(U;). on a

Yo =Ur'wy=r"Ju
i€l i€l iel
comme | J,c; Ui est un ouvert de Y (réunion d’ouverts de'Y), donc |J;c; O; € T.

Nous avons montré que T vérifie les aziomes des ouverts. c’est donc bien la famille des

ouverts pour une topologie sur X.

Exercice 1.22. Soient (X,7T) un espace topologique, A une partie de X, et 14 : X — R la

fonction caractéristique de A définie par :

1 sixzeA,

0 sizg¢A

1A(ZL‘) =

1. Pour tout sous-ensemble ouvert I de R, trouver [image réciproque de I par 14.

2. Montrer que 14 : X — R est continue < A est a la fois ouvert et fermé dans X.

Solution 1.22. Soit 14 : X — R, définie par : 14(x) =1 siz € A, et 14(x) =0 six ¢ A.

1. Pour tout sous-ensemble ouvert I de R, on a :

(

g sil¢éIN0¢],

o X stlelINnDel
1,4(]):
A silEI/\O@éI

Cg silgIn0el

2. 14 est continue sur X < 1,1 (I) est ouvert dans X pour tout ouvert I de R < &, X, A

et C4 sont ouverts < A est ouvert et fermé.

Exercice 1.23. Soit f une application continue injective sur un espace topologique X dans

un espace topologique séparé Y. Montrer que X est sépareé.
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1.7. Exercices avec solutions.

Solution 1.23. Soient x,y des points distincts de X et f : X — Y une application injective
continue. Puisque f est injective, on a f(x) # f(y). Comme Y est séparé, il existe un
voisinage V' de f(x) dans Y et un voisinage W de f(y) dans Y tels que VW = &. Alors
YV et f7Y(W) sont des voisinages disjoints de x et y dans X. Donc X est séparé.

Exercice 1.24. Soient X et Y deux espaces topologiques quelconques, f : X — Y wune

application continue et A, B deuz parties de X ayant méme adhérence. Montrer que f(A) =
f(B).

Solution 1.24. f(A) = f(B) (car A= B) et f(B) C f(B) (car f est continue) donc f(A)
est inclus dans le fermé f(B), donc f(A) C f(B). Idem en intervertissant A et B, d’ot
[’égalité.

o
&h

Exercice 1.25. Soient f et g deux applications continues sur un espace topologique X et a

valeurs dans R (topologie usuelle).
1. Montrer que l’ensemble A = {x € X,1 < f(x) < 2} est ouvert.
2. Montrer que l'ensemble B = {x € X, f(z) < g(z)} est fermé.

Solution 1.25. 1. Comme f est continue et que l'intervalle |1,2] est ouvert dans R, il
suit que A = f~1(]1,2]) est ouvert dans X.

2. On a clairement B = {r € X, f(z) — g(z) €] — 00,0]} = (f —g) ' (] — 00,0]). Or f, g

continues implique que f — g est continue. Comme | — 00, 0] est fermé dans R, il suit

que B est fermé dans X.

Exercice 1.26. Soient [ et g deux applications continues sur un espace topologique X et a

valeurs dans un espace topologique séparé Y .
1. Vérifier que l'ensemble A = {x € X, f(x) = g(x)}, est un fermé de X.

2. Si f = g sur une partie dense dans X, alors f = g sur X.

Solution 1.26. 1. On va montre que Cy est ouvert dans X. Soit y € C¢ alors f(y) #
g(y). Puisque Y est séparé ils existent des ouverts U,V dans Y tels que f(y) € U,
gly) e VetUNV =0. Doncy € f~1H(U)N g Y V) est un ouvert dans X, car f,g
sont continues et U,V sont ouverts dans Y. De plus Uouvert f~(U)N g~ (V) C C4
qui entraine que C% est ouvert et donc A est fermé.
2. Soit B une partie dense dans X telle que pour tout x € B, on a f(x) = g(x). On en
déduit que B C A. Par conséquent, on a X = B C A, d'ou X = A (d’aprés 1. A est
fermé). Autrement dit, on a f = g sur X.
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1.7. Exercices avec solutions.

Exercice 1.27. Soient X,Y et Z trois espaces topologiques, et f : X =Y, g: Y — Z des

applications.

1. Montrer que si f et g sont ouvertes (resp., fermées), alors g o f est ouverte (resp.,
fermée).
2. Montrer que si g o f est ouverte (resp., fermée) et si g est injective et continue, alors

f est ouverte (resp., fermée).

3. Montrer que si go f est ouverte (resp., fermée) et si f est surjective et continue, alors

g est ouverte (resp., fermée).

Solution 1.27. 1. Pour toute partie A ouverte (resp., fermée) de X, on a go f(A) =

g(f(A)) est ouverte (resp., fermée). On en déduit immédiatement le résultat annoncé.

2. Supposons g injective. Alors pour toute partic A de X, f(A) = g Y(go f(A)). Si de
plus g est continue et g o f ouverte (resp., fermée), pour toute partie ouverte (resp.,
fermée) A de X, go f(A) est ouvert (resp., fermé), ainsi que son image réciproque par

g, donc f(A) est ouvert (resp., fermé).
3. Supposons f surjective. Alors pour toute partie B de Y, g(B) = go f(f~Y(B)). Un

raisonnement analogue a celut de la question précédente permet alors de conclure.

Exercice 1.28. Soit f : X — Y une application d’un espace topologique X dans un espace
topologique Y. Soient A et B deux parties de X telles que AU B = X. Sotent fa et fg les
restrictions de f a A et B.

Montrer que si A et B sont ouverts (resp. fermés) la continuité de f4 et de fp entraine celle

de f.

Solution 1.28. Si A et B sont des ouverts de X et U un ouvert de Y, f~Y(U) = f,'(U) U
5t (U), mais ' (U) est un ouvert de A, c’est-a-dire un ouvert de X contenu dans A, et
de méme f5'(U) est un ouvert de X contenu dans B. Par suite, f~Y(U) est ouvert comme
réunion de deux ouverts. Le raisonnement est analogue si A et B sont fermés, en remplacant

U par une partie fermée de F.

Exercice 1.29. Soit f : R — R une application. On appelle graphe, épigraphe et typographe
de f les parties G,GT et G~ de R?,

G = {(z,y) eR*y= f(x)},
Gt = {(z,y) eRYy > f(2)},
G = {(z,y) eR%y < f(a)}.
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1.7. Exercices avec solutions.

1. On suppose f continue. Montrer que Gt et G~ sont des ouverts, et G un fermé de

R2. Déterminer G+, G—, Fr(G™"), et Fr(G™).
2. On suppose le graphe G de f fermé dans R?. Peut-on en déduire que f est continue ?

3. Plus généralement, soit f : X — Y une application continue d’un espace topologique X
dans un espace topologique séparé Y, et G = {(z,y) € X x Y,y = f(x)}, son graphe.
Montrer que G est fermé dans X x Y.

Solution 1.29. 1. L’application p : R* = R, p(x,y) =y — f(x) est continue car compo-
sée de (x,y) — (f(x),y) qui est continue puisque ses deux composantes le sont, et de

(x,y) — z —y, qui est continue puisque linéaire. Nous avons

G = ¢ '({0}),
G" = (Pil(]ou +OOD7
G- = 90_1(] - 0070[)7

ce qui prouve que G est fermé, G et G~ ouverts.

Tout voisinage d’un point (x,y) de G rencontre a la fois GT et G~, donc G C Fr(GT)N
Fr(G™). Comme G, G* et G~ forment une partition de R?, avec GT et G~ ouverts,
G=Fr(G")=Fr(G7),Gr=GtUG, G- =G UG.

2. Non, f n’est pas nécessairement continue. Considérons par exemple la application

0 st x =0,
flz) =
b six#0.
FElle n’est pas continue a l'origine. Son graphe G est réunion de Gy = {(x,y) €

R? xy = 1}, qui est fermé puisque image réciproque de {0} par Uapplication conti-
nue (x,y) — zy — 1, et du singleton Gy = {(0,0)}, qui est fermé puisque R? est

séparé. Le graphe G est fermé puisque réunion de deux fermés.

3. L’application ¢ : X x Y — X x Y, (z,y) — (f(z),y), est continue car ses deux
composantes le sont. La diagonale N = {(y1,12) € X x Y, y; = y2} est une partie
fermée de X x Y, on wvoit en effet qu’exprimer que son complémentaire est ouvert
équivaut & exprimer que Y est séparé (voir Ezercice 1.15). Le graphe G de f n’est

autre que p~H(A\), il est donc fermé.
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Chapitre 2
Espaces métriques.

Les espaces métriques forment une sous-classe trés importante d’espace topologiques

n

particuliers ot les ouverts sont définies a ’aide d’une distance. Le terme " métrique" vient

du grec metrikos, signifiant " qui peut étre mesuré ".

2.1 Distance, Espace métrique.

Définition 2.1 (Espace métrique). Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est

une application :
d:XxX — R*
(z,y) — d(z,y)
possédant, pour tous x,y,z € X, les propriétés suivantes :
1. d(z,y) =0 & x =y ( propriété de séparation).
2. d(z,y) = d(y,z) ( propriété de symétrie).
3. d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire).

Muni de la distance d, X est appelé espace métrique, on note parfois un tel espace (X,d).

Le nombre réel positif d(x,y) est appelé la distance entre x et y dans X.

Définition 2.2 (Sous-espace métrique). Si A C X alors la restriction de d a A x A,

notée da, posséde les propriétés de distance ci-dessus. On dit que le couple (A,ds) est un

sous-espace métrique de (X, d).

Remarque 2.1. Pour montrer qu’un espace est métrique on doit vérifier les 3 conditions
ci-dessus. Les deux premiéres sont faciles, c’est l'inégalité triangulaire qui demande généra-

lement du travail.
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2.1. Distance, Espace métrique.

Exemple 2.1. 1. L’application d : R x R — R" définie par :
d(z,y) = |z —y[,Vz,y €R,

constitue une distance sur R, on Uappelle la distance usuelle de R et on la désigne

souvent par d,.

2. L’application d : C x C — R™ définie par :
d<21; ZQ) = |Zl - 22|avzla Z2 € Ca

constitue une distance sur C, on Uappelle la distance usuelle de C et on la désigne
souvent par d,,.

3. Dans K" avec K = R ou C, on peut alors définir plusieurs distances faisant in-
tervenir les distances entre les composantes. Pour deux éléments arbitraires de K",
= (21, ..., Ty) €ty = (Y1, ..., Yn), alors les applications suivantes

Z ‘xl yl’ d2 .CC y Z ‘xl y’L %7 et doo(x7y) = max |x2 - yl‘v

i€{1,2,...,n}
sont des distances sur K". La distance dy est appelée la distance euclidienne sur K™.

4. Soit X = R avec la distance usuelle d(z,y) = |z — y| et A = [a,b], avec a # b, alors
(A,da) ou da(z,y) = |x — y| pour tout x,y € A est un espace métrique. On peut

générer ainsi une infinité de sous-espace métriques de R.
5. La distance ¢ : R x R — R* définie par :
lsix#y
o(z,y) = { ,
0six=y
est appelée la distance discréte. L’espace métrique muni de cette distance est appelé
espace métrique discret.

6. Soit Cla,b] l’ensemble des fonctions continues sur lintervalle [a,b], et on définie sur
Cla, 0]
d(f,9) = max |f(t) = g(t)],

tela,b]

alors (Cla,b],d) est aussi un espace métrique.

7. Soit X = C([0,1],R) lUensemble des fonctions continues de [0,1] dans R. Pour tous

d(f,g) = /If x)|dz.

Alors d est une distance sur X.

f,g € X, on pose
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2.2. Boules dans un espace métrique.

8. SurR la fonction d(z,y) = | arctan(z)—arctan(y)|, ot arctan(+o00) = %, et arctan(—oo) =

_Tﬂ est une distance.

Proposition. 2.1. Soit (X, d) un espace métrique. La distance entre les distances est plus

petite que la distance, ie, pour tout x,y,z € X, on a
‘d(ﬂf, Z) - d(Z,y)‘ < d(a:,y)

Démonstration. D’aprés les propriétés de distance, on a d(z, z) < d(x,y)+d(z,y) et d(z,y) <
d(x,z)+d(z,y), doud(x,z)—d(z,y) < d(z,y) et d(z,y) —d(x, z) < d(z,y). Par conséquent,
on a |d(I,Z) - d(Z7y)| < d(l’,y)

[

2.2 Boules dans un espace métrique.

Définition 2.3 (Boules dans un espace métrique ). Soient (X,d) un espace métrique,

aceXetr>0.

1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r [’ensemble :
B(a,r) ={x € X,d(a,z) <r}.

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r ’ensemble :
B(a,r) = {r € X,d(a,r) <r}.

3. On appelle sphere de centre a et de rayon r [’ensemble :
S(a,r) ={r € X,d(a,x) =r}.

Remarque 2.2. 1. Notons que l'on a B(a,r) = B(a,r) U S(a,r).
2. Toute boule contient son centre et par conséquent est non vide.

3. 510 <r<s alors,
{a} C B(a,r) C B(a,r) C B(a,s).

4. Si dy,ds,....d, sont toutes des distances sur le méme espace X, alors on notera les

boules par rapport auz différentes distances par Bg,(a,7), Bg,(a,7), ..., By, (a,r).

Exemple 2.2. 1. 5i X =R avec la distance usuelle alors :
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2.2. Boules dans un espace métrique.

(a) Ba,r)={z eR,|la—z|<r}=la—ra+7]
(b) Bla,r) ={z €R,ja—z|<r}=[a—ra+r7]
(c) S(a,r)={zeR,la—z|=r}={a—r,a+r}.

2. Dans (X, ) Uespace métrique discret, soient a € X et r > 0, on a
(a) Si0<r <1, onaB(ar)=Blar)=1{a} et S(a,r) = 2.
(b) SiOr =1, on a B(a,r) = {a}, B(a,r) = X et S(a,r) = X — {a}.
(c) Sil<r, onaB(a,r)=B(a,r) =X et S(a,r) = 2.

3. Dans R? les boules de centre 0 et de rayon 1 ont la forme suivante :

‘—|—l J_I_J_ J_I_l

=
ks
'—'.
|
i
=
_|_
f—

—1 =1 —1
dl d? dx

Définition 2.4 (Parties bornées). Soient (X,d) un espace métrique et A une partie de

X. A est une partie bornée de X s’il existe une boule fermée B(a,r) de X contenant A.
Ve € A d(x,a) <.

Remarque 2.3. Compte tenu de la remarque ci-dessus sur les inclusions des boules, il
est clair que l’on peut remplacer la boule fermée par la boule ouverte. De plus l'inégalité
triangulaire entraine que le caractére borné de A ne dépend pas du choiz de a (avec un b il

suffit de remplacer r par ro = r 4 d(a,b) ).

Définition 2.5 (Suies bornées). Une suite (x,,), dans (X,d) est dite bornée si l’ensemble

{zn,n > 0} est borné dans (X, d).

Définition 2.6 (Fonctions bornées). Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique.

On dit qu’une fonction f: X — Y est bornée si son image f(X) est bornée.
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2.3. Distance entre deux parties et diamétre.

2.3 Distance entre deux parties et diamétre.

Définition 2.7 (Distance entre deux parties). Soit A et B deuz parties quelconques

d’un espace métrique (X, d). On appelle distance de A et B, et l'on note dist(A, B) la

quantité positive définie par

dist(A,B) = inf d(z,y).

r€AyeB

On a évidement

dist(A, B) = dist(B, A).

Si A = {a}, cette distance se nomme distance du point a a l’ensemble B et se note :
dist(a, B) = inf d .
ist(a, B) = inf d(a,y)

Remarque 2.4. 1. Sia € B on a évidement d(a, B) = 0.

1. Pour toutes parties A et B de (X,d) on a :
ist(A, B) = inf di B) = inf dist(A,y).
dist(A, B) inf dist(z, B) inf dist(A,y)

2. Si AN B # @ = dist(A, B) = 0. La réciproque de l'implication n’est pas toujours
vraie. Par exemple, on prend A = {0} C R et B = {
usuelle, on a d(A,B) =0, et ANB = .

> € N} dans la distance

3. dist(A, B) n’est pas une distance sur l’ensemble P(X) des partie de X. Par exemple
dist(A, B) = 0 n’entraine pas A= B. SiX =R, A=[0,2], B =[2,3], dist(A,B) =0
mais A # B.
Exemple 2.3. 1. Dans (R,d,), dist(a,Q) = 0 pour tout a € R.
2. SiA=0,{d(zr,a)} = D,a € & et donc dist(z, A) = inf{@} dans R. Soit m € R, m

est un minorant de & si pour tout x € &, m < x, et donc d(z,d) = +00.

Définition 2.8 (Diamétre d’une partie). On appelle diamétre d’une partie A de X, et

lon note par diam(A) ou 6(A), la quantité :

d(A) = sup d(z,y).

r,yeA

Remarque 2.5. On vérifie immédiatement qu’une partie A de X est bornée si et seulement

si son diameétre est fini.
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2.4. Topologie des espaces métriques.

2.4 Topologie des espaces métriques.

Soit (X, d) un espace métrique.

Définition 2.9 (Partie ouverte dans espace métrique). Une partie O C X est ouverte

si, pour tout point x € O, il existe une boule ouverte B(x,r) centrée en x et de rayon non

nul incluse dans O.
O est ouvert dans X < Vo € O,3r > 0, B(z,r) C O.

En particulier, la partie vide est ouverte.

Définition 2.10 (Voisinage d’un espace métrique ). Soit V, partie de X, V, est un

voisinage de v € X < Ir > 0 tel que B(x,r) C V.

Proposition. 2.2. 1. La boule ouverte B(x,r) est un ouvert.

2. La boule fermée B(x,r) et la sphére S(x,r) sont des fermés.

Démonstration. 1. Soit B(z,r) une boule ouverte et y € B(x,r). Alors d(z,y) < r. Soit
ry > 0 tel que 1, < r —d(x,y). Alors si z € B(y,r,) on a

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) <ry+dy,z) < (r—d(z,y) +dy,z)=r

Donc z € B(x,r). Ainsi B(y,r,) C B(x,r). Donc B(x,r) est ouvert dans X.
2. B(z,r) est fermé si et seulement si son complémentaire est un ouvert. Donc, montrons
que A(z,r) = CE(M) ={y € X,d(y,x) > r} est un ouvert. Si y € A(x,r) alors d(y,z) > r
et pour 0 < p < d(y,x) —r on a B(y,p) C A(x,r). Donc A(x,r) est ouvert.

Pour S(x,r), il suffit de noter que
S(z,r) = {a € X,d(x,a) <r}N{a € X, d(z,a) >r},

les deux ensembles étant fermés, S(x,r) est fermé.

Proposition. 2.3. Un ouvert de (X,d) est une union quelconque de boules ouvertes.

Démonstration. Soit O C X un ouvert et x € O. Comme O est ouvert, Vo € O,3r, > 0
tel que B(x,r,) C O. Posons V = |J,.o B(x,7;). Pour tout y € O on a y € B(y,r,) et
B(y,r,) C V. Donc y € V et on en déduit 'inclusion O C V. De plus, O contient toute les
boules B(y,r,) donc leur réunion. D’ott V' C O et par suite O = V.

O
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2.4. Topologie des espaces métriques.

Proposition. 2.4. Soit Ty la famille des ouverts dans X. Alors, Ty est une topologie sur

X telle que la famille des boules ouvertes est une base de cette topologie.

Démonstration. 1. T4 est une topologie car

(a) @,X € Ty.

(b) Soient O = J,c; O; et x € O. Alors Jiy € I tel que 20;,. Comme O, est ouvert
= Jr > 0 tel que B(z,7) C O;y = B(x,7) C U;c; 0i = O. Comme z € O était
quelconque = O est ouvert.

(¢) Soit z € O1NO,. Alors x € Oy et z € Oy. Comme O1, Oy sont des ouverts, il existe
ry > 0,79 > 0 tels que B(z,r) C Oq, B(x,13) C Os. Soit 7 = min(rq,r9) > 0.
Alors B(z,r) C O1 N Oy. Donc O N Oy est ouvert.

2. On a B(z,r) est un ouvert dans 7. De-plus, soit O € Ty, pour tout = € O, il existe

B(z,r,) C O. Par conséquent | J,., B(z,7,) D O et d’ou le résultat.
0

Définition 2.11 (Topologie associée a une métrique). La topologie Ty est appelée la

topologie associée a la distance d. Un espace métrique (X, d) sera toujours considéré comme

un espace topologique, muni de la topologie Ty.

Exemple 2.4. 1. sié est la métrique discrete, Ty est la topologie discréte. En-effet, pour
x dans X on a

B(z,r) ={z} C {z} avecr <1 et {x} € Ta.

2. Pour tout point v de X, (B(x, 1))nen+, forme un systéme fondamental dénombrable de

n

voisinages de x dans (X, d), et
1 *
B = {B(x,—),n e Nz EX},
n
est une base d’ouverts de (X, d).

Proposition. 2.5. Un espace métrique est séparé.

Démonstration. Soient x et y deux points distincts de X. Posons e = d(x,y), on a e > 0.
Les boules ouvertes U et V' de centres x et y, de rayon e/3, qui sont des voisinages de x et
y sont disjointes. En effet sl existait a € UNV, de d(z,y) < d(z,a) + d(a,x) on déduirait
e <e/3+e/3, ce qui est absurde.

O
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Définition 2.12 (Convergence de suites dans espace métrique). Soient (X, d) un es-

pace métrique et (x,), une suite de X. On dit que (x,,), converge vers | € X si et seulement
St

Ve > 0,3n. > 1,¥n > n. = x, € B(l,¢),
et on écrit lim,, o z,, = l. Autrement dit, la suite (x,,), converge versl € X si, et seulement

st, on a lim, 1o d(x,,1) =0 dans R.

Définition 2.13 (Suites bornées). Soient (X, d) un espace métrique et (x,,), une suite de

X. On dit que (x,), C X est bornée s’il existe a € X et r > 0 tels que d(a,z,) < r, Vn.

Exemple 2.5. Soit d la distance discret définit sur R. Si (x,,), converge versl dans (R, d),
alors

dng € Nyn > ng,z, = 1.

Par exemple, la suite (e™™), ne converge pas dans l’espace métrique discréte, mais (e™™),

converge vers 0 dans [’espace métrique usuelle.

Proposition. 2.6. Soit (X,d) un espace métrique et A C X.
1. x €A si et seulement s’il eziste r > 0 tel que B(z,r) C A.

2. x € A si et seulement si ¥r > 0, B(x,r) N A # @.

Démonstration. La démonstration est assez simple et consiste a remplacer les voisinages par

les boules, qu’on a vu dans le premier chapitre. O]

Remarque 2.6. Les propriétés et les définitions de ces points ( Intérieur, extérieur, adhé-

rence, frontiére ...), qu’on a vu dans le premier chapitre restent valable dans ce chapitre.

Proposition. 2.7 (Caractérisation des ensembles & ’aide des suites). Soient (X, d)

un espace métrique et F une partie de X. On a

A= {q: € X, Ixn)n C A, telle que lim x, = q:} .

n—-+00

Démonstration. D) On considére un x appartenant a l’ensemble de droite. Soit r > 0, il
existe ng € N tel que x,, € B(z,r), pour tout n > ng. En particulier, x,, € B(x,r) N A,
donc B(z,7)N A # @, doux € A.
C) Soit z € A, pour n € N, on considére un z, € AN B(ZL‘,%H), Alors (z,), C A,
d(xp,,x) < n+r1 , pour tout n € N, donc lim,,_, . z, = .

]
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Proposition. 2.8. A est un fermé si et seulement si pour toute suite convergente (x,,), C A

on a lim, . x, € A.

Démonstration. =) Si x est tel qu'il existe une suite (z,) C A telle que z,, — =z, alors
re A=A
<) Si z € A4, il existe une suite (z,,) C A telle quex,, — x. Par conséquent, z € A, et donc

A C A. Comme on a toujours A = A, donc A est fermé. m

Proposition. 2.9. Soient A une partie non vide de X, et a un point de X. Alors
1. a € A si et seulement si dist(a, A) = 0.

2. a €A si et seulement si dist(a, C¢) > 0.

Démonstration. 1. Soit * € X. Si € A, alors il existe une suite (a,), dans A telle
que z = lim, ;o ay,, i.e lim, , . d(z,a,) = 0. Comme pour tout n > 0, on a
|dist(x, A) — dist(a,, A)| < d(x,a,) et dist(a,, A) =0, alors on a dist(x, A) = 0.

Réciproquement, supposons que dist(x, A) = 0. Comme on a dist(z, A) = inf,c4 d(z, a),

-1

alors pour tout n > 0, il existe a,, € A tel que d(z,a,) < 5.

Par conséquent, la suite
(an)n converge vers x, d'ott on a x € A.
o A o
2. Ona A= C’gx , d’olt @ €4 si et seulement si dist(a, CZ) > 0.
0

Proposition. 2.10. z est valeur d’adhérence de la suite (z,), si et seulement si il eziste

une sous-suite (xy, ) de la suite (xy,),, telle que limy_, 4o x,, = .

Démonstration. =) Par définition d’une valeur d’adhérence, I’ensemble B(z, 1) contient au
moins un point de la suite disons z,,. Par récurrence, supposons qu’il existe n; < ns <

< ny, construits tels que z,, € B(z, ). L'ensemble B(xz est un voisinage de x. Donc

L)
' T
I'ensemble {n € N : z,, € B(x, k%l)} est infini. Donc il existe ng4; > ny tel que z,, , €
B(z, k%l) On construit ainsi une sous-suite (z,, ) telle que d(z,,,z) < +. En faisant tendre
k — oo, on obtient alors que (z,, ), converge vers .

<) Voir Proposition 1.47. O

Définition 2.14 (Topologie métrisable). On dit qu’une topologie T sur un ensemble X

est métrisable si on peut trouver une distance d sur X qui donne la topologie T, c’est a dire

T ="Ta.

Remarque 2.7. Si (X, T) est métrisable, alors il existe une infinité de distances permettant

de définir la topologie T . En-effet, si la distance d existe, alors pour tout r > 0, la distance
d, = rd définie par d.(z,y) = rd(z,y) vérifie aussi T = T, .
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Exemple 2.6. Tout espace topologique discret est métrisable, en fait, la distance discréte

induit la topologie discréte.

Il y a au moins deux fagons de comparer deux distances définies sur un méme ensemble
X. On peut se contenter de comparer les topologies associées ou faire une comparaison plus

quantitative.

Définition 2.15 (Equivalence de deux distances ). Soient d; et dy deus distances sur

un ensemble X.
1. On dit que dy et dy sont topologiquement équivalentes si elles définissent la méme
topologie (Ta, = Ta,)-

2. On dit que dy et dy sont métriquement équivalentes si il existe a > 0 et > 0 tels que
Vo, y € X, ady(z,y) < dy(x,y) < Bda(z,y).

Proposition. 2.11. Soient d; et dy des distances sur un ensemble X. Notons By (resp Bs)
les boules ouvertes de ’espace (X,dy) (resp. (X,dg)). Alors dy et dy sont topologiquement

équivalentes si et seulement si elles vérifient les deux conditions :
Ve e X,Vr > 0,3 > 0, By(z,7") C By(z,7).
Ve e X,Vr' > 0,3r > 0, By(z,7) C Bo(z,1").

Démonstration. On constate que la premiére équation traduit la continuité de 'application
Id : x — x de l'espace topologique (X, d;) dans 'espace topologique (X, dy), en tout point
x € X. Il en résulte que la premiére équation a 73, C Tg,. De méme la deuxiéme équation
équivaut a Ty, C Tg,.

m

Proposition. 2.12. Soient d; et dy deux distances sur un ensemble X. Les distances dy et

dy sont métriquement équivalentes alors elles sont topologiquement équivalentes.

Démonstration. Soient d; et dy sont métriquement équivalentes alors Vr,y € X, ad;(x,y) <
do(z,y) < Bdi(z,y). Soit O un ouvert de (X, dy). Soit a € O. Alors Ir > 0 tel que By, (a,r) C
O. On pose r* = ra. Si da(a,z) < r*, alors di(z,a) < Ldy(z,a) < = et donc di(z,a) < 7.

D’ou x € O. Ainsi pour 7* = ra on a

Ba,(a,r") ={z € X,dy(x,a) <r*} C O,
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Donc O est ouvert dans (X, dy). Réciproquement en permutant les roles de d; et dy il vient
que si O est un ouvert de (X,dy) alors O est un ouvert de (X,d;). Donc d; et dy sont

topologiquement équivalentes. O

Exemple 2.7. 1. Sur RT les distances di(z,y) = |v — y| et da(z,y) = |2? — y?| sont

topologiquement équivalentes mais pas métriquement équivalentes.

2. Les distances dy, dy et dy définies sur R™ sont équivalentes puisque : doo < di < Ndy,
doo S d2 S \/ﬁdoo; et d2 S dl S 7/Ld2-

2.5 Continuité uniforme.

Définition 2.16 (Continuité dans les espaces métriques). Si (X,d,), (Y, ds) sont mé-

triques, f: X — Y est dite continue en a € X si
(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € X) : di(z,a) < d = dao( f(2), fa)) <e.

On a vu dans le premier chapitre que la continuité implique la continuité séquentielle
et que la réciproque n’est pas vraie. La proposition suivante montre que la continuité et la

continuité séquentielle sont équivalentes dans les espaces métriques.

Proposition. 2.13. Si (X,d;), (Y,ds) sont métriques, soit f : X — Y une application.

Alors, f est continue si et seulement si f est séquentiellement continue.

Démonstration. Soit a € X. =) Soit € > 0. Pour le ¢ correspondant, il existe un ng tel que
di(xy,,a) < 0,n > ng. Alors do(f(z,), f(a)) < e,n > ng, dou f(x,) — f(a).

<) Par ’absurde : si f n’est pas continue en a, il existe un € > 0 tel que, pour tout § > 0, il

(n+1)

et do(f(zn), f(a)) > €. On a donc x, — a mais f(x,) » f(a),

existe un z tel que d;(z,a) < § mais dy(f(z), f(a)) > . Pour 6 = , on trouve un z,,

tel que dy(x,,a) < ——
que di(wn, a) (n+1)
contradiction.

]

Définition 2.17 (Continuité uniforme). Si (X,d,), (Y,d;) sont métriques, f : X — Y

est dite uniformément continue si

(Ve > 0)(30 > 0)(Va, 2’ € X) : dy(x,2") < § = do(f(2), f(2) <e.

Remarque 2.8. 1. Dans la continuité uniforme, on a 6 ne dépend pas de xq. Clairement,

la continuité uniforme entraine la continuité.
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2. La composée de deux applications uniformément continues est uniformément continue.

3. La notion de continuité uniforme, dans des espaces métriques, n’est pas généralisable

sur des espaces topologiques quelconques.

4. Les seuls polynomes uniformément continus sont les polynémes du premier degré.

Définition 2.18 (Applications lipschitzienne, contractante, et isométrie ). Soient

(X,dy) et (Y,dy) deux espaces métriques, f: X — Y une application et k un réel strictement
positif.

1. On dit que f est lipschitzienne de rapport k (ou simplement k-lipschitzienne) si :
Vo, o' € X dy(f(2), f(2) < kdy(z,2").

2. On dit que f est bilipschitzienne si elle est bijective et chacune des deux applications

f et f=1 est lipschitzienne.
3. On dit que f est contractante si elle est lipschitzienne de rapport inférieur strictement
al.

4. On dit que f est une isométrie si :
Vo, o' € X dy(f(2), f(2') = di(z, 2').
En d’autre termes : une isométrie est une application qui conserve les distances.

Remarque 2.9. Les fonction k-lipschitziennes sont uniformément continues (si k = 0 elles

sont constantes. Sinon on pose § = ). En particulier, elle sont évidemment continues.

Remarque 2.10. 1. On montre aisément que toute isométrie est injective.

2. 1l est immédiat que toute isomérie est lipschitzienne de rapport 1, elle est donc uni-

formément continue sur X.
3. La composée de deux isométries est une isométrie.
Proposition. 2.14. Soient (X,d;) et (Y,d;) deux espaces métriques, f : X — Y une

application. Alors f est uniformément continue si est seulement si pour toutes suites (xy),

et (zp)n dans X telles que lim, 1 oo di(Tn, 2,) = 0, on ait lim,,_, o do( f(xy), f(2,)) = 0.

Démonstration. =). Soient ((z,), et (2,), dans X telles que lim,,_, o, di(x,, z,) = 0. Soit
e > 0, puisque f est uniformément continue, il existe n > 0 tel que pour tout x,z € X

vérifiant dy(z,z) < n, on ait do(f(z), f(2)) < e. Comme on a lim, ;o d1 (T, 2,) = 0, il
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existe N € N tel que pour tout n > N, on ait dy(z,, z,) <n, d’'otton a do(f(z,), f(zn)) < €.
Par conséquent, on a lim, o do(f(2,), f(2,)) = 0.

<). Supposons que f n’est pas uniformément continue. Alors il existe £ > 0 tel que pour
tout 1 > 0, il existe z, z € X tels que d(x, z) < n et do(f(z), f(2)) > . En prenant, n = 1,
avec n € N*, on trouve deux suites (x,), et (2,), dans X telles que pour tout n > 1, on ait
dy(Tp, zn) < % et do(f(xn), f(2n)) > €. Par conséquent, on a lim,,_, . di(z,, 2,) = 0, mais

la suite de réels (dao(f(24), f(2n)))n ne converge pas vers 0 dans R. C’est une contradiction.
[

Exemple 2.8. L’application f : R — R, f(x) = 2% est continue, mais elle n'est pas
uniformément continue. En-effet, on pose x, = n + % et y, = n, alors |z, — y,| — 0, mais

f(n+2) = f(n) =2+ 1% ne tend pas vers 0.

Proposition. 2.15. Soient d; et dy deux distances sur un ensemble X.

1. Les distances dy et dy sont métriquement équivalentes si et seulement si [’application
identité I1d : (X,dy) — (X,dy) est bilipschitzienne.
2. Les distances dy et dy sont topologiquement équivalentes si et seulement si [’application

identité I1d : (X,dy) — (X,dy) est bicontinue.

Démonstration. Soient d; et dy deux distances sur un ensemble X.

1. L’application Id : (X,d;) — (X,dy) est lipschitzienne équivaut a 'existence d’un
k > 0 tel que : dy < kd;. De méme, son application inverse Id~! : (X,dy) — (X,d;)
est lipschitzienne équivaut a 'existence d’'un [ > 0 tel que : d; < lds. On obtient
que Papplication Id : (X,d;) — (X, dz) est bilipschitzienne si et seulement s’il existe
k,l > 0 tels que : %dl <d, <d.

2. L’application Id : (X,d;) — (X,dy) est continue si et seulement si I'image réciproque
de tout ouvert de (X, ds) est un ouvert de (X,d;), ce qui revient simplement a dire

(puisque Id est I'identité) que Ty, C Tg,.- On montre de la méme fagon que I'application

inverse Id~' : (X,dy) — (X,d;) est continue si et seulement si Tz, C Tg,.

88



2.6. Produits d’espaces métriques.

2.6 Produits d’espaces métriques.

Proposition. 2.16. Soient (X, dy), ..., (X,,d,) des espaces métriques et X = X; x ... x X,
lensemble produit. Pour x = (1, ...,x,) € X et y = (y1, ..., yn) € X, on pose :

1<i<n

Di(z,y) =Y di(wi,y), Dala,y) = (| D dixi,4:)%  Doolw,y) = sup di(wi, us).
i=1 i=1
Alors Dy, Dy et Dy, sont trois distances équivalentes sur X, et la topologie associée a ['une

de ces distances coincide avec la topologie produit sur X.

Démonstration. Il est clair que D; et D, sont des distances sur X. Vérifions que D, est une
distance sur X. Il est clair que 'on a Dy(z,y) = 0 & x = y, et que Do(z,y) = Da(y, x).
Il reste & montrer l'inégalité triangulaire. Pour tous = = (z1,...,2,),y = (Y1, .., Yn), 2 =

(21, ., 2n) € X, 0n a:

Dy(z,z) = \idi(m,zm

n

\ > (i, yi) + dilyi, 21))?

IN

=1

= \ Zdi(:ci,yiﬁ + Zdi(yi, zi)?  ( Minkowski voir exo 2.3)
i=1 i=1

= DQ((L’,y) + DQ(y7Z)'

Il est clair que pour tout z,y € X, on a Dy (z,y) < Di(x,y) < v/nDs(x,y) < nDy(z,9).
L’inégalité D (x,y) < v/nDo(x,y) est une conséquence immédiate de U'inégalité de Cauchy-
Schwarz (voir Exercice 2.3). Donc Dy, Dy et D, sont équivalentes. Ainsi, les trois distances
Dy, Dy et Do, définissent la méme topologie sur X. Pour tout = = (21, ...,z,) € X et pour
tout € > 0, on note By (z,¢) la boule ouverte de centre z et de rayon ¢ dans (X, D), et
on note B;(z;,¢) la boule ouverte de centre z; et de rayon ¢ dans (Xj;,d;). Comme on a
Boo(x,) = By(x1,€) X ... X By(xy,¢), on en déduit que la topologie produit sur X coincide

avec la topologie associée a la distance Dq. O

Définition 2.19 (Espace métrique produit). L’espace X = X; X ... x X, muni de 'une

des distances ci-dessus est dit ’espace métrique produit des espaces métriques (Xy,dy), ..., (Xp, dp).
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2.7 Exercices avec Solutions.

Exercice 2.1. Soit X un ensemble non vide. Soit d une distance sur X. Montrer que 6 =

min(1,d) est une distance sur X.

Solution 2.1. On va vérifier les trois propriétés qui définissent une distance.

1.

dz,y) = 0 = min(l,d(z,y)) = 0 = d(z,y) = 0 = x = y. Aussi, si v = y alors
d(z,y) =0.

min(1,d(z,y)) = min(1,d(y, x)) évidemment.

A t-on que §(z,2) < 6(x,y) + d(y, z) 2 On va pour montrer que c’est vrai en distin-
guant plusieurs cas. Supposons que d(x,z) < 1 alors c’est clairement par [’inégalité
triangulaire appliquée o d(z,z), est vrai. Supposons que d(x,z) > 1. A-t-on alors
1 < (z,y) +0(y, 2)? C’est clairement oui si d(x,y) > 1 ou d(y,z) > 1. Si cela n’est
pas le cas et comme d(x,z) > 1 il suffit de remarquer que, puisque par l'inégalité

triangulaire, d(z,z) < d(x,y) + d(y, z), on a nécessairement que d(z,y) + d(y, z) > 1.

Exercice 2.2. Soient (X,d) un espace métrique et A, B deuz parties non vides de X. Mon-

trer que

1.

SANEER IR

Si A C B, alors §(A) C §(B).

On a §(A) = §(A).

Pour tout x € X et tout v > 0, on a §(B(z,7)) < §(B(x,r)) < 2r.
On a dist(A, B) = dist(A, B) = dist(A, B) = dist(A, B).

On a §(AU B) < §(A) + 6(B) + dist(A, B).

Solution 2.2. 1. On suppose A C B. Pour tout z,y € A, on a d(z,y) < §(B), d’ou

5(A) C §(B).

D’apres ce qui précéde, on a 6(A) < 6(A). Réciproquement, soient x,y € A, alors il
existe des suites (), €t (Yn)n dans A telles que lim,, o T, = x et lim, 100 Y = ¥.
Dot on a limy, oo d(Tpn,yn) = d(z,y), or pour tout n on a d(z,,y,) < §(A), d’ou

d(xz,y) < 0(A). Par conséquent, on a §(A) > §(A).

Puisque B(z,r) C B(z,r), on a §(B(z,r)) < §(B(z,r)). Soient y,z € B(x,r), alors
on ad(y,z) <d(y,z)+d(x,z) <2r, dou §(B(z,r)) < 2r.

Puisque, A C A et B C B, alors on a dist(A, B) < dist(A, B) < dist(A,B) et
dist(A, B) < dist(A,B) < dist(A, B). Soient x € A ety € B, alors il existe des
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Exercice 2.3. Pour tous x = (x4, ...

1.

suites (ap)n, (bn)n dans A et B respectivement telles que a,, — x et b, — y. D’ot on a

d(an,b,) — d(x,y). Or pour toutn > 0, on a dist(A, B) < d(an,b,), d’oudist(A, B) <

d(x,y). Donc on a dist(A, B) < dist(A, B). Par conséquent, dist(A, B) = dist(A, B)

dist(A, B) = dist(A, B).
Soient v,y € AUB. Siz,y € A alors d(z,y) < d(A) < 6(A) +6(B) + dist(A, B). Si
x,y € B alors d(x,y) < 0(b) < §(A)+d(B)+dist(A, B). Supposons que x € A,y € B.
Pour tout a € A et tout b € B, on a d(x,y) < d(z,a) + d(a,b) + d(b,y) < 6(A) +
d(a,b) + §(B). Par conséquent, on a d(z,y) < 0(b) < 6(A) + 0(B) + dist(A, B), d’ou
d(AUB) < 6(A) + 6(B) + dist(A, B).

n
E ;Y
=1

(Z(l’z + yz)2>

i=1

Solution 2.3. On a :

1.

(

n

2.

=1

) (&

N|=

ol

N

i=1
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n n

Dlwity) = D (@ yi A 2my) =) ai Y i +2) wy
=1 =1 =1

i=1 =1

1 1
zx?+zy3+2(zx3)2 (ny)Q
=1 =1 =1 =1

1

- |E) ()

Exercice 2.4. Soit X I’ensemble des suites réelles, X = {x = (z,,)n : (Tn)n une suite réelles }.

IN

Pour x = (x,)n et y = (yn)n dans X, on pose

1 Tn — Un
A, y) = 3 L=t

= 20 |z, —yu| + 17

1. Montrer que d est une distance sur X.

2. Montrer que (X,d) est borné.

|In*yﬂ

Solution 2.4. 1. Soit x,y,z € X, posons u, = T

pour tout n € N, alors 0 <
u, <1, alors . X

d(z.y) 225% <Y g=l<oo

n>0 n>0

done, Uapplication d : X x X — R* est bien défini. Il est clair que d(z,y) = d(y, ) et
d(xz,y) =0 si et seulement si x =y.
Posons f(t) = t—i—Ll pour tout t € [0, +o0[, on vérifie facilement que f est strictement
croissante et que

flt+s) < f(t)+ f(s),Vt,s €0, +o0],

alors

de,y) = 3 gl — vl

n>0

1
< Y o H e zl [ )
n>0
1 1
< Z 2_nf(|xn — zn|) + Z 2_nf(|zn — Ynl)
n>0 n>0

= d(z,2) +d(z,vy).

donc, d est aussi une distance sur X.
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2. Soit x € X, on a

I 1
d(z,0) = — <Y =1
(z,0) o |+ 1 = Lwn

n>0

alors © € B4(0,1), d’ou (X,d) est borné.
Exercice 2.5. Dans R?, dessiner les boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1 pour les
distances suivantes :
1. di(z,y) = o1 — ] + |22 — yal.
2. dy(z,y) = /(@1 — y1)2 + (22 — y2)%.

3. doo(xvy) - max{|x1 - y1|7 |J]2 - y2|}

Solution 2.5. On a, par définition B((0,0),1) = {(z,y) € R d;(z—0,y—0) = d;(z,y) < 1}
pouri = 1,2, 00. Pourd; on obtient un losange s’ appuyant sur les points (—1,0), (0, 1), (1,0), (0, —1).
Pour dy la sphére usuelle centrée en (0,0) et de rayon 1. Pour d, on obtient le carré de coté
1 centré en (0,0). On vérifie sur ces exemples que la notion de boule dépend de la distance

choisie.

Exercice 2.6. Soient (x,), et (Yn)n deux suites convergentes dans (X,d) respectivement

vers x et y. Montrer que

lim d(zy, yn) = d(z,y)

n——+0o

dans R.

Solution 2.6. On a

|d(z,y) = d(@n, yn)|

IN

|d(£L‘, y) - d(xn7 y) + d(xn7 y) - d(xna yn)|
|d(l’,y) - d(l‘n,y” + |d(l’n, y) - d(l‘m yn)|
< d(x, ) + dY, yn).

IN

Comme on a lim, o d(x,, ) = lim, 1 o0 d(yn,y) = 0, alors lim,,_, o d(z,,y,) = d(z,y).

Exercice 2.7. Soient (X,d) un espace métrique, x € X, et r > 0. Soient B(z,r) est la boule

ouverte (est une partie ouverte sur X), et B(z,r) est la boule fermée (est une partie fermée
sur X).

o

=" —
1. Montrer les inclusions B(x,r) CB(x,r) et B(x,r) C B(x,r).

Ry
2. Soit 6 la distance discréte sur X. Calculer B(x,1), B(z,1), B(z, 1) et B(z,1). Vérifier

que les inclusions précédentes peuvent étre strictes.
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Solution 2.7. Soient (X, d) un espace métrique, x € X, et r > 0.

1. On a B(x,r) C B(w,7), et puisque B(x,r) est une partie ouverte sur X, alors
/—L /__/OA
B(z,r) =B(z,r)CB(x,r)

et puisque E(l‘, r) est une partie fermée sur X, alors

B(z,r) C B(x,r) = B(x,7)

2. 810 la distance discrete sur X, on a

— S ——
B(z,1) = {z}, B(z,1) =X, B(z,1) = {«}, B(z,1)=X,

donc en générale, on a

— ——
B(xz,r) & B(z,r), B(x,r) &B(z,7) .

Exercice 2.8. Soit (X,d) un espace métrique.

1. Montrer que d' = ﬁ est une distance sur X topologiquement équivalente a d.

2. En prenant X = R, d(z,y) = |v — y| au point (1) montrer que d et d' ne est pas

métriquement équivalents.

Solution 2.8. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Montrons que Vx € X,Vr > 0 il existe v’ > 0 tel que
By/(z,r") C By(x,r).

Pour cela il faut montrer que, r > 0 étant fixé on peut trouver un ' > 0 (assez petit)

pour lequel

d(z,y) :
— < =d <.
1+d(x,y) " (z.y) <7
Mais d(z,y) < ' +r'd(z,y) = d(z,y)(1 —7") <1 = d(z,y) < #/r, et en prenant

,r/

, . .
r" > 0 assez petit on a bien que S

boule By(z,r) C By(z,7).

< r. On procéde de méme pour l'inclusion d’une

2. On voit que si |x — y| — oo alors

—’m_y’ — 1.
L+ |z —y

On ne peut donc pas métriquement équivalents (raisonner par absurde en posant

dy =d, dy = d’ et en supposant que o > 0 eziste).
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Exercice 2.9. Soit dy, dy deux distances sur un ensemble X non vide. Montrer que si pour

toute suite (x,,), d’éléments de X et tout v € X on a la propriété :
Tp — T au sens di < x, — T au sens ds,

alors dy et dy sont topologiquement équivalentes. Est ce que cette condition est nécessaire ?

Solution 2.9. On wva utiliser le fait que deux distances sont topologiquement équivalentes
si elles définissent les mémes fermés (car alors les ouverts sont les mémes). Montrons tout
d’abord que si F' est un fermé au sens dy alors F est fermé au sens dy. Pour cela on va
utiliser les suites. Soit (x,,), C F tel que x, — x € X au sens dy, il faut montrer que x € F.
Mais par hypothese on a alors que x,, — x au sens dy et comme F est un fermé de X on a
que x € F. On conclut par l'unicité de la limite. Les roles de dy et dy étant symétrique cela
termine la preuve.

Cet exercice montre qu’il est suffisant de montrer que x,, — x au sens dy si et seulement si
Tp — T au sens do pour prouver que dy et dy sont topologiquement équivalentes. Clairement
la réciproque est vraie car la notion de convergence de suite ne dépend que de la notion

d’ouvert.

Exercice 2.10. 1. Montrer que d : (z,y) — |+ — %| est une distance sur 10, 1][.

2. Montrer que d est topologiquement équivalente sur 10,1[ a d,, définie par d,(z,y) =
[z —yl.
3. Montrer qu’il n’existe pas de distance D sur R topologiquement équivalente a d,, sur R

telle que D et d coincident sur 0, 1].

Solution 2.10. 1. 1l convient principalement de vérifier (les deux autres propriétés sont
immédiates) que
d(z,z) < d(r,y) +d(y, 2),Vz,y, 2 €]0,1].
On a
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
——=l=l=——t = <= ==+ = — | =d(z,y) +d(y, 2),Vz,y, 2 €]0,1].
r oz T Yy oy T Yy y =

2. Puisque la convergence des suites défini la topologie (voir l'exercice 2.9 ) il suffit de
vérifier que x, — x au sens d si et seulement si x,, — x au sens d,. Il est clair que

Ty, — = au sens d implique que x, — = au sens d, car, comme |x|, |z,| < 1,

— X

| > |z, — z|.

|1 1|_|xn
T, T | xx,
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Réciproquement si x,, — x au sens d, alors, pour n € N assez grand (x,, ) reste bornée
loin de zéro, disons que x,, > 5 pour n € N assez grand et il vient alors que
=~ < ool
Tn
3. Supposons, par l'absurde, qu’une telle distance D existe. On considére alors la suite
des couples {5 ,4n} cl0,1[ pour n > 1. Comme d et d,, sont topologiquement équiva-
lentes sur R et que dy(5=,0) — 0 on a que D(5=,0) — 0 . De méme D(4,0) — 0.
Maintenant, en utilisant linégalité triangulaire,

1 1 1

D(5-7-) < D5 0)+ D(==,0).

4dn

2n
Comme, par hypothése, D(5, =) = d(5=, ) = 2n on obtient alors une contradiction.

Exercice 2.11. Soit A une partie non vide d’un espace métrique (X, d). Montrer que, pour
tout x,y € X, on a |dist(x,A) — dist(y, A)| < d(z,y). En particulier, Uapplication x
dist(x, A) est continue de X dans R.

Solution 2.11. Pour tout z € A,d(x,2) < d(x,y) + d(y,z), d’ow on a :

dist(z, A) = 1re1f d(z,z) < igg(d(x,y) +d(y, 2))
= d(z,y) + inf d(y, 2)
= d(x,y) +dist(z, A).
Donc on a dist(x,A) — dist(y,A) < d(z,y). De méme, on a dist(y, A) — dist(z,A) <
d(y,z) = d(x,y). Par conséquent, on a |dist(x, A) — dist(y, A)| < d(z,y). De-plus, 'appli-

cation f(x) = dist(z, A), est lipschitzienne de rapport 1, alors est continue.

Exercice 2.12. Montrer que dans un espace métrique, tout fermé est une intersection dé-

nombrable d’ouverts.

Solution 2.12. Soient F' un fermé d’un espace métrique (X,d) et f : X — R, x — dist(x, F)
(continue). Puisque, on a v € A < dist(A,x) =0, alors

F=F=f"{opy= )1

neN*

intersection dénombrable d’ouverts.

Exercice 2.13. Soit (X,d) un espace métrique et f : (X,d) — (X, d) un homéomorphisme.

Montrer qu’alors
0:(z,y) € X x X —=d(z,y) =d(f(z), f(y)),

est une distance topologiquement équivalente a d.
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Solution 2.13. Soit f : (X,d) — (X,d) un homéomorphisme.
1. Onad(z,y) =0 d(f(z), f(y) =0« f(z) = fly) ©x=y ([ est bijective).
2. 0(x,y) = d(f(x), f(y)) = d(f(y). f(x)) = d(y, ).
8. 0(x,z) = d(f(x), f(2)) < d(f(z), f(y)) +d(f(y), f(2)) = o(z,y) + d(y, 2).

Donc § est une distance. Pour prouver que d et 6 sont topologiquement équivalentes on va
utiliser le fait que deux distances dy et dy sont topologiquement équivalentes si (X, dy) et
(X, ds) ont les mémes suites convergentes (voir ['exercice 2.8). Soit x, — = dans (X,d)
(i.e. d(zn,z) — 0) alors, par continuité de f, f(x,) — f(z) dans (X,d). Autrement dit
Mzn,x) = d(f(xn), f(z)) — 0. Réciproquement si §(z,,x) — 0, i.e. f(x,) — f(x) dans
(X,d) on a, par continuité de f~1, z, — x dans (X,d).

Exercice 2.14. Soit F' un fermé non vide de R. Si F' est majoré (respectivement minoré),

alors sup F' € F' (respectivement inf F' € F).

Solution 2.14. On suppose, par exemple, F' majoré. Pour chaquen € N, il existe un x,, € F

tel que sup F' — %H < x, <supF. Il s’ensuit que x, — sup F', et donc sup F' € F.

Exercice 2.15. Soient (X, dy) et (Y, ds) deux espaces métriques et f : X — Y une applica-

tion. Pour tout a,b € X, on pose

df(a7 b) = d1<a7 b) + dQ(f(a)v f(b))
1. Montrer que dy est une distance sur X et que f est une application lipschitzienne de
(X, dy) dans (Y, ds).
2. Montrer que dy est topologiquement équivalente (resp. équivalente) a dy si et seulement
si f est continue (resp. lipschitzienne) de (X, dy) dans (Y,ds).
Solution 2.15. Soit d¢(a,b) = di(a,b) + da(f(a), f(b)).

1. 1l est clair que d¢(a,b) = d¢(b,a) et df(a,b) =0 = di(a,b) = 0Ads(f(a), f(b) =0 =
a = b. De-plus, Pour tout a,b,c € X

ds(a,c) = di(a,c) + dy(f(a), f(c))

dy(a,b) +di (b, c) + do(f(a), f (b)) + da(f (D), f(c))
df<a7 b) + df(bv c),

IN

d’ou ds est une distance sur X.
Pour tout a,b € X, on a dy(f(a), f(b)) < df(a,b). Donc f est lipschitzienne de (X, dy)
dans (Y, dy).
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2. Pourtousa,b e X, onadi(a,b) < ds(a,b), donc Uapplication identique de (X, ds) dans
(X,dy) est lipschitzienne. Par conséquent, dy est topologiquement équivalente (resp.
équivalente) a dy si et seulement si Uapplication identique de (X,dy) dans (X,dy) est
continue ( resp. lipschitzienne). Or il est clair que Uapplication identique de (X, d)
dans (X,dy) est continue (resp. lipschitzienne) si et seulement si l'application f est

continue ( resp. lipschitzienne) de (X,dy) dans (Y, ds). D’ou le résultat.

Exercice 2.16. Soit (X,d) un espace métriqgue. On munit l’espace produit X x X de la
distance Dy ((x, 2), (y,t)) = max{d(z, z),d(y, 1)}, ¥(z,y), (z,t) € X x X. Montrer que l’ap-
plication (x,y) — d(z,y) est lipschitzienne de (X x X, Dy,) dans R.

Solution 2.16. On a

|d(z,y) —d(z,t)] = |d(z,y) —d(y, 2) + d(y, z) — d(z,1)]
< ld(z,y) — d(y, 2)| + |d(y, 2) — d(z,1)]
< d(z,z) +d(y,t)
< Doo((,2), (y,1))
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Chapitre 3
Espaces complets.

Nous allons aborder 1’étude d’une classe particulierement importante d’espaces mé-
triques, c’est-a-dire la complétude est une notion métrique. Dans tout ce chapitre, (X, d)

désigne un espace métrique muni de la topologie associée a d.

3.1 Suites de Cauchy.

Définition 3.1 (Suite de Cauchy). On appelle suite de Cauchy toute suite (x,)nen d'élé-

ments de X vérifiant :
Ve > 0,dN € N,Vp > N,Vq > N,d(xp,x,) < €.
Remarque 3.1. La définition est équivalente a
Ve > 0,3IN € N,Vn > N,Vp > N, d(zpip, Tn) < €.

Proposition. 3.1. Soit (X, d) un espace métrique. Alors
1. Toute suite de Cauchy est bornée.
2. Toute suite convergente est de Cauchy.
3. Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.
4. Une suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence.
5. Une suite de Cauchy converge si est seulement si elle a une valeur d’adhérence.

Démonstration. 1. Soit (z,)ney une suite de Cauchy dans (X, d). Alors il existe N € N*
tel que pour tout p,q > N, on ait d(x,,x,) < 1. Soit :

r = max{1l,d(xg,xn),d(z1,2N), ..., d(xN_1,2N)}.
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3.1. Suites de Cauchy.

Alors r €]0, +00] et pour tout n > 0, on a z,, € B(xy,r). Donc la suite (x,)nen est

bornée.

2. considérons une suite (x,)n,en convergente vers une limite [. Pour tout e strictement

positif, il existe un entier ng tel que 'on ait

Vn > ng, d(z,, 1) <

DO ™

Dongc, si p et ¢ sont deux entiers plus grands que ng, on a
d(zp, xg) < d(xp, 1) +d(x,,1) <e.

3. Soit (zp,)nen une suite de Cauchy dans (X, d) et (z,, )reny une sous-suite de (x,)nen-
Soit € > 0, alors il existe N € N* tel que pour tout p,q > N, on ait d(z,,z,) < e.
On a n; une application strictement croissante, d’ott pour tout £ > 0, n, > k. Donc,
pour tout k,m > N,onan, >ny > N et n, >ny >N, doud(z,,,z,,) < e. Donc
(2n, )ken est de Cauchy.

4. Soient a,b € X tels que, pour deux sous-suites, (2, )i €t (z,,)s, on ait z,, — a et
Zn, — b. On suppose par l'absurde a # b et soit € = d(a,b) > 0. Il existe trois entiers,
ng, N1, Ny, tels que : d(xy, 1) < § 8in,m > ng, d(xp,,a) < 5 sin>ny, da,,,b) <3
si n > ng. Par ailleurs, on a z,, — oo et z,,, — 00, et donc il existe un &’ tel que
k' > ny et np > ng, respectivement un s’ tel que s’ > ny et ny > ng. On obtient la

contradiction
e =d(a,b) < d(w,,,a) +d(v,,,T,,) +d@,,,b) <c.

5. =) Une suite convergente a une valeur d’adhérence (voir Proposition 1.42).

<) Si a est une valeur d’adhérence de (x,,), il existe une sous-suite (x,, )x telle que

Ty, — . Soit € > 0. Il existe un n; tel que d(z,,,a) < § si n > n;. Avec le ng
correspondant a § dans la définition d’une suite de Cauchy, il existe un k' > n; tel

que nyg > ng. Pour n > ng, on trouve
d(zn,a) < d(Tn, Tn,, ) + d(Ty,,,a) < e,n > ng.
O

Exemple 3.1. 1. La réciproque de 1) est fausse. Dans R, la suite x,, = (—1)", est bornée,
mais pas de Cauchy. En-effet, d(0,z,) < 1,Yn. Comme 1 et —1 sont des valeurs

d’adhérence de (x,), cette suite n’est pas de Cauchy.
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2. La réciproque de 2) est fausse. Dans Q muni de la distance usuelle dans R, la suite

E(2"/2 E(2™2
(Tn)n = (2—;/_) est de Cauchy, mais ne converge pas. En-effet, on a (T\/_) <

1
T, < 5 d’ot x, — 2 dans R. Donc (x,) est une suite de Cauchy. Par ailleurs,

V2 & Q. Lunicité de la limite implique que (x,,) ne converge pas dans Q.

Remarque 3.2. On conclure que, si (x,) une suite de Cauchy dans X, alors la suite (x,,)
est convergente si et seulement si elle posséde une sous-suite convergente. Autrement dit,
une suite de Cauchy dans X possédant une valeur d’adhérence est convergente. La valeur

d’adhérence est alors unique, c’est la limite de la suite.

Proposition. 3.2. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : X — Y une
application uniformément continue. Alors pour toute suite de Cauchy (x,)nen de (X, dx), la
suite (f(xpn))nen est de Cauchy dans (Y, dy).

Démonstration. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une applica-
tion uniformément continue et (z,),en une suite de Cauchy dans (X, d). Soit £ > 0. Puisque
f est uniformément continue, il existe n > 0 tel que pour tout x, z € X vérifiant dx(z, z) < n,
on ait dy(f(x), f(2)) < e. Comme (z,)nen est de Cauchy, alors il existe N € N tel que pour
tout p,q > N, on ait dx(x,,x,) < n, d’ou pour tout p,q > N, on a dy(f(z,), f(z,)) < €.
Par conséquent, la suite (f(x,))nen est de Cauchy dans (Y, dy).

O

Remarque 3.3. La continuité uniforme est indispensable dans la proposition précédente.
En-effet, soient X =]0, 4+00] muni de la topologie induite par R et f(z) = %, alors f est un

1

homéomorphisme de X sur X et si on note x, = -, alors (Tn)n est de Cauchy dans X, mais

(f(xn))n nest pas de Cauchy dans X.

3.2 Espaces métriques complets.

Définition 3.2 (Espace métrique complet). Soit (X, d) un espace métrique.

1. Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de X est convergente.

2. Un sous-ensemble A de (X, d) est dit complet si A muni de la distance induite est un

espace métrique complet.

Exemple 3.2. (R,|.|) est complet. En-effet, Soient A, = {zp,Tpni1,...,}, a, = inf A,,

b, =sup A,. On a a,, b, € R, car A, est borné. Clairement, a, < b,, (a,) est croissante, (by)
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décroissante. Soit € > 0. Il existe un ng tel que |x, — x| < &/2 sin,m > ng. Pour n > ny,
on a donc A, C [T, —€/2, T, +¢/2], ce qui implique x,y—c/2 < a, < b, < 2,y +¢€/2; d'ot
by, —an, < e. 1l s’ensuit que les suites (ay,), (by) sont adjacentes. Par conséquent, il existe un

a € R tel que a,, — a, b, — b. Comme a, < x, <b,, on trouve x,, — a.

Exemple 3.3. 1. (Q,].|) n'est pas complet (voir Exemple 3.1).

2. Sid(x,y) = |arctanx — arctany|, (R,d) n’est pas complet bien que d soit topologi-
quement équivalente a |.|. En-effet, la suite des entiers naturels est de Cauchy pour d
puisque :

T
d(p,q) = |arctanp — arctan ¢| — |§ — §| =0,
quand p et ¢ — +00, mais la suite ne converge pas dans (R, d), sinon elle convergerait
dans (R, |.|), ce qui n’est pas le cas.

3. Considérerons A =0,1] muni de la distance usuelle |.| et (x,), = (+), C A. Puisque
xn — 0 dans (R, |.]), (zn)n est une suite de Cauchy dans (R,|.|) et donc de Cauchy

dans (A, |.]). Pourtant elle ne converge pas dans (A, |.|).

Proposition. 3.3. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : X — Y un

homéomorphisme. Si f est uniformément continue et si Y est complet, alors X est complet.

Démonstration. Soit (z,), une suite de Cauchy dans (X, dx). Puisque Y est complet, alors
D’apreés, (f(zy,))n est une suite de Cauchy dans (Y, dy), donc elle converge vers un élément
[ € Y. Puisque f~! est continue de Y dans X, alors (z,,), converge vers f~1(I) € X. Donc
(X, dx) est complet.

[

On va donner la relation entre la complétude et fermeture d’une partie.

Proposition. 3.4. Soient (X,d) un espace métrique, et A une partie de X.
1. Si le sous-espace (A,d) est complet, alors A est un fermé de X.

2. Si (X,d) est complet et A est un fermé de X, alors le sous-espace (A, d) est complet.

Démonstration. Soient (X, d) un espace métrique, et A C X.

1. Soient (z,) C A et a € X tels que z,, — a. Alors (x,) est une suite de Cauchy,
donc convergente (dans A) vers un b € A. L’unicité de la limite (dans X) implique

a=>b¢e A Il sensuit que A C A, d’ott A fermé.
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2. Soit (x,), une suite de Cauchy dans A. Alors il existe un a € X tel que x,, — a dans

X (complet). Il s’ensuit que a € A = A, et donc (z,,) converge dans A.

Remarque 3.4. D’aprés la proposition précédente, on a
1. dans un espace métrique complet, A complet < A fermé de X.
2. Si A est dense dans X et A # X, alors A n’est pas complet.
Proposition. 3.5. Soient (X;,d;),1 < i < n, une famille finie d’espaces métriques. Alors

l’espace métrique produit X = Xy x Xo X ... X X, est complet si et seulement si pour tout

ie{l,...,n}, (X;,d;) est complet.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n en se servant de deux espaces.
Supposons que 'espace produit X = X x Xy est complet, avec d = max{dy, ds}. Soient alors

(@n)n €t (Yn)n deux suites de Cauchy de (Xy,d;) et (Xq,dy). Par hypothése, on a

Ve>0,3ng ENVp > q>ng = di(p,xy) <eNda(yp,yy) <¢
= maX{dl(le,xq>7d2(yp7yq>} <¢€
= d(<xp7yp)7 (leyQ)) <E.

Donc la suite ((z,,yn))n de X est de Cauchy dans (X, d). Puisque (X, d) est complet, alors

la suite ((x,, yn))n est convergente dans (X, d). En désignant par (I1,l;) € X sa limite, on a

Ve >0,3ng e N\Vn >ng = d((xn,yn), (L, 12)) <€

= di(zn, 1) <eNda(yn,l2) < e,

Ce qui montre que la suite (x,,),, converge vers ls (dans (X, d;) et la suite (y,,), converge vers
Iy (dans (Xg,ds)). D’out la complétude de chacun des espaces métriques (Xq,d;) et (Xo, ds).
Réciproquement, supposons que les espaces métriques (Xi, d;) et (Xo, d2) sont complets, soit
(@, Yn))n une suite de Cauchy de (X, d), par hypothése, on a : Ve > 0,3ng € N,Vp > ¢ > ny
alors

di(zp, 2q) < d((Tp, Yp), (Tq,Yq)) < €A d2(Yp, Yg) < d((Tp, Yp), (T4, Yg)) < €.

alors (z,,)n et (y,), deux suites de Cauchy de (Xi,d;) et (Xy,dy). Comme chacun des deux
espaces métriques (Xy,d;) et (Xg,ds) sont complets, il s’ensuit que chacune de ces deux
suites est convergente dans I’espace ot elle est définie. Et on déduit aussi que si x,, — [; et

Yn — 127 alors (xnﬁyn) — (lla l2) O

Exemple 3.4. Pour tout n > 1, les espaces métriques R™ et C" sont complets.
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3.3. Prolongement d’une application uniformément continue .

3.3 Prolongement d’une application uniformément conti-

nue .

Une propriété fort utile des espaces complets est la possibilité de prolonger des applica-

tions uniformément continues définies sur une partie dense.

Proposition. 3.6 (Théoréme de prolongement). |/ Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz es-

paces métriques, A une partie dense dans X et f : A — Y une application uniformément
continue. Si (Y,dy) est complet, f se prolonge de maniére unique en une application conti-

nue ]?: X =Y. De plus, ]? elle-méme est uniformément continue.

Démonstration. Si ]/“\1, ]?2 sont deux prolongements possibles, ]?1 = ]?2 sur A, donc ]?1 = ]?2
sur A = X (voir Exercice 1.26).

Soit z € X et (z,), une suite de points de A qui converge vers z (une telle suite existe
puisque A est dense dans (X dx)). La suite (x,), étant de Cauchy dans (A,d), la suite
(f(xn))n est aussi de Cauchy dans (Y, dy) (puisque f est uniformément continue), et donc
convergente (puisque (Y, dy) est complet). I'idée est de poser f(m) = lim,,, 1 f(x,), encore
faut-il s’assurer que la limite de la suite (f(x,)), ne dépend pas du choix de la suite (x,),, de
points de A qui converge vers x. Soit donc (/,),, une autre suite de points de A qui converge
aussi vers = dans X, les suites (z,), et (z],), sont donc Cauchy et équivalentes dans A,
ce qui implique que leurs images (f(z,))n et (f(z],))n sont Cauchy et équivalentes dans Y
puisque f : A — Y est uniformément continue. Il en résulte immédiatement que ces suites
convergent vers la méme limite, puisque (Y, dy) est complet. L’égalité f(x) = lim, o0 f(x)
définit donc sans ambiguité une application fA: X — Y qui prolonge f a X (siz € A, on a
F(z) = limy_1o0 f(2n) = f(z), puisque f est continue).

Prouvons que fest uniformément continue sur X. Soit donc € > 0, comme f est uniformé-
ment continue sur A, il existe un 7 > 0 tel que I'on ait dy(f(a), f(b)) < § pour tout a,b € A
vérifiant dx(a,b) < 2n. Considérons alors z,y € X vérifiant dx(z,y) < 7, et montrons que
dy(f(x),f(y)) < e. A étant dense dans X il existe deux suites (z,)n, (Yn)n dans A qui
convergent respectivement vers x et y, d’aprés ce qui préceéde, on a dy(f(zn), f(yn)) < 5
pour tout n € N tel que , dx(z,,y,) < 2n. Mais comme x,, — x et y,, — y, on sait qu’il existe
un N € N tel que, pour tout entier n > N, on ait dx(zn,z) < 7 et dx(yn,y) < 4, donc aussi
dx (2, yn) < dx(vy,7) — dx(2,y) + dx(y, yn) < 21 et donc aussi dy(f(zn), f(yn)) < 5. Par

un passage a la limite, on obtient, en utilisant la continuité de dy, dy(f(x), f(y)) <5<e

]
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3.4. Théoréme du point fixe.

1

1—x
Alors A est dense dans X, R est un espace métrique complet et f est une application conti-

Remarque 3.5. Soient X = [0,1], A = [0, 1] et Uapplication f : A — R, f(x) =

nue, mais f ne se prolonge pas par continuité sur X. Donc Uhypothése f est uniformément

continue dans le théoréme précédent est indispensable.

3.4 Théoréme du point fixe.

Le théoréme du point fixe est un outil fondamental de I’analyse numérique (résolution

d’équations par la méthode des approximations successives).

Définition 3.3 (|Point fixe). [Soient X un ensemble et f : X — X une application. On
dit qu’un point x € X est un point fize de f lorsque l'on a f(x) = x.

Théoréme 3.1 (Théoréme du point fixe ). Soient (X, d) un espace métrique complet et

f: X — X une application contractante. Alors f posséde un unique point fire x € X.

Démonstration. Montrons d’abord 'unicité. Soient 1, x5 € X tels que f(z1) = z1 et f(zg) =
xg. Alors on a d(xy, x9) = d(f(z1), f(22)) < kd(x1,x9), d’ou 0 < (1 — k)d(z1,22) < 0. Donc
ona (1—k)d(xy,z2) =0.0r 1 —k #0, dou d(xy,z5) =0, i.e. x1 = xo.

Montrons 'existence du point fixe. Soit g = =z € X, et pour tout n > 1, on pose z, =

f(zn_1), i.e. &, = f"(x9). Montrons par récurrence que pour tout n > 0, on a :
d($n+17 xn) S knd<x17 xO) Pn-

Sin=0,on ad,1,r,) = d(z,z9) = k%(x1,20), donc (Fy) est vraie. Supposons que

(P,) est vraie, et montrons qu’alors (P,;1) est vraie. On a :

d(f"* (o), [ (o)) = d(f (S (20)), S (f" (x0)))
kd(f" (o), f"(20))

= kd(zpi1, 1) = K" d(21, 20).

d($n+27 xn—i—l)

IN

Donc (P,11) est vraie. Par conséquent, pour tout n > 0, (P,) est vraie. On a d(zy4p, ) <
A(ZTnips Tnip-1) + Ad(Tnip-1, Tnip-2) + . + d(Tpi1, 20), dOU d(@pip, ) < (KP4 L+

kn)d($1,l‘0). Or on a k" + ...+ kneril = k"l—fzﬁ’ donc d($n+p>$n) S knl_ferpd(xl?xO) S

ffnd(xl,xo). Comme on a k € [0, 1], alors lim,,_, o &" = 0, d’ott lim,, 1 %d(ﬂﬁ,%o) = 0.
Donc, pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N et pour tout p > 0, on ait

d(Tptp, Tn) < €. Autrement dit, la suite (z,), est de Cauchy dans (X, d) qui est complet,
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3.5. Exercices avec Solutions.

donc il existe z € X tel que lim,, 1 x, = x. Comme on a 0 < d(f(x),x,) < kd(z,z,-1),
lim, o d(f(x),z,) = d(f(z),x) et lim, o d(x,z,_1) = d(x,z) = 0, alors d(f(z),x) =0,

i.e. f(x) =x. Autrement dit, = est un point fixe de f.

Remarque 3.6. 1. Sik =1 le théoréme est faux, il n’y a ni existence, ni unicité. A titre
d’exemples : considérer dans X = R et la fonction f(x) = x+ 1. Alors d(f(x), f(y)) =
|f(z) — f(y)] = |z —y| = d(z,y) et il n’existe pas de point fize.

2. Le théoréme est fauz si (X,d) est non complet. A titre de contre exemple, considérer

X =]0,1] et f(z) = £.

2

Proposition. 3.7. Soient (X, d) un espace métrique complet et f : X — X. S’il existe

n € N* telle que f" soit contractante, alors f admet un unique point fize.

Démonstration. Puisque (X,d) est complet et f" une application contractante, alors f"
posséde un unique point fixe x € X. Comme f"(f(z)) = f(f"(z)) = f(x) on en déduit, par
I'unicité du point fixe de f™, que f(z) =z d’on x est I'unique point fixe de f.

O
Proposition. 3.8. Si f: R — R avec |f'| < k < 1, alors [ posséde un unique point fize.

Démonstration. On a :

@) — F)] = | / " F(t)de] < Kz — )

et donc f est 1-Lipschitzienne. Alors f est une contraction, et puisque R est complet on
conclut que f posséde un unique point fixe.

]

Exemple 3.5. Trouver le nombre des Solutions de l’équation cosx = x. On a cosx = x =

e [-1,1]. Soit f: X =[-1,1] = X, f(z) = cosz. [—1,1] est complet (avec la distance
usuelle), car fermé dans R. Par ailleurs, on a |f'(z)] <sinl < 1, z € X. Le théoréme des
accroissements finis implique | f(x)— f(y)| < sin(1)|z—vy|, z,y € X. Il s’ensuit que I’équation

cosx = x a exactement une Solution.

3.5 Exercices avec Solutions.

Exercice 3.1. Soit (X,d) un espace métrique. Montrer que, si toutes les parties fermées et

bornées de X sont completes, alors X est complet.
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3.5. Exercices avec Solutions.

Solution 3.1. Soit (x,) une suite de Cauchy dans X. Alors (x,,) est bornée, et donc (x,) C
Bl(a,r) pour una € X et unr > 0. B(a,r) étant un fermé borné, (z,,) converge dans B(a,r),

et donc dans X.

Exercice 3.2. Soit S un ensemble. On note B(S) l'ensemble des fonctions f : S — R
bornées sur S. On pose, pour tous f et g € B(S), d(f,g) = sup,eg |f(x) — g(z)|. Montrer

que d est une distance sur B(S) et que, pour cette distance, cet espace est complet.

Solution 3.2. Les propriétés faisant de d une distance sur B(S) se déduisent immédiatement
des propriétés de la valeur absolue dans R. Montrons que (B(S),d) est complet. Soit (f,)n
une suite dans B(s), de Cauchy pour la distance d. Pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel
que pour tous p et ¢ € N wérifiant p > N et ¢ > N, on ait d(f,, f;) < €. Pour tout
x €S, onal|fy(x)— f,(x)] < d(fp, fy) < e, ce qui prouve que la suite réelle (f,(z)), est
de Cauchy. Comme R est complet, cette suite converge. Soit f(x) sa limite. On a ainsi
défini une fonction f sur S. En faisant tendre q vers +o0, on voit que pour tout r € S
et tout entier p > N, |f,(x) — f(2)| = imyto0 | fo(z) — fo(x)] < €, et par suite |f(x)| <
SUp,cs | fp(y)| +e. Cette inégalité prouve que f est bornée, donc élément de B(S), tandis que
l'inégalité précédente exprime que pour p > N, d(f,, f) < e, donc que la suite (f,), converge

vers f dans (B(S),d). On a ainsi prouvé que cet espace est complet.

Exercice 3.3 (Fermés emboités). Montrer I’équivalence entre :
1. (X,d) est complet.

2. Toute suite décroissante de fermés non vides F,, dont le diameétre tend vers zéro a une

intersection non vide (donc réduite a un point).

Solution 3.3. 1. = 2. Choisissons un point x,, dans chaque F,, si ¢ > p, x,,x, € F, et
d(z,, x4) < diamF,, la suite (x,), est donc de Cauchy, soit x sa limite, pour tout p, x est
aussi la limite de (y,) = (Tnyp) qui est une suite dans F,, donc x € F, = Fp et N F,
contient x.

2. = 1. Si (z,), est de Cauchy dans X, soit A, = {x,,Tniy,...} et F, = A,, diamF, =
diamA,, tend vers zéro par I’ hypothése sur (x,),, lintersection des F), contient donc un

point x tel que d(x,x,) < diamF,, et z, tend vers x.

Exercice 3.4. Soient (X, d) un espace métrique et A un sous-ensemble de X. On suppose
que Ja > 0 telle que Ya,b € A,a # b, on ait d(a,b) > «. Montrer que (A,d) est un espace

complet. En déduire que A est fermé dans X.
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3.5. Exercices avec Solutions.

Solution 3.4. Soit (ay), une suite de Cauchy dans A. Alors il existe N € N tel que pour
tous n,m > N, on ait d(ay,a,) < a. Par conséquent, pour tout n > N, on a a, = ay.
Donc la suite (ay,), converge vers ay € A. Donc (A,d) est complet, donc A est fermé dans

X. Par exemple pour cette situation, on pose X =R, A=7Z ou A=Neta=1.

Exercice 3.5. Pour tous n,m € N*, on pose :
1 1
din,m)=14—+—, sim#n, etd(n,n)=0.
n m

1. Montrer que d est une distance sur N*.
2. Montrer que (N*,d) est complet. (Induction : on a ¥n,m € N* d(n,m) > 1.)

3. Soit f(n) =n+1 pour n € N*. Montrer que d(f(n), f(m)) < d(n,m) si n # m mais

que f n’est pas de contractante.

Solution 3.5. Pour tous n,m € N*, on pose :
1 1
din,m)=14—+4+ —, sim #n, etd(n,n)=0.
n m

1. 1l est clair que pour tous n,m € N*, on a d(n,m) > 0, d(n,m) = d(m,n) et que
d(n,m) =0 < n=m. Il reste & montrer linégalité triangulaire. Soient n,p et m trois

éléments distincts de N*, on a

11 11 11
dn,m)=1+—4+—<1+—+—-+1+-+—=d(n,p) +d(p,m).
nom n o p p m

Donc d est bien une distance sur N*.

2. (N*,d) est un complet. Pour tous éléments distincts n et m dans N*, on a d(n,m) > 1.
Soit (an)n>0 une suite de Cauchy dans N*. Alors il existe N € N tel que pour tous
n,m > N, on ait d(a,,a,) < 1. Donc a, = a,, pour tous n,m > N. Donc la suite

(an)n>0 converge vers ay € N*. Donc (N*,d) est complet.
3. Soit f(n) =n+1 pourn € N*. Sin#m, on a

1 1 1 1
+ <1+ -4 —=d(n,m).
n+1l m+1 p m

d(f(n), f(m)) =1+

Comme [ n’admet pas de point fize, il résulte du théoréeme de point fize que f n’est
pas contractante. Une autre maniére de montrer que f n’est pas contractante. Si f est
contractante, il existe k € [0, 1] tel que pour toutn > 1, on ait d(f(n), f(n +1)) <
kd(n,n+1), dot 1+ =5 + =5 < k(14 + + —5), et donc on a 25 < k pour tout
n>1. On en déduit 1 < k, ce qui est impossible. Donc f n’est pas contractante.
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Exercice 3.6. Soient (X, dx) et (Y, dy) deuz espaces métriques et f : X — Y une application

isométrique. Montrer que l'image par f d’une partie complete de X est fermée dans Y.

Solution 3.6. Soit A C X une partie compléte. Pour montrer que f(A) C Y est fermée
il faut montrer que pour toute suite (y,) C f(A) telle que y, — y il existe x € A tel que
f(z) = y. Puisque (y,) C f(A), I(x,) C A tel que f(x,) = yn. Maintenant (y,) C f(A)
est de Cauchy (puisqu’elle converge) et f est une isométrie. Par suite (x,) C A est aussi
de Cauchy. Donc, puisque A est complet, x, Ux € A. Finalement, par la continuité de f
(évidente car f est une isométrie), il vient que f(x,) — f(x). Par lUunicité de la limite on

déduit que y = f(z).

Exercice 3.7. Montrer qu’un espace métrique X est complet si et seulement si toute suite

(tn)n dans X telle que d(uy,, u,+1) < 27", n € N converge.

Solution 3.7. Montrons [“implication directe. Pour cela il convient de montrer que les suites

(un) C X telles que d(up, unr1) < 27" sont de Cauchy. On peut écrire, pour tout m > n,

AU, tn) < d(Up, U—1) + oo + d(Upg1, Up)

< ]

— 9m-1 om—2 on

S PO

- on 2 om-—n—1

1
<
— 2,”/717

et donc (u,) C X est bien de Cauchy.

Montrons maintenant [implication inverse. Pour cela on considére une suite de Cauchy
et on montre qu’elle converge. On va utiliser le fait qu’une suite de Cauchy qui contient
une sous-suite convergente est convergente. Montrons donc que si (u,) C X est une suite
de Cauchy on peut trouver une sous-suite, notée (uy,,) telle que d(un,,,, un,) < 27%. Soit
n1 € N telle que d(u,,u,) < % st p,q < ny. On définit par récurrence ni.1 comme le plus
petit des entiers strictement plus grand que ny, € N tel que d(uy, uy) < 2=+ sip g > Npgr,

la sous-suite ainsi construite répond a la question.

Exercice 3.8. Soit (X,d) un espace métrique. Montrer que, si toutes les parties fermées et

bornées de X sont complétes, alors X est complet.

Solution 3.8. Soit (z,), une suite de Cauchy dans X. Alors (x,), est bornée, et donc
(z,) C B(a,r) pour un a € X et un v > 0. B(a,r) étant un fermé borné, (x,)n converge

dans B(a,r), et donc dans X.
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Exercice 3.9. Dans un espace métrique (X,d), soit (a,)nen une suite de Cauchy.

1.

Montrer que pour tout x € X, la suite (d(x,ap))nen converge dans R. On note f(zx) sa
limite.

Montrer que f: X — R est continue.

Calculer inf,ex f(x). Quand cette limite est-elle atteinte ¢

Déduire de ce qui précéde que si X n’est pas complet, il existe une application g : X — R

continue et non bornée.

Solution 3.9. 1. La suite réelle (d(x,an))nen est de Cauchy car |d(z,a,) — d(x,a,)] <

d(ay, ay). Par complétude de R, elle est donc convergente.
f est continue et méme 1-lipschitzienne, par passage o la limite dans les inégalités
|d<I7 an) - d(ya an)‘ < d<x7y)

inf,ex f(x) =0 car f(a,) — 0. En-effet, pour tout € > 0, il existe N. tel que
Vm,n > N, d(a,,an) < ¢,

donc (en faisant m — oo pour n fixré) Vn > N, f(a,) < €. Cette limite est atteinte
s’il existe un x € X tel que f(x) =0, c’est-a-dire tel que a, — x, autrement dit si la

suite (an), converge dans X.

Dans X non complet, soit (a,), une suite de Cauchy non convergente. L’application
continue associée f a pour inf 0, non atteint. L’application g = % : X — R est donc

bien définie et continue, mais non majorée.

Exercice 3.10. Soit X =|0 + oo[. Pour x ety dans X, on pose

d(z,y) =|Inz — Iny|.

Vérifier que 0 est une distance sur X.

Soit d la distance usuelle sur X. Montrer que d et § sont deux distances topologiquement
équivalentes (Tg = Ts).

Montrer que (X,d) n’est pas complet.

La suite (+)n>1, est-elle convergente dans Uespace métrique (X,0). Est-elle de une

suite de Cauchy dans (X, 9).

Montrer que l’espace métrique (X, 0) est complet.
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6. Soit f € CH(X,X) telle que z|f'(x)| < kf(z), Vo € X, ou k € [0,1]. Montrer que [ a

un point fixe et un seul dans X.

Solution 3.10. 1. [l est facile de voir que § est une distance.

2. Par continuité de la fonction x — Inx sur |0 + oo[, montre que, pour tout € > 0, il
existe n > 0 tel que pour tout x €]0 + oo|, |x — xo| < n implique |Inx — Inxy| < €
c’est-a-dire Bq(xo,m) C Bs(xo, ) donc Tg D Ts.

Inversement, par continuité de la fonction x — expx sur |0 + oo|, montre que, pour
tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout x €]0 + oo, |Inx — Inzg| < n implique
|x — zo| < € c’est-a-dire Bs(xg,n) C By(xg,€) donc Ty C Ts. D’ou Tqg = Ts.

3. La suite (£),>1 est une suite de Cauchy dans (X, d) mais ne converge pas dans (X, d),
donc (X,d) n’est pas complet.

4. Supposons que la suite (),>1 converge dans (X, 0). Il ezisterait | € X tel que |In(2) —

Inl| = |Inn + Inl| — 0, lorsque n — +oo. Ce qui est impossible. La suite (%)@1
diverge donc dans (X, ). Supposons que (%) >1 soit une suite de Cauchy dans (X, §),
il vient

|1H(%) - ln(%” = |Inn —Inm| — 0,n,m — +oc.

Cela veut dire que la suite (Inn), est de Cauchy dans R et donc converge, ce qui est

absurde.

5. Soit (z,,)n une suite de Cauchy de (X,d). On a |Inz, — Inz,,| — 0, lorsque n,m —
+o0o. Cela montre que la suite (Inxy,), est de Cauchy dans R complet, donc (Inxy,),
converge, si l est sa limite, |Inx, — | — 0, lorsque n — 400, c’est-a-dire que (z,),

converge vers e dans (X, 6).

6. Si0<u<V,

dlfa). £ = | o) = o) = | [ Ea < |1 “}/((;) &

< / édt =k|lnv — Inu| = kd(u,v),
donc f est k-contractante de (X, d) dans (X, d).

Exercice 3.11. Soit (X,d) un espace métrique. Soit (x,), une suite de Cauchy dans X,

non convergente.

1. Montrer que pour tout x € X la suite (d(x,x,)), C R est convergente vers un nombre

g(x) > 0.
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est continue de X dans R.

2. Montrer que application © —
g(x)

1
3. Montrer que l’application x — ﬂ n’est pas bornée.
g(x

Solution 3.11. 1. On va montrer que (d(x,z,)) C R est de Cauchy. On a
d(z,z,) < d(z, ) + d(xm, T,).

D’ou
d(x,z,) — d(z, ) < d(Tpy,, )

et en échangeant le role de n et m on a globalement
|d(x,2,) — d(z, )| < d(xn, T)-

Par suite (d(x,x,)) est bien de Cauchy et donc elle converge vers un g(z) € R. Main-
tenant si g(x) = 0 alors d(z,x,) — 0, c’est a dire que x, — x et donc que (x,) est

convergente contrairement a I’hypothése. Donc g(z) > 0.

2. Puisque g(x) # 0,Vx € X il suffit de montrer que x — g(z) est continue. Soit (y,,) NX

tel que Y, — y. Montrons qu’alors g(ym) — g(y). On peut écrire, pour tout n,m € N,

’d(xn> ym) — d(zn, y)’ < d(Y, Ym)-

En posant a la limite n — oo, pour m € N fixé il vient

19(ym) — 9(W)| < d(y, Ym)-

En passant a la limite m — oo il vient alors, puisque d(y, ym) — 0, que g(ym) — 9(y).

1
3. Dire que —— est bornée c’est dire que
9(x)

da > 0,9(y) > a,Vy € X.
Mais puisque (z,) C X est une suite de Cauchy,

Ing € Ny d(xpy, xn) < =, V0 > nyg.

|2

En prenant y = x,, on a d(y, v,) — g(y) d’ol nécessairement g(y) < § ce qui est une

contradiction.

112



Chapitre 4
Espaces compacts.

Définition 4.1 (Recouvrement ouvert d’un espace topologique). Soit (X,7T) un es-

pace topologique. Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts (A;)ier de parties de
X telle que X = |J,c; Ai. Si I est un ensemble fini, on dit que (A;)ier est un recouvrement fini

de X. De plus st 3J C I tel que X = UjGJ A;, on dit que (Aj)jes est un sous-recouvrement
de (Ai)ier-

Proposition. 4.1. Soit (X,T) un espace topologique. Les deuz assertions suivantes sont
équivalentes :

1. De tout recouvrement de X par une famille (A;);cr d’ouverts, on peut extraire un sous-

recouvrement fini.

2. De toute famille (F;);er de fermés de X, dont l'intersection est vide, on peut extraire

une sous-famille finie dont ’intersection est vide.

Démonstration. Vérification immédiate par passage aux complémentaires.
O

Définition 4.2 (Espace topologique compact). Un espace topologique est dit compact

si et seulement s’il est séparé, et s’il vérifie l'assertion (1.) de la proposition 4.1, qui est dite

propriété de Borel-Lebesgue.

Définition 4.3 (Compacité par les suites). Un espace métrique X est compact si, de

toute suite (z,), G valeurs dans X, on peut extraire une sous-suite convergente, qui est dite
propriété de Bolzano-Weierstrass
Autrement dit, un espace métrique X est compact si et seulement si toute suite de points de

X admet une valeur d’adhérence.
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4. Espaces compacts.

Remarque 4.1. 1. Il y a la compacité a la Borel-Lebesque (qui est plus générale puis-
qu’elle définit la compacité d’un espace topologique quelconque) et la compacité a la

Bolzano-Weierstrass (qui est restreinte aux espaces métriques).
2. L’hypothese de séparation est toujours vérifice pour les espaces topologiques dans les
espaces compacts.
Exemple 4.1. 1. Tout espace topologique séparé et fini est compact.

2. L’espace discret est compact si et seulement s’il est fini. En-effet, si X est fini, évidant
X est compact. Réciproquement, supposons que X est compact. Pour tout x € X, soit
O, = {x}, alors (O)zex est un recouvrement ouvert de X, donc il existe xy, ...,x, € X
tels que X = J\_, O; = {x1,...,x,}. Par conséquent, X est fini.

3. R n’est pas compact. Soit A,, =]—n,+00][. (Ap)nen est un recouvrement par des ouverts,

il nexiste pas de sous-recouvrement fini.

Définition 4.4 (Partie compacte). Soient (X,7T) un espace topologique, A une partie de

X. A est dite partie compacte de (X, T) si et seulement si le sous-espace (A, Ta) est compact.
En utilisant la définition de la topologie induite, on obtient les caractérisations suivantes :

Proposition. 4.2. Soit A une partie de l’espace topologique séparé (X, T). Alors

1. A est compact si et seulement si, pour toute famille (A;)ie; d’ouverts de X tels que
A C U;er Ai il existe une sous-famille finie (A;, )1<k<n telle que :

Ac | 4,

1<k<n

2. A est compacte si et seulement si, pour toute famille (F;);c; de fermés de X tels que
AN (e Fi) = @, il existe une sous-famille finie (Fj,)i1<k<n telle que :

An( () F)=2

1<k<n

Démonstration. 1. =) Soit (A;)icr la famille d’ouverts recouvrant A. Les A; N A sont
des ouverts de A. Si A est compact, alors on peut extraire un sous recouvrement fini,
c’est-a-dire qu’il existe i, fini C I tel que Ulgk@(Aik N A) = A. Et par conséquent
A C Urcphen Qi
<) Soit (w;)ics la famille d’ouverts de A telle que J,.; w; = A. Pour tout i € I,
w; = A; N A et donc |J,c;(4; N A) = A, soit encore A C |J,c; Ai. Par hypothése, il
existe il existe une sous-famille finie (A;, )1<k<n tel que A C |, <hen Aiys ce qui donne

Urcran(Aiy N A) = Uy cpen (i) = A, et par conséquent A est compact.
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4. Espaces compacts.

2. =) Supposons que A est compact, alors on a
_ Mier Fi F;
An(F)=2=Acc < =]Jcf.
iel i€l
puisque {C’Q}ie ; est une famille d’ouverts de (X,7), on déduit que, il existe une
sous-famille finie (Cg’“)lgkgn telle que :
F;
Ac | o™
1<k<n

Dou AN (Mycpen £1) = 2.
<) Ona

AN((\F) —g e Ac et =Jcf
el el

Donc

el

AN((F) =2 = Hi,..i AN([|F,) =9
k=1
= i, inh, Ac | og,
k=1

et puisque {C’g’“,k € {1,...,n}} est une famille d’ouverts de (X, 7T) on conclut que A

est compact .
O

Exemple 4.2. 1. Dans tout espace topologique (X,T), les singletons, et plus générale-

ment les sous-ensembles finis, sont compacts.

2. Dans X séparé, soit (x,) une suite convergente vers a, alors
A={a,x0, 21, ..., Tp, ...}

est compacte. En-effet A est compacte car si a € V avec V € V(a), alors V' contient
tous le éléments de la suite sauf un nombre fini, ce qui montre qu’un nombre fini

d’ouverts recouvrira les autres points, et donc A est compacte.

3. A =|0,1] n'est pas compact dans R car I, =)=, 1] est une suite d’ouverts de A re-

couvrant A (A C |
fina.

wenl=: 1)) et dont on ne peut extraire aucun sous recouvrement
n
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4. Espaces compacts.

Définition 4.5 (Partie relativement compacte). Soient X un espace topologique et A

une partie de X. On dit que A est relativement compacte si A est compact.

Proposition. 4.3 (Propriété des fermés emboités). Soient (X,7T) un espace compact et

(Fy)nen une suite décroissante (pour linclusion) de fermés non vides. Alors (), .n Fn # 9.

neN

Démonstration. supposons (), .y Fn = @. De (2.) de la proposition 4.1, on déduit 'existence
d’une sous-famille finie de (F,) d’intersection vide. Mais, la suite (F},) étant décroissante,
I'intersection d'une telle sous-famille est égale & 1'un des F}, qui n’est pas vide. On aboutit

A une contradiction.

]

Proposition. 4.4. Soit X un espace topologique compact. Alors

1. Toute suite de X posséde au moins une valeur d’adhérence.

2. Une suite dans X est convergente si, et seulement si, elle a une unique valeur d’adhé-

rence, qui est alors sa limite.

Démonstration. Soit X un espace topologique compact.

1. Soit A,, = {z;,i > n} = {x,, Tpi1,...}. Alors a est une valeur d’adhérence de (z,) si,
pour tout n, a € A,. L’ensemble des valeurs d’adhérence est A = N~ An. Aest donc
I'intersection de la suite décroissante des fermés non vides F,, = A, (puisque X est

compact), donc A posséde au moins un élément.

2. Une suite convergente dans un espace topologique quelconque a une unique valeur
d’adhérence.
Supposons maintenant que la suite (z,), a une unique valeur d’adhérence a.. Procédons
par I’absurde et supposons que (z,,) ne converge pas vers . Il existe alors un voisinage
ouvert V € V(a) telle que F = C¥ contienne une infinité de termes de la suite. Cette
partie F' est fermée dans X, donc compacte. On obtient donc une seconde valeur

d’adhérence 8 € F' (et donc avec a # ) pour ().

]

Exemple 4.3. Pour n > 1, on pose as, = % et asni1 = 2n + 1. Alors la suite (a,)n>1
admet 0 comme unique valeur d’adhérence, mais (a,)n>1 ne converge pas dans R (car R est

non compact).

Proposition. 4.5. Toute partie infinie A de X compact admet au moins un point d’accu-

mulation.
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4. Espaces compacts.

Démonstration. Si A est une partie infinie de X qui ne posséde aucun point d’accumulation,
alors pour tout z € X il existe un voisinage ouvert V,, € V(z) tel que V,NA = {z} six € A,
et V,;NA=0six ¢ A dou la famille {V,, z € X} est un recouvrement d’ouverts de X qui
est compact. Donc, on peut extraire un sous-recouvrement finie {V,.,i = 1,...,n} tel que
X=Ui Vi Mais, A=ANX=AnU~, Vo, =U_,(ANV;,) et donc A contient au plus

n éléments ce contredit que A est infini. ]

Remarque 4.2. Dans X compact, si A = {(x,)}, alors A n’admet pas nécessairement un

point d’accumulation, car A peut étre fini ou réduit a un point (cas de suite constante).

Proposition. 4.6. Soient X et Y deux espaces topologiques non vides. Alors l’espace topo-

logique produit X x Y est compact si et seulement si X et Y sont compacts.

Démonstration. Si X X Y est compact, alors X et Y sont compacts car ils sont les images
des projections continues Px(X x Y) =X et Py(X x Y) =Y.

Supposons que X et Y sont compacts. Soit {O;,7 € I} un recouvrement ouvert de X x Y.
Alors, pour tout (z,y) € X x Y ils existent Uy, € Tx et Vo, € Ty tels que (z,y) €
Uwy) X Viay)y € Oy avec O,y € {054 € I}, On remarque que pour tout x € X la
famille {V(,),y € Y} est un recouvrement ouvert de I’espace compact Y et donc on peut
extraire un sous-recouvrement fini {V(;,,),7 = 1,..,n} pour ce dernier. D’autre part, si on
prend W, = ., Uiz, alors la famille {I,, z € X} est un recouvrement ouvert de I'espace
compact X et donc on peut extraire un sous-recouvrement ﬁni{ij, j=1,..,m}. On en
déduit que la famille {W,, X Vi, 4) 14 =1,...,n,5 = 1,...,m} est un recouvrement fini de
X x Y. Mais, on a :

Wa, X Via, ) € Uty X Viesw) € Oy, V1<t <n, 1 <j <m.

Donc, la famille {O(%yi), 1 <i<n,1<j<m} estun recouvrement ouvert fini de X x Y

ce qui montre que X X Y est compact.

m
Une conséquence immédiate

Corollaire 4.7 (Théoréme de Tychonoff). Soient Xy, ..., X,, des espaces topologiques non

vides. Alors X1 X ... x X, est compact < X1, ..., X,, sont compacts.
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4.1. Propriétés des espaces topologiques compacts.

4.1 Propriétés des espaces topologiques compacts.

Proposition. 4.8. Soit (X, T) un espace topologique séparé. Alors toute partie compacte de

X est fermeée.

Démonstration. Soit A est une partie compacte de X. Montrons que C{ est ouvert, c’est-a-
dire voisinage de chacun de ses points. Soit z € C¢ et a € A. Comme X est séparé, alors il
existe O, ouvert € V(a) et il existe V, € V(x) tels que O,NV, = @. Maintenant A C |J,c 4 Oa
O,. Soit alors V = (.5 Va € V()

(car intersection finie). Comme V N A = @, alors V C C4, soit encore C4 € V(z) et donc

compacte, donc il existe B fini C A tel que A C [J,cp

C4¢ est ouvert, c’est-a-dire A fermé.

O

Proposition. 4.9. Soit (X,T) un espace topologique compact. Alors toute partie fermée de

X est compacte.

Démonstration. Soit A est une partie fermée de X. Alors, si {F;,i € I} est une famille de
fermés de X telle que AN ((,c; F5) = @, on obtient (,.;(A N F;) = @. Puisque X est

compact, il existe J (fini) C I tel que @ = (..;(ANF;) = AN (e, Fi). Donc, A est

ieJ ieJ

compact.

]

Remarque 4.3. 1. D’apres les propositions prescientes, on voit que dans un espace to-

pologique compact, on a équivalence entre partie fermée et partie compacte.

2. Toute partie fermée incluse dans une partie compacte d’un espace topologique est, elle

méme, compacte.
3. Toute partie non vide d’un espace compact est relativement compacte.

4. Toute partie compacte est relativement compacte.
Voici une nouvelle propriété de stabilité de la compacité, trés utile dans la pratique.

Proposition. 4.10. Soient X et Y deux espaces topologiques, avec Y séparé, et [ une
application continue de X dans Y. Alors
1. L’image par f de toute partie compacte de X est une partie compacte de Y.

2. Si X est compact, alors f est une application fermée.

3. 51 X est compact et si f est bijective, alors f est un homéomorphisme.
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4.2. Propriétés des espaces métriques compacts.

Démonstration. 1. Soient A est compact de X, avec f(A) = B. B étant séparé par hypo-
these, considérons une famille (A;);c; d’ouverts de B tels que f(A) C |J;c; A f étant
continue, f71(A;) est un ouvert de A. D’autre part (J,.; f~1(Ai) = fH(U,e; Ai) =
A. On dispose donc d'un recouvrement ouvert de A, on peut en extraire un sous-
recouvrement fini (f~1(A;))ics. De U;e, f71(A;) = A on déduit f(A) C U, Ai-

2. Soit X est compact. Soit F' une partie fermée de X, alors F' est une partie compacte
de X, donc f(F') est une partie compacte de Y. On déduit que f(F') est une fermée

de Y. Par conséquent, f est une application fermée.

3. Ceci résulte de 2.

4.2 Propriétés des espaces métriques compacts.

Proposition. 4.11. Un espace métrique (X, d) compact est complet.

Démonstration. Soit (X, d) un espace compact. Alors toute suite de Cauchy admet une

valeur d’adhérence, elle est donc convergente, par conséquent, (X, d) est complet. O

Remarque 4.4. La réciproque de la proposition précédente est fausse. En-effet : R est

complet mais non compact
Proposition. 4.12. Toute partie compacte d’un espace métrique est bornée.

Démonstration. Comme on a A C |J,., B(a,1) et A est compacte, alors il existe un sous-
ensemble fini {ay, ...,a,} de A tel que A C J_, B(a;,1). Soit o = max;<;<,, d(a1,a;), alors
ona A C B(aj,a+1). Donc A est bornée.

[
Proposition. 4.13. Dans (R, |.|).
1. [Bolzano-Weierstrass.| Tout intervalle fermé et borné de R est compact.
2. Les parties compactes de R sont les parties fermées et bornées.
Démonstration. 1. Montrons que [a, b] est compact. Il est clair que [a, b] est séparé. Soit

(U)ier une famille de parties ouvertes de R recouvrant [a,b]. Soit A 'ensemble des
x € |a,b] tels que [a, x| soit recouvert par un nombre fini de parties U;. L’ensemble A
est non vide car a € A. Il est contenu dans [a, b, donc il est majoré. Soit m sa borne

supérieure. On a a < m < b. Il existe J € I tel que m € U;. Puisque U; est ouvert
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dans R, il existe ¢ > 0 tel que [m — e, m + ¢] C U;. Puisque m est la borne supérieure
de A, il existe z € A tel que m —e < x < m. Alors [a, z] est recouvert par un nombre
fini de U; et [z, m +¢] C Uj, donc [a, m + €] est recouvert par un nombre fini de U;. Si
m < b, on voit, en diminuant au besoin e de maniére que m+e¢ € [a, b], que m+¢ € A,
ce qui contredit la définition de la borne supérieure. Donc m = b, et [a, b] est recouvert

par un nombre fini de U;.

2. Soit A une partie compacte de R. Alors A est fermé dans R. D’autre part, il est clair
que
AcC U]x— Lz +1],

€A

donc A est recouvert par un nombre fini d’intervalles |z; — 1, x; + 1], donc est borné.
Soit B une partie fermée bornée de R. Il existe un intervalle [a, b] tel que B C a, b].
Alors [a, b] est compact, B est fermé dans [a, b], donc compact.

O

Remarque 4.5. D’aprés la proposition précédente, on a équivalence entre, A relativement

compacte et A bornée.

Proposition. 4.14. Soient non vide, f une fonction continue réelle sur X. Alors f est

bornée, et atteint ses bornes inférieure et supérieure.

Démonstration. On a X est compact, alors f(X) est une partie compacte de R, donc une
partie fermée bornée de R. Puisque f(X) est bornée, f est bornée. Puisque f(X) est de plus
fermée, f(X) posséde un plus petit et un plus grand élément. Si, par exemple, f(xq) est le
plus grand élément de f(X), f atteint sa borne supérieure en .

]

Proposition. 4.15. Si f : (X,dx) — (Y, dy) est continue et X est compact, alors f est

uniformément continue.

Démonstration. Par 1'absurde, supposons qu’il existe € > 0 tel que, pour tout n € N, il
existe z,, y, € X tels que dx(zn,yn) < % et dy(f(zy,), f(yn)) > € La suite (z,,yn)n est une
suite de X x X qui est compact. Soit (2, , Yn, )k Une sous-suite convergente qui converge vers
(a,b) € X x X. Comme dx(zp,, Yn,) < é pour tout £ € N, on a a = b. La fonction f est
continue, on a f(x,,) = f(a) et f(yn,) — f(b) = f(a) ce qui est impossible. O

Définition 4.6 (Espace métrique précompact). 1. Un espace métrique (X, d) est dit

précompact si, pour tout r > 0, il existe un recouvvrement fini de X par des boules de
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4.2. Propriétés des espaces métriques compacts.

rayon r. ie

Vr > 0,31, .2, € X, X = | Bay, 7).

i=1

2. On dit que une partie A, dans X, est précompacte si

Vr > 0,321, .0, € A, AC | B(xi, 7).

i=1
Remarque 4.6. 1. Toute partie précompacte est bornée. En-effet, si A est précompact,

alors pour toutr > 0 ils existent 1, ..., x, tels que A C |J;_, B(x;,r). Donc

diamA < Z diamB(x;,r) = 2nr.

i=1
2. Tout espace métrique compact est précompact. En-effet, soient (X, d) un espace mé-

trique compact et v > 0. Comme (B(x,r))zex est un recouvrement ouvert de X, alors

il existe xq,...x,, X = U, B(z;, 7). Par conséquent, (X,d) est un espace précompact.
Proposition. 4.16. Soient (X,d) un espace métrique et A une partie de X. Alors

1. Si (X, d) est précompact, alors A est précompact.

2. Si A est précompact, alors A est précompact.

Démonstration. 1. Par définition.

2. Supposons que A est précompact donc pour tout r > 0 ils existent x4, ..., z, tels que
Ac U, B(zi,r). Siy € A— A, alors B(y,r)NA # @, il existe donc z € B(zy,r)NA
pour un certain zx. On a d(y, zx) < d(y,2) + d(z,zx) < 2r donc y € B(xy, 2r). Donc
A c UL, B(w;,2r) qui montre que A est précompact.

O

Proposition. 4.17. Soit (X, d) un espace métrique précompact. Alors X est séparable.

Démonstration. Si X est précompact, alors pour tout n > 1, il existe un sous-ensemble fini
D,, de X tel que X = J,.p, B(x, ). Soit D = [J,,cp+ Dy, alors D est dénombrable. Soient
y € Xet e > 0. Alors il existe n > 1 tel que + < e. Comme on a X = Usen, B(z, 1), il
existe z € D,, C D tel que y € B(z,1), dou d(y,z) < 2 < e. Donc D est dense dans X.

Par conséquent, (X, d) est séparable.
]

Remarque 4.7. En particulier, tout espace métriqgue compact est séparable car, tout espace

métrique compact est précompact.
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Proposition. 4.18 ((Lebesgue). Soient (X, d) un espace métrique posséde la propriété de
Bolzano-Weierstrass et (O;)ier un recouvrement ouvert de X. Alors, il existe r > 0 tel que

pour tout x € X la boule B(x,r) est contenue dans l'un des ouverts O;.
On va donner le résultat fondamental de la compacité d’un espace métrique.

Proposition. 4.19. Soit (X,d) un espace métrique. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes.
1. X est compact.
2. L’espace métrique (X, d) est précompact et complet.
3. Toute partie infinie de X posséde au moins un point d’accumulation.

4. Toute suite de X posseéde une sous-suite convergente.

Démonstration. - 1. = 2. Puisque X est compact, d’aprés la remarque 4.6, (X, d) est

précompact, et par la proposition 4.11, X est complet.

- 2. = 1. Soit G = {0, € I} un recouvrement ouvert de X. Puisque X est précompact,
alors pour tout r > 0 ils existent xy,...,x, € X tels que X = J,_, B(x,r). Mais,
pour tout 1 < k < n il existe O € G tel que x;, € O. Donc, il suffit de choisir
r > 0 tel que B(zg,r) C O pour tout 1 < k < n ( par le proposition 4.18, et X
est complet). On en déduit que X = |J;_, B(zg, 1) C Jy_; Ok, ce qui montre que la

famille {Oy, k = 1,...,n} est un recouvrement ouvert fini de X et donc compact.
- 1. = 3. Voir Proposition 4.5.

- 3. = 4. Soit (x,,), une suite dans X, on distingue deux cas :
Premier cas : 'ensemble {z,,,n € N} est fini. Alors il existe z € X et une partie infinie
D de N tele que pour tout n € D, on ait x, = x. Soit ¢(0) le plus petit élément de
D, et par récurrence, p(n + 1) le plus petit élément de D strictement plus grand que
@(n). Alors (Zy(n))n sous-suite de (x,), qui converge vers x.
Deuxiéme cas : 'ensemble {x,,n € N} est infini. Par hypothése, cet ensemble posséde
un point d’accumulation noté y. Vérifions que y est une valeur d’adhérence de la suite
(Tp)n. Soient € > 0 et N € N. Soient C' = {d(y,z,),0 < n < N,z, # y} U {e}
et ¢ = inf(C), alors ¢ > 0. Comme y est un point d’accumulation de I’ensemble
{zn,n € N}, il existe z, € B(y,e’) — {y}, dott n > N. Ainsi, pour tous ¢ > 0 et
N € N, il existe n > N tel que z, € B(y,&). Donc y une valeur d’adhérence de la

suite (zp,)n.
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- 1. = 4. Voir Proposition 4.4, puisque toute suite d’¢léments de (X,d) admet une
valeur d’adhérence (i.e de toute suite d’éléments de (X, d) on peut extraire une sous-

suite convergente).

- 4. = 1. Soit (U;)ier un recouvrement ouvert de X. Par la proposition 4.18, il existe
r > 0 tel que pour tout = € X il existe ¢ € I pour lequel B(z,r) C U;. Supposons
qu’il n’existe pas de sous-ensemble J de I tel que X = J,.; U;. Alors pour toute partie
finie B de X, comme |J, . B(x,r) est inclus dans un nombre fini d’ouverts est Uj, il
existe y € X tel que d(x,y) > r pour tout x € B. On choisit un point z, € X, puis
un point 21 € X tel que d(zg,z1) > r, puis un point x € X que tel d(xg,z2) > r et
d(x1,x9) > 7 et, par récurrence, une suite (x,), dans X telle que pour tous p,q € N
avec p # q on ait d(z,,z,) > r. Par conséquent, la suite (x,), n’admet aucune sous-
suite convergente, c’est une contradiction. Donc il existe bien un sous-ensemble fini j
de I tel que X = ., Us.

O

Proposition. 4.20. Soient (X,d) un espace métrique et A une partie de X. Les propriétés

sutvantes sont équivalentes.
1. A est relativement compacte.
2. 1l existe une partie compacte de X contenant A.
3. Toute suite dans A posséde une sous-suite convergente dans X.
Démonstration. - L’implication 1.= 2.) est triviale, A la partie compacte de X conte-
nant A.
- L’implication 2.= 3. résulte immédiatement de la Proposition 4.19.
- 3.= 1.) Soit (z,), une suite dans A. Pour tout n > 0, il existe a, € A tel que

d(an, z,) < n+r1 Par hypotheése, il existe une sous-suite convergente (an, )r de (a,)n.

Soit a = limy_ ooy, . Pour tout £ >0, on a 0 < d(a,z,,) < d(a,a,,) + d(an,, T, ) <
d(a,an,)+ ﬁ et on a lim;HJrooﬁ =0, donc (z,, ) converge aussi vers a. Il résulte
de la proposition 4.19 que A est compact.

UJ

4.3 Espaces localement compacts.

De nombreux espaces topologiques que I’on rencontre dans les applications de la topologie

ne sont pas compacts, mais ont une propriété plus faible, la compacité locale.
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4.3. Espaces localement compacts.

Définition 4.7 (Espace localement compact). Un espace topologique (X, T) est locale-

ment compact si tout point de X a un voisinage compact.

Remarque 4.8. Evidemment, tout espace compact (X,T) est localement compact, puisque

X est voisinage de chacun de ses points. La réciproque est fausse, considérer R.

Exemple 4.4. 1. R est localement compact puisque R est séparé et pour chaque point x
de R admet un voisinage compact [x —r,x + ], (r > 0).
2. Montrons que Q n’est pas localement compact. Supposons que le point 0 de Q posséde
dans Q un voisinage compact V. Il existe un voisinage W de 0 dans R tel que V =
W NQ. Puis il existe « > 0 tel que | —a,a[C W, d’ou | — o, o[NQ C V. Par ailleurs,
puisque V' est compact, V est fermé dans R. Or tout nombre réel de | — o, est
adhérent a | — o, a[NQ, d'ou | — o, [C V', ce qui est absurde puisque V' C Q.
3. X discret est localement compact. En-effet, X est séparé et, pour tout v € X, {z} €
V(z) et {x} est compact. Remarquons que si X discret est infini, alors X est localement

compact mais non compact.

Proposition. 4.21. L’intersection de deux sous-espaces localement compacts d’un espace

topologique séparé est localement compacte.

Démonstration. Soient A et B sont deux sous-espaces localement compacts dans X séparé,
et C = AN B. On a C est séparé (car sous-espace de X séparé). Soit a € C. Comme a € A
localement compact, alors il existe Ky € V(a), K; compact C A. Comme a € B localement
compact, alors il existe Ky € V(a), Ky compact C B. Ainsi nous avons K1 N C € Ve (a) et
KyNC € Ve(a). Soit alors K = K N K, est un compact (car intersection de compacts) et
K=(KNnC)N(K2NC) € Ve(a). Et donc C est localement compact.

O

Remarque 4.9. La réunion de deux parties localement compactes n’est pas toujours locale-
ment compacte. En-effet : considérer X = R? et A= {(0,y),y > 0} et B = {0}. A et B sont
localement compacts et AU B est non localement compacts car 0 n’admet pas de voisinage

compact.

Proposition. 4.22. Si f est un homéomorphisme X — Y et si X est localement compact,

alors Y est localement compact.

Démonstration. Y est séparé car f est un homéomorphisme. Soit 2’ € Y, alors 2’ = f(z)
ou z € X. Comme X est localement compact, il existe K compact € V(z). Par conséquent
f(K) est compact et f(K) =K' € V(z').
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4.4. Exercices avec Solutions.

]

Remarque 4.10. Si f est continue : X — Y, avec X localement compact et Y séparé, alors
f(X) n’est pas nécessairement localement compact. En-effet : considérons X = N discret et
Y = Q (sous-espace de R). Alors X est localement compact et Y est non localement compact.

On sait qu’il existe une bijection f : N — Q qui est donc continue puisque X est discret.

Proposition. 4.23. Soient X un espace localement compact, A une partie ouverte ou fermée

de X. Alors l’espace A est localement compact.

Démonstration. D’abord, A est séparé. D’autre part, soit y € A. Il existe un voisinage
compact V de y dans X. Alors V' N A est un voisinage de y dans A. Si A est fermé dans X,
V' N A est fermé dans A, donc compact. Si A est ouvert dans X, on peut supposer V' C A,
etalors VNA=V.

O

Proposition. 4.24. Soient X et Y deux espaces topologiques non vides. Alors ’espace to-
pologique produit X xX Y est localement compact si et seulement si X et Y sont localement

compacts.

Démonstration. L’espace topologique produit X x Y est séparé si et seulement si X et Y sont
séparés. Supposons d’abord que 'espace topologique produit X x Y est localement compact.
Puisque les projections canoniques de X x Y sur les X et Y sont continues, surjectives et
ouvertes, on déduit que X et Y sont localement compacts.

Réciproquement, supposons que X et Y sont localement compact. Soit x = (21, x2), soit
Vi, Vs des voisinages compacts de x1, zo dans Xy, Xy respectivement. Alors V = V] x V; est

un voisinage compact de x dans X x Y. Donc X est localement compact. O

Exemple 4.5. R" est localement compact (sans étre compact). En-effet, R" est séparé, et

tout point de R™ admet pour voisinage une boule fermée, laquelle est compacte.

4.4 Exercices avec Solutions.
Exercice 4.1. Dans l’espace métrique (Q, d,) ou d,(x,y) = |xr — y| et
A={reQ,2<2® <3}

Montrer que A est fermé et borné mais n’est pas compact.
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Solution 4.1. [l est clair que A est borné. On peut écrire A comme :
A={zcQV2<z<V3}U{zeQ,—V3<z<—V2} =4 UA,.

De plus on a Ay = [v/2,V/3]NQ et Ay = [—/3, —v2]NQ. Donc A, et Ay sont fermés dans
Q. Pour la compacité considérons G = {Gp,n > 1} ot G, ={zr € Q,2+ L <a? <3 -1}

G est un recouvrement ouvert de A qui ne posséde aucun sous-recouvrement fini.

Exercice 4.2. Montrer que [’ensemble suivant est compact
A={(z,y) eR* 2 +y° <1}.

Solution 4.2. Soit
f:R? — R, f(z,v) =22 4+ %

On remarque que A est fermé puisque A = f~1([0,1]. D’autre part A est borné car A C
B((0,0),1).

Exercice 4.3. Soient A une partie compacte et B une partie fermée de R. On pose
C=A+B={x+y,xe€Aye B}

1. Montrer que C' est fermé.

2. Montrer que si B est compact, alors C' est compact.

Solution 4.3. 1. Soit ¢ € C. Il emiste une suite (c,), de points de C' qui converge vers
c. Pour chaque entier n, il existe a,, € A et b, € B tels que ¢, = a, + B,. La suite
(an)n est contenue dans le compact A, on peut donc en extraire une sous-suite (an, )k
qui converge vers une limite a € A. La sous-suite (c,, )i de (¢,), converge vers c, et
puisque, pour tout entier n, b,, = ¢, — an, la sous-suite (b, )i de (b,), converge vers
c—a. Or B est fermé, donc c—a € B soit, en posantb=c—a, c=a+b, aveca € A

et b€ B. Ceci prouve que ¢ € C' donc que C' est une partie fermée de R.

2. Si A et B sont tous deux compacts, ils sont bornés. Il existe donc o > 0 et B > 0 tels
que tout a € A et tout b € B vérifient |a| < «a, et |b| < 5. Mais alors si ¢ = a + b,
le| <a|+1b| < a+ 5 qui prouve que C' est borné. Mais d’aprés la question précédente,
C est fermé. Les parties compactes de R étant les parties fermées et bornées, C' est

compact.

Exercice 4.4. Soit X un espace topologique séparé. Montrer que
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1. union finie de compacts est compacte.

2. Intersection quelconque de parties compactes est compacte.

Solution 4.4. 1. Soit {Ky,k = 1,...,n} une famille finie de compacts dans un espace
topologique (X, T) et soit K = (\;_, K. Alors, tout recouvrement d’ouverts {O;,i € I}
de K est un recouvrement d’ouverts de Ky, pour tout k = 1,...,n. Donc, il existe Jj
(fini) C I tel que Ky C U;ej, Oi, pour tout k =1,...,n. On prend J = Jy U ... U Jp,

alors | J;c; O; est un sous-recouvrement fini de K et donc K est compact.

2. Soit {K;,i € I} une famille de compacts dans un espace topologique séparé (X,T) et
soit K =

un compactes K;,, 1o € I. Donc K est compact.

i1 Ki. Alors, K est un fermé (car c’est une intersection de fermé ) dans

Exercice 4.5. Soient K un compact de l'espace métrique (X,d) et r > 0.
1. Montrer que F =, B(x,r) est fermé dans (X, d).

2. Montrer que U = (o B(w,7) est ouvert dans (X, d).

Solution 4.5. 1. Soient (y,), une suite dans F et y € X tels que lim, 00 yn = Y.
Pour tout n > 0, il existe a, € K tel que d(ay,y,) < r. Puisque K est compact, la
suite (an)n admet une sous-suite convergente (a,, ), vers un élément a € K, d’ot on a
limy 400 d(any , by, ) = d(a,y). Par conséquent, on a d(a,y) <, d’oty € B(a,r) C F.
Donc F' est fermé dans (X, d).

2. Montrons que CY = U, cx C;?(”) est fermé dans (X, d). Soient (yy,), une suite dans
C’g et y € X tels que lim, .y, = y. Pour tout n > 0, il existe x, € K tel que
d(x,yn) > 1. Puisque K est compact, la suite (r,), admet une sous-suite conver-
gente (T, )i vers un élément v € K, d’ot on a limy_,i d(xy,,b,,) = d(x,y). Par

conséquent, on a d(x,y) >r, douy € C;?(x”") C CY. Donc CY est fermé dans (X, d).

Exercice 4.6. Soient K une partie compacte non vide d’un espace métrique (X, d) et (x,),
une suite dans X telle que la suite de réelle (dist(x,, K)), tende vers 0. Montrer qu’il eziste

une sous-suite de (x,), convergeant vers un point de K.

Solution 4.6. Pour tout n > 0, il existe a, € K tel que d(x,,a,) < dist(z,, K) + n+r1

Comme K est compacte, il existe une sous-suite convergente (an, )i de (ay),. Soit a =

limys 4 o0 G, , alors a € K et pour tout k >0, on a 0 < d(z,,,a) < d(zp,, an, ) + d(a,,,a) <

dist(zy, , K)+ nk+11+1 +d(an, ,a). Donc on a limy_, oo d(zp,,a) = 0, i.e. la sous-suite (T, )k

converge vers a.
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Exercice 4.7. Soit (X, d) un espace métrique compact et f : X — X une application vérifiant

d(f(x), f(y)) < d(z,y),Y(z,y) € R* x # y.

Le but de cet exercice est de montrer que f admet un point fize unique p € X.

1. Montrer que les ensembles X,, = f"(X),n € N, forment une suite décroissante de

compacts et que Y = ﬂnzo X, n’est pas vide.

2. Montrer que Y est un ensemble invariant, i.e. f(Y) =Y , et en déduire que le diamétre

de cet ensemble est (.

3. Conclure que f a un unique point fire p € X et que Vxy € X, la suite (x,,), définie par

Ty, = f"(xg) converge vers p lorsque n tend vers oo.

Solution 4.7. 1. La suite donnée est décroissante car on a
Xn1 = f"N(X) = fM(f(X) € [M(X) = X,

Vérifions que X,, est compact pour tout entier n > 0. C’est vrai pour n = 0 car X
est compact par hypothése. On suppose que X,, est compact, puisque f est continue et
que l’espace d’arrivée est séparé, l'image f(X,) du compact X,, est aussi un compact.
Montrons a présent que Y = (1,50 X, est non vide. (Xy), est une famille de compacts
dont Uintersection de toute sous-famille finie est non vide (en-effet : ﬂie{il’mﬂ.k} X, =

Xmax{ir,....ix} qui est non vide), puisque cette famille est dans lespace X qui est compact,

alors l'intersection de tous les éléments de la famille, c¢’est a dire'Y , est non vide.

2. Montrons U'égalité Y = f(Y). On a f(M,Xn) C Nuf(X,), dou Uinclusion f(Y) C Y.

Inversement, soit o € Y, alors « s’écrit sous la forme

a=fla) = fPag) = ... = fPap) = ...,

0l Qy, ..., Q... est une suite convenable dans X. Si on considére la suite (7,), =
(fP (p))p, elle admet une valeur d’adhérence A car X est compact. De plus, comme
cette suite se trouve dans X, pour tout n, a partir d’un certain rang, par conséquent,
une suite extraite convergente vers \ dans X est aussi convergente vers A\ dans X,, pour
tout n, car X, est fermé. Ainsi, on a obtenu A\ € Y. D’autre part, f étant continue, la
suite (Vn)n admettant une suite extraite convergente (Yn, )x vers X, la suite (f(Vn,))k
tend vers f(\) qui est aussi ao. Nous avons donc établi que pour tout o € Y, il existe
A €Y tel que f(N) = «, d’ou Uautre inclusion Y C f(Y).

Supposons que 6(Y) = 6(f(Y)) > 0. Tout d’abord, rappelons que si K est une partie
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non vide, compacte d’un espace métrique, alors il existe deux éléments k, ky de K tels
que §(K) = d(k, ko). ( Ceci est di a fait que U'application distance est continue, a
valeurs dans R, donc elle est bornée sur un compact et atteint ses bornes sur ce com-
pact.) Ainsi, il existe yi,yo deux éléments de Y tels que §(f(Y)) = d(f(y1), f(y2))-
Puisquon a d(f(y1), f(y2)) < d(y1,52), alors 6(Y) > d(y1,y2) > 6(f(Y)), ce qui est
une contradiction. Par conséquent, on a 6(Y) = 0 et Y est réduit a un seul élément

noté \.

3. On a obtenu' Y = {\} avec f(\) = A, c’est donc un point fixe qu’on note aussi p.
est unique car si on raisonne par l’absurde, on suppose l’existence de deux points fizes
Yo # Y1, on aboutit a d(f(vo), f(y1)) = d(yo, 1) < d(yo,y1) ce qui est une contradiction.
Soit xy € X quelconque, la suite (f™(xo)), est dans le compact X, elle admet donc
une valeur d’adhérence qu’on note 3. Comme précédemment, cette valeur d’adhérence

appartient a 'Y, c’est donc forcément A qui est le point fixe unique.

Exercice 4.8. Soient X un espace topologique séparé et A, B deuz parties compactes de X
telles que AN B = @. Montrer qu’il existe deux ouverts U et V dans X tels que A C U,
BCcVetUNV=0g.

Solution 4.8. Soit b € B. Comme X est séparé, pour tout a € A, il existe Uy et Vo
deur ouverts de X tels que a € Ugyp,b € Vop et Uyp N Vo = &. Comme A est compact
et comme on a A C UaeA Uap, alors il existe un sous-ensemble fini {ai,...,a,} de A tel
que A C U, Uy, p. Soient Uy, = - Usp €t Vi = (Viey Vaip, alors Uy et Vi, sont deuz
ouverts de X tels que A C Uy, b € V,, et U, NV, = @. Comme B est aussi compact et on
B C Upep W, alors il existe un sous-ensemble fini {bl,...,b,} de B tel que B C U§=1 Vi, -
Soient U = ﬂ§:1 Up, etV = U§:1 Vi, alors U et V' sont deuz ouverts de X tels que A C U,
BCcVetUNV=g.

Exercice 4.9. Soient (X, d) un espace métriqgue compact et f : X — X une application
continue telle que f(x) # x pour tout x € X. Montrer qu’il existe k > 0 tel que d(z, f(z)) > k
pour tout x € X.

Solution 4.9. Pour tout x € X, soit g(z) = d(z, f(x)), alors g est une application continue
de X dans R et pour tout x € X, on a g(x) > 0. Comme X est compact, il existe xy € X tel
que inf,ex g(x) = g(xg). Soit k = g(zo), alors k > 0 et pour tout x € X, on a d(x, f(x)) > k.

Exercice 4.10. Soient (X, dx), (Y, dy) des espaces métriques et f : X — Y une application.
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1.

Montrer que f est continue si et seulement si f |k est continue pour tout compact K
de X.

2. On suppose que f est injective et que VK C X compact, f(K) est compact de Y.

Montrer qu’alors f est continue.

Solution 4.10. 1. Si f est continue, alors la restriction de f a toute partie A de X est

continue.

Réciproqguement, supposons que pour tout compact K de X, f |k est continue sur K.
Soient x € X et (z,), une suite dans X telle que lim,,_, o x, = x. Alors ’ensemble
K ={z}U{z,,n > 0} est un compact de X. Comme f |k est continue en x, alors on
a lim, . f(x,) = f(x). Par conséquent, f est continue en x, donc f est continue

sur X.

Soit K wune partie compacte de X. Alors f(K) est une partie compacte de Y. Soit
g: K — f(K) définie par g(x) = f(z), pour tout x € K. Alors g est une application
bijective. Soit F' un fermé de K, alors F est un compact, donc g(F) = f(F) est un
compact, d’ou g(F) est une partie fermée de f(K). Par conséquent, l'application g~*
est continue. On déduit que g est continue, d’ot f |k est continue. Il résulte de 1 que

f est continue.

Exercice 4.11. Soient X un espace topologique séparé et A un sous-ensemble de X locale-

ment compact pour la topologie induite par celle de X. Montrer que, si A est dense dans X,

alors A est ouvert dans X.

Solution 4.11. Soit y € A. Puisque A est localement compact, y posséde un voisinage

compact K dans A. Alors K est aussi un voisinage compact de y dans X, donc A est un

voisinage de y dans X. Par conséquent, A est voisinage de chacun de ses points dans X,

donc A est un ouvert de X.

Exercice 4.12. On munit R de la topologie usuelle et soit X =R — {%,n € N*}.

1.
2.

Montrer que X n’est pas localement compact.

Montrer que X—{0} est localement compact. En déduire qu’une réunion de deuz parties

localement compactes de R n’est pas toujours localement compacte.

Montrer qu’une intersection dénombrable de parties localement compactes de R n’est

pas toujours localement compacte.

Solution 4.12. Soit X =R — {1, n € N*}.
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1. On a X est dense dans R. St X était localement compact, alors X serait ouvert dans
R, woir Ezercice 4.11, ce qui est impossible, car pour tout r > 0, |r,r[C X. Donc X
n’est pas localement compact.

2. OnaX—{0} =R—-K, ou K ={0}U{2,n € N*} est un compact de R, donc X — {0}
est ouvert dans R. Par la proposition 4.23, X — {0} est localement compact. On a
X =(X-={0})u{0} et X—{0} et {0} sont localement compacts, mais X n’est pas
localement compact.

3. OnaX=,s R—{1}, et pourtout n > 1, R— {1} est localement compact, mais X

n’est pas localement compact.

Exercice 4.13. Si A et B sont deux parties compactes d’un espace métrique X, montrer

que
1. Ja € A,b € B,d(a,b) = dist(A, B).

2. dist(A, B) =0 si et seulement si AN B n’est pas vide.

Solution 4.13. 1. L’application f : (x,y) € AxB — d(z,y) € R est continue sur Ax B.
Or A et B sont compactes, donc A X B est compact, et par conséquent f atteint sa
borne inférieure dans A x B qui est dist(A, B).

2. "<" évidant. "=" si dist(A, B) =0, d’aprés 1. da € A,b € B,d(a,b) = dist(A, B),
alors d(a,b) =0=a=b=a€ AN B.
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Chapitre 5
Eispaces connexes.

Définition 5.1 (Espace connexe). Soit (X, T) un espace topologique. On dit que X est

connexe s’il n’est pas réunion de deux ensembles ouverts non vides disjoints. Autrement dit,

pour tous ouverts disjoints U etV de X tels que X =U UV, alors on ait U = & ou'V = .

Remarque 5.1. Les définitions et les propriétés de la connexité dans les espaces métriques
sont les méme que les espaces topologiques.
Exemple 5.1. 1. L’ensemble vide & est conneze.

2. Soit Uespace (X, |.|) tels que X =] — 1,0[U]1, 5[, les deux parties O1 =] — 1,0[ et Oy =
11,5] sont a la fois ouvert et fermé dans X car Oy = XN|] — 1,0[= XN [-1,0] et
Oy = XN|1,5[= XN |[1,5]. De plus, on a X = Oy U Oy et donc la famille {O1, 03} est
une partition de X en deuz ouverts (en deux fermés) disjoints. Dans ce cas on va dire

que X n’est pas connexe.

3. Tout espace discret (X, T) tel que card(X) > 2 n’est pas connexe. En-effet, si x € X
alors on a {z} U C’g{f} =Xet{z}nN C’g{gx} = & avec {z} et Cg{gx} sont deuz ouverts.

4. L’espace muni de la topologie grossiére est connexe.

Proposition. 5.1. Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. L’espace X est conneze.
2. L’espace X n’est pas réunion de deuzr ensembles fermés non vides disjoints.

3. Il n’existe pas dans X d’autres parties qui soient a la fois ouvertes et fermées que X et

.
4. Toute application continue de X dans l’espace discret 7. est constante.

5. Toute application continue de X dans l’espace discret {0, 1} est constante.
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Démonstration. L’équivalence (1) < (2) s’obtient par passage aux complémentaires.

Pour (2) = (3). Soit A une partie non vide de X et supposons que A est a la fois ouverte et
fermée dans X. Soit B = Cf, alors B est fermé dans X tel que X = AUB et ANB = @.
Donc on a B =@, dou A =X.

Pour (3) = (4). Soit f : X — Z une application continue. Soit ¢ € X, alors {f(xg)} est
une partie a la fois ouverte et fermée dans Z. Comme f est continue, alors f~'({f(zo)}) est
une partie non vide a la fois ouverte et fermée dans X, donc on a X = f~1({f(z0)}), d’on
f(z) = f(x) pour tout z € X. Autrement dit, f est constante.

Pour (4) = (5). Soit f : X — {0, 1} une application continue. Or I'injection i : {0,1} — Z
est continue. Donc i o f est constante. Par conséquent, f est constante.

Pour (5) = (1). Si X n’était pas connexe, alors il existerait deux ouverts non vides et
disjoints U et V dans X tels que X = U U V. Pour tout « € U, on pose f(z) = 0 et pour
tout x € V', on pose f(x) =1, alors f est une application continue non constante de X dans

I'espace discret {0,1}, ce qui est contraire a ’hypothése. Donc X est bien connexe. n
Comme d’habitude, on peut définir la connexité d’une partie.

Définition 5.2 (Partie connexe). Une partiec A de (X,7T) est conneze si ’espace topolo-

gique (A, Ta) est connere.

Proposition. 5.2. Si une partie A d’un espace topologique (X, T) est conneze, alors l’exis-
tence de deux ouverts Oy, Oy € T tels que A C O1 U0y et O1 N Oy = & entraine A C O ou
ACO,.

Démonstration. Supposons que A est connexe et soient 01,09 € T tels que A C O; U O,
et O1NO0y =0 . Alors, A= (ANO;)U(ANOy) et (ANO;)U(ANOy) =@. Comme A
est connexe on obtient (ANO; = &) ou (AN Oy =) dot A C Oy ou A C Os.

]

On rappelle qu'un intervalle A est, par définition, une partie telle que pour tout a,b € A,

I'intervalle [a,b] C A. On admet que @ et {a} sont des intervalles.

Proposition. 5.3 (parties connexes de R). Une partie A de R est connexe si et seulement

st A est un intervalle.

Démonstration. Si A n’est pas un intervalle, alors il existe x < z < y tels que x,y € A, mai
z ¢ A. Alors U = AN| — o0, z[, V = AN|z, +o0] sont des ouverts non vides et disjoints de A
tels que A=U UV | et donc A n’est pas connexe.
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Réciproquement, supposons A intervalle et soit f : A — {0,1}. Si, par absurde, f n’est
pas constante, alors il existe x,y € A tels que f(z) =0 et f(y) = 1. De par le théoréme des
valeurs intermédiaires, il existe un z compris entre = et y (donc appartenant a A) tel que
f(z) = %, contradiction.

m

Exemple 5.2. 1. L’ensemble {x}, dans l'espace (X,T), est conneze.

2. Une partie de R est, donc connexe si et seulement si elle est de la forme ]a, b[, [a, b], [a, b], ]a, ],

avec a et b éventuellement égaux a +oo.

A=10,1]U[2,3] C R nlest pas connexe.

L’espace (R*,|.|) n’est pas conneze.

Q n’est pas conneve avec Q = (] — 00, v/2[NQ) U (]v/2, +00[NQ).

En générale, un sous espace d’un espace connexe n’est pas connexe.

S v e

Proposition. 5.4. Soit (X,T) un espace topologique et soit A C X un ensemble conneze.

Alors tout ensemble B tel que A C B C A est connexe. En particulier A est conneze.

Démonstration. Soit f : B — {0,1} une fonction continue. Alors f |4 est une fonction
continue sur A & valeurs dans {0,1}. Comme A est connexe, f |4 est constante, on note
a € {0,1} la valeur de la constante. Soit € B. Comme x € A, il existe une suite (z,,) C A
tel que z, — x. Alors f(z,) = a, Vn € N (car z,, € A) et aussi f(z,) = f(x) car f est
continue. Dot f(z) = a. Donc f est constante sur B et donc B est connexe. En particulier

si B = A, alors A est connexe.
O]

Proposition. 5.5. Soit X un espace topologique connexe et soit A une partie non vide dans
X, avec A # X, alors la frontiére de A, Fr(A) # .

Démonstration. On a Fr(A) = A— ;1, et X = Ezt(A)U A UFr(A), avec Ext(A), A et
UFr(A) sont disjoints, alors Ext(A), A et UF r(A) forment une partition de X. Ainsi si
Fr(A) = @ alors on aurait X = Ext(A)U A et done X ne serait pas connexe. O

Remarque 5.2. Cette proposition peut également s’énoncer sous la forme : Dans X conneze,
soit ACX. Si Fr(A) =@ alors A= ou A =X

Proposition. 5.6. Soient (X, Tx), (Y,Ty) deux espaces topologiques, et f une application

continue de X dans Y. Alors, si X est conneze alors f(X) est une partie connexe de Y.
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5.1. Composantes connexes.

Démonstration. Soit G une partie ouverte et fermée de f(X) pour la topologie induite.
Comme f est continue comme application & valeurs dans f(X) muni de la topologie induite,
on en déduit que f71(G) est a la fois ouverte est fermée dans X. Puisque X est connexe, on
en déduit que fH(G) = @ ou f71(G) = X. Comme f(f'(G)) = G on obtient que G = &
ou G = f(X) ce qui montre que f(X) est connexe. O

Proposition. 5.7 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f : X — R une fonction

continue avec X connexe. Alors, pour tout (a,b) € X2, f prend toutes les valeurs comprises
entre f(a) et f(b).

Démonstration. X est connexe, donc f(X) est une partie connexe de R donc, il s’agira
d’un intervalle. Mais f(a) et f(b) appartiennent a l'intervalle f(X), donc toutes les valeurs

comprises entre f(a) et f(b) également.

]

Proposition. 5.8. Soient {(X;, Tx,)}icqi,2,..ny des espaces topologiques. Alors X = X; x

Xy x ... x X, est connexe si et seulement si X; sont connexes Vi € {1,2,...,n}.

-----

projection canonique continues. On en déduit que X; sont connexes Vi € {1,2,...,n}. <) sup-
posons que X; sont connexes Vi € {1,2,...,n}, et soit f : X — {0, 1} une application conti-
nue. Donc, il suffit de montrer que f est constante. Comme X; est connexe, alors I’application
fz1, @i, o @ity -y ) - Xy — {0, 1} sont constantes, et donc f(x1, .., i1, Y1, Tit1,s -y Tn)
f(x1, i1, Yo, Tig1y ooy ), Vi € {1,2,...,n}. Donc f(x1,...,x,) = f(2),...,2),) pour tout
(X1, ey Tn), (2], ..., 2)) € X ce qui montre que f est constante et donc X est connexe.

]

Exemple 5.3. 1. L’ensemble C (muni de sa topologie usuelle) est conneze. En-effet : on
se sert de lisométrie bijective : f : (C,|.|) — (R?,da) f(2) = (Re(2),Im(z)), qui est
un homéomorphisme.

2. Pour tout n € N*, les espaces R™ et C" sont connexes.

5.1 Composantes connexes.

Quand un espace (X, 7)) n’est pas connexe, il est naturel de le décomposer en "morceaux

connexes". C’est I'idée des composantes connexes.

Définition 5.3 (Composante connexe). Soit X un espace topologique et soit a € X.
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5.1. Composantes connexes.

1. La composante connexe de X contenant a est la plus grande partie connere de X

contenant a, noté C(a).

ca= U U

U connexe, acU
2. Une partie A de X est une composante connexe s’il existe un a tel que A = C(a).

Autrement dit A est connexe et n’est pas contenu dans une autre partie conneze.

3. On appelle composantes connezes de A les composantes connexes de (A, Ta).

Exemple 5.4. 1. SiACR etz € A, alors la composante connezxe de x dans A est le plus

grand intervalle contenant x et contenu dans A. En-effet : posons J = {I intervalle C

A,x € I}. J est un intervalle, car une union d’intervalles dont lintersection est non

vide (ce qui est le cas ici, car x est dans chaque intervalle) est un intervalle. Par

définition de J, c’est le plus grand intervalle de A contenant x, donc J est connexe

et donc J C C(x). Par ailleurs, C(z) est un intervalle contenant x, d’ou C(x) C J.
Finalement, C(x) = J.

2. 81 X = Q, alors C(z) = {z},x € Q. En-effet, Q ne contient pas d’intervalle non

trivial, car entre deux rationnels il existe toujours un irrationnel.
R — {0} a deux composantes connexes R et R* .
R? — {z =y} a deux composantes connezes {x >y} et {x < y}.

La seule composante conneze dans (R,|.|) c¢’est R lui méme.

S G S

Les composantes connexes d’un espace discret sont les parties singletons.

Proposition. 5.9. Soient (X,7T) un espace topologique, a,b € X.
1. C(a) est un fermé de X.

2. Si les composantes connexes sont en mombre fini, alors chaque composante connexe

est ouverte dans X.

Démonstration. 1. Puisque C(a) est connexe, d’aprés la proposition 5.4, on a m est
connexe de X contenant a. Donc C(a) C |J,, connee, acy U = C(a). D’ou C(a) = C(a)
c’est a dire que C'(a) est fermé.

2. On a Cg(a) = {C(b),C(a)NC(b) # @}. C’est une union finie de fermés, donc un fermé.
Il s’ensuit que C'(a) est un ouvert.

]

Proposition. 5.10. les composantes connexes forment une partition de X.
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5.2. Espaces localement connexes.

Démonstration. Si C(a)NC(b) # @, alors C(a)UC(b) est connexe et contient a. On trouve
C(a)UC(b) C C(a), d’on C(b) C C(a), de méme, on a C(a) C C(b), d’ou C(a) = C(b). Par
ailleurs, on a

X=|J{z} c|JCk) cX, dou | JCx) =

reX zeX zeX

5.2 Espaces localement connexes.

Définition 5.4 (Espace localement connexe). Soit (X,7T) un espace topologique. On dit

que X est localement connexe si, tout point admet une base de voisinages connexes.

Remarque 5.3. La définition veut dire que, pour tout x € X et pour tout V € V(x), alors

V' contient un voisinage O de x qui est conneze.

Exemple 5.5. 1. R est localement connexe, car tout voisinage V de x contient, pour h

convenable, |x — h,x + h| qui est conneze.

2. L’espace R™ est localement conneze, puisque les boules ouvertes centrées sur un point

sont connexes et forment un systéme fondamental de voisinages de ce point.
3. Tout intervalle de R est localement connexe.

4. X discret est localement conneze, car tout voisinage V- € V(x), contient {x} qui est

connexe.

5. L’ensemble A =
A={0,1

A n’est conneze. En—eﬁet pour n assez grand {ﬁ} est non vide et distinct de v.

{1 ,2, 3,. ,n,. .} C R est discret, donc localement connexe. Mais

, 2, 3, e 1 ...} n’est pas localement connexe, car aucun voisinage v de 0 dans

Proposition. 5.11. Soit (X,T) un espace topologique. X est localement connezxe si et seule-

ment si les composantes connexes des ouverts de X sont des ouverts de X.

Démonstration. =) Supposons que X est localement connexe. Soit O un ouvert de X et soit
C(O) une composante connexe de O. Alors, pour tout a € C(0), il existe V' € V(a) tel que
V est connexe et V' C O. Donc, V' C C(O) ce qui montre que C(O) est ouvert (un voisinage
de chacun de ses points).

<) Soit a € X et V un voisinage ouvert de x. Donc, la composante connexe de a dans V'
est ouvert ce qui montre que X localement connexe.

]
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5.3. Connexité par arcs.

Proposition. 5.12. Si f est un homéomorphisme X — Y et s1 X est localement connexe,

alors Y est localement connexe.

Démonstration. Soit ¥’ € Y, 2’ = f(x) avec x € X. Soit V' € V(2/),V = f~1(V’) est un
voisinage de z. X étant localement connexe, alors il existe U C V |, U connexe € V().
U' = f(U) C V' est connexe et U' C V', donc Y est localement connexe.

[

Remarque 5.4. Dans un espace topologique localement connexe, chaque composante connexe
est a la fois ouverte et fermée. En-effet : on sait déja que chaque composante connexe d’un
espace topologique est fermée. Si l’espace considéré est localement connexe on voit aisément

que chaque composante connexe est voisinage de chacun de ses points, donc est ouverte.

5.3 Connexité par arcs.

Définition 5.5 (Espace connexe par arcs). Un chemin ou arc de X joignant un point x

a un point y est une application continue f :[0,1] — X telle que f(0) =z et f(1) =y.
Lespace (X, T) est connexe par arcs si pour tout couple de points (x,y) € X2, il existe un

arc joignant T a y.
Remarque 5.5. 1. La notion de connexité par arcs est plus forte que la notion de
connexite.

2. L’espace est localement connexe par arcs s’il possede une base d’ouverts connexes par

arcs.

Exemple 5.6. 1. R est connexe par arcs. Il suffit de prendre comme chemin dans R

Uapplication f :[0,1] — R définie par f(x) = a+ x(b— a), pour tout a,b € R.

2. R — {0} n’est pas connexe par arcs (nous ne pouvons pas joindre un réel négatif a un

réel positif par un chemin continu sans passer par 0).
3. les boules ouvertes (fermées) sont connexes par arcs.
4. Q et C2 ne sont
. S Pas CONMETES PAr arcs.

5. R? — {0} est conneze par arcs, mais R — { droite } n'est pas connexe par arcs. (Si x
et y ne sont pas du méme coté de la droite, alors tout chemin continu reliant x a y

rencontre la droite).

Proposition. 5.13. 1. Si (X, T) est connexe par arcs, il est conneze.
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5.4. Exercices avec Solutions.

2. Si (X, T) est localement connexe par arcs, alors X est localement conneze.

Démonstration. 1. Raisonnement par ’absurde. Nous supposons X connexe par arcs mais
X non connexe. Il existe alors une décomposition X = U UV en deux ouverts disjoints
non-vides. Nous choisissons x € U, et y € V. Comme X est connexe par arcs, nous
pouvons joindre z et y par un chemin continu f : [0,1] — X tel que f(0) = x et
f(1) = y, mais puisque X = U UV, nous obtenons que [0,1] = f~HU) U f~1(V) qui
sont deux ouverts non vides. Cela contredit donc le fait que [0, 1] est connexe.

2. Ceci résulte immédiatement de 1.

]

Proposition. 5.14. Si l'application f est continue : X — Y et si X est connexe par arcs,

alors f(X) est connexe par arcs.

Démonstration. Soient ¥’ = f(z) € f(X) et v = f(y) € f(X). Comme z,y € X connexe
par arcs, cela implique qu’il existe un chemin ¢ d’origine x et d’extrémité y ( p(0) = = et
©(1) = y). Ainsi f o ¢ est continue : [0,1] — Y avec f o ¢(0) = 2’ et fop(l) =y Par
conséquent, f(X) est connexe par arcs.

]

Remarque 5.6. Les définitions et les propriétés de la connexité dans les espaces métriques

sont les méme qu’on a vus dans les espaces topologiques.

5.4 Exercices avec Solutions.

Exercice 5.1. Soit A, B connexes de X tels que AUB # @, montrer que AUB est connexe.

Solution 5.1. Soit f : AU B — Z continue, A et B étant connezes, il existe a,b € 7 tels
que f |a= a etf |p= b par continuité, f vaut encore a sur AN (AU B) qui est I'adhérence

de A dans AU B, a fortiori, f vaut a sur AU B, dotia=10b et f est constante.

Exercice 5.2. Soit X un espace topologique.

1. Soit (A;)icr une famille de parties connexes de X. Si pour tout i,j € I, avec i # j, on

a AiNA; # 3, alors |J,c; Ai est connewe. En particulier, si on a (\,c; Ai # D, alors

icl
Uics Ai est conneze.

2. Si (A,)n est une famille de parties connexes de X telle que pour tout n > 0, on ait

An N App1 # 9, alors |9 An est conneze.
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5.4. Exercices avec Solutions.

3. Soit (A;)ier une famille de parties connezes de X. S’il existe k € I tel que AyNA; # &

pour tout i € I, alors |J;c; Ai est conneze.

Solution 5.2. 1. Soit (A;)ic; une famille de parties connexes de X. Soit f : (\,c; Ai —

{0,1} wune application continue, o {0,1} est muni de la topologie discréte. Soient
r,y € (s Ai, alors il existe i, j € I tels que x € A; ety € A;. Comme les restrictions

f

constantes. Puisque A; N A; # &, alors il existe z € A;NA;, dowon a f(x) = f(z) =

A, et f|a, sont continues et A; et A; sont connexes, alors f |a, et f |a, sont

f(y). Donc f est constante. Par conséquent, (),c; Ai est connexe.

2. Soit f:U,>0 An = {0, 1} une application continue, o {0,1} est muni de la topologie
discrete. Comme pour tout n > 0, A, est connexe, alors pour tout n > 0, f |a, est
constante. Soient x,y € J,5o An, alors il existe n,m > 0 tels que v € A, ety € Ay,
On peut supposer que m > n. Pour tout i € {n,...,m — 1}, soit x; € A; N A;y1. Alors
on a f(x) = f(x,) = f(@ps1) = ... = f(xmo1) = f(y). Donc f est constante. Par

conséquent, | J,~, An est conneze.

3. Pour tout i € I, soit B; = A, U A;, alors B; est une partie connexe de X et on a ?
Nic; Bi # @. Or on aU;c; Bi = U,e; Ai, donc U,c; Ai est conneze.

Exercice 5.3. Soit d la distance euclidienne sur R (resp. C). On considére les sous-
ensembles
A={z eR, dist(x,Z) <r}, B ={z¢eC,dist(z,Z) <r}.

A quelle condition sur r a-t-on A connexe puis B connexe ?

Solution 5.3. Soit x € R, alors © € A si et seulement s’il existe n € Z tel que d(z,n) < r.
Donc on a A = J,c; B(n,r) dans R. Sir < 3, alors B(n,r) N B(m,r) = & sin,m € Z
tels que n # m. Donc A n’est pas connexe. Sir > L, alors B(n,r) N B(n+ 1,r) # & pour

27
tout n € Z. 1l résulte du Exercice 5.2 que A est connexe. De méme, on a B =, _, B(n,r)

nez
dans C et B est conneze si et seulement si r > %

Exercice 5.4. Notons A = ({0} x [-1,1]) U ([-1 — 1] x {0}) muni de la topologie induite
de R?.

1. Montrer que A est compact et conneze et que f(A) est un segment si f : A — R est

une fonction continue.
2. Déterminer les points x € A pour lesquels A — {x} est conneze.

3. Montrer que A n’est homéomorphe a aucune partie de R.

140



5.4. Exercices avec Solutions.

Solution 5.4. 1. A est compact car c’est un fermé borné de R*. Soit g : A — {0,1} une
application continue. Par connexité du segment [—1,1], g est constante sur {0} x[—1, 1]
(et vaut v), g est aussi constante sur [—1—1] x {0} et vaut v'. Mais alorsv = g(0,0) =
v’ donc g est constante sur A. Donc A est connexe. Pour f : A — R une fonction
continue. A est compact donc f(A) est compact. A est conneze donc f(A) est connexe.
Donc f(A) est un compact conneze de R c’est donc un segment compact.

2. Ce sont les quatre points cardinauz x1 = (0,1), o = (0, —1), o = (1,0), x4 = (—1,0).
3. Par l'absurde, supposons que A soit homéomorphe a une partie I de R, alors il existe
un homéomorphisme f : A — I. Par le premier point I est un segment compact
I = [a,b]. A—{x1} est connexe donc sont image par f , f(A— {x1}) est connexe,
mais c’est aussi le segment I privé d’un point. I privé d’un point étant connexe, le
point retiré est nécessairement une extrémité. Donc f(x1) = a ou f(x1) = b. Supposons
par exemple f(x1) = a. On refait le méme raisonnement avec xa, qui $’envoie aussi sur
une extrémité, comme f est bijective cela ne peut étre a, donc f(xs) = b. Maintenant
f(z3) est aussi une extrémité donc f(x3) € {a,b}. Mais alors f n’est plus injective car

on a f(x1) = fx1) ou f(x3) = f(x2). Contradiction.
Exercice 5.5. Dans R?, soit

Ba:{ {a}x]0,1] sia € Q
{a}x] = 1,0] si a & Q.

Montrer que

B=|JB.,

a€R

est une partie conneze de R2.

Solution 5.5. Montons que f : B — {0,1} une fonction continue et montrons qu’elle est
constante. Remarquons que la restriction de f a tout ensemble B, est constante (B, est
connexe). On définit g : R — {0, 1} tel que g(x) prend la valeur qu’a f sur B,. Nous allons
montrer que g est localement constante (on ne sait pas si g est continue).

- Soit a ¢ Q alors on a (a,0) € B, f est une fonction continue et { f(a,0)} est un ouvert de
{0,1}, done f~1({f(a,0)}) est un ouvert de B. Donc il existe e > 0 tel que si (x,y) € (Ja —
e,a+e[x]|—e,e[) alors f(z,y) = f(a,0). Alors pour x €la—e,a+e| on a g(z) = g(a), siz ¢ Q
alors g(x) = f(x,0) = f(a,0) = g(a), et si x € Q alors g(x) = f(z,5) = f(a,0) = g(a).
Donc g est localement constante au voisinage des point irrationnels.

- Sia € Q et soit b €]0,1] alors f est continue en (a,b) donc il existe e > 0 tel que pour tout

141



5.4. Exercices avec Solutions.

z €la—e a+eNQ, g(x) = f(x,b) = f(a,b) = g(a). Si maintenant x €]a — e, a + e[N(CY),
on prend une suite (x,) de rationnels qui tendent vers x. Comme f est continue alors
g(a) = g(z,) = f(zn,b) tend vers f(x,b) = g(x). Donc g(a) = g(x). Nous avons montrer
que g est localement constante au voisinage des point rationnels.

Finalement g est localement constante sur R. Comme R est connexe, alors g est constante

sur R. Donc f est constante sur R.

Exercice 5.6. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application continue.

Montrer que si X est connexe, alors le graphe de f est une partie connexe de X x Y.

Solution 5.6. Comme f est continue, l'application x — (x, f(z)) est continue de X dans
X xY, et son image est le graphe de f. Comme X est connexe, alors le graphe de f est une

partie connezxe de X X Y.

Exercice 5.7. Soit f : R — R une application continue. Montrer que f est monotone si

et seulement si pour tout * € R, f~1({z}) est conneze.

Solution 5.7. Supposons que f est monotone. Soient x € R et a,b € f~'({x}) tels que
a < b. Alors on a f(a) = f(b) = z. Si f est croissante, alors pour tout t € [a,b], on a
fla) < f(t) < f(b), d'ou f(t) = z, donc on at € f~'({z}). St f est décroissante, alors
pour tout t € [a,b], on a f(b) < f(t) < f(a), dov f(t) =z, donc on at € f~'({x}). Par
conséquent, f~1({x}) est un intervalle. Donc f~*({z}) est connexe.

Reéciproquement, supposons que pour tout v € R, f~1({x}) est un intervalle de R. Si f n'est
pas monotone, alors il existe a,b,c € R tels que a < b < ¢ et vérifiant f(b) < f(a) = f(c),
ou f(a) = f(c) < f(b). Par conséquent, f~*({f(a)}) n'est pas un intervalle de R, ce qui est

contraire a I’hypothése. Donc f est bien monotone.
Exercice 5.8. Dans R* on considére 'ensemble A = {(z,sin()),z > 0}.
1. Montrer que A est une partie connexe et connexe par arcs de R?.
2. Déterminer A et justifier que A est connexe.
3. Montrer que A n’est pas connexe par arcs.
Solution 5.8. 1. Si (xl,sin(x—ll)) et (arg,sin(é)) sont deux points de A alors le graphe
au dessus de [x1,xs] définie un chemin reliant ces deux points. Plus précisément le

chemin est Uapplication g : [z, x2] — R? définie par g(t) = (t,sin(7)). Donc A est

connexre par arcs donc conneze.

142



5.4. Exercices avec Solutions.

2. Montrons que A = AU ({0} x [-1,1]). C) Soit (x,y) € A. Alors il existe une suite
1

((Zn, Yn))n de A qui converge vers (x,y). Si x > 0 alors y, = sin(,-) converge vers
sin() (par continuité desin) d’ot (x,y) € A. Dans le casx =0, on a y, = Sin(i) d’ot
Yn € [—1,1]. Par conséquent, a la limite on ay € [—1,1]. Dot (x,y) € {0} x [—1,1].
Montrons Uinclusion D). Soit (z,y) € {0} x [=1,1], le but étant de montrer qu’il
existe une suite ((Tn,yn))n de A qui converge vers (z,y). Si x > 0, une telle suite
existe trivialement (il suffit de prendre la suite constante égale & (x,y)). On suppose
donc x = 0. Ainsiy € [—1,1] est quelconque. Soit z > 1 tel que sin(z) = y. Soit alors
Ty = m On aura sin(i) = sin(z) = y Par conséquent la suite ((z,, sin(%))n est
une suite de A qui tend vers (0,y) d’ou l'inclusion voulue. On a A est conneze alors

A est conneze.

3. Par labsurde, supposons A conneve par arcs. Il existe ¢ : [0,1] — A continue tel
que ¢(0) = (1,sin(1)) et ¢(1) = (0,0). Notons c(t) = (x(t),y(t)). Notons Ty = {t €
[0,1],z(t) > 0}. Cet ensemble est non vide puisque 0 € Ty. On considére alors ty =
sup(Tp). Par l'absurde, supposons x(tg) > 0. Alors par continuité de x, on aurait x > 0
sur un voisinage de ty ce qui en contredit la définition. Par conséquent x(tg) = 0. Ainsi
par continuité de x en ty, on a : limy 4, x(t) = 0. Ainsi il existe une suite (1,) qui
tend en croissant vers tq telle que la suite (x(1,)) tend en décroissant vers 0. Notons
c(to) = (0,90). Soity € [—1,1] — {yo}. Soit z > 0 tel que sin(z) = y. Pour tout n, il

existe un entier k, assez grand pour que x, = < x(m,). Par le théoréme des

1
2wkn+2z
valeurs intermédiaires appliqué a x, il existe t,, € [T, to] tel que x(t,) = x,,. On a alors
c(ty) = (zn, sin(2mk, + 2)) = (2, y). Ainsi la suite t,, tend vers ty et c(t,) tend vers

(0,y) # c(ty). Contradiction.
Exercice 5.9. Montrer qu’une partie ouverte et connexe de R™ est connexe par arcs.

Solution 5.9. Soit G un partie ouverte et conneze de R" et zp € G. Soit A = {z €
G qui ont un arc joignant xo et x}. A est connexe par arcs. Si on montre que A est a la
fois ouvert et fermé dans R", alors G = AU (G — A) serait une partions d’ouverts de la
partie connexe G. Donc soit A = & ou bien G — A = &. Puisque o € A alors on a
G—A=9. Donc G = A est connexe par arc.

Montrons que A est ouvert. Soit v € A C G, puisque G est ouvert alors il existe r > 0 tel
que B(z,r) C G. Tout point y € B(x,r) peut étre joint a x par un segment de ligne droite
dans B(z,r) donc tout point y € B(x,r) peut étre joint a xo par un arc et donc B(xz,r) C A

qui montre que A est ouvert.

143



5.4. Exercices avec Solutions.

Montrons que G — A est ouvert aussi. Soit x € G — A alors il existe r > 0 tel que B(x,r) C
G — A. Sinon cela veut dire que B(x,r)NA # &. Soit y € B(x,r) N A alors on peut joindre

To ay ety ax qui est une contradiction car v € G — A. Donc G — A est ouvert.

Exercice 5.10. Montrer qu’un espace localement connexe par arcs est connexe si et seule-

ment s’il est connexe par arcs.

Solution 5.10. Les composantes connexes par arcs d’un espace X forment une partition et
en notant que les composantes connexes par arcs sont non-vides et ouvertes (étre localement
connexe par arcs implique que chaque point a un voisinage connexe par arcs), la connexité

de X implique qu’il y a qu’une seule composante connexe par arcs.

Exercice 5.11. Montrer que X = C([0, 1]) avec d(f, g) = sup,e(o 1 | f(t) — g(t)| est conneze

par arcs et donc conneze.

Solution 5.11. Supposons que f,g sont deuz éléments quelconques dans C|0,1]. On défini
un chemin h : [0,1] — C|0, 1] par h(t) = tf+(1—t)g. Alors pour chaque t € [0,1] la fonction
h(t) est continue donc est un élément de C|0,1]. De plus, la fonction h est continue puisque

d(h(t), h(s)) = Sup [t =) f(2) + (s = t)g(x)] < [t — s[(My + My),

ou |f(z)| < My et |g(z)| < My pour tout x € [0,1]. Pour tout e > 0, soit § = (Mfsm, alors
on obtient d(h(t),h(s)) < € quand |t — s| < 0. Finalement , h(0) = g et h(1) = f, donc h
est un chemin continu dans C|0,1] de g vers f. Donc C0,1] est connexe par arcs et donc

connexe.
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Chapitre 6
Espaces vectoriels normés.

Nous définissons maintenant les espaces vectoriels normés qui forment une classe d’es-
paces métriques qui jouent un role trés important dans ’analyse. On considére un K-espace

vectoriel X avec K =R ou C.

6.1 Norme sur un espace vectoriel réel ou complexe.

Définition 6.1 (Norme sur un espace vectoriel). On appelle norme sur X, toute ap-

plication

l.]:X — R*Y

z o ]

qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Vz e X, |lz|| =0 < x =0 (homogénéité).
2. Vz € X,¥\ € K, ||Az|| = [\|||z]].

3. Vo,y € X, ||z +y|| < |lz|| + ||yl (inégalité triangulaire).

Définition 6.2 (Espace vectoriel normé). Un espace vectoriel normé (e.v.n) est un

couple (X, ||.]|) ou X est un espace vectoriel sur K et ||.|| est une norme sur X.

Exemple 6.1 (Normes usuelles sur R" et C*). 1. SurR (considéré comme R-espace vec-
toriel), la norme usuelle est la valeur absolue (||x| = |z|,Vx € R). Sur C (considéré

comme C-espace vectoriel), la norme usuelle est le module (||z|| = |z|,Vz € C).
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6.2. Distance associée a une norme.

2. Etant donné n > 2 un entier, on peut définir sur R™ plusieurs normes, ces normes

sont les plus utilisées sur R™ et sont définies par : Vo = (1, x9, ..., x,) € R™,

n n n %
Izl = Jail, Dotz alls= (Z |xil3> Mzl = max fal.
i=1 i=1 i=1

3. Pour R" :Vz = (21,29, ..., 2,) € C",

n n n %
lello =) lzl llellz= | D L=l zlls = (Z Izil?’) o llzlleo = max 2.
i=1 i=1 i=1

Dans R™ et C", la norme ||.||2 s’appelle la norme euclidienne.

Exemple 6.2. 1. Soient (X, |.||) un espace normé et A un sous-espace vectoriel de X.

La restriction de la norme ||.| sur A est une norme, appelée norme induite.

2. Soient X un ensemble non vide et B(X,K) le K-espace vectoriel des applications bor-
nées définies sur X et a valeurs dans K. Pour tout f € B(X,K), on pose || f|le =
supgex|f(x)|. Alors ||.||s est une norme sur B(X,K).

3. Soient X un espace compact et C(X) lespace vectoriel des applications continues de
X dans K, on a C(X) C B(X,K). Donc (C(X), ||.|lo) €st un espace normé.

4. Soient X un espace localement compact et Co(X) lespace vectoriel des applications
de X dans K continues et tendant vers 0 a Uinfini, on a Co(X) C B(X,K). Donc

(Co(X),||-[lec) est un espace normé.

5. Sur le K-espace vectoriel C([0,1]) des applications continues de [0, 1] dans K, on a la

norme suivante : pour tout f € C([0,1]), ||f]1 = fol |f(t)|dt.

Remarque 6.1. Sur un espace vectoriel admettant plusieurs normes, le choiz d’une norme

donnée dépend de ce que l'on veut étudier exactement.

6.2 Distance associée & une norme.

Définition 6.3 (Distance associée & une norme). Soit (X, |.||) un e.v.n. On définit :

d:XxX — R*

On vérifie aisément que d est une distance sur X. Cette distance est appelée la distance
associée a la norme ||.|| de X. La distance d associée & la norme posséde les propriétés

suvantes :
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6.3. Normes équivalentes.

1. d(x+ z,y + 2) = d(z,y) quels que soient x,y,z € X.

2. d(Az, \y) = |N|d(z,y) pour tout x € X et tout A € K.

Remarque 6.2. 1. Grace a la notion de la distance associée a une norme, un e.v.n est
vu comme un cas particulier d’un espace métrique; qui est a son tour (comme on le

sait) un cas particulier d’un espace topologique.

2. Les définitions de boule ouverte, boule fermée, sphére, ouvert, fermé, voisinage, inté-
rieur, adhérence, limite, continuité, etc dans un e.v.n sont simplement celles relatives

a la distance associée o sa norme.

Définition 6.4 (Espace de Banach). On dit que l’espace normé (X, |.||) est de Banach,

si X est complet pour la distance associée a ||.|.

6.3 Normes équivalentes.

Définition 6.5 (Normes équivalentes). Soient X un K-espace vectoriel et ||.||1 et |||

deuzx normes sur X.

1. On dit que ||.||1 et ||.||2 sont topologiquement équivalentes si les distances associées sont

topologiquement équivalentes, c’est-a-dire si les topologies associées sont identiques.

2. On dit que ||.|]1 et ||.||2 sont équivalentes si les distances associées sont équivalentes,

c’est-a-dire s’il existe o, B > 0 tels que : a|.][1 < .]]2 < B]|-|1-

Remarque 6.3. Dans les espaces métriques, on a vu que deux distances équivalentes sont
forcément topologiquement équivalentes, mais que l'tnverse est généralement faux. Dans les
e.v.n, on a deur normes d’'un K-espace vectoriel sont topologiquement équivalentes si et

seulement si elles sont équivalentes.

Exemple 6.3. Sur R", les normes ||.|[1, ||.|l2 et |||l sont équivalentes. Plus précisément,

on a ||z]le < ||zl < Vnllz|l2 < nljz|s, pour tout z € R™.

Théoréme 6.1. Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équiva-

lentes.
Démonstration. Soit {ey,...,e,} une base fixée de 'espace de dimension finie X. Soit 7" :
R" —» X, T'(x1,...,2,) = 161 + ... + Tpe,, qui est clairement linéaire et bijective. Soient
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6.4. Exercices avec Solutions.

| l1, || |l2 deux normes sur X. On définit |||z]||; = ||Tz|;, 7 = 1,2. Il est immédiat que ||| |||,

sont des normes sur R". Il existe alors C7, Cy > 0 telles que
Cillelh = GillIT el < llell = 1T "ellla < Collell = Coll|T e[|, VeeX.
]

Remarque 6.4. Ce résultat est fauzr si X n’est pas supposé de dimension finie, par exemple,

dans C([a; b]; K), les normes ||.||1 et ||.||c ne sont pas équivalentes.

Exemple 6.4. Toutes les normes sur R™ sont équivalentes.

6.4 Exercices avec Solutions.

Exercice 6.1. Soit (X, |.]|). un K-espace vectoriel normé.

1. Soit F' un sous-espace vectoriel de X. Montrer que F' est aussi un sous-espace vectoriel

de X.

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de X d’intérieur non vide. Montrer que F' = X.

Solution 6.1. Soit (X, ||.||). un K-espace vectoriel normé.

1. Il nous faut montrer que ax + By € F, pour tout z,y € F et o, f € R. Puisque z € F
il eziste (xz,) C F tel que x, — x. De méme il existe (y,) C F tel que y, — y.
On a ax, + Py, € F car F C X est un sous-espace vectoriel et clairement aussi
oz, + By, — ax + By. Dot ax + fy € F.

2. Supposons, par 'absurde, qu’il existe v € X — F. Soit x E}% un point intérieur de F.

Il existe alors B(xo,2r) C F. Maintenant on peut écrire :

[l = wol[ (2 = o)

r=x0+ (r —x9) =20+
ro |z = ol

lz—zol| r(z—20)
r ol

ce qui montre que x € F' puisque xg € F, € F et que F' est un sous-espace

vectoriel. Cette contradiction montre que ['on a bien que F = X.

Exercice 6.2. Soit (X, |.||) un espace normé sur R.

1. Montrer que la distance d associée ‘a ||.|| vérifie :
Va,y,t € X, d(x +t,y+t) =d(z,y),

Wz, y € X, X € R, d(A\x, \y) = |A|d(z,y).
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6.4. Exercices avec Solutions.

2. Montrer (si X n’est pas réduit a un point) que quelle que soit la distance d', d =

min(1,d") est une distance qui ne découle pas d’une norme.

Solution 6.2. 1. On a immédiatement, Vx,y,t € X,V € R,
dz+ty+t)=|(z+t) = (y+ )l =z -yl =d=y).
d(Az, Ay) = ||Az — Ayl| = [Al[z — yl| = [Ald(z, y).

2. Si l'on suppose qu’il existe une norme correspondant a cette distance (on a montré
a lexercice 2.8 qu’il s’agit bien d’une distance) on devrait avoir, en particulier, que
d(0,\y) = |A\|d(0,y). Mais d(0,\y) < 1, d(0,y) > 0 et |[\| = oo et l'on obtient une

contradiction.

Exercice 6.3. On considére sur X = C([0,1],R) les deux normes définies par

1
£l = sup 70 et 71 = [ 170t
te[0,1] 0
Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

Solution 6.3. Pour tout f € X, on a ||f]l1 < ||fllec- Supposons que les deux normes soient

équivalentes, il existe alors ¢ > 0 tel que

Ve X Ifllee < cllflls

1
: T
pour tout n € N, et linégalité 1 < T pour tout n € N, ne peut étre satisfaite pour tout

Soit n € N et f,(t) = t" la fonction définie sur [0,1]. On a ||fulle = 1, || fulll =

n € N.

*

Exercice 6.4. Soient X un espace vectoriel normé, a € R, et A une partie de X telle que

(Z‘,y) S AQ?‘T 7é y = “'T_y“ > .
Montrer que A est une partie compléte de X.

Solution 6.4. Soit (x,), C X une suite de Cauchy, alors pour n,m € N assez grand on a
|2n — 2m|| < §. D’ow nécessairement (x,) C X est constante a partir d’un certain indice.

D’ou (x,) C X converge.

Exercice 6.5. Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé. Soit (x,), une suite de Cauchy de
(X, D) et soit M > 0 tel que Vn € N, ||z,|| < M. Montrer que la suite (%)n est une suite
de Cauchy dans la boule unité fermée. En déduire, que (X, ||.||) est complet si et seulement

si la boule unité fermée est compléte.
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6.4. Exercices avec Solutions.

Solution 6.5. Soit (z,), C X une suite de Cauchy telle que ||x,| < M. On sait que
Ve > 0,3ng € N,Vn,m > ng, |z, — x| < Me.
Donc il vient immédiatement que

Ve > 0, HnOGNVnm>nO,|M—MH_

et donc la suite (%)n est bien de Cauchy dans la boule unité fermée. Si (X, ||.||) est complet
alors B(0,1) est compléte (car elle est fermée). Si B(0,1) est compléte montrons que (X, ||.||)

est complet. Soit (x,,), C (X,].]|) une suite de Cauchy, on sait que toute suite de Cauchy est

bornée et donc par ce qui précede il existe M > 0 telle que (%)n est de Cauchy dans B(0,1).

Donc, par hypothése, elle converge dans B(0,1), c¢’est a dire que pour un y € B(0,1) on a
Ty,

(M) — . Maintenant il est facile de voir que x,, — My € X.
Exercice 6.6. Soit (X, ||.||) un espace normé de dimension finie. Alors :
1. X est complet.
2. A C X est complet <= A est fermé.
3. A C X est compact <= A est fermé et borné.
Solution 6.6. Soit T' l'application définie par T : R™ — X, T(xy,...,T,) = 161+ . .+ Tpep.

11 suffit de considérer sur X la norme |le|| = || T el so-

1. Si(e") est une suite de Cauchy dans X, il est clair que (T~'e™) est un suite de Cauchy

dans (R™, || |leo), qui est complet. Si T~e™ — x, alors clairement e" — T.

2. "= " Un sous-espace complet est toujours fermé. "<" Soit (™) une suite de Cauchy
de A. Alors (T~ 'e") est une suite de Cauchy dans R™. Si x est la limite de cette
deuxieme suite, alors e — Tx dans X. A étant fermé, on trouve que Tx € A ; par

conséquent, tout suite de Cauchy de A converge dans A.

3. "= " est vraie dans tout espace métrique. "<" Clairement, si A est fermé et borné,
T~Y(A) Uest aussi. Donc T~Y(A) est un compact de R™. Il s’ensuit que A = T(T~1(A))

est un compact de X (car image d’un compact par une fonction continue).

Exercice 6.7. Soit X un espace vectoriel norme sur le corps K =R ou C. Montrer que les
applications x — ||z|| de X dans RT, (z,y) — x +y de X x X dans X, et (a,z) — ax de

K x X dans X, sont continues.
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6.4. Exercices avec Solutions.

Solution 6.7. pour tous x et y € X on a, d’apres l'inégalité triangulaire, |||z|| — ||y||| <
|z + yl|, ce qui prouve que lapplication = — ||z|| est lipschitzienne, donc uniformément
continue sur X.

On munit Uespace produit X x X de la norme (z,y) — ||(z,9)| = l|z|| + llyl|. pour tous

x,y, 2,y € X on a, par application de l'inégalité triangulaire,
Iz +y) = @+ ) < llz =2 +ly =¥l
Mais ||z = 2'|| + lly = /'l = Iz — 2",y =)l = [[(z, 9) — (&', y/)I|. d’ott finalement
Iz +y) = (" + ) < (=, y) = @ )],

ce qui prouve que ['application (z,y) — x4y est lipschitzienne, donc uniformément continue
sut X x X.
On munit l’espace produit K x X de la norme (a,z) — [[(o,2)|| = |a| + ||z||. Pour tous

z, 2 € X et tous a, 0 € K, on a
lax — aozol| < |afllz — o + [a — aolf|o-

le second membre de cette inégalité a pour limite O lorsque x tend vers xy et a vers «p,
c’est-a-dire lorsque (o, x) tend vers (ap,xo). ainsi, Uapplication (o, x) — ax est continue

au point (ap, o).

Exercice 6.8. Soit Ry[X] désigne l’espace vectoriel des polynomes a une indéterminée, a
coefficients réels et de degré n < 2. On pose, pour tout P € Ry[X] donné par P(x) =
ar’ +br+c :

[Plloc = sup |P(x)], et [|P[| = max{]al, [b], c]}.

z€[0,1]

Montrer que ces deux normes sont équivalentes.

Solution 6.8. Si P(x) = ax’+bx+c, on a |P(x)| < |a|z?+|bla+]|c| < |al+|b|+]|c|,Vz € [0,1].
Par suite, on a : ||Plle < |a| + |b] + || < 3max{|al,|b|,|c|} = [|P||. On a également,
P(l)=a+b+c, P(0)=cet P() =%+ 2+ c. On peut calculer a,b et c en fonction de
P(0), P(1) et P(3). On obtient : a = —4P(3) + 2P(1) + 2P(0), b = 4P(1) — P(1) — 3P(0)
et c = P(0). Dot |a| < 8||Ploo, |b] < 8||P|loo €t |¢| < ||P|loo €t on obtient ||P|| < 8||P||oo-

Exercice 6.9. Soit X = C([0,1],R) le R-espace vectoriel des applications continues de [0, 1]
dans R. Pour tout f € X, on pose :

N(f) = / At et [[flle = sup (1))

t€0,1]
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6.4. Exercices avec Solutions.

1. Montrer que N est une norme sur X.
2. Pour tout n > 1, on pose :

l—ntsi0<t<:
fn(t): 1
0si-<t<1

Calculer || fulloo €t N(fy). En déduire que les deux normes ne sont pas équivalentes.

Solution 6.9. 1. Pour tout f,g € X et pour tout A € R, on a :

AKAf)ZUA ﬂAf@ﬂdtsz HAIIF (1)t = [AIN(F),

et

Nu+gw34tvw+quﬁsAtUﬁn+w@ut

1 1
= [ tswlar+ [ daide =N () + V(o)
0 0
Ona N(f)=0<« f =0, donc N est une norme sur X.

2. Pour tout n > 1, on a : ||fulleec = 1 et N(f,) = fo tl fu(t)|dt = fo (t — nt?)dt = 5.

Donc les deux normes ne sont pas équivalentes (n’existe pas o, > 0,aN(f,) <

[ falloo < BN(f2))-

Exercice 6.10. (* = {z = (z,,) C R ;(x,) bornée} muni de la norme ||z|« = sup,ey |Zn|

est un espace de Banach.

Solution 6.10. On munit N de la distance discréte d. Si (ap) C N, on a a, — a <
il existe un rang ko tel que ap = a pour k > ko. "<" est claire. Pour "=", 3 ko tel que
d(ag,a) < 1/2 si k > ko ; il s’ensuit que a = a si k > kq. Conséquence : toute application
f: (Nyd) — (Y,D) est continue, quel que soit ’espace métrique (Y, D). On trouve que
(6%, 1) = Co((N,d), (R, | 1)) qui complet.
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