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Résumé

Le but de cette thèse est de proposer une contribution à l’étude de quelques problèmes

aux limites pour le bilaplacien. Pour cela, On considère un modèle mathématique en vibra-

tion non linéaire d’une plaque , pour ces problèmes on établit quelques résultats d’existence.

La thèse comporte trois chapitres. Le premier chapitre est comporté destiné aux rappels et

préliminaires. On rappelle également les outils mathématiques qui ont servi pour établir les

résultats présentés ici. On considère au deuxième chapitre quelques problèmes pour le bila-

placien dans un ouvert borné à frontière suffisamment régulière. Dans le troisième chapitre

on considère deux problèmes de vibrations non linéaires d’une plaque.

Mots clés : Formulation Variationnelle, Plaque, Vibration non Linéaire, Existence de So-

lution, Unicité, Régularité , Compacité.
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Abstract

The purpose of this thesis is the study of some problems related to bilaplacien. For this

aim, we consider a mathematical model in vibration in a non linear srface, for these pro-

blems, we use some existence results.This thesis is composed of three chapters. The first

chapter deals with some reninders and preliminiries.We also mention the mahtematical ou-

tils used for the given results. We deal in the second chapter some problems for the bila-

placien in an open frontier that is regular enough. In the third chapter we talk about two

problems of nonlinear vibration of plate .

Keywords : Variational Formulation, Plate, Nonlinear Vibration, Existence of Solution,

Uniqueness, Regularity, Compactness.
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Notations géométriques

Ω : Ouvert borné de Rn .

x = (x1, x2, ..., xn) ∈Ω , point générique .

t : Le temps t ∈]0,T [ T fini .

Γ : Le frontière de Ω.

Q = Ω× ]0,T [.

Σ = Γ× ]0,T [.

k : Le corps R ou (C).

f : La densité des forces volumiques.

ν : Le coefficient de Poison des plaques .

η : Le vecteur unitaire normal sortant.

s : Le vecteur unitaire tangente .

∂
∂η : dérivée normal extérieure.

∂
∂s : dérivée tangente .

∇u = grad u =
(
∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

, . . . , ∂u
∂xn

)
.

∆u =
n∑

i=1

∂2u
∂x2

i
.

L : Opérateur différentiel.

∆2 = ∆.∆

G2 : L’opérateur de Green.

α : (α1,α2, . . . ,αn) ∈Nn .

|α| = α1 +α2 + . . .+αn .

(x, y) :
n∑

i=1
xi yi .

‖x‖2 =
√

n∑
i=1

x2
i .

B(a,r ) = {
x ∈Rn : ‖a −x‖2 ≤ r } .

B(a,r ) = {
x ∈Rn : ‖a −x‖2 < r } .

dγ : La mesure de surface sur Γ .
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Les espaces fonctionnels

LP (Ω) : { f : Ω 7−→ k;
∫
Ω

| f |p d x <∞ }, 1 ≤ p <∞ .

|| f ||LP (Ω) : (
∫
Ω

| f |p d x)
1
2 ,1 ≤ p <∞.

L∞(Ω) : { f :Ω 7−→ k; sup
x∈Ω

| f | <∞}.

|| f ||L∞(Ω) = sup
x∈Ω

| f |.

( f , g ) =
∫
Ω

f .g d x , produit scalaire dans L2(Ω).

| f | =
√

( f , f ), norme dans L2(Ω).

Dα = ∂α1,α2,...,αn

∂x
α1
1 .∂x

α2
2 ...∂xαn

n
, |α| =α1 +α2 + ...+αn .

H m(Ω) = W m,2(Ω) .

∂k
i = ∂k

∂xi
,k ∈N∗ et i = 1,2, ...,n.

W m,p (Ω) =
{
u ∈ Lp (Ω) : Dαu ∈ Lp (Ω), |α| ≤ m

}
.

(u, v)H m (Ω)×H m (Ω) =
( m∑
α=1

(Dαu,Dαv
) 1

2
.

W m,p
0 (Ω) =

{
u ∈W m,p (Ω);Dαu|Γ = 0, |α| ≤ m −1

}
.

||u||W m,p (Ω) =
( m∑
α=0

||Dαu||pLp (Ω)

) 1
p

.

H m
0 (Ω) =

{
u ∈ H m(Ω);Dαu|Γ = 0, |α| ≤ m −1

}
.

||u||H m
0 (Ω) =

( ∑
α=m

||Dαu||2
L2(Ω)

) 1
2

.

W −m,q (Ω) : Le dual topologique de W m,p (Ω), 1
q + 1

p = 1.

V ′ : Le dual topologique de V .

Lp (0,T ;V ) =
{

f : [0,T ] 7−→V ;
T∫
0
|| f ||pV dσ<∞ }

,1 ≤ p <∞.

|| f ||Lp (0,T ;V ) =
( T∫

0
|| f ||pV dσ

) 1
p ,1 ≤ p <∞.

|| f ||L∞(0,T ;V ) = sup
t∈[0,T ]

|| f ||V .

L (W,V ) : L’espace des applications linéaires continus de W dans V .
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Introduction

Problème de vibration non linéaire d’une plaque mince, dans un domaine régulier, est

un problème aux limites gouvernées par un système d’équation non linéaire avec des condi-

tions aux limites. Ce problème modélise le phénomène des vibrations non linéaire de la

plaque.

Dans ce travail, on s’intéresse à la justification de ce modèle, c’est à dire a l’existence

de la solution par la méthode de compacité. Pour cela, on utilise l’opérateur de Green, i.e.

l’inverse de bilaplacien pour les conditions aux limites en question, et on ramène le système

à une équation d’un seul inconnu.

Pour cette équation, il ya différents types de conditions aux bords peuvent être considé-

rées :

Les conditions de Dirichlet :

u = ∂u

∂η
= 0

Et celle d’une plaque simplement supportée dont :

u = M(u) = 0

Où :

M(u)|Γ = M(u) = v∆u + (1− v)
∂2u

∂η2
.

Ce travail, ce décompose de trois chapitres :

Le premier chapitre, est consacré essentiellement aux rappels de résultats principaux

sur les distributions et les espaces de Sobolev classiques pour mieux comprendre le contenu

de ce travail. Puis, on rappelle quelques résultats théoriques généraux, a la fin de ce chapitre,

on définie les espaces de Lebesgue à valeurs vectorielles, que nous utiliserons, et on terminer

par le théorème de Rellich et lemme de Gronwall qui sont les principes de la méthode de

compacité.
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Au deuxième chapitre, nous avons traité quelques problème pour le bilaplacien dans un

ouvert borné à frontière suffisamment régulière avec les conditions d’une plaque encastrée

et simplement supportée . Dans le but de définir l’opérateur de Green correspondant.

Dans le troisième chapitre, on se propose d’étudier deux problèmes de vibration non

linéaire, pour le bilaplacien dans un ouvert borné à frontière suffisamment régulière avec les

conditions d’une plaque encastrée et simplement supportée . Dans le but de définir l’opéra-

teur de Green correspondant.

On démontre un théorème d’existence par la méthode de compacité.
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Chapitre 1

Rappels et préliminaires

1.1 L’espace D(Ω) des fonctions tests

Soit Ω un ouvert borné de Rn

Définition 1.1.1. Soit ϕ :Ω→R une fonction continue.

On appelle support de ϕ (supp(ϕ)) l’ adhérence en Rn de l’ensemble :

{x ∈Ω/ϕ(x) 6= 0}.

Notation 1.1. On note par C∞
c (Ω) ou en cors D(Ω) l’ensemble des fonctions ϕ de Ω dans R

vérifiant :

1. infiniment dérivable.

2. à support compact inclus dansΩ.

i.e.D(Ω) = {
u ∈C∞(Ω),supp(u) compact

}
Exemple 1.1.1. On définit la fonction ρ :Rn −→R par :

ρ(x) =

 e
1

‖x‖2
2−1 si‖x‖2 ≤ 1.

0 si‖x‖2 > 1.
(1.1)

Elle évide que ρ(x) est un élément de D(Ω) tell que supp(ρ) = B(0,1).

Remarque 1.1. Par des translations et des homothéties sur le variable, on déduit l’existence

des fonctions tests dont le support est une boule B(a,r ) où a ∈ Rn , r ∈ R+, On peut alors

7



1.2. L’ESPACE DES DISTRIBUTIONS D′(Ω)

construire une infinité des fonctions test dont les supports sont deux à deux disjoints, d’où

il résulte que D(Ω) est un espace vectoriel de dimension infinie, dont l’ensemble D(Ω) ne se

réduit pas à zéro.

Proposition 1.1.1. Si f ∈D(Ω) et g ∈C∞ alors f .g ∈D(Ω)

Définition 1.1.2. Soit (ϕ j ) j∈N une suite des éléments de D(Ω) on dit que ϕ j converge vers ϕ

dans D(Ω) si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1.Il existe un compact K de D(Ω) tel que supp(ϕ j ) ∈ K ,∀ j ∈N.

2.Pour tout multi-indiceα ∈Nn la suite (Dαϕ j ) j∈N converge uniformément sur K vers

Dαϕ ,c’est à dire :

sup|Dαϕ j (x)−Dαϕ(x)| −→ 0, lorsque j −→∞.

Remarque 1.2. Siϕ ∈D(Ω), comme supp(Dαϕ) ⊂ supp(ϕ), on aura aussi Dαϕ ∈D(Ω). Quel

que soitα ∈Nn . Pour la même raison, siϕ j −→ 0 dansD(Ω), alors Dαϕ j −→ 0 dansD(Ω) quel

que soit α ∈Nn .

1.2 L’espace des distributions D′(Ω)

Définition 1.2.1. On appelle distribution sur Ω toute application linéaire continue de D(Ω)

dans R, c’est à dire, une application T est une distribution sur Ω si et seulement si :

T :D(Ω) −→R

ϕ 7−→ 〈T,ϕ〉,

satisfait :

1.T est une application linéaire ,i.e.

〈T,αϕ+βψ〉 =α〈T,ϕ〉+β〈T,ψ〉,∀ϕ,ψ ∈D(Ω),∀α,β ∈K.

2.T est continue , i.e.

Si ϕ j −→ 0 dans D(Ω) , alors 〈T,ϕ〉 −→ 0 dans R

Notation 1.2. On note par D′(Ω) l’ensemble de toutes les distributions sur Ω dit aussi que

D′(Ω) est le dual topologique de D(Ω).

8 Sahi Sabrine



1.2. L’ESPACE DES DISTRIBUTIONS D′(Ω)

Définition 1.2.2. Soit p un réel, p ≥ 1.

Lp
loc (Ω) = {

u :Ω−→R, pour tout compact K ⊂Ω on a u ∈ Lp (K )
}
.

Définition 1.2.3. Pour toute fonction u ∈ L1
loc (Ω) on définit la distribution Tu de la manière

suivante :

〈Tu ,ϕ〉 =
∫
Ω

u(x)ϕ(x)d x,∀ϕ ∈D(Ω).

la distribution Tu s’appelle distribution régulière associée à u.

Si u ∈ L1
loc (Ω) tel que : ∫

Ω
u(x)ϕ(x)d x = 0,∀ϕ ∈D(Ω).

Alors u = 0 p.p.t

Soit (T j ) j∈N une suite des éléments de D′(Ω) et T ∈D′(Ω). On dit que T j −→ T dans D′(Ω)

si :

〈T j ,ϕ〉 −→ 〈T,ϕ〉pour j −→∞,∀ϕ ∈D(Ω).

1.2.1 Dérivation des distributions

On peut définir la dérivée d’une distribution, de telle manière que si en particulier cette

distribution est une fonction de classe C 1 alors la dérivée au sens des distributions soit tout

simplement la dérivée au sens habituel.

Plus précisément, on a : ∂
∂xi

(Tu) = T ∂u
∂xi

si u ∈C 1(Ω). Alors pour tout ϕ ∈D(Ω) on aurait :

〈 ∂

∂xi
(Tu),ϕ

〉
=

∫
Ω

∂u(x)

∂xi
ϕ(x)d x

=
∫
∂Ω

u(x)ϕ(x)dγ−
∫
Ω

u(x)
∂ϕ(x)

∂xi
d x

=
〈

Tu ,
∂

∂xi
ϕ

〉
.

On va prendre cette dernière relation comme définition de dérivée pour toute distribution

T. Il y a un calcul analogue pour la dérivation à un ordre k ∈N∗ arbitraire. On fait plusieurs

intégrations par parties successivement on avoir la définition suivante :

Définition 1.2.4. Soit T ∈D′(Ω) etα ∈N. On définit la dérivée à l’ordreα de T par la formule :

〈DαTu ,ϕ〉 = (−1)|α|〈Tu ,Dαϕ〉,∀ϕ ∈D(Ω).

Remarque 1.3. La dérivée à l’ordre α de T définit bien une distribution sur Ω.

9 Sahi Sabrine



1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

1.2.2 Support d’une distribution

Soit T ∈D′(Rn). On dit que T est nulle sur Ω, et on écrit :

T = 0 sur Ω si

〈T j ,ϕ〉 = 0,∀ϕ ∈D(Ω).

Définition 1.2.5. Le support d’une distribution T est le plus petit fermé tel que T nulle dans

son complémentaire. On le note supp(T ).

1.3 Les espaces de Sobolev

Avant de parler sur les espaces de Sobolev on va définir les espaces de Lebesgue Lp (Ω).

Définition 1.3.1. Soit p un nombre réel positive tel que 1 ≤ p ≤+∞
1. 1 ≤ p <+∞.

Lp (Ω) =
{

u :Ω−→R.
∫
Ω
|u(x)|p d x <+∞

}

Est un espace de Banach muni de la norme ||u||Lp = (∫
Ω |u(x)|p d x

) 1
p

2. p = 2

L2(Ω) =
{

u :Ω−→K,
∫
Ω
|u(x)|2d x <+∞

}

Est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (u, v)Lp = ∫
Ωu(x)v(x)d x

3.p =+∞.

L∞(Ω) = {
u :Ω−→K, ||u(x)||∞ <+∞}

Est un espace de Banach muni de la norme :

||u||∞ = inf
{
c ≥ 0, |u(x)| ≤ c,p.p.x ∈Ω}

.

Définition 1.3.2. Soit m ≥ 1 un entier et p un réel tel que 1 ≤ p <+∞.

W m,p (Ω) = {
u ∈ Lp (Ω),∀α ∈Nnavec |α| ≤ m.Dαu ∈ Lp (Ω)

}
.
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1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

Est un espace de Banach muni de la norme :

||u||W m,p (Ω) =
( ∑

0≤α≤m
||Dαu||pLp

) 1
p

Si p = 2 on note H m(Ω) =W m,p (Ω),est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(u, v)H m (Ω) =
∑

0≤α≤m

(
Dαu,Dαv

)
.

Définition 1.3.3. On définit W m,p
0 (Ω) comme étant la fermeture de D(Ω) dans W m,p (Ω)

c’est-à-dire W m,p
0 (Ω) =D(Ω).

Soit 1 ≤ p <+∞, alors on peut identifier W m,p
0 (Ω) a l’ensemble des fonctions u ∈W m,p (Ω)

qui sont nulles presque partout sur le bord de Ω :

W m,p
0 (Ω) =

{
u ∈W m,p (Ω),

∂k u

∂ηk

∣∣∣∣
Γ

= 0,∀k = 0. . . (m −1)

}
.

1.3.1 Les espaces W m,p(Ω) avec s ∈R+

Soit Ω un ouvert à frontière régulière.

Définition 1.3.4. On note W m,p (Ω) l’espace de toutes les distributions u définies dans Ω

telles que : u ∈W m,p (Ω) et :Ï
Ω×Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|p d xd y

|x − y |n+σp
<∞.

Pour |α| = m lorsque s = m +σ est non entier et positive ,0 <σ< 1

1.3.2 Inégalités de base

Inégalité de Hölder

Proposition 1.3.1. soient f ∈ Lp (Ω) et g ∈ Lq (Ω) avec 1 ≤ p <∞
Alors f .g ∈ L1(Ω) et : ∫

Ω
| f (x).g (x)|d x ≤ ‖ f ‖Lp (Ω).‖g‖Lq (Ω)

Lorsque p = q = 2,on retrouve l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
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1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

Inégalité de Minkowski

Proposition 1.3.2. Soient p, q ∈]1,∞[ tels que
1

p
+ 1

q
= 1. Alors pour toute fonctions mesu-

rables f , g :Ω−→R on a :

|| f + g || ≤ || f ||p +||g ||q .

Inégalité de Poincaré

Corollaire 1.3.1. On suppose que Ω est un ouvert borné, Alors il existe une constante c (dé-

pendant de Ω et p) telle que :

||u||Lp ≤ c||∇u||Lp ;∀u ∈W 1,p
0 (Ω)(1 ≤ p <∞).

En particulier l’expression ||∇u||Lp est une norme sur W 1,p
0 (Ω) qui est équivalant à la norme

||u||W 1,p ; sur H 1
0 (Ω) l’expression

∫
Ω∇u∇v est un produit scalaire qui est induit la norme

||∇u||L2 , équivalent à la norme ||u||H 1 .

1.3.3 Injection de Sobolev

Théorème 1.3.1. Soit 0 ≤ s ≤ n
2

1. Si s = n
2 alors :

H s(Ω) ,→
conti nue

Lq (Ω), pour tout q ∈ [
2,∞[

.

2. Si 0 ≤ s < n
2

H s(Ω) ,→
conti nue

Lq (Ω), pour tout q ∈
[

2,
2n

n −2s

]
.

Théorème 1.3.2. Soient s ∈R et k ∈N vérifiant s > n
2 +k. Alors :

H s(Ω) ,→
conti nue

C k (Ω).

1.3.4 Traces de l’espace W m,p(Ω).

La description des traces de l’espace W m,p (Ω) est un sujet de polémique. Il serait inté-

ressant de définir W m− 1
p ,p (Γ) comme espace des restrictions à Γ des éléments de W m,p (Ω)

par analogie avec le cas des ouverts à frontière régulière. On s’attendrait alors à ce que l’ap-

plication :

u −→ ∂u

∂v
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1.4. ESPACES DE LEBESGUE À VALEURS VECTORIELLES

Applique W 2,p (Ω) sur W 1− 1
p ,p (Γ). On verra plus loin que cela n’est pas possible, Pour

expliquer cette difficulté nous allons utiliser l’analogie avec les espaces de fonctions conti-

nûment dérivables. On notera C m
(
Ω

)
(resp C m

(
Γ
)

) l’espace des restrictions à Ω (resp Γ) des

fonctions m fois continûment dérivables dans R2 (resp R). Il est clair que l’application :

γ : u −→ u
∣∣
Γ

Applique C 0
(
Ω

)
sur C 0

(
Γ
)
. on n’obtient pas nécessairement un élément de C 0

(
Γ
)
. En d’autres

termes la dérivée normale au bord d’une fonction u de C 1
(
Ω

)
n’appartient pas à l’espace des

restrictions au bord des éléments de C 0
(
Γ
)
.

Théorème 1.3.3. L’application u −→ (γ j ) j=0,...,m− qui est définie pour u ∈D(
Ω

)
par :

γ j = ∂ j u

∂η j
|Γ, j = 0, . . . ,m −1. (1.2)

admet un prolongement par densité qui est un opérateur linéaire continu surjectif de W m,p (Ω)

sur le sous-espace de W m− j− 1
p ,p (Ω).

Théorème 1.3.4. (formule de Green) Soit Ω un ouvert borné de classe C 1. Alors pour toutes

fonctions u ∈C 2(Ω) et v ∈C 1(Ω) on a :∫
Ω
∆u(x)v(x)d x =

∫
Γ

∂u

∂η
(x)v(x)dγ−

∫
Ω
∇u(x)∇v(x)d x. (1.3)

Corollaire 1.3.2. Soit Ω un ouvert borné de classe C 1. Alors pour toutes fonctions u, v ∈
C 2(Ω) on a : ∫

Ω
∆u(x)v(x)−∆v(x)u(x)d x =

∫
Γ

∂u

∂η
(x)v(x)− ∂v

∂η
(x)u(x)dγ (1.4)

1.4 Espaces de Lebesgue à valeurs vectorielles

Définition 1.4.1. Soit V un espace de Banach, p un élément de [1,∞[,T un élément de R∗+,

(0,T ) un intervalle deR. On appelle espace de Lebesgue à valeurs dans V , et on note :Lp (0,T ;V ),

l’espace des fonction

f :]0,T [ −→V

t 7−→ f (t ).

Mesurable .i.e.
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1.4. ESPACES DE LEBESGUE À VALEURS VECTORIELLES

1. Si 1 ≤ p <∞
(∫ T

0 || f (t )||pV d t
) 1

p = || f ||Lp (0,T ;V ) <∞

2. Si p =∞, sup
t∈[0,T ]

|| f ||V = || f ||L∞(0,T ;V ) <∞.

1. Pour tout p élément de [1,∞[,|| f ||p est une norme sur Lp (0,T ;V ).

2. L’espace Lp (0,T ;V ) de Banach pour cette norme .

3. Si L’espace V est de plus réflexif, pour 1 ≤ p < ∞ si q vérifie 1
p + 1

q = 1, alors dual de

Lq (0,T ;V ) s’identifie algébriquement et topologiquement à Lp (0,T ;V ′).

4. Si V et W désignent deux espaces de Banach, V inclus dans W , avec injection continue,

alors il existe une injection continue de Lp (0,T ;V ) dans Lp (0,T ;W ).

5. SiΩ désigne un ouvert deRn , pour 1 ≤ p <∞, on a l’équivalent algébrique et topologique

entre les espaces Lp (0,T ;Lp (Ω)). et Lp ((0,T )×Ω).

Définition 1.4.2. Soit ]0,T [ un intervalle de R, V un espace vectoriel normé, on appelle es-

pace des distributions sur ]0,T [ à valeurs dans V , et on note D′(0,T ;V ) l’espace des applica-

tions linéaires continues de D(0,T ) dans V .

Propriété 1.4.1. pour tout f de D′(0,T ;V ) , toutϕ de D(0,T ) la valeur de f enϕ notée 〈 f ,ϕ〉
appartient à V .

1. Dérivation : Soit f un élément de D′(0,T ;V ), on définit la dérivée de f :

f :D(0,T ) −→V.

〈
d n f

d t n
,ϕ

〉
= (−1)n

〈
f ,

d nϕ

d t n

〉
En effet : soit ϕ ∈D(0,T ) .i.e.ϕ ∈C∞(0,T ) et ϕ(0) =ϕ(T ) = 0.

〈
d f

d t
,ϕ

〉
=

T∫
0

d f

d t
ϕd t = f ϕ|T0 −

T∫
0

f
dϕ

d t
d t =−

〈
f ,

dϕ

d t

〉
.

2. Distribution régulière. Si f appartient à L1
l oc (0,T ;V ) on peut lui associer une distribution

dite distribution régulière associée à f encore notée f définie par :

f :D(0,T ) −→V ,

ϕ 7−→ 〈 f ,ϕ〉 =
∫ T

0
f (t )ϕ(t )d t .

3. limite :On dit qu’une suite ( fn)n∈N admit f pour limite dans D′(0,T ;V )

si on a :

∀ϕ ∈D(0,T ),〈 f ,ϕ〉 = lim
n−→∞〈 fn ,ϕ〉.
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1.4. ESPACES DE LEBESGUE À VALEURS VECTORIELLES

Propriété 1.4.2. Soit p un réel , 1 ≤ p ≤ ∞, pour tout f ∈ Lp (0,T ;V ) et f ′ ∈ Lp (0,T ;V ), f

admet un représentant continu sur [0,T ].

Fonction de Green associée à l’opérateur biharmonique ∆2 avec condition de Dirichlet,

dans un ouvertΩ borné régulier,Ω ∈Rn .

considérons le cadre variationnel : V = H 2
0 (Ω), H = L2(Ω)

a(u, v) = ∫
Ω∆u∆vd v ; ∀v ∈V

a est une forme bilinéaire et coercive, et définit un isomorphisme : ∆2 = ∆.∆ de H 2
0 (Ω)

dans H−2(Ω).

Soit G l’isomorphisme réciproque, et Gx,y son noyau, qui est donc défini par :

〈Gu, v〉 = 〈Gx,y ,u(x)v(y)〉,∀u, v ∈D(Ω)

On peut montrer que

• Gx,y est symétrique et très régulier,

• G se prolonge en un isomorphisme de H−2(Ω)+ξ′(Ω) sur H 2
0 (Ω)+ξ′(Ω) et enfin que pour

tout v ∈Ω, Gx,y noté aussi G(x, y) est l’unique solution dans H 2
0 (Ω)+ξ′(Ω) de l’équation :

∆2
xG(x, y) = δv ,dansΩ

G(x, y) apparait ainsi comme la fonction de Green du problème P (Ω, f , g ,h) :


∆2u = f dansΩ

u
∖
Γ = g surΓ

∂u
∂η

∖
Γ = h surΓ

avec f , g ,h données telles que f ∈ H−2(Ω),g ∈ H
3
2 (Γ) ,h ∈ H

1
2 (Γ)

Utilisons la formule de Green :∫
Ω

(u∆2v − v∆2u)d x =
∫
Ω

[
(u∆2v −∆u∆v)+ (∆u∆v − v∆2u)

]
d x

=
∫
Γ

(
u
∂∆v

∂η
− ∂u

∂η
∆v +∆u

∂v

∂η
− ∂∆u

∂η
v
)
dΓ

(formellement) avec u = G(x, y) : la solution u du problème de Dirichlet p(Ω, f , g ,h) s’écrit

alors :

u(x) =
∫
Ω

G(x, y) f (y)d y +
∫
Γ

g (y)
∂

∂ηy
∆yG(x, y)dΓ(y)−

∫
Γ

h(y)∆yG(x, y)dΓ(y).
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1.4. ESPACES DE LEBESGUE À VALEURS VECTORIELLES

Dans le cas oùΩ est le disque unité du planR2 , on peut donner une expression explicite :

G(x1, x2, y1, y2) =−|ζ−η|2
8π

log
∣∣∣η−ζ
η−ζ

∣∣∣− 1

16π
(|η|2 −1)(|ζ|2 −1)

x = (x1, x2) ∈Ω, y = (y1, y2) ∈Ω.

où l’on a posé ζ= x1 + i x2,η= y1 + i y2,ζ= x1 − i x2,η= y1 − i y2

Lemme 1. (Gronwall) Soit T un réel positif, C une constante positive , f et g deux fonctions

vérifiant :

f ∈ L∞(0,T ), f ≥ 0,p.p.t.

g ∈ L1(0,T ), g ≥ 0,p.p.t.

Et

f (t ) ≤
∫ t

0
g (σ) f (σ)dσ+C ,p.p.t. (1.5)

Alors f vérifier :

f (t ) ≤C exp

(∫ t

0
g (σ)dσ

)
Démonstration. Comme f ∈ L∞(0,T ) et g ∈ L1(0,T ) donc

F (t ) =
∫ t

0
g (σ) f (σ)dσ+C

est absolument continue ,d’où F ′(t ) = f (t )g (t ), p.p.t.

D’après (1.5) on a :

F ′(t ) ≤ f (t )g (t )p.p.t.∫ t

0

F ′(σ)

F (σ)
dσ≤

∫ t

0
g (σ)dσp.p.t.

f (t ) ≤ F (t ) ≤C exp

(∫ t

0
g (σ)dσ

)

Lemme 2. L’espace H 2(Ω) est séparable i.e. admet une base dénombrable dense.

Théorème 1.4.1. (Rellich) Soit Ω un borné de Rn , alors pour tout m ∈ N , l’injection de

H m+1
0 (Ω) dans H m

0 (Ω) est compact.

Démonstration. Soit B un ensemble borné dans H m+1
0 (Ω),nous devons montrer que de toute

suite B on peut extraire une sous-suite convergente dans H m
0 (Ω).
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1.4. ESPACES DE LEBESGUE À VALEURS VECTORIELLES

Soit (uk )k ⊂ B , alors ||uk ||H m+1
0 (Ω) ≤C où C est indépendant de k. Comme une boule dans

un espace de Hilbert est faiblement compacte, on peut, de la suite (uk ) extraire une sou-

suite, notée (w j ) , faiblement convergente dans H m+1
0 (Ω) vers w . Posons v j = w j −w .

Désignons par ṽ j le prolongement de v j par zéro hors de Ω. Alors v j −→ ṽ j étant conti-

nue, on a

ṽ j ∈ H m+1
0 (Rn)et ||v j ||H m

0 (Ω) = ||ṽ j ||H m+1
0 (Rn ).

IL suffit donc de montrer que montrer que ṽ j −→ 0 dans H m
0 (Ω).

En notant F la transformation de Fourier, il vient

||v j ||H m
0 (Ω) =

∫
Rn

(
1+|ξ|2)m |F ṽ j (ξ)|2dξ

=
∫
|ξ|≤R

(
1+|ξ|2)m |F ṽ j (ξ)|2dξ+

∫
|ξ|>R

(
1+|ξ|2)m |F ṽ j (ξ)|2dξ

On pose

J1, j =
∫
|ξ|≤R

(
1+|ξ|2)m |F ṽ j (ξ)|2dξ

J2, j =
∫
|ξ|>R

(
1+|ξ|2)m |F ṽ j (ξ)|2dξ

Estimons le terme J2, j

J2, j = i nt|ξ|>R
(
1+|ξ|2)m |F ṽ j (ξ)|2dξ

≤ 1

(1+R2)

∫
Rn

(
1+|ξ|2)m+1|F ṽ j (ξ)|2dξ

J2, j ≤ 1

(1+R2)
||v j ||2H m+1

0 (Ω)

Étant donné ε> 0 et puisque (v j ) est bornée dans H m+1
0 (Ω) on peut toujours choisir R assez

grand pour que

J2, j ≤ ε

2
(1.6)

Estimons le terme J1, j .

L’ouvert Ω est borné, on a L2(Ω) ⊂ L1(Ω) et donc pour tout ξ ∈Rn .

F ṽ j (ξ) =
∫
Rn

e−2πi (x,ξ)ṽ j (x)d x =
∫
Ω

e−2πi (x,ξ)ṽ j (x)d x

=
∫
Rn
ϕ(x)e−2πi (x,ξ)ṽ j (x)d x

Où ϕ est la fonction indicatrice de Ω. Pour tout ξ ∈Rn , la fonction :

x −→ϕ(x)e−2πi (x,ξ) ∈ L2(Rn)
.
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1.4. ESPACES DE LEBESGUE À VALEURS VECTORIELLES

F ṽ j (ξ) = (
ϕ(x)e−2πi (x,ξ), ṽ j (x)

)
L2(Rn ) (1.7)

Lorsque j tend vers l’infini, ṽ j converge faiblement vers zéro dans L2(Rn), donc

lim
J−→∞

F ṽ j (ξ) = 0,∀ξ ∈Rn (1.8)

D’autre part,d’après (1.7) on a :

|F ṽ j (ξ)| ≤ ||ϕ||L2(Rn ||ṽ j ||L2(Rn ) ≤C ||ϕ||L2(Rn ).

D’après (1.7) et (1.8), on peut appliquer le théorème de la convergence domaine de Le-

besgue, de sorte que l’on peut choisir j assez grand pour que

J1, j ≤ ε

2
(1.9)

D’après (1.6)et (1.9),la suite (v j ) converge vers zéro dans H m
0 (Ω).
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Chapitre 2

Quelques Problèmes Linéaires

Dans ce chapitre on étudie l’existence et l’unicité des solutions faibles de quelque pro-

blèmes aux limites gouvernés par le bilaplacien dans un ouvert borné à frontière suffisam-

ment régulière.

On mettra en évidence, dans chaque cas, un théorème d’existence et d’unicité de la so-

lution faible.

Notation 2.1. Ω désigne un corps homogène, occupant un domaine borné de (R2), à fron-

tière suffisamment régulière Γ.

Par suite, tous les résultats sur ce type de domaine sont valables. Il suffit, dans toute la

suite de faire l’étude dans le secteur Ω ouvert borné, de frontière suffisamment régulière Γ.

η=
η1

η2

, est la normale unitaire sortante dans le sens positif sur la frontière Γ.

M(u) désigne l’opérateur différentiel frontière suivant :

M(u)
∣∣
Γ = M(u) = v∆u + (1− v)

∂3u

∂η2
.

où v ∈]0;1[ est le coefficient de Poisson du matériau constituant la plaque.

La dérivée normale est donnée par :

∂

∂η
= η1

∂

∂x1
+η2

∂

∂x2
.
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2.1. FORMULATION DES PROBLÈMES (PK ),K = 1 À 2

2.1 Formulation des problèmes (Pk),k = 1 à 2

On considère ici une famille de 2 problèmes gouvernés par le bilaplacien, c’est-à-dire

pour f ∈ L2(Ω) on cherche u, si possible dans H 4(Ω), solution de :

(Pk )

 ∆2u = f dansΩ,

B k
0 u = 0 surΓ,

k = 1 à 2

où les opérateurs frontières sont :

{
B 1

0 u =
 u

∂u
∂η

surΓ. (2.1)

{
B 2

0 u =
 u

M(u)
surΓ. (2.2)

2.1.1 Interprétation physique des problèmes (Pk),k = 1 à 2.

Physiquement, M(u) est le moment de flexion composée de la force de cisaillement et

du moment de torsion.

Ces problèmes représentent différents modèles mathématiques d’une plaque, u(x) étant

le déplacement perpendiculaire à la plaque au point x (sous l’hypothèse de petits déplace-

ments),

f est la densité de force et les conditions aux au bord (2.1) à (2.2) signifient que la plaque

est :

• Encastrée aux bord Γ ,pour le premier problème.

• Simplement supportée aux bord Γ ,pour le deuxième problème.

La méthode variationnelle usuelle, étant valable dans les domaines bornés à frontière

suffisamment régulière ainsi que dans le cas des fissures. On est assuré de l’existence et de

l’unicité d’une solution variationnelle u ∈ H 2(Ω).

On s’intéresse à l’existence et à l’unicité de la solution variationnelle u(k) ∈ H 2(Ω) de (Pk ) ;k =
1 à 2, et v ∈]0,1[ est le coefficient de Poisson du matériau constituant la plaque.

2.1.2 Théorie de Lax-Milgram

Dans cette section, on considère un problème général pouvant se mettre sous la forme

variationnelle

(pb)trouver u tel que a(u, v) = F (v) pour tout v ∈V .
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2.1. FORMULATION DES PROBLÈMES (PK ),K = 1 À 2

Le théorème de Lax-Milgram apporte une réponse a l’existence, l’unicité et la stabilité

de la solution dans un cadre précis.

Théorème 2.1.1. on suppose que V est un espace de Hilbert et que les formes a et F vérifient

les hypothèses suivante :

1. continuité de F :

|F (v)| ≤CF ||v ||V pour tout v ∈V .

2. continuité de a :

|a(u, v)| ≤Ca ||u||V ||v ||V pour tout u, v ∈V .

3. coercivité de a :

a(u,u) ≥α||u||2V pour tout u ∈V , avec α> 0.

Alors il existe une solution unique u au problème (pb) qui vérifie l’estimation a priori

||u||V ≤ ||F ||V ′

α
.

avec ||F ||V ′ = sup||v ||V =1 |F (v)| la norme de F dans le dual V ′ de V .

Démonstration. L’estimation à priori s’établit en prenant v = u dans (Pb) puis en appliquant

la continuité de F et la coercivité de a ce qui donne :

α||u||2V ≤CF ||u||V .

Il suffit alors de prendre CF = ||u||V ′ . Cette estimation nous donne aussi l’unicité de la so-

lution. Pour l’existence, considérons d’abord le cas simple ou a est une forme symétrique.

Dans ce cas la continuité et la coercivité de a montrent qu’il s’agit d’un produit scalaire sur

V ∗V et que la norme

||v ||a =
√

a(v, v).

est équivalente a la norme ||v ||V . puisque F est continue, elle est aussi par rapport a ||v ||a et

le théorème de représentation de Riesz nous assurons donc l’existence d’un unique u ∈V tel

que

F (v) = a(u, v)pour tout v ∈V .

Dans le cas non-symétrique, on remarque que puisque

v −→ a(u, v) et v −→ F (v).
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2.2. PROBLÈME P1

Sont continues, on peut écrire

a(u, v) = 〈Au, v〉et F (v) = 〈 f , v〉.

où A est opérateur continu sur V , f ∈V ′et 〈., .〉 un produit scalaire dans V , Le problème (pb)

s’écrit donc

Au = f dansV

L’hypothèse de coercivité nous permet d’affirmer que

α||v ||V ≤ ||Av ||V ′ .

Pour tout v ∈V , ce qui entraine que Im(A) est un sous-espace fermé de V qui se décompose

donc suivant :

V = Im(A)⊕ (Im(A))⊥

Considérons à présent ω(Im(A))⊥. La coercivité nous montre que

α||ω||2X ≤ a(w, w) = 〈Aω,ω〉 = 0.

Par conséquent Im(A) =V ce qui prouve l’existence de la solution u.

Nous allons considérer trois problèmes types, soient les cas k = 1 à 3.

2.2 Problème P1

2.2.1 Formulation du problème P1.

On considère ici un problème aux limites intermédiaire pour le bilaplacien, c’est- à-dire

pour f ∈ L2(Ω), On cherche u, si possible dans H 4(Ω), solution de :

(P1)


∆2u = f dansΩ (1)

u = 0, surΓ (2)

∂u
∂η

= 0 surΓ, (3)

2.2.2 Interprétation physique du problème (P1).

Physiquement, ce problème représente un modèle mathématique d’une plaque : u(x)

étant le déplacement perpendiculaire à la plaque au point x (sous l’hypothèse de petits dé-

placements), f est la densité de force et les conditions aux au bord sur Γ signifient que la

plaque est encastrée sur Γ.

22 Sahi Sabrine



2.2. PROBLÈME P1

2.2.3 Existence et unicité de la solution du problème (P1).

Ω étant un domaine à frontière suffisamment régulière, la méthode variationnelle usuelle

est applicable ici pour s’assurer de l’existence et de l’unicité d’une solution variationnelle

u ∈ H 2
0 (Ω),

tel que

a(u, v) = F (v) pour tout v ∈ H 2
0 (Ω),

a(u, v) =
∫
Ω
∆u∆vd x et F (v) = ∫

Ω f vd x,

soit u une solution régulière de (P1) pour tout v ∈ H 2
0 (Ω) on a

a(u, v) =
∫
Ω
∆(∆u)(x)v(x)d x =

∫
Ω

f (x)v(x)d x. (2.3)

par intégration par partie,∫
Ω
∆(∆u)(x)v(x)d x =−

∫
Ω
∇(∆u).∇v(x)d x +

∫
Γ

∂(∆u)

∂η
(x)v(x)d s.

comme v = 0 sur Γ on en déduit que∫
Ω
∆(∆u)(x)v(x)d x =−

∫
Ω
∇(∆u).∇v(x)d x.

puis par une nouvelle intégration par partie que∫
Ω
∆(∆u)(x)v(x)d x =

∫
Ω
∆u(x)∆v(x)d x −

∫
Γ
∆u(x)

∂v

∂η
(x)d s.

comme ∂v
∂η

(x) sur Γ ,le dernier terme de cette équation est nulle. Ainsi, on déduit de (2.3) que∫
Ω
∆(∆u)(x)v(x)d x =

∫
Ω

f (x)v(x)d x.

donc , pour tout v ∈ H 2
0 (Ω) , ainsi ∆(∆u)− f = 0.

Afin d’appliquer le Théorème de Lax-Milgram, la seule hypothèse non trivialement vérifiée

est la coercivité de la forme bilinéaire a(., .),Or pour tout u ∈ H 2
0 (Ω) , on établit suite à deux

intégrations par partie successives que

a(u,u) =∑
i , j

∫
Ω

∣∣∣ ∂2u

∂xi∂x j
(x)

∣∣∣2
d x = ||∇2u||2L2(Ω).

En appliquant deux fois l’inégalité de Poincaré, on obtient qu’il existe des constantes C et C ′

positives telles que pour tout élément u ∈ H 2
0 (Ω)

||u||2L2(Ω) ≤C ||∇u||2L2(Ω) ≤C ′||∇2u||2L2(Ω) =C ′a(u,u).

23 Sahi Sabrine



2.3. PROBLÈME P2

Par conséquent, il existe C > 0 tel que pour tout u ∈ H 2
0 (Ω)

||u||2H 2(Ω) ≤C a(u,u).

La coercivité de la forme bilinéaire a(., .) est donc établie et il existe une unique solution

au problème variationnel.

Reste à établir que la solution du problème variationnel est solution du problème aux

limites (P1).

Soit ω un ouvert inclus dans un compact de Ω. Il existe θ ∈ C∞
c (Ω) telle que θ = 1 sur ω.

Pour toute fonction v ∈C∞
c (Ω) de support inclus dans ω.∫

Ω
θ(x)∆u(x)∆v(x)d x =

∫
Ω
∆u(x)∆v(x)d x =

∫
Ω

f (x)v(x)d x.

D’après le résultat de régularité admit θ(x)∆u, est un élément de H 2(Ω) .Il est donc licite

d’effectuer deux intégrations par partie successives sur le membre de gauche de l’équation

précédente. On en déduit que∫
Ω
∆(θ(x)∆u(x)v(x))d x =

∫
Ω

f (x)v(x)d x.

Cette équation étant vérifiée pour toute fonction v ∈C∞
c (Ω) de support inclus dans ω on

en déduit que pour presque tout x ∈Ω.

∆(∆u)(x) = f (x).

Cette relation reste valable pour presque tout x ∈Ω : il suffit de considérer une suiteωn de

compacts tels que ∪nωn =Ω .Enfin, comme u ∈ H 2
0 (Ω) , la solution de problème variationnel

vérifie automatiquement les conditions au bord u = ∂u
∂η = 0.

2.3 Problème P2

2.3.1 Formulation du problème P2.

On considère ici un problème aux limites intermédiaire pour le bilaplacien, c’est-à-dire

pour f ∈ L2(Ω).On cherche u, si possible dans H 4(Ω), solution de :

(P2)


∆2u = f dansΩ (1)

u = 0 surΓ (2)

M(u) = 0 surΓ (3)

(2.4)
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2.3.2 Interprétation physique du problème (P2).

Physiquement, M(u) est le moment de flexion composée de la force de cisaillement et

du moment de torsion.

Ce problème représente un modèle mathématique d’une plaque, u(x) étant le déplace-

ment perpendiculaire à la plaque au point x (sous l’hypothèse de petits déplacement), f est

la densité de force et les conditions aux au bord (2) et (3) signifient que la plaque est simple-

ment supportée.

2.3.3 Existence et unicité de la solution du problème (P2).

Ω étant un domaine à frontière régulier, la méthode variationnelle usuelle est applicable

ici pour s’assurer de l’existence et de l’unicité d’une solution variationnelle u ∈ H 2(Ω).

2.3.4 Formulation variationnelle du problème.

Supposons qu’une solution u de (P2) existe et qu’elle appartient à H 4(Ω).

Alors en multipliant l’équation (1) de (2.4) par une "fonction test" v ∈ H 2(Ω).

∫
Ω

(∆2u)vd x =
∫
Ω

f vd x (2.5)

Lemme 3. Soit u ∈ H 4(Ω) et v ∈ H 2(Ω), on a la formule de Green suivante :∫
Ω
∆2uvd x = a(u, v)−

∫
Γ

[
γ0(Mu)γ0

∂v

∂η

]
dγ (2.6)

∆2 =
n∑

i , j=1

∂4

∂x2
i ∂x2

j

Où a(u, v) est une forme bilinéaire symétrique définie sur H 2(Ω)×H 2(Ω)

a(u, v) =
∫
Ω
∆u∆vd x −

∫
Ω

(1−ν)

(
∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
2

−2
∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
+ ∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
1

)
(2.7)

=
∫
Ω
∆u∆vd x −

∫
Ω

(1−ν)L(u, v)d x (2.8)

Où L(u, v) définie par

L(u, v) = ∂2
1u.∂2

2v +∂2
1u.∂2

2v −2∂1∂2u.∂1∂2v (2.9)
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Démonstration. On effet la décomposition suivante du bilaplacien :

∆2 = ∂2

∂x2
1

( ∂2

∂x2
1

)
+2

∂2

∂x1∂x2

(
(1− v)

∂2

∂x1∂x2

)
+ ∂2

∂x2
1

(
v
∂2

∂x2
2

)
+ ∂2

∂x2
2

(
v
∂2

∂x2
1

)
+ ∂2

∂x2
2

( ∂2

∂x2
2

)
D’où ∫

Ω
∆2uv =

∫
Ω

[
∂2

∂x2
1

(∂2u

∂x2
1

)
+2

∂2

∂x1∂x2

(
(1− v)

∂2u

∂x1∂x2

)
+ ∂2

∂x2
1

(
v
∂2u

∂x2
2

)
+ ∂2

∂x2
2

(
v
∂2u

∂x2
1

)
+ ∂2

∂x2
2

(∂2u

∂x2
2

)]
vd x

On applique la formule de Green deux fois à chaque terme de l’intégrale séparément :∫
Ω

∂2

∂x2
1

(∂2u

∂x2
1

)
vd x =

∫
Γ

∂

∂x1

(∂2u

∂x2
1

)
vη1dγ−

∫
Ω

∂

∂x1

(∂2u

∂x2
1

) ∂v

∂x1
d x

=
∫
Γ

[
∂

∂x1

(∂2u

∂x2
1

)
vη1 − ∂2u

∂x2
1

∂v

∂x1
η1

]
dγ+

∫
Ω

∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
1

d x.

∫
Ω

∂2

∂x1∂x2

(
∂2u

∂x1∂x2

)
vd x =

∫
Γ

∂

∂x2

(
∂2u

∂x1∂x2

)
vη1dγ−

∫
Ω

∂

∂x2

(
∂2u

∂x1∂x2

)
∂v

∂x1
d x

=
∫
Γ

[
∂

∂x2

(
∂2u

∂x1∂x2

)
vη1 − ∂2u

∂x1∂x2

∂v

∂x1
η2

]
dγ

+ ∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
d x.

∫
Ω

∂2

∂x2∂x1

(
∂2u

∂x2∂x1

)
vd x =

∫
Γ

∂

∂x1

(
∂2u

∂x2∂x1

)
vη2dγ−

∫
Ω

∂

∂x1

(
∂2u

∂x2∂x1

)
∂v

∂x2
d x

=
∫
Γ

[
∂

∂x1

(
∂2u

∂x1∂x2

)
vη2 − ∂2u

∂x2∂x1

∂v

∂x2
η1

]
dγ

+
∫
Ω

∂2u

∂x2∂x1

∂2v

∂x1∂x2
d x.

∫
Ω

∂2

∂x2
1

(∂2u

∂x2
2

)
vd x =

∫
Γ

∂

∂x1

(∂2u

∂x2
2

)
vη1dγ−

∫
Ω

∂

∂x1

(∂2u

∂x2
2

) ∂v

∂x2
d x

=
∫
Γ

[
∂

∂x1

(∂2u

∂x2
2

)
vη1 − ∂2u

∂x2
2

∂v

∂x2
η1

]
dγ+

∫
Ω

∂2u

∂x2
2

∂v

∂x2
d x.

∫
Ω

∂2

∂x2
2

(∂2u

∂x2
1

)
vd x =

∫
Γ

∂

∂x2

(∂2u

∂x2
1

)
vη2dγ−

∫
Ω

∂

∂x2

(∂2u

∂x2
1

) ∂v

∂x2
d x

=
∫
Γ

[
∂

∂x2

(∂2u

∂x2
1

)
vη2 − ∂2u

∂x2
1

∂v

∂x2
η2

]
dγ+

∫
Ω

∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
2

d x.
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∫
Ω

∂2

∂x2
2

(∂2u

∂x2
2

)
vd x =

∫
Γ

∂

∂x2

(∂2u

∂x2
2

)
vη2dγ−

∫
Ω

∂

∂x2

(∂2u

∂x2
2

) ∂v

∂x2
d x

=
∫
Γ

[
∂

∂x2

(∂2u

∂x2
2

)
vη2 +

(∂2u

∂x2
2

) ∂v

∂x2
η2

]
dγ

+
∫
Ω

(∂2u

∂x2
2

) ∂v

∂x2
d x.

∫
Ω
∆2uv =

∫
Ω

∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
1

+ ∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
2

+ ∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
1

+ ∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
2︸ ︷︷ ︸

∆u∆v

d x

− (1− v)
∫
Ω

∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
1

−2
∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
+ ∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
2

d x + I1 − I2

Où

I1 =
∫
Γ

[
∂

∂x1

(
∂2u

∂x2
1

)
η1 + (1− v)

∂

∂x2

( ∂2u

∂x1∂x2

)
η1 + v

∂

∂x1

(∂2u

∂x2
2

)
η1

+ (1− v)
∂

∂x1

( ∂2u

∂x2∂x1

)
η2 + v

∂

∂x2

(∂2u

∂x2
1

)
η2 + ∂

∂x2

(∂2u

∂x2
2

)
η2

]
vdγ.

I2 =
∫
Γ

[
∂2u

∂x2
1

∂v

∂x1
η1 + (1− v)

∂2u

∂x1∂x2

∂v

∂x1
η2 + (1− v)

∂2u

∂x2∂x1

∂v

∂x2
η1

+ v
∂2u

∂x2
2

∂v

∂x1
η1 + v

∂2u

∂x2
1

∂v

∂x2
η2 + ∂2u

∂x2
2

∂v

∂x2
η2

]
dγ.

Calculons l’intégrale I1 :On calculons d’abord ∂
∂η
∆u

∂

∂η
∆u = ∂

∂η

(
∂2u

∂x2
1

+ ∂2u

∂x2
2

)
= ∂

∂x1

(
∂2u

∂x2
1

)
η1 + ∂

∂x2

(
∂2u

∂x2
1

)
η2 + ∂

∂x1

(
∂2u

∂x2
2

)
η1 + ∂

∂x2

(
∂2v

∂x2
2

)
η2.

I1 =
∫
Γ

[
∂

∂x1

(∂2u

∂x2
1

)
η1 + ∂

∂x2

( ∂2u

∂x1∂x2

)
η1

)
+ ∂

∂x1

( ∂2u

∂x2∂x1

)
η2

)
+ ∂

∂x2

(∂2u

∂x2
2

)
η2

]
vdγ

=
∫
Γ

∂

∂η
∆uvdγ.

Calculons l’intégrale I2 on exprimer les dérivées partielles en fonction des dérivées nor-

males et tangentes .

En effet : 
∂u
∂η = ∂u

∂x1
η1 + ∂u

∂x2
η2.

∂u
∂s = − ∂u

∂x1
η2 + ∂u

∂x2
η1.

⇐⇒


∂u
∂x1

= ∂u
∂ηη1 − ∂u

∂s η2.

∂u
∂x2

= ∂u
∂ηη2 + ∂u

∂s η1.
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On applique ainsi ces formules pour obtenir :

I2 =
∫
Γ

[
∂2u

∂x2
1

(∂v

∂n
η1 − ∂v

∂s
η2

)
η1 + (1− v)

∂2u

∂x1∂x2

(∂v

∂η
η2 + ∂v

∂s
η1

)
η1

+ (1− v)
∂2u

∂x1∂x2

(∂v

∂η
η1 − ∂v

∂s
η2

)
η2 + v

∂2u

∂x2
2

(∂v

∂η
η1 − ∂v

∂s
η2

)
η1

+ v
∂2u

∂x2
1

(∂v

∂η
η2 + ∂v

∂s
η1

)
η2 + ∂2u

∂x2
2

(∂v

∂η
η2 + ∂v

∂s
η1

)
η2

]
dγ

=
∫
Γ

∂v

∂η

[
∂2u

∂x2
1

η2
1 +2(1− v)

∂2u

∂x1∂x2
η1η2 + v

∂2u

∂x2
2

η2
1 + v

∂2u

∂x2
1

η2
2 +

∂2u

∂x2
2

η2
2

]
dΓ

+
∫
Γ

∂v

∂s

[
− ∂2u

∂x2
1

η1η2 + (1− v)
∂2u

∂x1∂x2
(η2

1 −η2
2)− v

∂2u

∂x2
2

η1η2 + v
∂2u

∂x2
1

η1η2

+ ∂2u

∂x2
2

η1η2

]
dγ

I2 =
∫
Γ

∂v

∂η

[
∂2u

∂x2
1

(η2
1 + vη2

2)+ ∂2u

∂x2
2

(vη2
1 +η2

2)+2(1− v)
∂2u

∂x1∂x2
η1η2

]
dγ

+ (1− v)
∫
Γ

∂v

∂s

[
− ∂2u

∂x2
1

η1η2 +2
∂2u

∂x1∂x2
(η2

1 −η2
2)+ ∂2u

∂x2
2

η1η2

]
dγ

=
∫
Γ

∂v

∂η

[
∂2u

∂x2
1

(η2
1 + v(1−η2

1))+ ∂2u

∂x2
2

(v(1−η2
2)+η2

2)+2(1− v)
∂2u

∂x1∂x2
η1η2

]
dγ

− (1− v)
∫
Γ

∂v

∂s

[
∂2u

∂x2
1

η1η2 −2
∂2u

∂x1∂x2
(η2

1 −η2
2)− ∂2u

∂x2
2

η1η2

]
dγ

=
∫
Γ

∂v

∂η

[
(1− v)

(∂2u

∂x2
1

η2
1 +2

∂2u

∂x1∂x2
η1η2 + ∂2u

∂x2
1

η2
2

)
+ v∆u

]
dγ

− (1− v)
∫
Γ

∂v

∂s

[
∂2u

∂x2
1

η1η2 −2
∂2u

∂x1∂x2
(η2

1 −η2
2)− ∂2u

∂x2
2

η1η2

]
dγ

La seconde intégrale de I2 peut être calculée par parties. Étant donné qu’elle est prise sur

un contour fermé, les limites d’intégration sont confondues en un point, on obtient tout

simplement :

I2 =
∫
Γ

∂v

∂η

[
v∆u + (1− v)

(∂2u

∂x2
1

η2
1 +2

∂2u

∂x1∂x2
η1η2 + ∂2u

∂x2
2

η2
2

)]
dγ

+(1− v)
∫
Γ

∂v

∂s

[
∂2u

∂x2
1

η1η2 −2
∂2u

∂x1∂x2
(η2

1 −η2
2)− ∂2u

∂x2
2

η1η2

]
dγ

Finalement,on obtient :∫
Γ
∆2uvd x = a(u, v)−

(∫
Γ

[
γ(Mu)γ

∂v

∂η

]
dγ

)
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On choisissant :

V = {
v ∈ H 2(Ω), v = 0,surΓ

}
. (2.10)

On a V est bien un sous-espace fermé de H 2(Ω) contenant

H 2(Ω) =
{

v ∈ H 2(Ω), v = ∂v

∂η
= 0,surΓ

}
.

H 2
0 (Ω) ,→

conti nue
V.

i.e.

||u||V ≤C ||u||H 2(Ω)

Pour u ∈ H 4(Ω) solution du problème (P2) et v ∈V on obtient :∫
Ω
∆2uvd x = a(u, v) (2.11)

Où a(u, v) est définie en (2.8).

Une formulation variationnelle du problème P2 :

a(u, v) =
∫
Ω

f vd x (2.12)

On pose :

F (v) =
∫
Ω

f (x)v(x)d x (2.13)

Alors, on a le problème variationnel :

(Pv )

 trouver u ∈V tel que

a(u, v) = F (v),∀v ∈V
(2.14)

Grâce au Lemme de Lax-Milgram, le problème (Pv ) a une solution unique u ∈ H 2(Ω).En effet,

la linéarité des formes a et F sont facile à vérifier. Pour la continuité de la forme linéaire a

sur V :

a(u, v) =
∫
Ω
∆u∆vd x − (1− v)

∫
Ω

(
∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
2

−2
∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
+ ∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
1

)
d x

=
∫
Ω

(
∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
2

+ ∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
2

+ ∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
1

+ ∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
2

)
d x

− (1− v)
∫
Ω

(
∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
2

−2
∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
+ ∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
1

)
d x

=
∫
Ω

[
∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
1

+ ∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
2

+ v
∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
2

+ v
∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
1

+2(1− v)
∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2

]
d x
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|a(u, v)| ≤
∫
Ω

[∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∂2v

∂x2
1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∂2v

∂x2
2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂2u

∂x1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∂2v

∂x2
2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∂2v

∂x2
2

∣∣∣∣
+2

∣∣∣∣ ∂2u

∂x1∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂2v

∂x1∂x2

∣∣∣∣]d x

≤
∫
Ω

[∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣+2

∣∣∣∣ ∂2u

∂x1∂x2

∣∣∣∣][∣∣∣∣∂2v

∂x2
1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂2v

∂x2
2

∣∣∣∣+2

∣∣∣∣ ∂2v

∂x1∂x2

∣∣∣∣]d x

≤ ||u||V ||v ||V .

D’où la continuité de la forme a.

En établie la coercivité de a :

a(u,u) =
∫
Ω

[∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2

+2
∂2u

∂x2
1

∂2u

∂x2
2

+
∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2

−2(1−ν)

(
∂2u

∂x2
1

∂2u

∂x2
2

−
∣∣∣∣ ∂2u

∂x1∂x2

∣∣∣∣2)]
d x

=
∫
Ω

[∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2

+2ν
∂2u

∂x2
1

∂2u

∂x2
2

+
∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2

+2(1−ν)

∣∣∣∣ ∂2u

∂x1∂x2

∣∣∣∣2]
d x

= (1−ν)
∫
Ω

[
2

∣∣∣∣ ∂2u

∂x1∂x2

∣∣∣∣2

+
∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2

+
∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2]
d x

+ν
∫
Ω

[∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2

+2
∂2u

∂x2
1

∂2u

∂x2
2

+
[∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2]
d x

= (1−ν)
∫
Ω

[
2

∣∣∣∣ ∂2u

∂x1∂x2

∣∣∣∣2

+
∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2

+
∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2]
d x +ν

∫
Ω
|∆u|2d x.

≥ (1−ν)
∫
Ω

[∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2

+2

∣∣∣∣ ∂2u

∂x1∂x2

∣∣∣∣2

+
∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2]
d x

≥ (1−ν)|u|2V .

Où |u|V =
( m∑
|α|=2

||Dαu||2
L2(Ω)

) 1
2

désigne la semi-norme de V qui est équivalente à la

norme de H 2(Ω)

Donc la forme a est bien coercive.

En établie la continuité de F :

|F (v)| ≤
∫
Ω
| f (x)||v(x)|d x

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwartz

|F (v)| ≤C ||v(x)||V .

2.3.5 Interprétation de la solution du problème (P2)

En choisissant v =ϕ ∈D(Ω) dans (2.13), on obtient immédiatement

∆2u = f dansD′(Ω) (2.15)
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Par ailleurs, d’après la définition de V , on sait que

u = 0,surΓ (2.16)

Il reste à interpréter la condition aux limite M(u) = 0, sur Γ.

Nous allons montrer que (Pv ) implique que

M(u) = 0,surΓ (2.17)

Soit

H(∆2,Ω) = {v ∈ H 2(Ω) :∆2v ∈ L2(Ω)}

Muni de la norme

||v ||H(∆2,Ω) =
(
||v ||2H 2(Ω) +||∆2v ||2L2(Ω)

) 1
2

.

Démontrons que l’application trace

T :D(Ω) −→D(Γ)

u 7−→ Tu = M(u)

Se prolonge en une application linéaire continue, encore notée T , de H(∆2,Ω) dans H̃
−1
2 (Γ).

En effet, soit u ∈D(Ω), pour ω ∈ H̃
1
2 (Γ) on pose

`(ω) =
∫
Γ
γM(u)γ

(∂ω
∂η

)
dγ.

D’après le théorème de trace (cf : [1] lemme (2.1) et (2.2) il existe v ∈ H 2(Ω) tel que

||v ||H 2(Ω) ≤C
∥∥∥∂ω
∂η

∥∥∥
H̃

1
2 (Γ)

≤C ′‖ω‖
H̃

1
2 (Γ)

On peut alors écrire par utilisation de la formule de Green

`(ω) =
∫
Ω

(∆2u)vd x (2.18)

On a donc (en utilisant l’inégalité de Schwarz)

`(ω) ≤ ‖u‖H(∆2,Ω)‖v‖H 2(Ω)

≤C ′‖u‖H(∆2,Ω)‖ω‖H̃
1
2 (Γ)

Ce qui prouve que ` ∈ H̃
1
2 (Γ),et de plus l’application

T : u ∈D(Ω) −→ ` ∈ H̃
1
2 (Γ).
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est bornée sur D(Ω) muni de la norme de H(∆2,Ω) elle peut donc être prolongée par den-

sité, vu que D(Ω) est dense dans H(∆2,Ω) (cf.[1]) en une application linéaire continue de

H(∆2,Ω) dans H̃
1
2 (Γ). Pour u ∈ H(∆2,Ω) et H 2(Ω)on a la formule de Green généralisée

〈γ(Tu),γv〉
H̃

−1
2 (Γ)×H̃

1
2 (Γ)

=
∫
Ω

(∆2u)vd x (2.19)

Démontrons à présent que (2.17) a bien lieu si u est la solution du problème (Pv ). D’après

(2.15),on voit que u ∈ H(∆2,Ω). La formule de Green généralisée (3.5) entraîne∫
Ω

(∆2u)vd x +〈γ(Tu),γv〉
H̃

−1
2 (Γ)×H̃

1
2 (Γ)

=
∫
Ω

f (x)v(x)d x (2.20)

Pour tout v ∈ H 2(Ω). D’après (2.15) on a donc

〈γ(Tu),γv〉
H̃

−1
2 (Γ)×H̃

1
2 (Γ)

= 0,∀v ∈ H 2(Ω).

D’où

Tu = Mu = 0 dans H̃
−1
2 (Γ)

L’interprétation du problème variationnel Pv en terme de problème aux limites est donc la

suivante : 
∆2u = f dansΩ

u = 0 dans H
−3
2 (Γ)

M(u) = 0 dansH
−1
2 (Γ) ,

(2.21)
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Chapitre 3

Problèmes de Vibrations non Linéaires

3.1 Problème P4

3.1.1 Position du problème

On considère un ouvert Ω borné de R2 (Ω est la plaque vibrante).

On cherche une fonction u = (u1,u2) = (u1(x, t ),u2(x, t )) , x ∈Ω, t ∈]0,T [ dans R2 ,qui vérifie :

(P4)



u"1 +a1∆
2u1 −L(u1,u2) = f dansΩ×]0,T [, (4.1)

a2∆
2u2 +L(u1,u2) = 0 dansΩ×]0,T [, (4.2)

u1 = ∂u1
∂η = 0,u2 = ∂u2

∂η = 0 surΣ. (4.3)

u1(x,0) = u01(x),u′
1(x,0) = u11(x), x ∈Ω (4.4)

Où les fonctions u01 et u11 sont données, les ai sont des constantes strictement positifs, f

est une fonction donnée de Q dans R :

3.1.2 Interprétation physique du problème

On considère une plaque mince élastique homogène occupons un domaine Ω borné de

R à frontière suffisamment régulière. Les équations (4,1) et (4,2) est l’équation d’équilibre

de la plaque, f désigne la densité des forces volumiques donnée, u1 désigne le déplacement

vertical d’un point matériaux x à l’instant t , et u2 désigne le déplacement transversal d’un

point matériaux x à l’instant t , et les conditions au bord, signifient que la plaque est encas-

trée aux bords Σ.

Définition 3.1.1. (Système de Cauchy-Kowaleska) :Un système d’équations aux
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3.1. PROBLÈME P4

dérivées partielles est appelé système de Cauchy-Kowaleska s’il est de la forme :
∂ni ui
∂t ni = Fi (t , x1, . . . , xn ,u1, . . . ,uN , . . . ,

∂k u j

∂t k0∂x
k1
1 ,...,∂xkn

n

, . . .)

i , j = 1,2, . . . , N ;k0 +k1 + . . .+kn = k ≤ ni ;k0 < ni

∂k ui

∂t k = Φi ,k (x1, . . . , xn),k = 0,1, . . . ,ni −1 : t = t 0.

(3.1)

où les fonctions Fi etΦi ,k analytique dans un voisinage du point (t 0, x0
1 , x0

2 , . . . ,Φ0
j ,k0,k1,...,kn

)

dans lequel (
∂k−koΦi ,k0

∂xk1
1 , . . . ,∂xkn

n

)
xi=x0

i

=Φ0
i ,k0,k1,...,kn

; (3.2)

i = 1,2, . . . , N :

k0 +k1 + . . .+kn = k ≤ ni .

Remarque 3.1. Dans (P4). Il n’y a pas de condition initiale sur u2, cela tient au faite que le

système d’équations aux dérivées partielles ne contient pas de dérivée en t de u2. Donc,le

système (P4) il n’est pas du type de Cauchy-Kowaleska, on peut l’y ramener à condition

que l’opérateur de GREEN, i.e. l’opérateur inverse de ∆2 dans Ω pour les conditions aux li-

mites correspondantes, existe. L’existence de ce dernier dépend des conditions aux limites

et de la forme géométrique de la plaque Ω, Par exemple, lorsque Ω est à frontière polygo-

nale,l’existence de l’opérateur de GREEN dépend de l’ouverture des angles de la plaque.

Dans ce travail, on ne considère que le problème (P4) avec Ω borné et à frontière régu-

lière. Si G2 désigne l’opérateur de GREEN pour les conditions aux limites de Dirichlet, alors

la deuxième équation de (P4) équivaut à

u2 =− 1

a2
G2L(u1,u2) (3.3)

et alors la première équation de (P4) devient

u"1 +a1∆
2u1 + [u1

1

a2
G2L(u1,u2)] = f (3.4)

3.1.3 Étude de l’opérateur bilinéaire L

On définie l’opérateur bilinéaire L de H 2
0 (Ω)×H 2

0 (Ω) par :

soit u, v ∈ H 2
0 (Ω) .

L(u, v) = ∂2
1u.∂2

2v +∂2
2u.∂2

1v −2∂1∂2u.∂1∂2v.

Lemme 4. l’application u, v −→ L(u, v) est bilinéaire continue de

H 2
0 (Ω)×H 2

0 (Ω) −→ H−2(Ω)
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Démonstration. Soit w ∈ L∞(Ω) on a

(L(u, v), w) ≤ ‖w‖∞
∫
Ω
|∂2

1u||∂2
2v |+ |∂2

2u||∂2
1v |+2|∂1∂2u||∂1∂2v |d x

≤C‖w‖H 2
0 (Ω)‖u‖H 2

0 (Ω)‖v‖H 2
0 (Ω).

(car H 2
0 (Ω) ⊂ H 1+ε

0 (Ω) ⊂ L∞(Ω) si n = 2 et ε> 0).

Corollaire 3.1.1. la forme u, v, w −→ (L(u, v), w) est trilinéaire continue sur H 2
0 (Ω).

Lemme 5. la forme trilinéaire u, v, w −→ (L(u, v), w) est symétrique sur H 2
0 (Ω).

Démonstration. Puisque L(u, v) = L(v,u), il suffit de montrer que

(L(v,u), w) = (L(w,u), v). (3.5)

et d’après le Corollaire( 3.1.1), il suffit de vérifier (3.5) pour u, v, w ∈D(Ω)

On a

L(v,u) = ∂2
1u.∂2

2v +∂2
2u.∂2

1v −2∂1∂2u.∂1∂2v.

= ∂2
1u.∂2

2v −2∂1∂2u.∂1∂2v +∂2
1∂

2
2u.v +∂2

2∂
2
1u.v −2∂1∂2∂1∂2u.v︸ ︷︷ ︸

0

+2(∂1∂
2
2u∂1v +∂2u∂2

1u∂2v −∂2∂1∂2u.∂1v −∂2
1∂2u.∂2v)︸ ︷︷ ︸

0

+∂2
2u.∂2

1v

= (∂2
2∂

2
1u.v +2∂2∂

2
1u∂2v +∂2

1u∂2
2v)+ (∂2

1∂
2
2u.v +2∂1∂

2
2u∂1v +∂2

2u∂2
1v)

−2(∂1∂2∂1∂2u.v +∂2∂1∂2u∂1v +∂2
1∂2u∂2v +∂1∂2u∂1∂2v)

= ∂2
1(∂2

2u.v)−2∂1∂2(∂1∂2u.v)+∂2
2(∂2

1u.v).

Alors, par intégrations par parties

(L(v,u), w) = (∂2
2u.v,∂2

1w)−2(∂1∂2u.v,∂1∂2w)

= (∂2
1w.∂2

2u −2∂1∂2w∂1∂2u +∂2
2w.∂2

1u, v)

= (L(w,u), v).

3.1.4 Théorème d’existence

Théorème 3.1.1. On suppose f ,u01,u11 donnés avec

f ∈ L2(Q). (3.6)
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u01 ∈ H 2
0 (Ω),u11 ∈ L2(Ω). (3.7)

Il existe alors u1 et u2 solutions de (P4) avec

u1 ∈ L∞(0,T ; H 2
0 (Ω)). (3.8)

u′
1 ∈ L∞(0,T ;L2(Ω)). (3.9)

u2 ∈ L∞(0,T ; H 2
0 (Ω)). (3.10)

Remarque 3.2. Il résulte de (3.8) et (3.10) que

L(u1,u2) ∈ L∞(0,T ;L1(Ω)) (3.11)

et donc la première équation de (4.3) entraine que

u"1 ∈ L∞(0,T ; H−2(Ω)) (3.12)

et donc les conditions initiales dans (P4) ont un sens.

Remarque 3.3. La fonction u2 du Théorème (3.1.1) vérifie

u2 ∈ L∞(0,T ; H 3−ε(Ω)),∀ε> 0. (3.13)

En effet, soit ε> 0 fixé arbitrairement petit. Alors

L1(Ω) ⊂ H−1−ε(Ω) (3.14)

car si f ∈ L1(Ω) on a :

|( f ,ϕ)| ≤ ‖ f ‖L1(Ω)‖ϕ‖L∞‖(Ω) ≤ c‖ f ‖L1(Ω)‖ϕ‖H 1+ε
0 (Ω)

vu que H 1+ε
0 (Ω) ⊂ L∞(Ω) si n = 2 et ε> 0.Alors

L(u1,u2) ∈ L∞(0,T ; H−1−ε(Ω))

et comme a2u2 = −L(u1,u2), on en déduit (3.13). (Notons que (∆2)−1 en envoie H s(Ω) dans

H s+4(Ω)∩H 2
0 (Ω), s ≥ 0).
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3.1.5 Formulation variationnelle du problème

En multipliant l’équation (4.1) et (4.2) par une "fonction test" v ∈ V , on obtient par la

formule de Green :

(u"1, v)+a1a(u1, v)− (L(u1,u2), v) = ( f , v). (3.15)∫
a2a(u2, v)− (L(u1,u2), v)d x = 0 (3.16)

Où

a(u, v) =
∫
Ω
∆u∆vd x − (1− v)

∫
Ω

L(u, v)d x.

Démonstration du théoreme 3.1.1.

Définition des solution approchées

On introduit une suite w1, . . . , wm , . . . de fonctions ayant les propriétés suivantes :

• wi ∈ H 2
0 (Ω),∀i

• ∀m, w1, . . . , w2 sont linéaire indépendants

• les combinaisons linéaires finies des wi sont denses dans H 2
0 (Ω) :

Soit u1m(t ) vérifiant

u1m(t ) ∈ [w1, . . . , wm].i .e.u1m(t ) =
m∑

i=1
gi m(t )wi . (3.17)


(
u"1m(t ), w j

)+a1
(
∆u1m(t ),∆w j

)
+ 1

a2
([u1m(t ),G2([u1m(t ),u1m(t )])], w j ) = ( f (t ), w j ).

i ≤ j ≤ m

(3.18)

où on utilise les notations de (4.3) (4.4), avec

u1m(0) = u01m ∈ [w1, . . . , wn],u01m −→ u01 dans H 2
0 (Ω) (3.19)

u′
1m(0) = u11m ∈ [w1, . . . , wn],u11m −→ u11 dans L2(Ω) (3.20)

Si l’on définit u2m(t ) par

u2m(t ) =− 1

a
G2(L(u2m(t ),u2m(t ))). (3.21)

ou encore  a2∆
2u2m(t )+L(u1m(t ),u1m(t )) = 0

u2m(t ) ∈ H 2
0 (Ω),

(3.22)
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alors (3.18) s’écrit (u"1m(t ), w j )+a1(∆u1m(t ),∆w j )

−(L(u1m(t ),u2m(t ), w j ) = ( f (t ), w j ),1 ≤ j ≤ m.
(3.23)

Naturellement u2m(t ) n’est pas (en général) à valeurs dans [w1, . . . , wm].

On est assuré de l’existence de u1m(t ) et donc de u2m(t ) ,dans un intervalle [0, tm],

tm > 0.

3.1.6 Estimations a priori.

On multiplie (3.23) par g ′
j m(t ) et on somme en j .Il vient :

1

2

d

d t

(
|u′

1m(t )|2 +a1|∆u1m(t )|2
)
−

(
L(u1m(t ),u2m(t ),u′

1m(t ))
)
=

(
f (t ),u′

1m(t )
)

(3.24)

Mais, d’après le lemme (5) :

−
(
L(u1m(t ),u2m(t ),u′

1m(t ))
)
=−

(
L(u1m(t ),u′

1m(t )),u2m(t )
)

=−1

2

( d

d t
L(u1m(t ),u1m(t )),u2m(t )

)
et d’après (3.22) cela est égal à

a2

2

(
∆2u′

2m(t ),u2m(t )
)= a2

4

d

d t
|∆u2m(t )|2.

donc (3.24) s’écrit encore :

1

2

d

d t

(
|u′

1m(t )|2 +a1|∆u1m(t )|2 + a2

2

∣∣(∆u2m(t )|2
)

(3.25)

= ( f (t ),u′
1m(t )) (3.26)

et donc

1

2

(
|u1m(t )|2+a1|∆u1m(t )|2 a2

2

∣∣(∆u2m(t )|2
)
= 1

2

(
|u11m |2+a1|∆u01m |2+a2

2
|∆u2m(0)|2

)
+

∫ t

0
( f (σ))

(3.27)

mais d’après (3.19)

|u11m |2 +a1|∆u01m |2 ≤ constante.

d’après la définition (3.21) on a :

u2m(0) =− 1

a2
G2(L(u01m ,u01m)) (3.28)
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mais (L(u01m ,u01m)) demeure dans un borné de L1(Ω) donc de H−2(Ω),donc u2m(0) de-

meure dans un borné de H 2
0 (Ω) et donc dans (3.27).

|∆u2m(0)| ≤ constante.

donc(3.27) entraine que tm = T et que :

u1m ,u2m demeurent dans un borné de L∞(0,T ; H 2
0 (Ω)) (3.29)

u′
1m demeurent dans un borné de L∞(0,T ;L2(Ω)) (3.30)

3.1.7 Passage a la limite

d’après (3.29) et (3.30) on peut extraire une suite u1,u2 telle que
uiµ −→ ui dans L∞(0,T ; H 2

0 (Ω)) faible∗, i = 1,2

u′
1µ −→ u′

1dans L∞(0,T ; H 2
0 (Ω)) faible∗

u1µ −→ u1dans L2(Q) fort

(3.31)

soient ϕ j ,1 ≤ j ≤ j0 des fonction ∈C 1([0,T ]),

ϕ j (T ) = 0 et ψ=∑Jo
j=1ϕ j ⊗w j

on déduit de (3.23) pour m =µ> j0 que

−
∫ t

0
(u′

1µ,ψ′)d t +a1

∫ T

0
(∆u1µ,∆ψ)d t −

∫ T

0
(L(u1µ,u2µ),ψ)d t =

∫ T

0
( f ,ψ)d t + (u11µ(0),ψ(0))

(3.32)

mais d’après le lemme 5 :∫ T

0
(L(u1µ,u2µ),ψ)d t =

∫ T

0
(L(ψ,u2µ),u1µ)d t (3.33)

L(ψ,u2µ −→ L(ψ,u2) dans L2(Q) faible et donc puisque u1µ −→ u1 dans L2(Q) fort ,on voit

que ∫ T

0
(L(u1µ,u2µ),ψ)d t −→

∫ T

0
(L(ψ,u2),u1)d t =

∫ T

0
(L(u1,u2),ψ)d t

donc, (3.33) implique à la limite :

−
∫ T

0
(u′

1,ψ′)d t +a1

∫ T

0
(∆u1,∆ψ)d t −

∫ T

0
(L(u1,u2),ψ)d t =

∫ T

0
( f ,ψ)d t + (u11,ψ(0)) (3.34)

et cela ∀ψ de la forme (3.32). Par passage à la limite on en déduit que (3.34) a encore lieu

pour tout ψ ∈ L2(0,T ; H 2
0 (Ω)) tel que ψ′ ∈ L2(0,T ;L2

0(Ω)) et ψ(T ) = 0.
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Cela montre que u1 et u2 sont liés par la première équation de (P4) et que u′
1(0) = u11.

Il reste donc seulement à montrer la deuxième équation de (P4) . On peut passer directe-

ment à la limite sur (3.22) (pour m = µ) en notant quand que [u1µ,u1µ] −→ [u1,u1] dans

D ′(Q) , en effet, on a∫ T

0
([u1µ,u1µ],ϕ)d t =

∫ T

0
([u1µ,ϕ],u1µ)d t ,∀ϕ ∈ D(Q)

et on passe à la limite comme plus haut.

3.2 Problème P5

3.2.1 Position du problème

On considère un ouvert Ω borné de R2 (Ω est la plaque vibrante).

On cherche une fonction u = (u1,u2) = (u1(x, t ),u2(x, t )) , x ∈Ω, t ∈]0,T [ dans R2 ,qui vérifie :

(P5)



u"1 +a1∆
2u1 −L(u1,u2) = f dansΩ×]0,T [, (5.1)

a2∆
2u2 +L(u1,u2) = 0 dansΩ×]0,T [, (5.2)

M(u1) = 0, M(u2) = 0 surΣ. (5.3)

u1(x,0) = u01(x),u′
1(x,0) = u11(x), x ∈Ω (5.4)

Où les fonctions u01 et u11 sont données, les ai sont des constantes strictement positifs, f

est une fonction donnée de Q dans R :

∆2 =
n∑

i , j=1

∂4

∂x2
i ∂x2

j

.

3.2.2 Interprétation physique du problème

Physiquement, M(u) est le moment de flexion composée de la force de cisaillement et

du moment de torsion.

Ces problèmes représentent différents modèles mathématiques d’une plaque non linéaire

vibrante : u(x, t ) étant le déplacement au point x et à l’instant t , f est la densité de force et

les conditions au

bord signifient que la plaque est libre au bord Σ.

Remarque 3.4. Il n’y a pas de condition initiale sur u2 ,cela tient au fiat que le système (P5)

ne contient pas de dérivée en t de u2 , c’est à dire que la vibration de
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la plaque sont de la direction u1.Le système (P5) n’est pas du type de Cauchy-Kowalski,

on peut l’y ramener de la façon suivante, pas élimination de u2 .

u2 =− 1

a2
G2(L(u1,u2)) (3.35)

Remarque 3.5. Soit G2 désigne ‹‹l’opérateur de Green››, i.e. l’opérateur inverse de ∆2 dans

pour les conditions aux limites d’une plaque simplement supportée.

Et alors (5.1) devient

u"1 +a1∆
2u1 + 1

a2
L(u1,G2(L(u1,u2))) = f (3.36)

3.2.3 Théorème d’existence

3.2.4 Formulation variationnelle du problème

En multipliant l’équation (5.1) et (5.2) par une "fonction test" v ∈ H 2(Ω), on obtient par

la formule de Green :

(u"1, v)+a1a(u1, v)− (L(u1,u2), v) = ( f , v). (3.37)∫
a2a(u2, v)+ (L(u1,u1), v)d x = 0 (3.38)

a(u, v) =
∫
Ω
∆u∆vd x − (1− v)

∫
Ω

L(u, v)d x.

Démonstration. du Théorème (3.1.1) Définition des solutions approchées : On introduit

une suite w1, . . . , wm , . . . de fonctions ayant les propriétés suivantes :

• wi ∈V ,∀i ∈N∗,

• ∀m ∈N∗, w1, . . . , wm sont linéairement indépendants,

• les combinaisons linéaires finies des wi sont denses dans H 2
0 (Ω).

Soit um(t ) vérifiant

u1m(t ) ∈ [w1, . . . , wm].i .e.u1m(t ) =
m∑

i=1
gi m(t )wi (3.39)

 (u"1m(t ), w j )+a1a(u1m(t ), w j )− (L(u1m(t ),u2m(t )), w j ) = ( f (t ), w j ),

1 ≤ j ≤ m.
(3.40)

où on utilise les notations de (2.10) (3.7), avec

u1m(0) = u01m ∈ [w1, . . . , wm],u01m −→ u01,dansH 2
0 (Ω). (3.41)

u′
1m(0) = u11m ∈ [w1, . . . , wm],u11m −→ u11,dansL2(Ω). (3.42)
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Si l’on définit u2m(t ) par

u2m(t ) =− 1

a2
G2(L(u1m(t ),u1m(t ))) (3.43)

ou encore  a2∆
2u2m(t )+L(u1m(t ),u1m(t )) = 0

u2m(t ) ∈V.
(3.44)

alors (3.40) s’écrit (u"1m(t ), w j )+a1a(u1m(t ), w j )+ 1
a2

(L(G2(L(u1m(t ),u1m(t ))),u1m(t )), w j ) = ( f (t ), w j ),

1 ≤ j ≤ m.
(3.45)

Naturellement (3.44) u2m(t ) n’est pas (en général) à valeurs dans [w1, . . . , wm]. est assuré de

l’existence de u1m(t ), et donc de u2m(t ).

3.2.5 Estimations a priori

Démonstration. On multiplie (3.39) par g ′
j m(t ) et on somme en j . Il vient : (u"1m(t ),u′

1m(t ))+a1a(u1m(t ),u′
1m(t ))− (L(u1m(t ),u2m(t )),u′

1m(t )) = ( f (t ),u′
1m(t )),

1 ≤ j ≤ m.
(3.46)

On fait les calcules pour simplifie (3.46)(
u"1m(t ),u′

1m(t )
)= 1

2

d

d t

∣∣u′
1m(t )

∣∣2.(
∆u1m(t ),∆u′

1m(t )
)= 1

2

d

d t

∣∣∆u1m(t )
∣∣2.∫

Ω
L
(
u1m ,u′

1m

)
d x = d

d t

∫
Ω

∂2u1m

∂x2
1

∂2u1m

∂x2
2

−
∣∣∣ ∂2u1m

∂x1∂x2

∣∣∣2
d x

(
L(u1m(t ), (u2m(t )),u′

1m(t )
)= (

L(u1m(t ), (u′
1m(t )),u2m(t )

)
= 1

2

( d

d t
L(u1m(t ), (u1m(t )),u2m(t )

)
=−a2

2

(
∆2u′

2m(t )),u2m(t )
)

= a2

4

d

d t

(
2
∫ ∫

Ω

∂2u2m

∂x2
1

∂2u2m

∂x2
2

+
∣∣∣ ∂2u2m

∂x1∂x2

∣∣∣2
d x − ∣∣∆u2m(t )

∣∣2
)

1

2

d

d t

[∣∣u′
1m(t )

∣∣2 +a1

(
|∆u1m(t )|2 −2(1− v)

∫
Ω

(∂2u1m

∂x2
1

∂2u1m

∂x2
2

−
∣∣∣ ∂2u1m

∂x1∂x2

∣∣∣2)
d x

)
+ a2

4

(
|∆u1m(t )|2 −2(1− v)

∫
Ω

(∂2u1m

∂x2
1

∂2u1m

∂x2
2

−
∣∣∣ ∂2u1m

∂x1∂x2

∣∣∣2)
d x

)]
= ( f (t ),u′

1m(t )). (3.47)
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On à :

|∆u|2 =
∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

+ ∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣= 2
∂2u

∂x2
1

∂2u

∂x2
2

+
∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣2 +
∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣2 ≥ 2
∂2u

∂x2
1

∂2u

∂x2
2

Donc

|∆u(t )|2 − (1− v)
∫
Ω

2
∂2u

∂x2
1

∂2u

∂x2
2

d x ≥ v |∆u(t )|2

Le première membre de (3.47) supérieur à :

1

2

d

d t

[∣∣u′
1m(t )

∣∣2 +a1v |∆u1m(t )|2 + a2

2
v |∆u1m(t )|2

]
≤

(
f (t ),u′

1m(t )
)

(3.48)

on intègre (3.45) sur [0; t ] on obtient :

∣∣u′
1m(t )

∣∣2 +a1v |∆u1m(t )|2 + a2

2
v |∆u1m(t )|2 ≤ 2

∫ t

0
( f (s),u′

1m(s)d s)+ c1 (3.49)

où

C1 = |u′
11m

∣∣2 +a1v |∆u11m |2 + a2

2
v |∆u2m(0)|2

D’après l’égalité (3.43) on a :

∆2
u2m (0) =

1

a2
L(u01m ,u01m)

mais L(u01m ,u01m) demeure dans un borné de L1(Ω) donc de H−2(Ω) u2m(0) demeure dans

un borné de H 2
0 (Ω) donc

|∆u2m (0)|≤C

On utilise l’inégalité suivante pour simplifier le second membre de (6.2è) :

2ab ≤ a2 +b2

donc :

∣∣u′
1m(t )

∣∣2 +a1v |∆u1m(t )|2 + a2

2
v |∆u1m(t )|2 ≤C1 +

∫ t

0
| f (s)|2 +|u′

1m(s)|d s.

Comme f ∈ L2(Q) donc ∫ t

0
| f (s)|2d s ≤C

∣∣u′
1m(t )

∣∣2 +a1v |∆u1m(t )|2 + a2

2
v |∆u1m(t )|2 ≤C2 +

∫ T

0
|u′

1m(s)|d s.

≤C2 +
∫ T

0
|u′

1m(s)|d s +
∫ T

0
a1v |∆u1m(t )|2 + a2

2
v |∆u1m(t )|2d s

On applique le lemme 1 avec f (t ) = ∣∣u′
1m(t )

∣∣2 +a1v |∆u1m(t )|2 + a2
2 v |∆u1m(t )|2

g (t ) = 1
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On obtient :

|u′
1m(t )

∣∣2 +|∆u1m(t )|2 +|∆u2m(t )|2 ≤C2cT ≤C . (3.50)

On déduit de (3.50)

u1m ,u2m demeurent dans un borné de L∞(0,T ; H 2
0 (Ω)) (3.51)

u′
1m demeurent dans un borné de L∞(0,T ;L2(Ω)). (3.52)

3.2.6 passage a la limite

Démonstration. D’après (3.51) et (3.52)on peut extraire une suite u1µ,u2µ telle que :

uiµ −→ ui dans L∞(0,T ; H 2
0 (Ω)) faible étoile, i = 1,2

u′
1µ −→ u1 dans L∞(0,T ;L2(Ω)) faible étoile, (3.53)

Donc

uiµ −→ ui dans L2(0,T ; H 2
0 (Ω)) faible étoile,

u′
1µ −→ u1 dans L2(0,T ;L2(Ω)) faible étoile, (3.54)

donc uiµ −→ ui dans H 1
0 (Q),d’aprés le théorème 5

uiµ −→ ui dans L2(Q) fort (3.55)

soient ϕ,1 ≤ j ≤ j0 des fonctions C 1([0,T ]),ϕ j (T ) = 0 ,et

ψ=
j0∑

j=1
ϕ j w j (3.56)

on déduit de (3.40) pour m =µ≥ j0 que

−
∫ T

0
(u′

1µ,ψ′)d t +a1

(∫ T

0
a(∆u1µ,∆ψ)d t − (1− v)

∫ T

0
(L(u1µ,ψ),1)d t

)
−

∫ T

0
(L(u1µ,u2µ),ψ)d t =

∫ T

0
( f ,ψ)d t + (u1µ(0),ψ(0)) (3.57)

mais d’après le lemme 5 :∫ T

0
(L(u1µ,u2µ),ψ)d t =

∫ T

0
(L(ψ,u2µ),u1µ)d t

L(ψ,u2µ) −→ L(ψ,u2) dans L2(Q) faible et u1µ −→ u1 dans L2(Q) fort ,on voit que si µ tend

vers l’infinie
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∫ T

0
(L(u1µ,u2µ),ψ)d t =

∫ T

0
(L(u1µ,ψ),u2µ)d t −→

∫ T

0
(L(u1,u2),ψ)d t∫ T

0
(L(u1µ,ψ),1)d t −→

∫ T

0
(L(u1,ψ),1)d t

par passage à la limite (3.56) devient :

−
∫ T

0
(u′

1,ψ′)d t +a1

(∫ T

0
a(∆u1,∆ψ)d t − (1− v)

∫ T

0
(L(u1,ψ),1)d t

)
−

∫ T

0
(L(u1,u2),ψ)d t =

∫ T

0
( f ,ψ)d t + (u1(0),ψ(0)) (3.58)

et cela ∀ψ de la forme (3.56).

Par passage à la limite on en déduit que (3.57) a encore lié pour toutψ ∈ L2(0,T ; H 2
0 (Ω))tel

que ψ′ ∈ L2(0,T ;L2(Ω)) et ψ(T ) = 0.Cela montre que u1 et u2 sont liés par (5.1),(5.2) et que

u′
1(0) = u11.

Il reste donc seulement à montrer (5.2).

On peut passer directement à la limite sur (3.43) (pour m = µ) en notant quand que u1µ −→
u1 dans L2(Q) fort, on voit que si µ tend vers l’infinie

L(u1µ,u1µ) −→ L(u1,u1) dansD′(Q).

en effet si ϕ ∈D(Q)∫ T

o
(L(u1µ,u1µ),ϕ)d t =

∫ T

o
(L(u1µ,ϕ),u1µ)d t −→

∫ T

o
(L(u1,u1),ϕ)d t

G2 linéaire continue on passe à la limite directement :

u2µ(t ) =− 1

a2
G2(L(u1µ(t ),u1µ(t )) −→− 1

a2
G2(L(u1(t ),u1(t )) = u2(t )

Et comme l’injection de H 2
0 (Ω) dans V continue donc :

∀v ∈V

(u"1 +a1∆
2u1 −L(u1,u2), v) = ( f , v)

a2∆
2u2 −L(u1,u2), v) = 0
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Conclusion

Nous avons traités dans ce mémoire le problème aux limites, modélisant les vibrations

d’une plaque mince simplement supportée ou encastrée.

Dans une première étape, nous sommes intéressés à l’inversibilité de l’opérateur bilapla-

cien, avec les conditions aux limites correspondantes.

Dans la deuxième étape, on a ramené deux problèmes non linéaire et on a démontré un

théorème d’existence par la méthode de compacité.
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