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Résumé

Le but de cette these est de proposer une contribution a I'’étude de quelques problemes
aux limites pour le bilaplacien. Pour cela, On considere un modele mathématique en vibra-
tion non linéaire d'une plaque, pour ces probléemes on établit quelques résultats d’existence.
La these comporte trois chapitres. Le premier chapitre est comporté destiné aux rappels et
préliminaires. On rappelle également les outils mathématiques qui ont servi pour établir les
résultats présentés ici. On consideére au deuxieme chapitre quelques probléemes pour le bila-
placien dans un ouvert borné a frontiere suffisamment réguliere. Dans le troisieme chapitre
on considere deux problemes de vibrations non linéaires d'une plaque.

Mots clés : Formulation Variationnelle, Plaque, Vibration non Linéaire, Existence de So-

lution, Unicité, Régularité , Compacité.
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Abstract

The purpose of this thesis is the study of some problems related to bilaplacien. For this
aim, we consider a mathematical model in vibration in a non linear srface, for these pro-
blems, we use some existence results.This thesis is composed of three chapters. The first
chapter deals with some reninders and preliminiries.We also mention the mahtematical ou-
tils used for the given results. We deal in the second chapter some problems for the bila-
placien in an open frontier that is regular enough. In the third chapter we talk about two
problems of nonlinear vibration of plate .

Keywords : Variational Formulation, Plate, Nonlinear Vibration, Existence of Solution,

Uniqueness, Regularity, Compactness.
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Notations géométriques

(x,y):

Ixll2 =

B(a,r) =
B(a,r) =

Ouvert borné de R" .

(x1,x2,...,x,) € Q, point générique .
Le temps £ €]0, T[T fini .

Le frontiere de Q.

Qx]0,TI.

I'x]0,TI.

Le corps R ou (C).

La densité des forces volumiques.
Le coefficient de Poison des plaques .
Le vecteur unitaire normal sortant.
Le vecteur unitaire tangente .
dérivée normal extérieure.

dérivée tangente .

Ou Ou Ju
0x1’ 0xp’ """’ 0x, )°

grad u :(
n

Opérateur différentiel.

A.A

Lopérateur de Green.

(ay,as,...,a,;) e N,

a +az+...+apy.

n
> XiYi.
i=1

n
Y X7,
i=1

{xeR":la-xly<r}.
{xeR":la—xl<r}.

La mesure de surface sur I .
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Les espaces fonctionnels

LP(Q):

||f||LP(Q) :
L*®(Q):
o) =
(f, 8=
|fl=

D% =
H™Q) =
ok =
wmnpPQ)) =

(U, V) gm@Q)x Hm(Q) =

W, () =
llullwmpq) =
HMQ) =

lull gy =
w—m4aQ):
|48
LP(0,T;V) =
Nfllzro,1;v) =

[ f1lzeoc0,1;v) =

LW, V):

{(f:Q—k; [|fIPdx<oo},1<p<oo.
Q

([1fIPdx)Z,1< p < oo.

Q

{f:Q— k;sup|f]| <oo}.
xeQ

sup|fl.
xeQ)

[ f.gdx , produit scalaire dans L?(Q).
Q

Vv (f, ), norme dans L2(Q).

N al=ap+ st ...t a
ay ay an —u1 2T .. ne
0x; " .0x,...0x,"

wWm2(Q).

o keN*eti=1,2,...,n.

Ox,- ’

{uelP(Q):D*ucl?(Q),lal<m }.

(% (D%u, D% )%.

a=1

{ue WmP(Q);D%ulr=0,lal<m-1 }.
1
m 1
a,, P 14
(aéo”D i) ) ’

{ue H™(Q);D%ulr =0,lal<m—-1 }.

a2 2
(agmHD ull72 0 )

Le dual topologique de WP (Q),% +-==1.

1
p
Le dual topologique de V.

T
{f:00,T1— V; [lIflldo <co },1<p<oo.
0
T 1
(Of||f||’;da )P,1<p<oo.

sup |lfllv.
te[0,T]

L'espace des applications linéaires continus de W dans V.
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Introduction

Probleme de vibration non linéaire d'une plaque mince, dans un domaine régulier, est
un probleme aux limites gouvernées par un systeme d’équation non linéaire avec des condi-
tions aux limites. Ce probleme modélise le phénomene des vibrations non linéaire de la
plaque.

Dans ce travail, on s’intéresse a la justification de ce modele, c’est a dire a I'existence
de la solution par la méthode de compacité. Pour cela, on utilise 'opérateur de Green, i.e.
I'inverse de bilaplacien pour les conditions aux limites en question, et on ramene le systeme
a une équation d'un seul inconnu.

Pour cette équation, il ya différents types de conditions aux bords peuvent étre considé-
rées :

Les conditions de Dirichlet :
— —

Et celle d'une plaque simplement supportée dont :

u 0

u=Mu)=0

MW)lr=Mu)=vAu+(1- v)az—u.
on?

Ce travail, ce décompose de trois chapitres :

Le premier chapitre, est consacré essentiellement aux rappels de résultats principaux
sur les distributions et les espaces de Sobolev classiques pour mieux comprendre le contenu
de ce travail. Puis, on rappelle quelques résultats théoriques généraux, ala fin de ce chapitre,
on définie les espaces de Lebesgue a valeurs vectorielles, que nous utiliserons, et on terminer
par le théoréme de Rellich et lemme de Gronwall qui sont les principes de la méthode de

compacité.
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Au deuxieéme chapitre, nous avons traité quelques probléme pour le bilaplacien dans un
ouvert borné a frontiere suffisamment réguliere avec les conditions d'une plaque encastrée
et simplement supportée . Dans le but de définir 'opérateur de Green correspondant.

Dans le troisieme chapitre, on se propose d’étudier deux problemes de vibration non
linéaire, pour le bilaplacien dans un ouvert borné a frontiére suffisamment réguliere avec les
conditions d'une plaque encastrée et simplement supportée . Dans le but de définir 'opéra-
teur de Green correspondant.

On démontre un théoreme d’existence par la méthode de compacité.
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Chapitre 1

Rappels et préliminaires

1.1 Lespace ®(Q) des fonctions tests

Soit Q un ouvert borné de R”

Définition 1.1.1. Soit ¢ : QO — R une fonction continue.

On appelle support de ¢ (supp(¢)) I’ adhérence en R” de 'ensemble :
{xe Q/p(x) #0}.

Notation 1.1. On note par C°(Q) ou en cors D (Q2) I'ensemble des fonctions ¢ de Q2 dans R

vérifiant :
1. infiniment dérivable.

2. asupport compact inclus dans Q.

ieD(Q) = {ueC®Q),supp(u) compact }

Exemple 1.1.1. On définit la fonction p : R” — R par :

1

e5-1 giflxll, < 1.
p(x) = (1.1)

0 sillx|l,>1.

Elle évide que p(x) est un élément de ©(Q) tell que supp(p) = B(0,1).

Remarque 1.1. Par des translations et des homothéties sur le variable, on déduit |'existence

des fonctions tests dont le support est une boule B(a,r) o1 a € R", r € R,, On peut alors

7



1.2. LESPACE DES DISTRIBUTIONS ©'(Q)

construire une infinité des fonctions test dont les supports sont deux a deux disjoints, d’otl
il résulte que ® (Q2) est un espace vectoriel de dimension infinie, dont’ensemble © (Q2) ne se

réduit pas a zéro.
Proposition 1.1.1. Si f € ©(Q) et ge C* alors f.g € D(Q)

Définition 1.1.2. Soit (¢;) jen une suite des éléments de D (Q) on dit que ¢ converge vers ¢

dans ©(Q) siles deux conditions suivantes sont satisfaites :

LIl existe un compact K de ©(Q) tel que supp(¢;) € K,VjeN.
2.Pour tout multi-indice & € N" la suite (D% ) jen converge uniformément sur K vers

D%gp ,C’est a dire :
sup|D%p;(x) — D%p(x)| — 0,lorsque j — oo.

Remarque 1.2. Si @ € ©(Q), comme supp(D*p) c supp(p), on aura aussi D%p € D (Q). Quel
que soit @ € N”*. Pour la méme raison, si ¢ ; — 0 dans D (Q2), alors D%p ; — 0 dans D (Q) quel

que soit a € N,

1.2 Lespace des distributions ©'(Q)

Définition 1.2.1. On appelle distribution sur Q toute application linéaire continue de ©(Q)

dans R, c’est a dire, une application T est une distribution sur Q si et seulement si :

T:9(Q) —R

o — AT, ),

satisfait :

1.T est une application linéaire ,i.e.

(T,ap + By) = a(T, @) + (T, y),Vp, v e D(Q),Va, e K.

2.T est continue, i.e.

Si@j— 0dans ©(Q), alors (T, ¢) — 0 dans R

Notation 1.2. On note par ©'(Q2) I'ensemble de toutes les distributions sur Q dit aussi que

D'(Q) est le dual topologique de D (Q).

8 Sahi Sabrine



1.2. LESPACE DES DISTRIBUTIONS ©'(Q)

Définition 1.2.2. Soit p unréel, p = 1.

Lp

loc

(Q) ={u:Q — R, pour tout compact K cQona u e LP(K)}.

Définition 1.2.3. Pour toute fonction u € L%OC(Q) on définit la distribution T,, de la maniére
suivante :

(Ty, @) = fQ ux)px)dx,Ye e D(Q).

la distribution T, s’appelle distribution réguliére associée a u.
SiueL; (Q)telque:
f ux)px)dx=0,Yo e D(Q).
Q

Alors u=0p.p.t
Soit (T) jen une suite des éléments de ©'(Q2) et T € ®'(Q). On dit que T; — T dans D'(Q)
Si:

(Tj, ) — (T,p)pourj — 00,V € D(Q).

1.2.1 Dérivation des distributions

On peut définir la dérivée d'une distribution, de telle maniere que si en particulier cette
distribution est une fonction de classe C! alors la dérivée au sens des distributions soit tout
simplement la dérivée au sens habituel.

Plus précisément, on a: %(Tu) = Tg—; siue Cl(Q). Alors pour tout ¢ € () on aurait :

0 ou(x)
<6_x,~(T”)’(p> = %, px)dx
Q
:fu(x)(p(x)dy—fu(x)a(p(x) dx
axi
Q Q
0
= <Tu; 6_xl(p>

On va prendre cette derniére relation comme définition de dérivée pour toute distribution
T.1ly a un calcul analogue pour la dérivation a un ordre k € N* arbitraire. On fait plusieurs

intégrations par parties successivement on avoir la définition suivante :

Définition 1.2.4. Soit T € ©'(Q) et @ € N. On définitla dérivée al’ordre a de T par la formule :
(D*Ty, ) = (=1)'*YT,, D ), Vo € D(Q).

Remarque 1.3. La dérivée a l'ordre a de Tdéfinit bien une distribution sur Q.

9 Sahi Sabrine



1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

1.2.2 Support d’'une distribution

Soit T € ®'(R™). On dit que T est nulle sur Q, et on écrit :
T =0sur Qsi
(T}, ) =0,Yp €D(Q).

Définition 1.2.5. Le support d'une distribution T est le plus petit fermé tel que T nulle dans

son complémentaire. On le note supp(T).

1.3 Les espaces de Sobolev

Avant de parler sur les espaces de Sobolev on va définir les espaces de Lebesgue L” (Q).

Définition 1.3.1. Soit p un nombre réel positive tel que 1 < p < +oo
l.1=p<+oo.

Lp(Q):{u:Q—ﬂR.f Iu(x)lpdx<+oo}
Q

1
Est un espace de Banach muni de la norme ||u||zr = (fQ Iu(x)lpdx) p

2.p=2
L?(Q) :{u:Q—»K,] Iu(x)lzdx<+oo}
Q

Est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (&, v)» = [, u(x)v(x)dx
3.p = +oo.
L) ={u: Q — K, [|u(®)]leo < +o0}

Est un espace de Banach muni de la norme :
llulloo = inf{c =0, |u(x)| < ¢,p.p.x € Q}.
Définition 1.3.2. Soit m =1 un entier et punréel tel que 1 < p < +oo.

W™P(Q) ={ue LP(Q),Va e N"avec|a| < m.D%u e L (Q)}.

10 Sahi Sabrine



1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

Est un espace de Banach muni de la norme :

1

p
— p
llullwmp ) = D% ull},
L

O<as=m

Si p =2 on note H"(Q) = W™P(Q),est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(w,Vuny= Y, (D%u,D%).

O<as=m
Définition 1.3.3. On définit Wom’p (Q)) comme étant la fermeture de ©(Q) dans WP (Q)
c'est-a-dire Wom’p Q) =D(Q).
Soit 1 < p < +o0, alors on peut identifier Wom’p (Q) al’ensemble des fonctions u € W™ (Q)

qui sont nulles presque partout sur le bord de Q.

oFu

w,"P(Q) = {ue W’"”’(Q),a—nk :O,Vk:O...(m—l)}.
T

1.3.1 Lesespaces WP (Q)) avec s€ R,

Soit Q2 un ouvert a frontiere réguliere.

Définition 1.3.4. On note W"”(Q) I'espace de toutes les distributions u définies dans Q

tellesque: ue W™P(Q) et :

dxdy
|x_y|n+ap

ff ID%u(x) — D*u(y)|?

QxQ

Pour |a| = m lorsque s = m + o est non entier et positive ,0 <o <1

1.3.2 Inégalités de base
Inégalité de Holder

Proposition 1.3.1. soient f € LP(Q) et ge L9(Q) avec 1 < p < oo
Alors f.ge L'(Q) et :
fQ F0.0dx < 1 f @ Igl o

Lorsque p = g = 2,on retrouve 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

11 Sahi Sabrine



1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

Inégalité de Minkowski

1 1
Proposition 1.3.2. Soient p, g €]1,00][ tels que ; + E = 1. Alors pour toute fonctions mesu-

rables f,g:Q2— Rona:
ILf+gll=<Ilfllp+1gllg-

Inégalité de Poincaré

Corollaire 1.3.1. On suppose que Q2 est un ouvert borné, Alors il existe une constante ¢ (dé-

pendant de Q et p) telle que :
lullzy < clIVullp; Ve Wy (Q)(1 < p < o0).

En particulier I'expression ||Vu||z» est une norme sur WO1 P qui est équivalant a la norme
[lullyrp; sur H& (Q) I'expression [, VuVv est un produit scalaire qui est induit la norme

[IVull;2, équivalent a la norme ||u|| .

1.3.3 Injection de Sobolev

Théoréme 1.3.1. Soit0<s< g

1. Sis= % alors :

HQ) - L7Q), pourtout g€ [2,00].

continue
2.8i0=<s<%

H’Q) - L9Q), pourtoutqge

continue

2,

n-2s ] '
Théoréme 1.3.2. Soient s € R et k € N vérifiant s > g + k. Alors :

H©Q -~ Ccka.

continue

1.3.4 Traces del’espace W""(Q).

La description des traces de I'espace W""P(Q) est un sujet de polémique. Il serait inté-
ressant de définir Wm_%’p (') comme espace des restrictions a I' des éléments de WP (Q)
par analogie avec le cas des ouverts a frontiere réguliere. On s’attendrait alors a ce que 'ap-
plication :

ou

U— —

ov

12 Sahi Sabrine



1.4. ESPACES DE LEBESGUE A VALEURS VECTORIELLES

1
Applique W2P(Q) sur W' »”(T). On verra plus loin que cela n’est pas possible, Pour
expliquer cette difficulté nous allons utiliser I'analogie avec les espaces de fonctions conti-
ntiment dérivables. On notera C"(Q) (resp C™(T) ) I'espace des restrictions a Q (resp T') des

fonctions m fois continiment dérivables dans R? (resp R). Il est clair que I'application :
Y:iu— u|r

Applique C°(Q) sur C°(T). on n’obtient pas nécessairement un élément de C°(T). En d’autres
termes la dérivée normale au bord d’une fonction u de C! (5) n‘appartient pas al’espace des

restrictions au bord des éléments de C°(T).

.....

'—a]ul o,. 1 (1.2)
Y] an] 1",] . .

admet un prolongement par densité qui est un opérateur linéaire continu surjectif de W7 (Q)

_il1
sur le sous-espace de W /7P (Q).

Théoréme 1.3.4. (formule de Green) Soit Q un ouvert borné de classe C!. Alors pour toutes

fonctions u € C?(Q) et ve C'(Q) ona:
ou
f Au(x)v(x)dx :f —(x)v(x)dy—f Vu(x)Vv(x)dx. (1.3)
Q r on Q

Corollaire 1.3.2. Soit Q un ouvert borné de classe C!. Alors pour toutes fonctions u, v €

C%(Q)ona:

fAu(x)v(x) Av(x)u(x)dx = f—(x)v(x)——(x)u(x)dy (1.4)

1.4 Espaces de Lebesgue a valeurs vectorielles

Définition 1.4.1. Soit V un espace de Banach, p un élément de [1,00[,T un élément de R},
(0, T) unintervalle de R. On appelle espace de Lebesgue a valeurs dans V, et on note :LP (0, T; V),

I’espace des fonction

10, T[—V

t— f(1).

Mesurable .i.e.
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1.4. ESPACES DE LEBESGUE A VALEURS VECTORIELLES

1
L Sil=p<oo fi NF@IGAe)” =1 fllro,rv) <o
2. Sip=o0, sup lIfllv=Ilfllr=1;v) <o0.
t€[0,T]
1. Pour tout p élément de [1,00[,|| f||” est une norme sur L (0, T; V).

2. Lespace L”(0, T; V) de Banach pour cette norme .

3. Si L'espace V est de plus réflexif, pour 1 < p < oo si g vérifie % + % = 1, alors dual de

L9(0, T; V) s’identifie algébriquement et topologiquement a L (0, T; V).

4. Si Vet W désignent deux espaces de Banach, V inclus dans W, avec injection continue,
alors il existe une injection continue de L”(0, T; V) dans LP (0, T; W).
5. SiQ désigne un ouvertde R", pour 1 < p < oo, on al’équivalent algébrique et topologique

entre les espaces L” (0, T; L (Q2)). et LP((0, T) x Q).

Définition 1.4.2. Soit ]0, T'[ un intervalle de R, V un espace vectoriel normé, on appelle es-
pace des distributions sur ]0, T'[ a valeurs dans V, et on note ©’(0, T; V) 'espace des applica-

tions linéaires continues de (0, T) dans V.

Propriété 1.4.1. pour tout f de ®'(0, T; V), tout ¢ de D (0, T) la valeur de f en ¢ notée {f, @)

appartienta V.

1. Dérivation : Soit f un élément de ©'(0, T; V), on définit la dérivée de f :

£o)-ro %)
f:D0,7) V<d" =DM

En effet : soitp € (0, T) .i.e.p € C*°(0, T) et ¢(0) = (T) =

<%»<ﬂ> Z];wdt—fcplo ff (pdt——< ,%>-

2. Distributionréguliere. Si f appartienta L}OC (0, T; V) on peut lui associer une distribution

dite distribution réguliere associée a f encore notée f définie par:

f:90,T7)—V,

T
@ — ([, ) =f0 fed:r.

3. limite :On dit qu'une suite (f;,) neny admit f pour limite dans D'(0, T; V)

siona:

VoeD(0,1),({f,¢)= Tm (fn, ).
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1.4. ESPACES DE LEBESGUE A VALEURS VECTORIELLES

Propriété 1.4.2. Soit p un réel , 1 < p < oo, pour tout f € LP(0,T;V) et f' € LP(0,T;V), f
admet un représentant continu sur [0, T].
Fonction de Green associée a 'opérateur biharmonique A? avec condition de Dirichlet,
dans un ouvert Q borné régulier, Q) € R”.
considérons le cadre variationnel :
V= H;Q),H=L*Q
{ a(u,v)= [oAulvdv;VveV

a est une forme bilinéaire et coercive, et définit un isomorphisme : A% = A.A de H3(Q)

dans H2(Q).

Soit G I'isomorphisme réciproque, et Gy, son noyau, qui est donc défini par :
(Gu, v) =(Gy,y, ux)v(y)),Yu,veD(Q)

On peut montrer que
* Gy y est symétrique et tres régulier,

* G se prolonge en un isomorphisme de H2(Q) +¢&'(Q) sur HO2 (Q) +¢'(Q) et enfin que pour

tout v € Q, Gy, noté aussi G(x, y) est'unique solution dans Hg (Q) +¢&'(Q) del'équation :
AiG(x, y) =6,,dansQ

G(x, y) apparait ainsi comme la fonction de Green du probleme P(Q, f, g, h) :

A’u= f dansQ
u\r= g surl
J\r= h surT
avec f,g, h données telles que f € H2(Q),g € H3 (I ,he H? (I

Utilisons la formule de Green :

f(quv—vAzu)dx:f [(uA?v — AuAv) + (AuAv— vA?u)|dx
Q O

0Av OJu ov O0Au
f (u— - —Av+Au— - —v)df
r on 0n on 0n

(formellement) avec u = G(x, y) : la solution u du probléme de Dirichlet p(Q, f, g, h) s’écrit

alors :

0
u(x)zf G(x,y)f(y)dy+fg(y)—AyG(x,y)dF(y)—fh(y)AyG(x,y)dF(y).
Q r ony r
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1.4. ESPACES DE LEBESGUE A VALEURS VECTORIELLES

Dans le cas oi1 Q est le disque unité du plan R?, on peut donner une expression explicite :

1L -nl?
- I
8w o8

1
G(x1, X2, Y1, ¥2) = numz ~D(LP-1)

‘ﬁ—( B
n—¢ 16
x=(x1,x2) €Q,y=(y1,y2) €Q.

oulonaposé(=x;+ixp,n=y1+iy2,{ =X1—iXo,N=y1 -1}

Lemme 1. (Gronwall) Soit T un réel positif, C une constante positive , f et g deux fonctions

vérifiant :
feL>,T1),f=0,pp.t.
geL'0,7),g=0,p.p.t.
Et
t
f( 5]0 g(lo)f(o)do +C,p.p-t. (1.5)
Alors f vérifier :
t
f)<Cexp (f g(a)da)
0

Démonstration. Comme f € L*(0,T) et g € L' (0, T) donc

t
F(1) :f glo)f(o)do+C
0

est absolument continue ,d’ot1 F'(t) = f(r)g (1), p.p.t.
D’apres (1.5) ona:
F'(r)< f(n)g(D)p.p.t.

t F/(O') t
fo Fo) dasfo glo)dop.p.t.

t
f)<F(r) < Cexp(f g(O’)dO’)
0

Lemme 2. Lespace H*(Q) est séparable i.e. admet une base dénombrable dense.

Théoreéme 1.4.1. (Rellich) Soit Q un borné de R”, alors pour tout m € N, I'injection de

H"1(Q) dans HJ"(Q) est compact.

Démonstration. Soit B un ensemble borné dans H(’)”Jrl (Q),nous devons montrer que de toute

suite B on peut extraire une sous-suite convergente dans Hg” Q).

16 Sahi Sabrine



1.4. ESPACES DE LEBESGUE A VALEURS VECTORIELLES

Soit (1) < B, alors || 1| H (@) < Cou C estindépendant de k. Comme une boule dans
un espace de Hilbert est faiblement compacte, on peut, de la suite (u;) extraire une sou-
suite, notée (w;) , faiblement convergente dans H(;"“(Q) vers w. Posons v; = w; — w.

Désignons par 7 le prolongement de v; par zéro hors de Q. Alors v; — D; étant conti-
nue, on a

~ 1 1]
vje Hy'™ R etlvjll gy = 151l s ) -

IL suffit donc de montrer que montrer que v; — 0 dans H(’)” (Q).

En notant % la transformation de Fourier, il vient

gl = [ (1+167) ™12 5,0 P g

Rn

f (1+1€7) |%j(£)|2dé+f (1+1EP) ™1 5,0 Pde
I§]= ISI>R

On pose

11,,-=f€| R(1+|6|2)m|9ﬁj(é)|2d<f

Jz,,-=f|€| R(1+|6|2)m|%j(é)|2d6

Estimons le terme J> ;

Jo,j = intig=r(1+1E1%)"1F 5;(6)Pdé

2ym+1 ~ 2
< o [ ) g @ P

1 2
fz,jSmHUjHHgnn(Q)

Etant donné ¢ > 0 et puisque (v ) est bornée dans Hé"“ (Q) on peut toujours choisir R assez

grand pour que

E

Jj <3 (1.6)

Estimons le terme J; ;.

Louvert Q est borné, on a L2(Q) c L}(Q) et donc pour tout ¢ € R".

gﬁj(g):f ‘2”’(x‘5)”(x)dxf —2nied 5 (x)dx
R7 Q

= | @x)e 2T vj(x)dx
[Rn

Ou ¢ est la fonction indicatrice de Q. Pour tout ¢ € R", Ia fonction :

x — @p(x)e 0 e [2(RY),
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1.4. ESPACES DE LEBESGUE A VALEURS VECTORIELLES

—2mi(x,)

Fij@) =(pe  05(2)) 2 an) (1.7)

Lorsque j tend vers I'infini, §; converge faiblement vers zéro dans L*(R"), donc
lim ZF7;¢)=0,V{eR" (1.8)
J—o0
D’autre part,d’apres (1.7) ona:
|F 0 (O] < ol 2@l Ul 2 @ny) < Cll@ll 2@y

D’apres (1.7) et (1.8), on peut appliquer le théoreme de la convergence domaine de Le-

besgue, de sorte que I’on peut choisir j assez grand pour que

nj<s (L.9)
1,j = 2 .
D’apres (1.6)et (1.9),la suite (v;) converge vers zéro dans Hj" (Q2). O
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Chapitre 2

Quelques Problemes Linéaires

Dans ce chapitre on étudie I'existence et 'unicité des solutions faibles de quelque pro-
blémes aux limites gouvernés par le bilaplacien dans un ouvert borné a frontiére suffisam-
ment réguliere.

On mettra en évidence, dans chaque cas, un théoréme d’existence et d'unicité de la so-

lution faible.

Notation 2.1. Q désigne un corps homogene, occupant un domaine borné de (R?), a fron-
tiere suffisamment réguliere I'.

Par suite, tous les résultats sur ce type de domaine sont valables. Il suffit, dans toute la
suite de faire 'étude dans le secteur Q2 ouvert borné, de frontiere suffisamment réguliere I'.
n= n , est la normale unitaire sortante dans le sens positif sur la frontiere I'.

n2
M (u) désigne I'opérateur différentiel frontiere suivant :

Pu

M| = M(u) = vAu+(1- U)G_nz'

ou v €]0; 1] est le coefficient de Poisson du matériau constituant la plaque.

La dérivée normale est donnée par :

0

0
— == +12—.
on '“axl N2 0x>
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2.1. FORMULATION DES PROBLEMES (Px),K =1A?2

2.1 Formulation des problemes (Py),k=1a?2

On considere ici une famille de 2 problemes gouvernés par le bilaplacien, c’est-a-dire

pour f € L%(Q) on cherche u, si possible dans H*(Q), solution de :

A’u= fdansQ, .
(Pr) k=1a2
B(’fu = Osurl,

ol les opérateurs frontieres sont :

u
{Béu = { o surT. 2.1
an
u
{Biu = surT. (2.2)

2.1.1 Interprétation physique des problémes (P;),k=1a2.

Physiquement, M(u) est le moment de flexion composée de la force de cisaillement et
du moment de torsion.

Ces problemes représentent différents modeles mathématiques d'une plaque, u(x) étant
le déplacement perpendiculaire a la plaque au point x (sous '’hypothése de petits déplace-
ments),

f estla densité de force et les conditions aux au bord (2.1) a (2.2) signifient que la plaque
est:

e Encastrée aux bord I' ,pour le premier probléeme.
¢ Simplement supportée aux bord I' ,pour le deuxiéme probleme.

La méthode variationnelle usuelle, étant valable dans les domaines bornés a frontiere
suffisamment réguliére ainsi que dans le cas des fissures. On est assuré de I'existence et de
I'unicité d'une solution variationnelle u € H?(Q).

On s'intéresse a I'existence et a 'unicité de la solution variationnelle u'® € H2(Q) de (Py) ;k =

1a2,etve]0,1] estle coefficient de Poisson du matériau constituant la plaque.

2.1.2 Théorie de Lax-Milgram

Dans cette section, on considere un probléme général pouvant se mettre sous la forme
variationnelle

(pb)trouver u tel que a(u, v) = F(v) pour tout ve V.

20 Sahi Sabrine



2.1. FORMULATION DES PROBLEMES (Px),K=1A2

Le théoreme de Lax-Milgram apporte une réponse a l'existence, 'unicité et la stabilité

de la solution dans un cadre précis.

Théoréme 2.1.1. on suppose que V est un espace de Hilbert et que les formes a et F vérifient

les hypothéses suivante :

1. continuité de F:

|F(v)| = Cgllv|ly pour tout ve V.

2. continuité de a :

la(u, v)| = Cqllullvllvlly pour tout u, ve V.

3. coercivitéde a :

a(u, u) = allull?, pour tout u € V, avec a > 0.

Alors il existe une solution unique u au probleme (pb) qui vérifie I'’estimation a priori

AL 1
V= .

avec ||F|lyr = supyy, =1 1F (V)] la norme de F dans le dual V' de V.

Démonstration. Lestimation a priori s’établit en prenant v = u dans (Pb) puis en appliquant

la continuité de F et la coercivité de a ce qui donne :
2
allully = Crllully.

Il suffit alors de prendre Cr = ||ul|y-. Cette estimation nous donne aussi I'unicité de la so-
lution. Pour l'existence, considérons d’abord le cas simple ou a est une forme symétrique.
Dans ce cas la continuité et la coercivité de a montrent qu’il s’agit d’'un produit scalaire sur

V * V et que la norme
llvlla = v a(v,v).

est équivalente a la norme [|v||y. puisque F est continue, elle est aussi par rapport a ||v||, et
le théoreme de représentation de Riesz nous assurons donc I'existence d'un unique u € V tel
que

F(v)=a(u,v)pourtout ve V.

Dans le cas non-symétrique, on remarque que puisque

v— a(u,v)etv— F(v).
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2.2. PROBLEME P,

Sont continues, on peut écrire
a(u,v) =(Au,v)yet F(v) = (f,v).

ol A est opérateur continu sur V, f € Vet (.,.) un produit scalaire dans V, Le probleme (pb)
s’écrit donc

Au= fdansV
Lhypothese de coercivité nous permet d’affirmer que
allvlly < [|Avllv.

Pour tout v € V, ce qui entraine que Im(A) est un sous-espace fermé de V qui se décompose
donc suivant :

V =Im(A) & (Im(A)*
Considérons a présent w(Im(A))+. La coercivité nous montre que
allwlk < a(w, w) = (Aw,w) =0,
Par conséquent Im(A) = V ce qui prouve l'existence de la solution u. O

Nous allons considérer trois problemes types, soient les cas k =1 a 3.

2.2 Probleme P,

2.2.1 Formulation du probleme P;.

On consideére ici un probleme aux limites intermédiaire pour le bilaplacien, c’est- a-dire

pour f € L?(Q), On cherche u, si possible dans H*(Q), solution de :

Alu=f dansQ (1)
(Py) u=0, surl' (2)

‘3—:;:0 surI’, (3)

2.2.2 Interprétation physique du probleme (P;).

Physiquement, ce probleme représente un modele mathématique d’'une plaque : u(x)
étant le déplacement perpendiculaire a la plaque au point x (sous I'hypothese de petits dé-
placements), f est la densité de force et les conditions aux au bord sur I' signifient que la

plaque est encastrée sur I'.
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2.2. PROBLEME P,

2.2.3 Existence et unicité de la solution du probléme (P,).

Q étant un domaine a frontiére suffisamment réguliére, la méthode variationnelle usuelle
est applicable ici pour s’assurer de I'existence et de I'unicité d'une solution variationnelle
ue H;(Q),
tel que

a(u,v) = F(v) pour tout v € Hg(Q),
a(u, v) :f AulAvdx et F(v) = [, frvdx,
Q
soit u une solution réguliere de (P;) pour tout v € Hg (Q)ona

a(u, v):f A(Au)(x)v(x)dx:f f@v(x)dx. (2.3)
Q Q

par intégration par partie,

fA(Au)(x)v(x)dx:—f V(Au).Vv(x)dx+fa(Au) (X)v(x)ds.
Q Q r on

0

comme v = 0 sur I" on en déduit que
f AAuw)(xX)v(x)dx = —f V(Au).Vv(x)dx.
Q Q
puis par une nouvelle intégration par partie que

ov
fA(Au)(x)v(x)dx:f Au(x)Av(x)dx—fAu(x)—(x)ds.
Q Q r on

comme ‘3—7’; (x) sur I ,le dernier terme de cette équation est nulle. Ainsi, on déduit de (2.3) que

fA(Au)(x)v(x)dx:ff(x)v(x)dx.
Q Q

donc, pour tout v € H3(Q) , ainsi A(Au) - f =0.
Afin d’appliquer le Théoréme de Lax-Milgram, la seule hypothése non trivialement vérifiée
est la coercivité de la forme bilinéaire a(.,.),Or pour tout u € Hg (Q) , on établit suite a deux

intégrations par partie successives que

0%u 2
alu,u) = f )| dx=|IV?ul?,,..
; Q‘axiaxj ‘ 12(Q)

En appliquant deux fois 'inégalité de Poincaré, on obtient qu'il existe des constantes C et C’

positives telles que pour tout élément u € Hz (Q)

2 2 2 2
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2.3. PROBLEME P,

Par conséquent, il existe C > 0 tel que pour tout u € Hg Q)

2

Q) S Ca(u,u).

[l

La coercivité de la forme bilinéaire af(.,.) est donc établie et il existe une unique solution
au probleme variationnel.

Reste a établir que la solution du probleme variationnel est solution du probléme aux
limites (P;).

Soit w un ouvert inclus dans un compact de Q. Il existe 6 € C°(Q) telle que 6 = 1 sur w.

Pour toute fonction v € C°(Q2) de support inclus dans w.

fG(x)Au(x)Av(x)dx:fAu(x)Av(x)dx:ff(x)v(x)dx.
Q Q Q

D’apres le résultat de régularité admit 0 (x) Au, est un élément de H?(Q) .1l est donc licite
d’effectuer deux intégrations par partie successives sur le membre de gauche de I'’équation

précédente. On en déduit que
f A@O(x)Au(x)v(x))dx = f f)v(x)dx.
Q Q

Cette équation étant vérifiée pour toute fonction v € CZ°(Q2) de support inclus dans w on

en déduit que pour presque tout x € Q).
A(Au)(x) = f(x).

Cette relation reste valable pour presque tout x € Q : il suffit de considérer une suite w, de
compacts tels que U,w, = Q .Enfin, comme u € Hg (Q), la solution de probléme variationnel

vérifie automatiquement les conditions au bord u = g—f; =0.

2.3 Probleme P,

2.3.1 Formulation du probleme P,.

On considere ici un probleme aux limites intermédiaire pour le bilaplacien, c’est-a-dire

pour f € L?(Q).0n cherche u, si possible dans H*(Q), solution de :

Ay = f dansQ (1)
(P2) u=0 surl’ (2 (2.4)
Mw =0 surl' (3)
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2.3. PROBLEME P,

2.3.2 Interprétation physique du probleme (P,).

Physiquement, M (u) est le moment de flexion composée de la force de cisaillement et

du moment de torsion.

Ce probleme représente un modele mathématique d'une plaque, u(x) étant le déplace-

ment perpendiculaire a la plaque au point x (sous '’hypothése de petits déplacement), f est

la densité de force et les conditions aux au bord (2) et (3) signifient que la plaque est simple-

ment supportée.

2.3.3 Existence et unicité de la solution du probléme (P,).

Q) étant un domaine a frontiere régulier, la méthode variationnelle usuelle est applicable

ici pour s’assurer de I'existence et de I'unicité d'une solution variationnelle u € H?(Q).

2.3.4 Formulation variationnelle du probléme.

Supposons qu'une solution u de (P») existe et qu’elle appartient a H*(Q).

Alors en multipliant 'équation (1) de (2.4) par une "fonction test" v € H(Q).

f (A’u)vdx = f frdx (2.5)
Q Q
Lemme 3. Soit u € H*(Q) et v e H2(Q), on a la formule de Green suivante :
2 ov
A uvdx = a(u,v)— [YO(Mu))/O— dy (2.6)
Q r on
n 04
A=y 2
ij=1 lezax?
Ot a(u, v) est une forme bilinéaire symétrique définie sur H?(Q) x H?(Q)
a(u, v) —f AuAvdx—f (1—«/)(02”621’ L, Pu Py | Fudv @.7)
" Ja Q 0x? 0x2  0x10x2 0x10x;  0x2 Ox? '
= f AuAvdx—f 1-v)L(u,v)dx (2.8)
Q Q
Ou L(u, v) définie par
L(u, v) = 07u.05V + 05 u.050 — 2010, 1.0, 02 v (2.9)
25 Sahi Sabrine



2.3. PROBLEME P,

Démonstration. On effet la décomposition suivante du bilaplacien :

w= (D)ol (a-nz 2 e (o) T D)

0x?\ox2) " 0x10xp 0x10x;) 0x2\ ox3) Oxs\ 0x?
0% [ 0°
oelaz)
D’ou
) 02 0 62 2
ANuv=| |— +2 1-
];2 “r j{; axf (axf) 6x16x2 (( v) leoxg)
0% [ 0°uy 0 [ d°uy 0° (0°u
+ 2(1/ 2)+ 2(1} 2)+—2(—2) vdx
oxy\ 0x5/ 0Oxs;\ 0xy/ 0x5'0x;
On applique la formule de Green deux fois a chaque terme de l’intégrale séparément :
0° 62 2u ov
— d
fgdxf(ax f@xl 0x? ) vy = f 6x1 0x? )Oxl o
f 0 (62 ) ’u 61/ ay+ 0’u dé’v
=| |=—|=|v
r [ 0x; \0x? m- Oxz 0x1 1 ¥ 0x2 axl

ot [t - [ ()
anla)Q 6x16x2 Oxg axlaxg vm Y 6x2 6x16x2 6x1

f 0 ( %u ) 0’u Ov
=| |=— v 2| dy
T axz 6x16x2 6x16x2 6)61

T )

+
6x16x2 0)610)62

ot e [t - [ ()
an26x1 6x26x1 axl 0x26x1 T’Z v axl 6x26x1 axg

f 0 ( 0%u ) 0%u v
= — v —mn |dy
T axl 6x16x2 6x26x1 6)62
G 02
u v dx.
Q 0x26x1 axlaxg
G 62
d
fgaxl dxz f@xl vimdy = f@xl 0x2 6x2
_f 6(62 )v 0°u dv vt 0°u dv
S Jrlox 0x3 M 0x3 Oxgm Y 6x2 0x
f 02 (0 f u) f )01) dx
anz dxl 0x- 6x1 vnz2dy = axg 6x 0x>
d (0°u 0°u ov 0°u 0°v
= —|— dy + —d
fr ze(axi-)vnz ax2 x> ox 12| 2T fgaxl £ 0x5 o
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2.3. PROBLEME P,

62
d
fgéxz 6x2 faxg v2dy - faxg dxg
0 02 0%uy ov
= +
fr 0x2(6x2)w72 (6 )ax N2

0%uy\ 0
+f (ax )a;;dx.

) °ud’v 0°ud’v 0*ud’v d°ud’v
fAuv:f PP WP R tous et X (01
Q Q0x7 0x{ 0xy0x; O0x;0x] 0x]0x;

dy

AL:rAU
—(l—v)f 0°u d*v ’u v 62u62 dytTi—I
09202 “ox0x, dxox, T ox2 o TR

Ou

ou )771+ Vai(az—bzt)m

i(i) ra-n2

n=|
r

0x1 \ 0x? 0x2 \0x,0x, X1\ 0x3
0 2u 0 (0%u 0 (0%u
1- )= (s + — (222 | vay.
+ U)axl(axzaxl)n2+Uaxz(dxf)nz-i_axz(dx%)m e
; _f 0°u dv +(1—v) °u v d-v) 0°u ov
S 0x? lem 0x,0 gdxlnz 0x20x] (3)62171
+v02 u ov 0%u v 0%u ov d
ox2ox " Vot o, T axd ox, 24T

Calculons I'intégrale I; :On calculons d’abord aa—nAu

2y, 3(F8, 0%
on  on\ox?  ox?

SN WAL M WA
CAx 0x? mn 0x2 \ 0x? N2 0x1\0x2 n 0x2 \ 0x2 M2:

2

a0 (0° 0 02 0 92 0 (0
Il:fr a_xl(a_;g) +a_xz(axlouxz)m)“La_xl(axzauxl)"z)“L@(a_g)"z vdy
= %Auvd)f

Calculons l'intégrale I, on exprimer les dérivées partielles en fonction des dérivées nor-

males et tangentes .

En effet :
du _  du ou Ou _ Ou, _ du
{ on — ax1’71 + ax2772' { 0ox; Onnl s 112
du _ _ du ou Ou _ Ou ou
s — 6x1n2+6x2171' ox, — 0nn2+ 9s -
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2.3. PROBLEME P,

On applique ainsi ces formules pour obtenir :

axl on'' as 0x10x, 617 65
+(1-v) Fu (Ovm avﬂz)ﬂﬁva—(@m @772)77
0x,0x2 \0n ds 0x5 \on ds
+ azu(@ﬂﬁ@m)ﬂﬁaz—u(@anr@ﬂl)ﬂz dy
0x%\on ds 0x5\0n ds
ov|[d°u , 0°u ?u , 0*u , u,
f@n 0x 2 2= )0 10 2771772+V6 2171+U0 2n2+6x§n2 ar

+f6v 62 171172+(1—v) Ou (nz—nz)—vin +v62—u
ros| ox 2 x10x, 112 axg 112 Ox%mnz
2
g 2771772]037/
Iz—fav Ou — +m;)+a u(vn2+n2)+2(1—v) u mnz]dy
on | x3 M 2 0x3 1z 0x10x,
+(1—v)fa—v —az—un1n2+2 Ou (nz—n2)+62—unmz]dY
0x? Ox10x, 1 P x2
ov[0%u 0%u 0>
fan ox 2(771+V(1 771))+£(V(1 n3) +13) +2(1-v) laxzﬂmz]d)’
—(1—v)fav mnz u ——— ] -n5) - u 771772‘d7’
6 10X ox 2

a v)(azung 0°u L 62un )+vAu dy
- D) 1 M2+

6 2 0x2 0x?
2 2

-2 ou (nz—nz)—a—unmz‘dy
02 0x10x, 112 0x5 ]

[
= o
_(1_U)f o0s

Oxl

La seconde intégrale de I, peut étre calculée par parties. Etant donné qu’elle est prise sur

un contour fermé, les limites d’'intégration sont confondues en un point, on obtient tout

L fa
2= ron
+(1—v)f

Finalement,on obtient :

frAzuvdx =a(u,v) - (fr [y(Mu)yg—:]dy)

28 Sahi Sabrine

simplement :
’u ’u 0°

vAu+(1—v)( +_u 2) d
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2.3. PROBLEME P,

On choisissant :

V={ve H*(Q),v=0,surT}.

On a V est bien un sous-espace fermé de H>(Q) contenant

H?(Q) = {u c 2, v=20 - o,surr}.
on

H5Q) - V.
continue
i.e.
Nully < Cllull g2
Pour u € H*(Q) solution du probléme (P,) et v € V on obtient :

f A’uvdx = a(u, v)
Q

Ou a(u, v) est définie en (2.8).

Une formulation variationnelle du probleme P; :

a(u,v) = f frdx
Q
On pose:
F(v) = f fv(x)dx
Q
Alors, on a le probléme variationnel :

trouver u € Vtel que
(Py
a(u,v)=F(v),YveV

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Grace au Lemme de Lax-Milgram, le probléme (P,) a une solution unique u € H 2(Q).En effet,

la linéarité des formes a et F sont facile a vérifier. Pour la continuité de la forme linéaire a

sur V:

() fA Avd a )[ (62u62 _y 0%u 0%v
a(u,v) = uAvdx—(1-v
Q axl 6x2 0x10x, axlaxz

f (62u62 *ud*v o*ud’v *ud*v )
= dx

+ + +
axl dxz axl 6x2 Oxz axl 6x2 ze

0%u 6%v 0%u 0%v 0%u 6%v
—-(1-v) f +—
ax1 0x2 Oxlaxg 0x10x> dxz dxl

0%u d®v +62u621}+v62u62v+v62u62v

0x? 0x?  0x50x3  0x?0xi  O0x5 0x?
0%u 0%v

6x16x2 axldxg

).

+2(1-v)

dx

0 Jax
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2.3. PROBLEME P,

atu, v)| <f 0%ul|6%v N 0%ul|6%v N 0%ul|6%v N 0%ul|6%v
u,v)| <
allox?||ox?| |0x?||ox5| |0x)|l0x5| [0x3||0x3
0’u 0%v
6.7610)62 6x16x2
<f 0%u| |6°u 0%u 0%v| |0%v 0%y dx
“Jalloxf| |0xs 0x10x2 || [|0x2|  |0x3 0x10x,
< llullvllvllv.
D’ot1 la continuité de la forme a.
En établie la coercivité de a :
e w _f ul® _0*ud’u |0%ul’ 2 V)(dzu ’u | 0*u 2) e
" Ja 0x? 0x? 0x2 | 0x5 0x2 x5 [0x10x;
ul? udtu |0%ul? 2y |?
= —| +2v +2(1—v dx
fQ 0x? 0x? 0x5  |0x5 ( ) 0x10x>
ou > |6%ul® |0%ul?
=1-v 2 dx
( )fg 0x10x; 0x? 0x2
f Ful?  6*ud’u ul?
+v dx
allox? 0x? 0x5 0x2
2u |* |0%ul® |0%ul?
:(l—v)f p) i . 2 dx+vf Aul’dx.
ol [0x10x, 0xy 0x; Q
%ul? u > |0%ul?
>(1-v +2 dx
( )\[Q axf 6x10x2 6x§
=(1-v)| ul%/.
m %
ou |uly = ( Yy ||D“u||%2(m ) désigne la semi-norme de V qui est équivalente a la
|la|=2
norme de H2(Q)
Donc la forme a est bien coercive.
En établie la continuité de F :
IF(v)ISfQIf(x)Ilv(x)ldx
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz
|F(v)| < Cllv(x)]lv.
2.3.5 Interprétation de la solution du probleme (P,)
En choisissant v = ¢ € ©(Q) dans (2.13), on obtient immédiatement
A%y = fdans®'(Q) (2.15)
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2.3. PROBLEME P,

Par ailleurs, d’apres la définition de V, on sait que
u=0,surl’ (2.16)

Il reste a interpréter la condition aux limite M(u) =0, surT.

Nous allons montrer que (P,) implique que
M(u) =0,surl’ 2.17)
Soit
H(A%Q) ={ve H*(Q): A’ve [*(Q)}
Muni de la norme X
1Vl e, = 1011 + 1A% 0117, g,

Démontrons que I'application trace

T:9(Q) — D)

u— Tu=M(u)

Se prolonge en une application linéaire continue, encore notée T, de H(A?,Q) dans H 7 ().

En effet, soit u € D(Q), pour w € A2 (T) on pose

ow
{(w) = f yMwy(—)dy.
r on
D’apres le théoréme de trace (cf: [1] lemme (2.1) et (2.2) il existe v € H2(Q) tel que

!
=Clowll .
H

ol <CHG‘” H
1% 2 < _— 1
@ on Il a2 2

H2 (D)

On peut alors écrire par utilisation de la formule de Green
L) = f (A*wyvdx (2.18)
Q
On a donc (en utilisant I'inégalité de Schwarz)

C(w) < lull gzl vl g2

<C'|lu wll -
|| ||H(A2,Q)|| ”H%(I‘)

Ce qui prouve que ¢ € H 2 (I'),et de plus 'application

T:ued@Q) — ¢c H2(I).
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2.3. PROBLEME P,

est bornée sur D (Q) muni de la norme de H(A?,Q) elle peut donc étre prolongée par den-
sité, vu que D (Q) est dense dans H(A?,Q) (cf.[1]) en une application linéaire continue de

H(A2,Q) dans A2 (T). Pour u € H(AZ,Q) et H2(Q)on a la formule de Green généralisée

<')/(Tu)rYU>H—1 _ (r):fQ(Azu)vdx (2.19)

1
2 MxH?2

Démontrons a présent que (2.17) a bien lieu si u est la solution du probleme (P,). D’apres

(2.15),on voitque ue H (A%,Q). La formule de Green généralisée (3.5) entraine

2 _
fQ(A wvdx+ (y(Tu),yv)H-Tl(r)xH%(r) = fgf(x)v(x)dx (2.20)
Pour tout v € H2(Q). D’apres (2.15) on a donc
_ 2
(y(Tu),yv)g%(r)xg%(r) =0,Vve H°(Q).

Tu:Mu:OdansFI_Tl(F)

Linterprétation du probléme variationnel P, en terme de probléme aux limites est donc la

suivante :
A’u=f dansQ

u=0 dansHZ (I 2.21)
M) =0 dansHZ (I,
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Chapitre 3

Problémes de Vibrations non Linéaires

3.1 Probléeme P,

3.1.1 Position du probléme

On considére un ouvert Q borné de R? (Q est la plaque vibrante).

On cherche une fonction u = (uy, up) = (11 (x, 1), ux(x, 1)) , x € Q, £ €]0, T[ dans R? ,qui vérifie :

u"y+ayA%uy — L(uy, up) = f dansQx]0,T[, (4.1)
arN%us + L(uy, up) =0 dansQx]0,T[, (4.2)

(P4) 4 0 )
U = 6%1 =0, = 6L772 =0 surX. (4.3)
u1(x,0) = uo1 (x), u (x,0) = up1 (%), x€) (4.4)

Ou les fonctions ug; et u;; sont données, les a; sont des constantes strictement positifs, f

est une fonction donnée de QdansR:

3.1.2 Interprétation physique du probleme

On considére une plaque mince élastique homogene occupons un domaine Q borné de
R a frontiere suffisamment réguliére. Les équations (4,1) et (4,2) est '’équation d’équilibre
de la plaque, f désigne la densité des forces volumiques donnée, u; désigne le déplacement
vertical d'un point matériaux x a l'instant ¢, et uy désigne le déplacement transversal d'un
point matériaux x a l'instant £, et les conditions au bord, signifient que la plaque est encas-

trée aux bords X.

Définition 3.1.1. (Systeme de Cauchy-Kowaleska) :Un systeme d’équations aux
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3.1. PROBLEME P,

dérivées partielles est appelé systeme de Cauchy-Kowaleska s'il est de la forme :

a"iu'_ 6kuj
at”il_ Fl-(t,xl,...,xn,ul,...,uN,...,m,...)
i,j= L2,...,N;ko+ki+...+kpn=k<n;j ko<n; (3.1)
o*u;
SE = Qiklxn,.., X0, k=0,1,...,m =11t =1,

ou les fonctions F; et @; ;. analytique dans un voisinage du point (19, x?, xg . q)(]’,’ KoKt kn)

dans lequel

k—k,
a 0®irk0 0
T Ak = Dj o ke ki (3.2)
0x,",...,0%," ) x;=x

i=12,...,N:
ko+ki+...+kp,=k=<n,;.

Remarque 3.1. Dans (P4). Il n'y a pas de condition initiale sur uy, cela tient au faite que le
systeme d’équations aux dérivées partielles ne contient pas de dérivée en ¢ de u,. Donc,le
systeme (P,) il n'est pas du type de Cauchy-Kowaleska, on peut I'y ramener a condition
que Popérateur de GREEN, i.e. I'opérateur inverse de A% dans Q pour les conditions aux li-
mites correspondantes, existe. L'existence de ce dernier dépend des conditions aux limites
et de la forme géométrique de la plaque Q, Par exemple, lorsque Q est a frontiere polygo-
nale,l’existence de 'opérateur de GREEN dépend de I'ouverture des angles de la plaque.
Dans ce travail, on ne considere que le probleme (P,) avec Q borné et a frontiére régu-
liére. Si G, désigne 'opérateur de GREEN pour les conditions aux limites de Dirichlet, alors
la deuxieme équation de (P4) équivaut a
1
Uy = —a—ngL(ul, Uy) (3.3)
et alors la premiére équation de (P,) devient

1
u"y+ag A% uy + [ula—GgL(ul, u)l = f (3.4)
2

3.1.3 Ftude de Popérateur bilinéaire L

On définie 'opérateur bilinéaire L de H5(Q) x H5(Q) par:
soit u, v € Hg Q).

L(u, v) = 07u.050 + 051.05 v — 2010, 1.0, 0, V.
Lemme 4. 'application u, v — L(u, v) est bilinéaire continue de

H5(Q) x HG(Q) — H 2(Q)
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3.1. PROBLEME P,

Démonstration. Soit we L°°(Q) on a
(umvstnmujW&mm&muﬁmm@Hawmﬂmm®va
Q

=Cl w”Hg(Q) | u”Hg(Q) | VlIHg(Q)-

(car HZ(Q) € Hy ™ (Q) c L®(Q) sin=2ete>0).

Corollaire 3.1.1. la forme u, v, w — (L(u, v), w) est trilinéaire continue sur Hg Q).

Lemme 5. la forme trilinéaire u, v, w — (L(u, v), w) est symétrique sur Hg Q).
Démonstration. Puisque L(u, v) = L(v, u), il suffit de montrer que
(L(v,w), w) = (L(w, u), v).

et d’apres le Corollaire( 3.1.1), il suffit de vérifier (3.5) pour u, v, w € D (Q2)

Ona

L(v,u) = 05u.05v + 05u.07v — 20102 1.010, V.
= 07 u.03v — 2010, 1.010, v + 0705 U.v + 0501 .V = 20102010, u.v
0
+2(0105u01 U+ 0,ud 7 ud2 v — 82010101V — 070, .02 V) +05u.05 v

0

= (050710 v + 20205 0> v + 07 ud5 V) + (0705 1.V + 20,05 Ud1 v + 05 1d% v)

- 2(61026102 u.v+ 620162 u61 v+ 6%02 udg v+ 0102 ualaz V)

= 0703 u.v) — 20102(01 02 u.v) + 05 (07 u.v).
Alors, par intégrations par parties

(L(v,u), w) = (Ogu.v, 6% w) —2(0102u.v,0,0,w)
= (03 w.05u — 20102 w00 u + 05 Ww.0% u, v)

= (L(w, u), v).

3.1.4 Théoreme d’existence

Théoreme 3.1.1. On suppose f, ug;, u;; donnés avec

fel*(Q.

(3.5)

(3.6)
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3.1. PROBLEME P,

U1 € Hz (Q), u11 € L*(Q). (3.7)

Il existe alors u; et u, solutions de (P4) avec

up € L0, T; HZ (Q)). (3.8)
uy € L0, T; L*(QY)). (3.9)
up € L°(0, T; H2(Q)). (3.10)

Remarque 3.2. Il résulte de (3.8) et (3.10) que
L(u1, up) € L0, T; LY(Q)) (3.11)
et donc la premiére équation de (4.3) entraine que
u"y € L0, T; H*(Q) (3.12)
et donc les conditions initiales dans (P4) ont un sens.
Remarque 3.3. La fonction u, du Théoreme (3.1.1) vérifie
up € L°(0, T; H*~€(Q)), Ve > 0. (3.13)
En effet, soit € > 0 fixé arbitrairement petit. Alors
LNQ) cH () (3.14)
carsi fe L'(Q)ona:
I(F @ =1 f ol < cll fllnq ||<,0||H5+e(g)
vu que Hy*¢(Q) € L™°(Q) si n =2 ete > 0.Alors
L(uy, up) € L0, T; H'76(Q)

et comme axup = —L(up, uz), on en déduit (3.13). (Notons que (A%)~! en envoie H(Q) dans

H"(Q) N HZ(Q),s=0).
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3.1. PROBLEME P,

3.1.5 Formulation variationnelle du probleme

En multipliant I'équation (4.1) et (4.2) par une "fonction test" v € V , on obtient par la

formule de Green :

(u"1, v) + ara(uy, v) — (L(u, uz), v) = (f, v). (3.15)
faza(uz, v) = (L(uy, up), v)dx =0 (3.16)
Oou
a(u,v) = f Aulvdx—(1- v)f L(u,v)dx.
Q Q
Démonstration du théoreme 3.1.1.
Définition des solution approchées
On introduit une suite wy,..., Wy, ... de fonctions ayant les propriétés suivantes :
s w;€ H2(Q),Vi
e Vm,wy,..., wy sont linéaire indépendants
¢ les combinaisons linéaires finies des w; sont denses dans Hg Q) :
Soit u; m(t) vérifiant
m
uym(t) € (wy,..., Wpl.i.e.uym(t) = ) gim(H) w;. (3.17)
i=1
(u"1m(0), wj) + ar (Aum (1), Aw))
+aiz([ulm(t);G2([ulm(t);ulm(t)])];wj) =(f(0), w;)). (3.18)
i<js<m
ou on utilise les notations de (4.3) (4.4), avec
Uim(0) = Uoim € (W1, ..., Wnl, Uo1m — Uor dans Hy (Q) (3.19)
U],y (0) = U1 € (W, ..., W], tyy m — U1y dans L*(Q) (3.20)
Sil'on définit uy,, (f) par
1
Upm (1) = _ZGZ(L(UZm(t), Upm(1))). 3.21)
ou encore
A2 N U (1) + L(uy i (8), Uy (D)) = 0 5.22)
Uzm (1) € H3 (),
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3.1. PROBLEME P,

alors (3.18) s’écrit

(3.23)

(u"1m (1), wj) + a1 (Auym (1), Aw;)
~(L(u1(8), Uz (1), wj) = (F (1), w}),1 < j < m.

Naturellement uy,,(#) n'est pas (en général) a valeurs dans [wy,..., Wy].
On est assuré de I'existence de uy,,(t) et donc de uy,,(t) ,dans un intervalle [0, t,,],

tm > 0.

3.1.6 Estimations a priori.

On multiplie (3.23) par g} (1) etonsomme en j.Il vient :

1d
Eﬁ(luim(ﬂp + 6ll|Au1m(t)|2) — (L(ulm(t), Uzm (1), ullm(t))) = (f(t), u'lm(t)) (3.24)

Mais, d’apres le lemme (5) :

~(Lam(D, uam(8), 6] (1) = (L@t m(0), ] (1), Uz (1))

= (L0, 1), 12 0)
BRAVT: Urm\1), Uim L)), U2m

et d’apres (3.22) cela est égal a
?(A u2m(t)»u2m(t)) = ZE|Au2m(t)| .

donc (3.24) s’écrit encore :

d a
QE(Wm(ﬂ'z + ar | Auy (D + ?|(Au2m(t)|2) (3.25)
= (f(1), u} ), () (3.26)

et donc

1 1 t
2 (110 118101 OF 2| St ) = 5 111+ Stto 4 218021 O [ (£10)

(3.27)
mais d’apres (3.19)
lt11m]? + a11A g1 m|* < constante.
d’apres la définition (3.21) ona:
Uzm(0) = —aisz(L(uonn, Uo1m)) (3.28)
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3.1. PROBLEME P,

mais (L(uo1m, Uo1m)) demeure dans un borné de L' (Q) donc de H2(Q),donc u,,(0) de-

meure dans un borné de Hg (Q2) et donc dans (3.27).
|Auy,,(0)] < constante.
donc(3.27) entraine que ¢, = T et que :
U1 m, U2 demeurent dans un borné de L*°(0, T; Hg @) (3.29)

u'l ., demeurent dans un borné de L>(0, T; L?(Q)) (3.30)

3.1.7 Passage alalimite
d’apres (3.29) et (3.30) on peut extraire une suite up, u, telle que

Uiy — u;dans L(0, T; H5(Q) faiblex, i=1,2
uy, — u;dans L0, T; Hg ()~ faible * (3.31)

u, — wpdansL?(Q)  fort

soient ¢;,1 < j < jo des fonction € C'((0, T]),
@;(T) :Oetw:Zﬁl(pj@wj
on déduit de (3.23) pour m = u > jy que

—fot(u’lu,w’)dHa1fOT(Aum,Aw)dt—fOT(L(um,uzu),u/)dt:foT(f,w)dH(uup(O),w(O))
(3.32)
mais d’apres lelemme 5 :
T T
fo (Lt tpy), W) dt = fo (LY, tzy), ty,)dt (3.33)
Ly, uzy — L(y, up) dans L*(Q) faible et donc puisque u;, — u; dans L?(Q) fort ,on voit
que

T T T
fo (L(um,uzu),w)dt—»fo (L(y, uz),ul)dt:]; (L(u1, up), w)dt
donc, (3.33) implique a la limite :

T T T T
_fo (u,pil/)dl“i'dlfo (Aul’Aw)dt_fO (L(ul,uz),W)dt=/0 (f,w)dt+ (u11,w(0) (3.34)

et cela Vi de la forme (3.32). Par passage a la limite on en déduit que (3.34) a encore lieu

pour tout y € L*(0, T; H3 () tel que y' € L*(0, T; L5(Q2)) et y(T) = 0.
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Cela montre que u; et u, sont liés par la premiére équation de (P,) et que 1/ (0) = uy;.
Il reste donc seulement a montrer la deuxieme équation de (P;) . On peut passer directe-
ment a la limite sur (3.22) (pour m = u) en notant quand que [uyy, u1,] — [u1, u;] dans

D'(Q), en effet, on a

T T
fo([ulu,um],qo)dt:fo (lry, @1, ur)de, Yo € D(Q)

et on passe a la limite comme plus haut.

3.2 Probleme P;

3.2.1 Position du probléme

On consideére un ouvert Q borné de R? (Q est la plaque vibrante).

On cherche une fonction u = (uy, u) = (U (x, 1), ux(x, 1)), x € Q, t €]0, T[ dans R? ,qui vérifie :

u"y+ayA%uy — L(uy, up) = f dansQx]0,T[, (5.1)

P+ aN’us + L(uy, up) =0 dansQx]0, T, (5.2)
5
M(u) =0,M(uy) =0 surz. (5.3)

u1(x,0) = uo1 (x), uy (x,0) = U1 (x), xeQ (5.4)

Ou les fonctions ug; et u;; sont données, les a; sont des constantes strictement positifs, f

est une fonction donnée de Qdans R :

S
A=y —
i’jzlaxlga)(?

3.2.2 Interprétation physique du probleme

Physiquement, M (u) est le moment de flexion composée de la force de cisaillement et
du moment de torsion.

Ces problemes représentent différents modeles mathématiques d’'une plaque non linéaire
vibrante : u(x, t) étant le déplacement au point x et a I'instant ¢z, f est la densité de force et
les conditions au

bord signifient que la plaque est libre au bord X.

Remarque 3.4. Il n'y a pas de condition initiale sur u, ,cela tient au fiat que le systeme (Ps)

ne contient pas de dérivée en ¢ de uy , c’est a dire que la vibration de
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la plaque sont de la direction u;.Le systeme (Ps) n'est pas du type de Cauchy-Kowalski,
on peut 'y ramener de la facon suivante, pas élimination de u; .
1
U = —a—sz (L(uy, up)) (3.35)
Remarque 3.5. Soit G, désigne «l’opérateur de Green», i.e. I'opérateur inverse de A? dans
pour les conditions aux limites d'une plaque simplement supportée.
Et alors (5.1) devient
u'"y +a; A*uy + aizL(ul, Go(L(u1, u2))) = f (3.36)

3.2.3 Théoreme d’existence

3.2.4 Formulation variationnelle du probleme

En multipliant I'équation (5.1) et (5.2) par une "fonction test" v € H>(Q), on obtient par

la formule de Green :

(u"y,v) +ayaluy, v) — (L(uy, up), v) = (f, v). (3.37)

faza(uz, v) + (L(uy, u1), v)dx=0 (3.38)

a(u, v):f AuAvdx—(l—v)f L(u, v)dx.
Q Q

Démonstration. du Théoréme (3.1.1) Définition des solutions approchées : On introduit
une suite wy, ..., Wy,... de fonctions ayant les propriétés suivantes :

e w;eV,VieN*

e YmeN*, wy,..., w, sont linéairement indépendants,

¢ les combinaisons linéaires finies des w; sont denses dans Hg Q).
Soit u,, (t) vérifiant

Ui (1) € (W, ..., Wpl.i.euim(®) =Y gim(H)w; (3.39)
i=1

(" 1m(8), wj) + ara(uym(£), w;i) — (L(uym (1), upm (0), wj) = (f (1), wj),

(3.40)
l=sj=m.
ou on utilise les notations de (2.10) (3.7), avec
Ui m(0) = Uoim € (W1, ..., W), Uo1m — Uo1, dans Hy (Q). (3.41)
Uy (0) = Urym € W, ..., W), U11m — t11,dansL?(Q). (3.42)
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Sil'on définit uy,, () par

1
Upm (1) = —a—Gz(L(ulm(l‘),ulm(l‘))) (3.43)
2
ou encore

(3.44)

A N> Uy (1) + Lty 1 (8), Uy () =0
U (D) € V.

alors (3.40) s’écrit

{ (U 1 (8), W) + Ay AUy (8), W) + (LG (Lt m (1), (1)), Urm (1), W) = (F(8), wy),

l=sj=m.
(3.45)

Naturellement (3.44) uy,,(t) n'est pas (en général) a valeurs dans [wy,..., wy,]. est assuré de

I'existence de u; m(t), et donc de u, m(t). O

3.2.5 Estimations a priori
Démonstration. On multiplie (3.39) par g;. m(r) €L ON somme en j.llvient:

{ W" 1 (), 4], (D) + a1 @ty (1), 1}, (£)) = (L1 (8), pm (£)), 1, (1)) = (F (D), 1}, (1)),

l=sj=m.
(3.46)

On fait les calcules pour simplifie (3.46)
1d
("1 (D), U, (1) = 5E|u'1m(t)|2.

1d )
(Bt 88, (0)) = 5 [Burm (D

L(uy,, ), )dx = —
fQ (11m, 1) dtlJo 0xi 0x3

2d
6x10x2 ‘ o

(L(urm (0, (2 (1)), Uy, (8) = (L (£), (1) 1, (0)), Ui (1))

= (L Lt (0, 1m0, 0
~5\4r Urm L), (Uim L)), Uzm

= =22 (8%l (1), 2 (1)

a d ff dzugm 62u2m azugm 2 2)
=——1|2 + dx—|A t
1 dt( 0 02 oxl ‘Oxlaxg‘ 1 [Atezn ()

1d , 2 ( 2 f 02u1m azulm azulm 2 )
-—— t A DI°-2(1- - d
2 dt |u1m( )| + ar||Auyp (1)] ( v) Q( ax% Oxg ‘axlaxz) ) X
— 1A Dl -2(1- - d =(f(0), 1). 47
+ 2 18um (O ~2( ”)fg( o o sne| )| =@, an
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Ona:
, |0%u d*u 0’ud’u (0’°ui2 |0°u2__0*ud’u
L Pt e R e e P I e et e
X 00X Xy 0X; X1 Xy Xy 0X;
Donc
9 0%ud*u 2
[Au(t)] —(l—v)fz—z—zdxz vIAu(t)|
Q 0x] 0x;
Le premiere membre de (3.47) supérieur a :
d / 2 2, @ 2 /
527 | [am O]+ arvlduwm (01 + = vl (0] ]s(f(t),ulm(t)) (3.48)
on integre (3.45) sur [0; £] on obtient :
a t
|u’1m(t)|2+a1u|Au1m(t)|2+?vaulm(mzszfo (f (), uy,,(5)ds) +c) (3.49)

2 az
Cr = ]+ @rvIdw f* + = VAU 0)
D’apres I'égalité (3.43) on a:

1
2 —
Au2m(0) = a L(”Olmr uOlm)

mais L(uo1m, Uo1m) demeure dans un borné de L' (Q) donc de H2(Q) up, m(0) demeure dans

un borné de Hg (Q) donc

1Au, )=

On utilise I'inégalité suivante pour simplifier le second membre de (6.2¢) :
2ab < a® + b*
donc:
1), (O + @ vl A (£)2 + %leulm(t)lz <C+ fot F)I2 +1udl,,(5)ds.

Comme f € L?(Q) donc
t
f If(s)?ds<C
0

T
ap
|1}, (O + a1 vlAwy (D) + ?UIAulm(t)Iz <C +f0 [, (s)|ds.

T T
a
§C2+f Iu'lm(s)lds+f alleulm(t)|2+—22 VAU (D)Pds
0 0

On applique le lemme 1 avec

f@)
g(1)

2
|}, (D] + a1 v Ay (D1 + 2 V| Aug (1)

1
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On obtient :

2
U} (D] + AU (D1 + Atz (D17 < Coc” < C.

On déduit de (3.50)

Uy m, U2 demeurent dans un borné de L*°(0, T; Hg (Q))

u},, demeurent dans un borné de L>(0, T; L*(Q2)).

3.2.6 passage alalimite

Démonstration. D’apres (3.51) et (3.52)on peut extraire une suite u,, Uy, telle que :

ui, — u; dans L(0, T; Hy (Q)) faible étoile, i = 1,2

uy , — tidans L(0, T; L*(Q)) faible étoile,

Donc

u;, — u;dans L*(0, T; Hy (Q)) faible étoile,

uy , — t1dans L?(0, T; L (Q)) faible étoile,
donc u;, — u; dans H&(Q),d’aprés le théoreme 5
Uiy — u; dans LZ(Q) fort

soient ¢,1 < j < jo des fonctions C([0, TD,;(T)=0,et

Jo
v=) gjw;
=1

on déduit de (3.40) pour m = u = jo que

T T T
—fo (@)t + al(fo a(Aum,AW)dt—(l—v)fO (L(urp, w), Ddt

T T
_fo (L(ul,u;MZM)yU/)dt:j(; (f,w)de+ (u1,(0),9(0)

mais d’apres le lemme 5 :

T T
fO(L(ulp,uzp),U/)dl‘=f0 (L(y, uzy), ury)dte

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

Ly, uzy) — L(y, up) dans L*(Q) faible et u;, — u; dans L*(Q) fort ,on voit que si y tend

vers l'infinie
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3.2. PROBLEME Ps

T T T
fO(L(uly,uzu),u/)dt:j; (L(um,w),uz,vt)dt—>f0 (L(uy, up), w)dt

T T

par passage a la limite (3.56) devient :

T
—f (uy, v dt +ay
0

T T
f a(Auy, Ay)dt—(1 - v)f (L(ul,w),l)dt)
0 0

T T
_fo (L(u1,uz),1l/)dt=f0 (f,w)de+ (u1(0),9(0)) (3.58)

et cela Yy de la forme (3.56).

Par passage  la limite on en déduit que (3.57) a encore lié pour tout y € L?(0, T; Hg (Q)tel
que ' € L2(0, T; L?(Q)) et w(T) = 0.Cela montre que u; et u, sont liés par (5.1),(5.2) et que
uy (0) = uyy.

Il reste donc seulement a montrer (5.2).

On peut passer directement a la limite sur (3.43) (pour m = u) en notant quand que u;, —

u; dans L2 (Q) fort, on voit que si p tend vers 'infinie
L(uy, ) — L(uy, up) dans ®'(Q).
en effet si p € D(Q)
T T T
[ (L(uyy, ury), p)dt = f (L(uyy, @), wr)dt — f (L(uy, 1), p)dt
o o o
G linéaire continue on passe a la limite directement :
1 1
Uy (t) = _a_GZ(L(ulu(t)y u (1)) — —a—Gz(L(ul(t), uy (1)) = up (1)
2 2

Et comme l'injection de Hg (Q) dans V continue donc :

YveV

(u"y + a1 A% uy — L(uy, up), v) = (f, v)

a N’ uy — L(uy, up), v) = 0
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Conclusion

Nous avons traités dans ce mémoire le probléeme aux limites, modélisant les vibrations
d'une plaque mince simplement supportée ou encastrée.

Dans une premiere étape, nous sommes intéressés a l'inversibilité de I'opérateur bilapla-
cien, avec les conditions aux limites correspondantes.

Dans la deuxieme étape, on a ramené deux problemes non linéaire et on a démontré un

théoreme d’existence par la méthode de compacité.
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