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Résumé/Abstract

Résumé

Le sujet de ce mémoire est l’étude d’opérateur de Toeplitz, définie sur l’espace de

Bergman du disque unité. Deux questions soulevés dans ce travail sont les suivantes :

1. Sous quels conditions le produit de opérateurs de Toeplitz est-il un opérateur de

Toeplitz ?

2. Sous quels conditions le produit de deux opérateurs de Toeplitz commutent ?

Pour chacune des questions précédentes, nous commençons par donner des résultats de

travaux antérieurs, de plus donné des caractérisation sur les différents symboles de l’opé-

rateur de Toeplitz ainsi que le rang dans le produit d’opérateur de Toeplitz.

Abstract

The subject of this memory is the study of the Toeplitz operator, defined on the

bergman space on the unit disc. Two questions raised in this work are as follows :

1. Under which conditions the product of two Toeplitz operators is a Toeplitz opera-

tor ?

2. Under which conditions two toeplitz operator commute ?

For each of these two questions we start by discussing former work, and give some carac-

terizations about diffrent class of symbols, and so the rank of the product of Topeplitz

operator.
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Introduction

Le sujet de ce mémoire est l’étude des opérateurs de Toeplitz dans l’espace de Bergman

L2
a(D) du disque D, et ses propriétés multiplicatives. Soit φ une fonction bornée dans D,

on appelle opérateur de Toeplitz de symbole φ, et on note Tφ, l’opérateur défini par :

Tφ : L2
a(D) −→ L2

a(D)

f 7−→ Tφf = P (φf)

ou p est la projection orthogonale de L2(D, dA) sur L2
a(D)

• Dans le premier chapitre nous avons donné des rappels de ce qu’on a utilisé le long

de ce mémoire.

L’étude de l’opérateur de Toeplitz dans l’espace de Bergman, a commencé a partir des

années soixante-dix par McDonald et C.Sunberg. Il ont prouvé que l’opérateur Tφ sur

l’espace de Bergman L2
a(D), ou φ est continue sur D, est compact si et seulement si φ peut

être prolongé par continuité sur le disque unité fermé.

Depuis cela, les mathématiciens se sont intéressés par trouver des conditions nécessaires

et suffisantes pour le symbole φ tel que l’opérateur de Toeplitz Tφ borné et compact.

• C’est ce que nous avons vu dans le deuxième chapitre après avoir défini l’espace de

bergman L2
a(D) et son noyau, on énoncé une proposition importante qui assure que

Tφ est compact si son symbole est une fonction intégrable a support compact dans

D.

Plusieurs questions naturelles se posent. parmi elles, nous discuterons les deux questions

suivantes

• Dans troisième le chapitre : sous quelles condition le produit de deux opérateurs de

Toeplitz est il un opérateur de Toeplitz ?
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On a donc étudié trois cas de produit d’opérateurs de Toeplitz sur l’espace de

Bergman avec différents symboles : harmonique, quasihomogéne, le zero produit et

le rang de l’opérateur.

• Finalement dans le quatrième chapitre : sous quelles conditions deux opérateurs de

Toeplitz commutent-ils ?

Il était question dans ce dernier chapitre de donner quelques théorèmes importants

assurant la commutativité de deux opérateurs de Toeplitz, on a donc vu la commu-

tativité des opérateurs de Toeplitz avec symboles harmonique et quasihomogéne

ainsi que commutativité des opérateurs de Toeplitz analytiques.
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Chapitre 1

Rappels

1.1 Espace des fonctions holomorphes

Soit D = {z ∈ C : | z |< 1} le disque unité ouvert sur le plan complexe C.

Soit Ω est un ouvert de C.

Fonctions analytiques et anti-analytiques

Fonctions analytiques

Soit f une fonction f : Ω −→ C, on dit que f est analytique sur Ω si elle est dévelop-

pable en série entière en tout point de Ω, alors

∀z ∈ D, ∀z0 ∈ ϑz0 , f(z) =
∑
n≥0

an(z − z0)n

ou ϑz0 est le voisinage du point z0.

Corollaire 1.1.1. Soit f : Ω −→ C

f holomorphe dans Ω ⇔ f est développable en série entière convergente au voisinage de

chaque point de Ω.

Fonctions anti-analytiques

Soit f une fonction f : Ω −→ C, on dit que f est anti-analytique sur un ouvert de Ω,

lorsque f(z) est holomorphe (analytique) sur l’ouvert conjugué Ω̄, elle est donc analytique

en z̄.

4



1.1. ESPACE DES FONCTIONS HOLOMORPHES

L’espace A(D)

On note par A(D) l’espace des fonctions analytique sur D.

Définition 1.1.1. On dit que A(D) est muni de la topologie de la convergence uniforme

sur tout compact, pour toute suite (fn) converge vers f.

i.e : pour tout compact K de D, et tout ε > 0, il existe N tel que si n ≥ N ,

| fn(z)− f(z) |≤ ε (z ∈ K).

Formule de la moyenne

Si f est holomorphe au voisinage d’un disque D̄(z0, r), alors, pour tout entier n ≥ 0,

on a :

f (n)(z0)
n! = r−n

2π∫
0

f(z0 + reiθ)e−inθ dθ2π .

En particulier,

f(z0) =
2π∫
0

f(z0 + reiθ)dθ2π ,

ce qui signifie que f(z0) est égale a la valeur moyenne de la fonction f sur le cercle ∂D.

Fonctions harmoniques

Définition 1.1.2. Soit f une fonction f : Ω −→ C, on dit que f est harmonique sur Ω,

si f est de classe C2 sur Ω, et si ∆f ≡ 0 sur Ω, ou ∆f est le Laplacien de f défini par :

∆f = ∂2f

∂x2 + ∂2f

∂y2 .

Proposition 1.1.1. Toute fonction analytique et anti-analytique sur Ω est harmonique

sur Ω.

Remarque 1.1.1. Soit f : Ω −→ C, f est harmonique, si et seulement si <(f) et =(f)

sont harmoniques sur Ω.
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1.1. ESPACE DES FONCTIONS HOLOMORPHES

La remarque ci-dessus est une conséquence immédiate du fait que < (∆f) = ∆ (<(f))

et = (∆f) = ∆ (=(f)).

Théorème 1.1.1. Ω un ouvert simplement connexe de C, et soit f : Ω −→ R de classe

C2, si f est une fonction harmonique sur Ω, alors, il existe φ holomorphe sur Ω telle que :

<(φ) = f.

Corollaire 1.1.2. (Principe du maximum)

Soit Ω un ouvert connexe et soit f : Ω −→ R une fonction harmonique, si f admet un

maximum relatif sur Ω alors f est constante.

Lemme de Schwarz

Lemme 1.1.1. Soit f une fonction holomorphe dans le disque D = {z ∈ C | z |< 1}

vérifiant :

f(0) = 0 et | f(z) |≤ 1 dans D,

• on a | f(z) |≤| z | pour tout point z ∈ D | f ′(0) |≤ 1,

• si | f(a) |=| a | pour une certaine a 6= 0 ou si | f ′(0) |= 1 alors f(z) ≡ λz pour une

certaine constante λ de module 1.

Fonction Gamma

La fonction gamma est une fonction complexe qui prolonge la fonction factorielle a

l’ensemble des nombres complexes (excepté en certains points ).

Définition 1.1.3. Pour tout z ∈ C tel que : <(z) > 0, on définie Γ par :

Γ : z −→
+∞∫
0

tz−1e−tdt

Cet intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe où la partie réelle est stric-

tement positive .

Cette fonction peut être prolongé analytiquement en une fonction méromorphe sur l’en-

semble des nombres complexes, excepté pour z = 0,−1,−2,−3... qui sont des pôles. C’est

ce prolongement qu’on appelle "fonction Gamma", utilisant l’unicité du prolongement
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1.2. ESPACE DE HILBERT

analytique, on montre que la fonction prolongée vérifie encore l’équation fonctionnelle

Γ(n) = (n− 1)!, ce qui donne une définition simple a partir de l’intégrale en calculant de

proche en proche z − 1,z − 2 ect.

Théorème de Montel

Théorème 1.1.2. Soit (fn) une suite de fonctions dans H(Ω). On suppose que la suite

(fn) est uniformément bornée sur les compacts de Ω, autrement dit que pour tout compact

K ⊂ Ω, il existe une constante CK (indépendante de n ) telle que :

| fn(z) |≤ CKsur K pour tout n ∈ N.

Alors (fn) admet une sous suite qui converge uniformément sur les compacts de Ω vers

une fonction f ∈ H(Ω). Où H(Ω) est l’ensemble des fonctions holomorphe dans Ω.

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur K( R ou C), on appelle produit scalaire

sur E toute forme symétrique, bilinéaire et définie positive. C’est a dire :

< ., . >: E × E → R

x, y →< x, y > .

∀α, β ∈ R ∀x, x′, y ∈ E < αx+ βx′, y > = α < x, y > +β < x′, y > linéaire a gauche.

∀a, b ∈ R ∀x, y, y′ ∈ E < x, ay + by′ > = a < x, y > +b < x, y′ > linéaire a droite.

∀x, y ∈ E < x, y > =< y, x > symétrique.

∀x ∈ E < x, x > ≥ 0 definie positive(< x, x >= 0⇔ x = 0).

— On dit que le couple (E,< ., . >) est un espace prés-hilbertien, si E est un espace

vectoriel et < ., . > est un produit scalaire.

— Si l’espace E est de dimension fini on appelle (E,< ., . >) espace Euclidien, de

même, si a la place du corps R on prend C on aboutit a des espaces pré-hilbertien

complexes.

La proposition suivante fait le lien entre les espace pré-hilbertien et les espaces normés.

Proposition 1.2.1. Soit (E,< ., . >) est un espace pré-hilbertien alors l’expression

Hamdi Halima 7



1.2. ESPACE DE HILBERT

‖x‖ = √< x, x >,

définie une norme sur E, on dira que ‖.‖ est la norme associée au produit scalaire.

Définition 1.2.2. On appelle espace Hilbertien ou espace de Hilbert est un espace pré-

hilbertien complet.

Exemple 1.2.1. 1. R muni du produit scalaire Euclidien défini par :

∀x = (x1, x2, ..., xn) y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn,

on a :

< x, y >= x.y = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn.

2. Parmi les espaces Lp(R) seulement l’espace L2(R) est de Hilbert, et on a :

∀x = (x1, x2, ..., xn) y = (y1, y2, ..., yn) ∈ L2(R),

on a :

< x, y >=
n∑
i=1

xiyi.

3. L’espace L2(Ω,Σ, µ)constitue par les fonctions carré intégrale muni du produit sca-

laire :

∀f, g ∈ L2(µ) < f, g >=
∫
Ω

f(x)g(x)dµ(x),

c’est l’un des important exemples d’espace de Hilbert, la norme associée est :

‖ f ‖=
√
< f, f > = (

∫
Ω

| f(x) |2 dµ(x)) 1
2 .

Théorème de représentation de Riesz

Soit H un espace de Hilbert sur R ou C . T est un opérateur linéaire et continue sur

H (opérateur borné de H dans le corps R ou C ).

Théorème 1.2.1. Si T est un opérateur linéaire continu sur l’espace de Hilbert H, alors

il existe g ∈ H, pour tout f ∈ H on a :

T (f) =< f, g >,

Hamdi Halima 8



1.2. ESPACE DE HILBERT

de plus

‖ T ‖=‖ g ‖ .

( ou ‖ T ‖ est la norme de l’opérateur T et ‖ g ‖ la norme de l’espace de Hilbert de g ).

Démonstration. Supposons que H est séparable et démontrons ce théorème sur R, comme

H est séparable on peut choisir une base orthonormal {φj}j>1 de H.

Soit T est un opérateur linéaire continue et posons aj = T (φj), soit cj = 〈f, φj〉, et

fn =
n∑
j=1

cjφj, comme φj forme une base, et T est linéaire alors :

T (fn) =
n∑
j=1

ajcj, (1.1)

et on sait que :

‖ f − fn ‖
n−→+∞−→ 0,

comme T est borné on a :

‖ T (f)− T (fn) ‖6‖ T ‖‖ f − fn ‖ (1.2)

car ‖ f − fn ‖n−→+∞−→ 0 donc de l’égalité (1.1) et l’inégalité (1.2)

T (f) = lim
n→+∞

T (fn) =
∞∑
j=1

ajcj, (1.3)

montrons que aj sont carrés sommable | T (f) |6‖ T ‖‖ f ‖ on a :

|
n∑
j=1

cjaj |6‖ T ‖

 ∞∑
j=1

(cj)2

 1
2

, (1.4)

l’équation (1.4) doit être vérifier pour toute cj carré sommable, posons N un entier positif

et posons :

cj =


aj si j ≤ N

0 si j > N.

Il est clair que comme la suite est carré sommable, donc l’équation (1.4) est obtenue.

|
N∑
j=1

(aj)2 |≤‖ T ‖

 N∑
j=1

(aj)2

 1
2
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1.2. ESPACE DE HILBERT

 N∑
j=1

(aj)2

 1
2

≤‖ T ‖ (1.5)

alors aj est carré sommable car la suite des sommes partiels est borné,

comme aj est carré sommable, la fonction g = ∑
j
ajφj est bien définie comme élément de

H et :

T (f) =
∑
j

ajcj =< f, g > .

Finalement l’équation (1.5) nous donne ‖ g ‖≤‖ T ‖ mais d’après Cauchy -Schwarz on a

aussi :

| T (f) |=|< f, g >|≤‖ f ‖‖ g ‖,

où

| T (f) |
‖ f ‖

≤‖ g ‖⇒‖ T ‖≤‖ g ‖,

donc

‖ T ‖=‖ g ‖ .

Espace de Lebesgue

1. On note par F = {f : A → R integrable au sens de lebesgue }, ou A est un

ensemble mesurable.

On sait que F est un espace vectoriel

N :A→ R+

f 7−→ N(f) =
∫
A

| f(x) | dµ.

N est une semi norme car :

i. N(f + g) ≤ N(f) +N(g)

ii. N(λf) =| λ | N(f)

iii. N(0) = 0.

Hamdi Halima 10



1.2. ESPACE DE HILBERT

On définie sur F la relation d’équivalence suivante :

f, g ∈ F f v g ⇐⇒ f(x) = g(x) p.p,

F/ v est un espace vectoriel quotient, tel que sa norme :

‖‖ :F/ v−→ R+

f 7−→ ‖f‖ =
∫
A

| f(x) | dµ.

Définition 1.2.3. (F/ v, ‖ . ‖) est un espace normé, cet espace est appelé espace

de Lebesgue.

Notations

F/ v= L1(A).

f ∈ L1(A) ‖ f ‖=
∫
A
| f(x) | dµ.

2. Soit F =
{
f : A −→ R

∫
A
f 2(x)dµ existe

}
F est un sous espace vectoriel, il suffit montrer que

∫
A

(f(x) + g(x))dµ existe.

Mais :

(|f(x)| − |g(x)|)2 = f 2(x) + g2(x)− 2|f(x)||g(x)| ≥ 0

⇒| f(x) || g(x) |≤ 1
2
(
f 2(x) + g2(x)

)
.

Si f, g sont dans F alors f, g sont intégrables.

(f(x) + g(x))2 = f 2(x) + g2(x) + 2f(x)g(x) ⇒
∫
A

(f(x) + g(x))2dµ existe,

de plus si f ∈ F c’est-a-dire
∫
A
f 2(x)dµ existe

λ ∈ R on a λf ∈ F car∫
A

(λf(x))2dµ = λ2
∫
A

f 2(x)dµ existe.

On va munir F d’une semi norme :

F :A→ R+

f 7−→ (
∫
A

f 2(x)dµ) 1
2 =‖ f ‖,
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1.3. OPÉRATEUR DE DÉCALAGE

cette application n’est pas une norme car :

(
∫
A

f 2(x)dµ) 1
2 = 0⇒‖ f ‖= 0 ; f = 0.

Considérons l’espace vectoriel quotient suivant :

F/ v=

f f : A −→ R
∫
A

f 2(x)dµ < + ∝

 .
L’espace F/ v est un espace vectoriel normé sa norme est :

‖ f ‖= (
∫
A

f 2(x)dµ) 1
2 .

Notations

1. L’espace de Lebesgue (F ‖ . ‖) est noté L2(A), espace de Lebesgue il est important

de noté que si f ∈ L2(A), alors f ∈ L1(A).

2. On peut de la même manière définir Lp(A) ou 1 < P < +∞

Lp(A) =

f f : A −→ R
∫
A

(| f(x) |)pdµ < + ∝

 ,
muni de la nome :

‖ f ‖ = (
∫
A

(| f(x) |)pdµ)
1
p ).

1.3 Opérateur de décalage

Pour tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie et isomorphe a l’espace `2(I)

des suites carré sommable a valeur dans K, indexées par un ensemble I infini dénombrable

I = N ou Z.

Définition 1.3.1. Le décalage a droite ou shift est l’opérateur :

S : `2(N) −→ `2(N)

(an)n∈N 7−→ (0, a0, ...) .
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1.4. SOUS ALGÈBRE

Le shift a droite S est une isométrie non surjective, son image est l’ensemble de suite de

`2(N) de premier terme nul.

Son adjoint est :

S∗ : `2(N) −→ `2(N),

(an)n∈N 7−→ (a1, a2, ...) .

Définition 1.3.2. Le décalage bilatéral est l’opérateur :

W : `2(Z) −→ `2(Z)

(an)n∈Z 7−→ (an−1)n∈Z .

Le shift a droite S est donc la restriction du shift bilatéral W a `2(N).

1.4 Sous algèbre

K désigne un corps commutatif.

Soit E un ensemble muni de deux lois internes ⊕, et ⊗, et d’une loi externe opérateurs

dans (K, .).

Définition 1.4.1. (E,⊕,⊗, .) est une algèbre sur le corps K lorsque :

— (E,⊕,⊗, ) est espace vectoriel sur K

— la loi ⊗ est associative et admet un élément neutre (qu’on note 1E)

— la loi ⊗ est distributive sur la loi ⊕

— pour tous u, v ∈ E et tout λ ∈ K

(λu)⊗ v = u⊗ (λv) = λ(u⊗ v).

Définition 1.4.2. Une sous algèbre d’une algèbre sur K (E,⊕,⊗, .) c’est une partie F de

E qui contient 1E et qui est stable pour chacune des trois lois, c’est-a-dire :

— 1E ∈ F

— ∀(u, v) ∈ F 2 u⊕ v ∈ F et u⊗ v ∈ F

— u ∈ F ∀λ ∈ K λu ∈ F .
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Chapitre 2

Opérateur de Toeplitz dans l’espace

de Bergman

Dans ce chapitre nous commençons par définir l’espace de L2
a(D) et donner quelques

propriétés sur ce dernier, puis voir l’opérateur de Toeplitz sur l’espace de Bergman et

énoncer quelques propositions sur son symbole .

La mesure de Lebesgue normalisée sur D, est notée par dA :

dA = 1
π
dxdy = 1

π
rdrdθ, z = x+ iy = reiθ.

Noyaux reproduisant

Un espace Hilbertien des fonctions analytique sur D est un sous espace H de A(D)

H −→ A(D)

est continue, i.e : pour tout compact K ∈ D il existe c une constante c = c(K) telle que :

∀f ∈ H ∀z ∈ K | f(z) |≤ c ‖ f ‖ .

Soit H un espace Hilbertien des fonctions analytiques sur D. pour z ∈ D, l’application

H −→ C

f 7−→ f(z)

14



est continue. Donc d’après le théorème de représentation de Riesz, il existe une unique

fonction Kz ∈ H telle que :

f(z) =< f,Kz > (f ∈ H).

Propriétés 2.0.1. 1. Kz(w) est hermitien et de type positif

2. Kz(w) ≥ 0 ∀z ∈ D

3. Kz(z) = 0 si et seulement si f(z) = 0 ∀f ∈ H.

— K est dit hermitien si :

Kw(z) = Kz(w)

Kz(w) =< Kz, Kw > = < Kw, Kz > = Kw(z).

— K est dit de type positif si :

∀z1, ..., zn ∈ D, ∀α1, ..., αn ∈ C,
n∑

j,k=1
Kzj(zk)αjαk ≥ 0

n∑
j,k=1

Kzj(zk)αjαk =
n∑

j,k=1
< Kzj , Kzk > αjᾱk =‖

n∑
j=1

αjKzj ‖2≥ 0.

— Kz(z) =‖ Kz ‖2≥ 0.

Proposition 2.0.1. Pour toute base Hilbertienne en de H,

Kz(w) =
∑
n≥0

en(w)en(z),

la convergence étant absolue et uniforme sur tout compact de D× D.

En particulier le noyau est indépendant du choix de la base Hilbertienne.

Démonstration. H est un espace de Hilbert séparable ce qui assure l’existence de la base

orthonormée {en}+∞
n=1 tel que :

< en, em >=


1 si n = m

0 si n 6= m.

Toute fonction f ∈ H a un unique développement f(z) =
∞∑
n=0

anen converge en norme

donc, converge uniformément sur D.

sup


[ ∞∑
n=1
| en(z) |2

] 1
2
 = sup

z∈k

|
+∞∑
n=1

anen(z) |:
[+∞∑
n=1
| an |2

] 1
2

= 1


= sup {| f(z) | ‖ f ‖= 1} ≤ Ck.
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2.1. ESPACE DE BERGMAN L2
A(D)

Il vient que la série
+∞∑
n=1

en(w)en(z) converge uniformément si z, w ∈ D.

Si f ∈ H alors f =
+∞∑
n=1

< f, en > en. La série converge dans H, donc converge uniformé-

ment sur les compact de D.

En particulier, si z ∈ D, alors :

f(z) =
+∞∑
n=1

< f, en > en(z) =< f,
+∞∑
n=1

en(z)en >

=< f(.),
+∞∑
n=1

en(z)en(.) > .

Puisque
+∞∑
n=1

en(z)en(.) ∈ H, alors l’unicité de Représentation de Riesz montre que :

Kz(w) =
+∞∑
n=1

en(z)en(w).

De l’inégalité ( q∑
n=p
| en(z) || en(w) |

)2

≤
q∑

n=p
| en(z) |2

q∑
n=p
| en(w) |2

il résulte que la convergence est absolue et uniforme sur tout compact D× D.

2.1 Espace de Bergman L2
a(D)

Soit L2(D, dA) l’espace des fonctions f définies sur le disque D telles que :

‖ f ‖=
∫
D

| f |2 dA < +∞.

Ce qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire usuel donné par :

< f, g >=
∫
D

fḡdA.

On définis l’espace de Bergman L2
a(D) comme étant l’ensemble des fonctions analytique

sur D qui sont carré intégrable par rapport a la mesure dA.

L2
a(D) = A(D) ∩ L2(D, dA).

Lemme 2.1.1. Soit C(D) l’espace des fonctions continues sur D. Pour tout compact K

de D, l’application restriction définie par :
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2.1. ESPACE DE BERGMAN L2
A(D)

(
L2
a(D), ‖ . ‖

)
−→

(
C(D), sup

z∈K
| . |

)

f 7−→ f/K

est continue.

Démonstration. Soit K un compact de D, ε = 1
2dist (K, ∂D) et z0 quelconque dans K. Il

est clair que :

B (z0, ε) = {z0 ∈ C | z − z0 |≤ ε} ⊂ D

soit f ∈ L2
a(D). Comme la fonction f est analytique dans D, alors elle est développable

en série entière dans D. Soit R > ε tel que : D(z0, R) ⊂ D, alors il existe une unique suite

(an)n≥0 de nombre complexe telle que pour tout z ∈ D(z0, R),f(z) = ∑
n≥0

an(z − z0)n. La

convergence de cette série vers f(z) est uniforme surB (z0, ε). D’où :

∫
D

| f(z) |2 dA(z) ≥
∫

B(z0,ε)

| f(z) |2 dA(z),

=
∫

B(z0,ε)

| an |2| z − z0 |2 dA(z).

Grâce a la convergence uniforme de la série entière vers f(z) on peut intervenir les signe∑ ∫
et on obtient :

∫
D

| f(z) |2 dA(z) ≥
∑
n≥0

 ∫
B(z0,ε)

| an |2| z − z0 |2 dA(z)

 ,
≥| a0 |2 mes

(
B (z0, ε)

)
,

=| f(z0) |2 mes
(
B (z0, ε)

)
,

où mes
(
B (z0, ε)

)
est la mesure de la boule fermé

(
B (z0, ε)

)
. Puisque le z0 est choisi

arbitrairement dans K, on obtient :

sup | f(z) | sup
z∈k

[mes(B(z, ε))]
1
2 ≤‖ f ‖2 .
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2.1. ESPACE DE BERGMAN L2
A(D)

Remarque 2.1.1. Le lemme 2.1.1 peut être démontrer par la méthode suivante :

∀z ∈ D, soit rz = 1− | z |, alors la propriété de la valeur moyenne appliquer a la fonction

f ∈ L2
a(D) permet d’écrire voir [5]

f(z) = 1
(rz)2

∫
|z−w|<rz

f(w)dA(w),

d’où :

| f(z) |= 1
(rz)2

∫
|z−w|<rz

| f(w) | dA(w) ≤ ‖ f ‖2

(rz)2 = ‖ f ‖2

(1− | z |)2 .

Il vient que pour tout compact K de D

sup {| f(z) | z ∈ K} ≤ sup
{

1
(1− | z |)2 z ∈ K

}
‖ f ‖2

≤ 1
[dist(K, ∂D)]2 ‖ f ‖2 .

Proposition 2.1.1. L2
a(D) est un sous-espace fermé de L2(D, dA).

Démonstration. Soit (fn)n une suite de Cauchy, pour la norme ‖ . ‖2 dans L2
a par le lemme

précédent la suite (fn)n est aussi de Cauchy pour la topologie de A(D) et alors pour tout

compact K de D, on a :

sup
z∈K
| fn(z)− fm(z) |n,m−→+∞−→ 0.

A(D) est complet pour la convergence uniforme sur les sous-ensembles compact de D alors

il existe f ∈ A(D) telle que :

sup
z∈K
| fn(z)− f(z) |n−→+∞−→ 0 ∀K compact de D. (2.1)

D’autre part L2(D, dA) est un espace de Hilbert, il existe une fonction g ∈ L2(D, dA) telle

que :

‖ fn − g ‖
n−→+∞−→ 0.

Quitte a extraire une sous suite (fn)n qu’on notera encore (fn)n, on a :

fn
n−→+∞−→ 0 pp. (2.2)

(2.1) et (2.2) donnent f = g p.p et donc f ∈ L2
a(D) ce qui prouve que L2

a(D) est donc

sous-espace fermé de L2(D, dA).
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2.2. OPÉRATEUR DE TOEPLITZ SUR L2
A(D)

Du lemme 2.1.1, on obtient en particulier que l’application évaluation de L2
a(D) qui

est un espace de hilbert dans C qui a toute fonction f lui associe sa valeur au point z, est

borné .

D’où d’après le théorème de représentation de Riesz, il existe une unique fonction

Kz ∈ L2
a(D) telle que : ∀f ∈ L2

a(D)

f(z) =
∫
D

f(w)Kz(w)dA(w).

Nous allons utiliser la proposition 2.0.1 pour donner explicitement l’expression du noyau

reproduisant de L2
a(D), en effet les fonctions

en(z) =
√
n+ 1zn n ∈ N,

constituent une base Hilbertienne de L2
a(D) et alors :

Kz(w) =
∞∑
n=0

(n+ 1)znwn = 1
(1− z̄w)2 .

2.2 Opérateur de Toeplitz sur L2
a(D)

Comme L2
a(D) est un sous espace fermé de l’espace de Hilbert L2(D, dA), le théorème

de la projection orthogonale donne :

L2(D, dA) = L2
a(D)⊕ (L2

a(D))⊥

ou (L2
a(D))⊥ est le complement orthogonale de l’espace de Bergman. Alors il existe une

projection orthogonale de L2(D, dA) dans L2
a(D), notée par P , définie par :

P (u+ v) =


u si u ∈ L2

a(D)

v si v ∈ (L2
a(D))⊥.

Alors P (f) ∈ L2
a(D) pour toute f ∈ L2(D, dA), on peut alors utiliser la noyau reproduisant

Kz(w) pour donner une formule explicite de Pf :

Pf(z) =< Pf,Kz >=< f, PKz >=< f,Kz >=
∫
D

f(w)
(1− wz)2dA(w).

(f − Pf) est orthogonale a Kz ∈ L2
a(D) l’opérateur de projection P est dit opérateur de

projection de Bergman. Initialement la projection de Bergman P est définie sur L2(D, dA),
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2.2. OPÉRATEUR DE TOEPLITZ SUR L2
A(D)

mais l’intégrale précédente a un sens si f ∈ L1(D, dA), ce qui étend le domaine de P

a L1(D, dA), en particulier en peut appliquer P a toute fonction dans Lp(D, dA) pour

1 < p < +∞.

Remarque 2.2.1. La projection de Bergman satisfait les propriétés suivantes :

1. P est une projection bornée de L2(D, dA) dans L2
a(D).

2. P ∗ = P, et P 2 = P.

3. ‖ P ‖= 1, ou ‖ . ‖ est l’opérateur de norme.

4. Soient n et m deux entier non négatifs alors :

P (zn, z̄m) =


n−m+1
n+1 zn−m si n ≥ m

0 si n < m.

Étant donné une fonction φ bornée sur le disque D, on définie l’opérateur de Toeplitz

Tφ sur L2
a(D) par :

Tφ : L2
a(D) −→ L2

a(D)

f 7−→ Tφf = P (φf),

où φ est dite symbole de l’opérateur Tφ.

— Si f ∈ L2
a(D), alors Pf = f , est donc ‖ Pf ‖2=‖ f ‖2, donc ‖ P ‖= 1, d’où

‖ Tφ ‖≤‖ φ ‖∞.

— La représentation intégrale de P nous permet de voir Tφ comme l’opérateur inté-

grale suivant :

Tφf(z) = P (φf)(z) =< φf,Kz >=
∫
D

φ(w)f(w)
(1− wz)2 dA(w).

Proposition 2.2.1. 1. L’opérateur de Toeplitz de symbole la fonction qui vaut 1 sur

D est l’identité de L2
a(D).

2. ∀λ ∈ C f, g ∈ L∞(D) Tλf+g = λTf + Tg.

3. Tφ = 0 si et seulement si φ = 0.

4. Tφ̄ est l’adjoint de Tφ.
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2.2. OPÉRATEUR DE TOEPLITZ SUR L2
A(D)

Démonstration. 1.

Tφ : L2
a(D) −→ L2

a(D)

f 7−→ Tφf = P (φf)

on a :φ = 1

T1f = P (1f) = p(f) = f.

2. ∀λ ∈ C ∀f, g ∈ L∞(D)

Tλf + g(h) = p((λf + g)h)

= p(λfh+ gh)

= λp(fh) + p(gh)

= λTf (h) + Tg(h).

3. Si Tφ est nul alors pour tout m et n dans N dans on a :

< Tφz
n, zm > =< p(φzn), zm >

=< φzn, zm >

=< φ, zmzn >

= 0.

D’où φ est orthogonale a l’ensemble des polynômes en(z, z) or, cet ensemble est

dense dans L2(D, dA)et donc φ est nulle.

Soit φ ∈ L1(D, dA) et considérons l’opérateur T̃φ appelé aussi opérateur de Toeplitz défini

sur A∞(D) :

T̃φf(z) =< φf,Kz >=
∫
D

φ(w)f(w)
(1− zw)2 dA ∀z ∈ D (2.3)

puisque la projection P de Bergman peut s’étendre à L1(D, dA), il vient pour tout

f ∈ A∞(D)l’écriture T̃φf(z) = p(φf) a un sens, comme A(D) est dense dans L2
a(D), et

si T̃φ est bornée alors T̃φ se prolonge par continuité sur L2
a(D). Quand c’est le cas nous

noterons tout simplement Tφ pour designer T̃φ .
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2.2. OPÉRATEUR DE TOEPLITZ SUR L2
A(D)

— Dans la suite nous allons montrer que si φ est une fonction intégrable sur D et a

support compact K ⊂ D. Alors l’opérateur T̃φ est non seulement borné mais aussi

compact ( la preuve de cette assertion nécessite l’introduction des automorphisme

du disque unité D).

— On rappelle qu’un automorphisme du disque unité est une application bijective

biholomorphe de D dans D, tout automorphisme ϕ de D peut s’écrire comme

ϕ(z) = ϕa(ξz), ou ϕ(0) = a ∈ D, et, | ξ |= 1

ϕa(z) := a− z
1− az .

Le Jacobien de l’application ϕa est :

dA(ϕa(z))
dA(z) = |ϕ′a(z)|2 = |1− (a)2|2

|1− az|4 ,

d’autre part l’inverse ϕ−1
a de l’automorphisme ϕa n’est autre que ϕa lui même.

L’ensemble des automorphisme du disque, aussi groupe de Möbius est noté Aut (D).

Proposition 2.2.2. Si φ est une fonction intégrable et a support compact dans D, alors

Tφ est compact.

Démonstration. Soit (fn) une suite bornée dans L2
a(D). Pour z ∈ D,

on définie ϕz ∈ Aut(D) par :

ϕz(w) = z − w
1− zw, ∀w ∈ D.

Comme les fonctions fz sont analytiques et donc harmonique sur D, alors en particulier

elles vérifient la propriété de la valeur moyenne invariante a savoir :

fn(z) = fn(ϕz(0)) =
∫
D

fn(ϕz(w))dA(w),

le changement de variable y = ϕz(w) donne :

fn(z) =
∫
D

fn(y)(1− | z |2)2

| 1− zy |4 dA(y).

Or

(1− | z |2)2

| 1− zy |4 ≤
1− | z |2

(1− | z |)4 ≤
1

(1− | z |)4 ,
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2.3. TRANSFORMATION DE BEREZIN

donc pour tout n on a :

| fn(z) |=
∫
D

| fn(y) | 1
(1− | z |)4dA(y).

Pour tout compact K de D, il existe 0 < rk < 1 tel que K soit inclus dans le disque fermé

D(0, rk) et alors pour tout rk on a :

1
(1− | z |)4 ≤

1
(1− rk)4 , ∀z ∈ K.

Par la suite pour tout entier n et tout compact K de D il existe 0 < rk < 1 tel que :

sup
z∈K
| fn(z) |≤ 1

(1− rk)4 ‖ fn ‖1 .

D’où pour tout compact K de D on a :

sup
n

(sup
z∈K
| fn(z) |) ≤ 1

(1− rk)4 sup
n
‖ f ‖1 .

D’après le théorème de Montel la suite fn admet une sous suite (fni), qui converge uni-

formément sur tout les compact K de D vers une fonction f analytique sur D.

Soit Kφ le support compact de la fonction φ il vient que :

‖ φfni − φf ‖2 = (
∫
Kφ

| φ(z) |2| fni(z)− f(z) |2 dA(w)) 1
2

≤‖ φ ‖2 sup
z∈Kφ

| fni(z)− f(z) |,

comme sup
z∈Kφ

| fni − f(z) |−→ 0 quand ni −→ +∞ alors φfni −→ φf en norme ‖ . ‖2,

d’autre part la projection de Bergman P est continue sur L2
a(D) donc P (φfni) converge

vers P (φf) en norme ‖ . ‖2 quand ni −→ +∞ i.e Tφfni −→ Tφf dans L2
a(D) donc Tφ est

bien un opérateur compact.

— Dans la suite nous allons quelques situation pour affirmer que l’opérateur de Toe-

plitz est borné.

2.3 Transformation de Berezin

Soit f ∈ L1(D, dA) et z ∈ D la transformation de Berezin de f est l’opérateur intégrale

définie par :

Bf(z) =< fkz, kz >=
∫
D

f(w)(1− | z |2)2

| 1− zw |4 dA(w), (2.4)
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2.3. TRANSFORMATION DE BEREZIN

ou kz(w) = (1− | z |2)2. Kz(w) est le noyau de Bergman normalisé de L2
a il est important

de signaler que le noyau kz possède une propriété fort intéressante qui est la suivante :

Proposition 2.3.1. kz tend vers 0 faiblement quand | z | tend vers 1.

Démonstration. Pour tout polynôme analytique P sur D, on a :

< P, kZ >= (1− | z |2) < P,Kz >= (1− | z |2)P (z). (2.5)

Il est clair que cette dernière expression tend vers 0 quand | z | tend vers 1.

Comme l’ensemble des polynômes analytique est dense dans L2
a(D) alors < f, kz >−→ 0

quand | z |−→ 1 pour toute f ∈ L2
a(D), et par conséquent kz tend faiblement vers 0 quand

| z |−→ 1.

Cette propriété nous sera d’une grande utilité plus tard quand nous annoncerons un

deuxième résultat sur la continuité des opérateurs de Toeplitz d’après (2.5) il vient que :

Bf = Bf,

etf ≥ 0⇒ Bf ≥ 0.

Proposition 2.3.2. La transformation de Berezin est injective.

Démonstration. soit f ∈ L1(D, dA) telle que Bf = 0, Pour tout z ∈ D, on pose :

F (z) =
∫
D

f(w)
(| 1− zw |)2dA(w) = 1

(1− | z |2)2Bf(z).

Par hypothèse, pour tout z ∈ D, Bf(z) = 0. Ainsi, F (z) = 0 et donc

∂n+mF

∂zn∂zm
(0) = 0.

Pour tout z ∈ D et w ∈ D, on a :

∂

∂z

[
1

| 1− zw |2

]
= ∂

∂z

[
1

(1− zw)(1− zw)

]

= 1
1− zw.

∂

∂z

[ 1
1− zw

]
= 1

1− zw.
w

(1− zw)2 .

En dérivant m fois par rapport a z̄, on obtient :

∂

∂zm

[
1

(1− zw)2

]
= 1

1− zw.
m!wn

(1− zw)m+1 .
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De la même manière, en dérivant n fois par rapport a z, il vient que

∂

∂zn

[
∂

∂zm
1

(1− zw)2

]
= n!wn

(1− zw)n+1 .
m!wm

(1− zw)m+1 .

D’où

∂n+mF

∂zn∂zm
(0) =

∫
D

m!n!wmw−nf(w)dA(w) = 0. (2.6)

Comme les polynômes en (z, z) sont dense dans L2(D, dA), alors l’équation (2.6) implique

que la fonction f est orthogonale a l’ensemble des polynômes en (z, z) et donc ‖ f ‖2= 0

et par la suite ‖ f ‖1= 0.

La transformation de Berezin est étroitement liée aux automorphismes du disque D.

En effet en effectuant dans (2.5) la changement de variables

w = ψz(y),

il vient que :

Bf(z) =
∫
D

f(ψz(y))dA(y).

Ainsi l’équation (2.5) est équivalente a :

Bf(z) =
∫
D

f(ψ(w))dA(w), pour tout ψ ∈ Aut(D) tel que ψ(0) = z.

Une autre propriété importante de la transformation de Berezin est donnée par la propo-

sition suivante : elle nous permet de trouver des astuces de calcul de quelques transfor-

mations de Berezin en général difficile a faire.

Proposition 2.3.3. Pour tout ψ ∈ Aut(D) et toute fonction f ∈ L1(D, dA)

B(f ◦ ψ) = (Bf) ◦ ψ.

Démonstration. Soit δ ∈ Aut(D) et z ∈ D. On pose :

ψz(w) = z − w
1− zw

et donc

ψδ(z)(w) = δ(z)− w
1− δ(z)w
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il vient que

ψδ(z) ◦ δ ◦ ψz(0) = ψδ(z)(δ(z)) = 0

ψδ(z) ◦ δ ◦ ψz ∈ A(D)

ψδ(z) ◦ δ ◦ ψz(D) = D et ψδ(z) ◦ δ ◦ ψz est bijective.

D’où d’après le lemme de Schwarz, il existe une constante complexe c de module 1 tel que

pour tout w ∈ D

ψδ(z) ◦ δ ◦ ψz(w) = cw

pour f ∈ L1(D, dA), on a :

B(f ◦ δ) =
∫
D

(f ◦ δ)(y)(1− | z |2)2

| 1− zy |4 dA(y).

En effectuant un changement de variable y = ψz(w) on obtient :

B(f ◦ δ)(z) =
∫
D

(f ◦ δ ◦ ψz)(w)dA(w)

=
∫
D

(f ◦ ψδ(z) ◦ ψδ(z) ◦ δ ◦ ψz)(w)dA(w)

=
∫
D

(f ◦ ψδ(z))(cw)dA(w)

=
∫
D

(f ◦ ψδ(z))(u)dA(u)

= Bf(δ(z))

= Bf ◦ δ.

Lemme 2.3.1. La transformation de Berezin laisse invariant les fonctions harmonique.

Démonstration. Si f ∈ L1(D, dA) est une fonction harmonique sur D alors f ◦ψ est aussi

harmonique pour tout ψ ∈ Aut(D). D’après la propriété de la valeur moyenne, pour tout

ψ ∈ Aut(D) tel que ψ(0) = z, on a :

f(z) = f ◦ ψ(0) =
∫
D

f ◦ ψ(w)dA(w) = Bf(z)
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soit φ ∈ L1(D, dA) il est simple de voir a travers (2.5) que :

Bφ(z) =< φkz, kz >=< φkz, Pkz >=< P (φkz), kz >=< Tφkz, kz > .

Proposition 2.3.4. Si φ ∈ L1(D, dA) est une fonction harmonique sur D alors Tφ est

borné si et seulement si φ est borné. Et Tφ est compact si et seulement si φ est nulle.

Démonstration. Il est clair que si φ est borné (resp φ est nulle ) alors Tφ est borné (resp

Tφ nul dans un compact ).

Réciproquement, si Tψ est borné, et comme Kz est unitaire dans L2
a(D) alors pour tout

z ∈ D

| Bφ(z) |=|< Tφkz, kz >|≤‖ Tφ ‖ .

Or φ est harmonique i.e. Bφ = φ, car B laisse invariant les fonctions harmoniques, et

donc φ est bornée .

Si Tφ est compact, comme kz tend vers 0 faiblement quand | z | tend vers 1,

alors φ(z) = Bφ(z) =< Tφkz, kz > tend vers 0 quand | z | tend vers 1.

D’où d’après le principe du maximum, φ est nulle sur D.

* Si φ est une fonction continue sur D Alors Bφ est continue sur D et φ coïncide avec

Bφ sur ∂D de D. En effet si z0 ∈ ∂D alors l’automorphisme ψz(w) tend vers z0

quand z tend vers z0 pour tout w ∈ D. Par le théorème de la convergence dominé

de Lebesgue, on a :

Bφ(z) = lim
z→z0

∫
D

φ ◦ ψz(w)dA(w) = φ(z0).

Ceci nous ramène a un troisième résultat sur la compacité des opérateurs de Toe-

plitz.

Proposition 2.3.5. Si φ est une fonction continue sur D alors Tφ est compact si et

seulement si φ est nulle sur ∂D.

Démonstration. Si φ est continue sur D Et nulle sur ∂D alors il existe une suite (φn) de

fonction continues a support compact sur D telle que :

‖ φ− φn ‖∞−→ 0 (n −→ +∞).
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Or

‖ Tφ − Tφn ‖=‖ Tφ−φn ‖≤‖ φ− φn ‖∞ .

D’où la suite des opérateurs (Tφn) tend fortement vers Tφ quand n −→ +∞ puisque les

opérateurs Tφn sont compact donc Tφ est un opérateur compact.

Réciproquement Tφ est compact alors Bφ(z) =< Tφkz, kz > tend vers 0 quand | z |−→ 1

car kz converge faiblement vers 0 (| z |−→ 1). Ainsi φ = 0 sur ∂D, puisque Bφ = φ sur

∂D.
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Chapitre 3

Produits d’opérateurs de Toeplitz

sur l’espace de Bergman

3.1 Opérateurs de Toeplitz a symbole harmonique

La question posé sur le produit des opérateurs de Toeplitz est : Si Tf et Tg sont des

opérateurs de Toeplitz sur L2
a(D), le produit de ces deux opérateurs est-il un opérateur

de Toeplitz sur L2
a(D) ? Sous quels conditions l’égalité est vérifier ?

Les résultats de P.Ahren et C̆uc̆ković [14] sont déclarés dans le théorème suivants :

Théorème 3.1.1. Si f et g sont deux fonctions harmoniques bornées, et h est bornée sur

C 2 , une fonction bornée avec un Laplacien invariant, alors TfTg = Th si et seulement si

f et g sont analytiques, et fg = h.

— Rappelons que Laplacien invariant, est souvent noté ∆̃ = (1− | z |2)2∆, ou ∆ =
∂2

∂z∂z
est Laplacien.

Définition 3.1.1. Une fonction F ∈ L1(D, dA) est dite presque bornée si il existe ρ < 1

telle que F est intégrable sur le disque compact disk {| z |≤ ρ} , et bornée sur la couronne

{z ∈ D ρ <| z |< 1}.

Si tout ρ existe, alors avec la linéarité de l’opérateur de Toeplitz par rapport a son symbole,

TF peut être écrite ainsi : TF = TFχ{|z|≤ρ} + TFχ{ρ<|z|<1} . Comme TFχ{|z|≤ρ} est une fonction

intégrable avec support compact, TFχ{|z|≤ρ} n’est pas seulement borné mais aussi compact,
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D’autre part TFχ{ρ<|z|<1} est clairement un opérateur borné car son symbole Fχ{ρ<|z|<1} est

borné. Alors TF est borné comme somme deux opérateurs bornés.

— Pour les opérateurs de Toeplitz définis sur L2
a(D), il existe deux fonctions φ et ψ

∈ L1(D, dA) tel que Tφ et Tψ sont bornés et leurs produit TφTψ est un opérateur

de Toeplitz mais ni φ ni ψ sont analytiques .

Néanmoins on peut obtenir un théorème de type Brown-Halmos [2] en exigeant

des symboles vérifiant des conditions bien précises.

Si φ est fonction harmonique bornée sur D, alors il existe deux fonctions φ1 et φ2 analytique

telle que :

φ = φ1 + φ2.

La décomposition est unique si φ2(0) = 0, et φ1 et φ2 ne sont pas nécessairement bornées

mais elles sont dans l’espace de Bloch.

On rappelle que l’espace de Bloch est l’ensemble des fonctions analytiques f sur D telle

que :

sup
{

(1− | z |2) | f ′(z) |: z ∈ D
}
< +∞

φ peut s’écrire telle que : φ = u + iv, telle que u = <(φ) et v = =(φ) sont des fonctions

réelles harmoniques.

Comme toute fonctions réelle harmonique est la partie réelle d’une fonction analytique, il

existe unique fonction analytique f et g sur D, telle que

u = <(f) f(0) = 0,

et

v = <(g) g(0) = 0.

Alors

φ =<(f) + i<(g)

=1
2(f + f̄) + i

1
2(g + ḡ)

=1
2(f + ig) + 1

2(f − ig).
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Si on note φ1 = 1
2(f + ig) et φ2 = 1

2(f − ig), on a φ = φ1 + φ2.

La projection de Bergman est bornée de L∞(D) dans l’espace de Bloch alors P (φ) = φ1

et P (φ̄) = φ2 sont dans l’espace de Bloch.

Considérons deux harmoniques a symboles bornés φ = φ1 + φ2 et ψ = ψ1 + ψ2 sur D, la

linéarité de l’opérateur de Toeplitz donne : le produit est égale a :

TφTψ = T(φ1+φ̄2)T(ψ1+ψ̄2) = Tφ1ψ1 + Tφ1ψ̄2 + Tφ̄2ψ1 + Tφ̄2ψ̄2 . (3.1)

Alors si Tφ1ψ2
est un opérateur de Toeplitz. Alors TφTψ est aussi un opérateur de Toeplitz

c’est l’essence de P.Ahren dans [14] où Ahren a caractérisé, en utilisant les transforma-

tions de Berezin, toute fonction analytique bornée φ et ψ telle que le produit TφTψ est

un opérateur de Toeplitz, par conséquent Ahren a donné une condition nécessaire et suf-

fisante pour le produit de deux opérateurs de Toeplitz avec symbole harmonique bornée

sera un opérateur de Toeplitz.

Les résultats de Ahren dépendent de la proposition suivante :

Proposition 3.1.1. Soient φ et ψ deux fonctions analytiques sur L1(D, dA) telle que les

opérateurs de Toeplitz Tφ et Tψ sont bornés sur L2
a(D), et soit u ∈ L1(D, dA) une fonction

presque bornée, donc les assertions suivantes sont équivalentes

1. TφTψ = Tu.

2. φψ = B(u), ou B est la transformation de Berezin.

3. ∀(z, w) ∈ D× D on a :

φ(z)ψ(w) = (1− zw)2
∫
D

u(ξ)
(1− ξ̄z)2(1− ξw)2

dA(ξ).

Démonstration. TφTψ = Tu si et seulement si TφTψKz = TuKz, pour tout z ∈ D. Or pour

tout w ∈ D

TψKz(w) = P (ψKz)(w)

=< ψKz, Kw >

=< Kz, ψKw >

= < ψKw, Kz >

= ψKw(z)

= ψ(z)Kz(w).
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D’ou TφTψKz(w) = ψ(z)φ(w)Kz(w), ∀z ∈ D et ∀w ∈ D. Donc pour tout (z, w) ∈ D× D

TφTψ = Tu ⇔ φ(w)ψ(z) = 1
Kz(w)P (uKz)(w)

= (1− z̄w)2 < uKz, Kw >

= (1− z̄w)2
∫
D

u(ξ)
(1− ξz̄)2(1− ξ̄w)2

dA(ξ).

En remplaçant z par z̄ dans cette dernière expression, on obtient bien l’équivalence entre

1 et 2.

Maintenant remplaçons dans 3 w par z on obtient 2 pour clore la preuve, il reste a montrer

2 implique 3.

Soient F et G les fonctions définies et analytiques sur D× D par :

F (z, w) = φ(z)ψ̄(w̄),

G(z, w) = (1− zw)2
∫
D

u(ξ)
(1− ξz)2(1− ξ̄w)2

dA(ξ).

L’assertion 2 est équivalente a dire que la fonction F est égale a la fonctionG sur l’ensemble

{(z, z̄), z ∈ D} . Comme F et G sont toute les deux analytiques sur D× D on a bien que

F = G sur D× D.

— Maintenant supposons que un des deux symboles φ et ψ sont constants. Alors φψ̄

est une fonction harmonique de la proposition, les fonctions harmoniques sont in-

variant sous les transformations de Berezin, alors φψ̄ = B(φψ̄). Alors TφTψ = Tu,

alors 2 de la proposition précédente implique que : B(φψ̄) = B(u). Comme B est

injective on a φψ̄ = u, on réfère a ce cas comme un cas triviale, en fait les décom-

posions φ = φ1 + φ2 et ψ = ψ1 + ψ2 ou ψ2 est constant alors il est clair que ψ̄

est analytique ou φ est analytique. Donc le produit TφTψ est l’opérateur Tφψ sous

certaines conditions ce cas triviale sera la seule situation ou on aura TφTψ = Tφψ.

— Un autre résultat utilise Laplacien invariant, laplacien invariant a une propriété il

commute avec la transformation de Berezin ∆̃(Bu) = B(∆̃u), ce fait est cruciale

dans la preuve de la proposition suivante.

Proposition 3.1.2. Si φ et ψ sont analytiques sur D et si φψ̄ = B(u) pour une fonction

u ∈ L1(D, dA) ∩ C 2 tel que ∆̃u est borné sur D, alors φ et ψ sont constantes.
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Ici c’est important de signaler que la condition dans les propositions précédentes sont

suffisantes mais pas nécessaires, autrement dit il existe une fonction u ∈ L1(D, dA) tel

que B(u) = φψ̄ ou φ et ψ sont analytiques, mais ni φ ni ψ sont constantes.

Lemme 3.1.1. 1. zz̄ = B(u1)(z) ou u1(z) = 1 + log | z |2 .

2. z(z̄)2 = B(u2)(z) ou u2 = 2z̄ − 1
z
.

il est clair que ni u1, ni u2 sont dans C 2(D) de plus u1 et u2 ne sont pas bornées mais

sont presque bornées.

Il vient d’après la proposition 3.1.1 que

TzTz̄ = T1+log|z|2 ,

et

TzTz̄2 = T2z̄− 1
z
.

Notons dans les deux exemples la fonction φ (qui est égale a z ) et la fonction ψ (qui

est égale a z dans le premier exemple, et z2 dans le second exemple ) sont des polynômes

analytique et leurs degré de produit est inférieur ou égale a 3. De la proposition 2.3.3 pour

tout φ ∈ Aut(D) on a :

φφ̄ = B(u1 ◦ φ),

et

φφ̄2 = B(u2 ◦ φ).

De la proposition 3.1.1 cela est équivalent a :

TφTφ̄ = Tu1◦φ

et

TφTφ̄2 = Tu2◦φ.

Le théorème suivant caractérise toutes les fonctions analytiques φ et ψ telle que

φψ̄ = B(u) pour une fonction u ∈ L1(D, dA) qui nous dit que les deux fonctions φ et ψ

sont des polynômes analytiques avec une certaine Möbius transformation (automorphisme

du disque ). De plus le degré du produit des deux polynômes ne dépasse pas 3.
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Théorème 3.1.2. Si φ et ψ sont deux fonctions analytiques non-constantes sur D et φψ̄ =

B(u) ou u ∈ L1(D, dA) alors il existe deux polynômes non constant tel que deg(pq) ≤ 3

et il existe z0 ∈ D tel que φ = p ◦ ϕz0 et ψ = q ◦ ϕz0.

Ce théorème est une généralisation de la proposition 3.1.2, comme la condition sur

Laplacien invariant de u est enlevée en fait si on examine les deux exemples de lemme

3.1.1 il est clair que u1 et u2 ne sont pas dans C 2, donc leurs Laplacien n’est même pas

définie.

Comme une application du théorème précèdent le corollaire suivant caractérise toutes les

fonctions harmoniques bornées φ et ψ telle le produit TφTψ est un opérateur de Toeplitz.

Corollaire 3.1.1. Si φ = φ1 + φ̄2 et ψ = ψ1 + ψ̄2 sont des fonctions harmoniques bornées,

ou φ1, φ2, ψ1 et ψ2 sont analytiques dans D et et ni φ1 ni ψ2 sont constantes. Alors les

assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une fonction h ∈ L1(D, dA) ou Th est borné sur L2
a(D), telle que

TφTψ = Th.

2. Il existe deux polynômes analytiques non constant p et q avec deg(pq) ≤ 3 et z0 ∈ D

tel que φ = p ◦ ϕz0 et ψ = q ◦ ϕz0 et h doit s’écrire de la forme

h = u ◦ ϕz0 + φ̄2ψ1 + φ1ψ1 + φ̄2ψ̄2,

ou la fonction u est définie par pq̄ = B(u).

Démonstration. Si TφTψ = Tu alors, d’après l’équation (3.1), on a :

Tφ1Tψ̄2 = Tu−φ1ψ1−φ̄2ψ1−φ̄2ψ̄1 ,

d’où d’après la proposition 3.1.1,

φ1ψ̄2 = B(u− φ1ψ1 − φ̄2ψ1 − φ̄2ψ̄1). (3.2)

Il vient, par le théorème 3.1.2 que φ1 = p ◦ϕz0 et ψ2 = q ◦ϕz0 avec p et q deux polynômes

analytiques tels que deg(pq) ≤ 3 et ϕz0 ∈ Aut(D). L’équation (3.2) devient alors :

(pq̄) ◦ ϕz0 = B(u− φ1ψ1 − φ̄2ψ1 − φ̄2ψ̄1).

Utilisant le faite que la transformation de Berezin B laisse invariant les fonctions harmo-

niques et qu’elle est injective, on obtient :

u = (pq̄) ◦ ϕz0 + φ1ψ1 + φ̄2ψ1 + φ̄2ψ̄1.
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Réciproquent si φ1 = p ◦ ϕz0 et ψ2 = q ◦ ϕz0 alors d’après la proposition 3.1.1

TφTψ̄2 = T(pq̄)◦ϕz0
. Donc l’équation (3.1) devient :

TφTψ = Tφ1ψ1 + Tφ1ψ̄2 + Tφ̄2ψ1 + T(pq̄)◦ϕz0
,

c’est a dire : TφTψ = Tu.

3.2 Opérateur de Toeplitz quasihomogéne

On a vu dans la section précédente la question que lorsque le produit de deux opé-

rateurs de Toeplitz avec symboles harmonique est un opérateur de Toeplitz était par-

tiellement résolue par P Ahren et C̆uc̆ković [14] et puis complètement résolue par P

Ahren. La même question a était traitée par Issam louhichi, Elizabeth Strouse et

Lova Zakariasy [9] mais avec une différence de classe de symboles, en particulier ils ont

étudié le produit d’opérateur de Toeplitz avec tel dit : quasihomogéne symbole.

Dans cette section on doit introduire le quasihomogéne opérateur de Toeplitz et résumer

quelques fait utiles a propos.

Définition 3.2.1. une fonction f est dite quasihomogéne de degré p ∈ Z, s’il existe une

fonction radiale φ telle que pour tout z = reiθ ∈ D,

f(reiθ) = eipθφ(r).

Si une telle fonction f est dite le symbole d’un opérateur de Toeplitz alors nous dirons

que l’opérateur de Toeplitz Tf est quasihomogéne de degré p.

Rappelons que une fonction φ est dite radiale pour tout z ∈ D, on a :

φ(z) = φ(| z |).

Dans toute la suite, nous assimilerons les fonctions radiale dans L1(D, dA) a des fonctions

dans L1([0, 1], rdr).

Pourquoi regarder une telle classe de symboles ? soit R l’ensemble des fonctions carré

intégrable sur [0, 1] par rapport a la mesure rdr, comme d’une part les polynômes en

(z, z̄) sont denses dans L2(D, dA) et d’autre part pour deux entiers k1 6= k2, e
ik1θR est

orthogonale a eik2θR il vient la décomposition suivante de : L2(D, dA) a savoir :

L2(D, dA) =
⊕
k∈Z

eikθR
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ainsi que toute fonction f ∈ L2(D, dA) admet une décomposition suivante :

f(reiθ) =
+∞∑

k=−∞
eikθfk(r), fk ∈ R.

De plus f ∈ L∞(D, dA) ⊂ L2(D, dA) alors pour tout r ∈ [0, 1) et tout k ∈ Z, on a :

| fk(r) |=
1
2 |

2π∫
0

f(reiθ)e−ikθdθ |,

et donc toutes les fonctions fk sont bornées sur D. même si ce genre de décomposition n’a

pas lieu sur L1(D, dA).

Nous espérons que le fait d’avoir des résultats sur le produit d’opérateur de Toeplitz a

symbole quasihomogéne, nous permettra de dire que plus sur ceux dont les symboles sont

des fonctions beaucoup plus générales.

Soit p ∈ N, et φ ∈ L1([0, 1], rdr) une fonction radiale telle que Tφ est bornée sur L2
a(D),

appliquons l’opérateur de Toeplitz Te−ipθφ sur les éléments de la base orthogonale de L2
a(D)

{ξn n ≥ 0} nous donne :

Te−ipθφ(ξn)(z) =
∫
D

e−ipθφ(w)wn
(1− zw̄)2 dA(w)

=
∫
D

e−ipθφ(w)wn
+∞∑
k=0

(k + 1)zkw̄kdA(w)

=
1∫

0

2π∫
0

φ(r)rnei(n−p)θ
+∞∑
k=0

(k + 1)rke−ikθzk dθ
π
rdθ

=
1∫

0

φ(r)
+∞∑
k=0

(k + 1)
2π∫
0

ei(n−p−k)θ dθ

π
rn+kzkrdr.

Si n ≤ p− 1, alors il est impossible d’avoir n = k+ p avec k ≥ 0. Par contre si n ≥ p alors

il existe toujours un k ≥ 0 tel que n = k + p, par ailleurs :

2π∫
0

ei(n−p−k)θ dθ

π
=


0 si k + p 6= n,

2 si k + p = n.

Donc

Te−ipθφ(ξn)(z) =


0 si n ≤ p+ 1,

2(n− p+ 1)
1∫
0
φ(r)r2n−p+1drzn−p si n ≥ p.
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De la même manière. On montre que pour tout entier n ≥ 0

Teipθφ(ξn)(z) = 2(n+ p+ 1)
1∫

0

φ(r)r2n+p+1drzn+p.

On définit la transformation de Mellin d’une application φ par :

φ̂(z) =
1∫

0

φ(r)rz−1dr.

Dans notre cas, nous traitons les fonctions radiales φ ∈ L1([0, 1], rdr), l’application

z 7→ φ̂(z) est bornée sur le demi-plan {z : <(z) ≥ 2} et analytique sur le demi-plan

{z : <(z) > 2}.

Pour z ∈ {z : <(z) ≥ 2} la quantité
1∫
0
φ(z)rz−1dr est appelée le coefficient de Mellin de

φ d’indice z et sera noté dorénavant pour φ̂(z), En résumé nous avons le lemme de calcul

suivant que nous utiliserons souvent.

Lemme 3.2.1. Si p est un entier positif et φ est une fonction radiale sur L1(D, dA) tel

que Tφ est un opérateur de Toeplitz borné, alors pour tout n ∈ N, on a :

Teipθφ(ξn)(z) = 2(n+ p+ 1)φ̂(2n+ p+ 2)zn+p,

et

Te−ipθφ(ξn)(z)


0 si n < p

2(n− p+ 1)φ̂(2n− p+ 2)zn+p si n ≥ p.

Remarque 3.2.1. — Du lemme précèdent, on peut voir que l’opérateur de Toeplitz

quasihomogéne acte sur tout élément de la base orthogonale tel un opérateur de

décalage pondéré harmonique. Cette propriété a été souligner par Louhichi et Rao

[12] dans leurs article et il l’ont appelé par un opérateur de décalage harmonique

pondéré

— La matrice d’un opérateur de Toeplitz quasihomogéne dans la base orthogonale de

L2
a(D), est une matrice dont les éléments sont nuls sauf sur la diagonale par exemple

si p ∈ N si φ ∈ L1(D, dA) est radiale tel que Tφ est bornée et si A = (aij) est la

matrice de Teipθ dans la base orthogonale (
√
k + 1zk)k≥0 alors :

aij =


0 si i− j 6= p

2
√
j + 1(j + p+ 1)φ̂(2j + p+ 2) si i− j = p.
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On doit toujours utiliser le théorème suivant classique, qui conclue que la transforma-

tion de Mellin est injective.

Théorème 3.2.1. Supposons que φ est une fonction analytique borné sur le demi-plan

{z ∈ C : <(z) > 0} . Si φ est nulle sur une suite de points distinctes z1, z2, ... vérifiant :

1. inf | zn |> 0,

2. ∑
n≥1
<( 1

zn
) =∞,

alors φ est identiquement nulle {z ∈ C : <(z) > 0} .

Corollaire 3.2.1. Soit (nk)k≥0 une suite d’entier positifs supérieur ou égale a 2 vérifiant

la condition
∑
k≥0

1
nk

= +∞.

Si φ ∈ L1([0, 1], rdr) est telle que φ̂ = 0 pour tout k ≥ 0, alors φ est nulle.

Démonstration. Si φ̂(nk) =
1∫
0
φ(r)rnk−1rdr = 0 pour tout k ≥ 0, alors d’après le théorème

précédent φ̂(z) = 0 pour tout z ∈ {z ∈ C : <(z) > 0} , et donc φ est nulle.

3.3 Sur les zéro produit d’opérateur de Toeplitz

Dans cette section, on donne une réponse partiel de la question qui suit :

(Q) : sous quelles conditions sur les symboles f et g, le produit TfTg = 0 a une solution

triviale i.e : f = 0 ou g = 0?

La question suivante a été résolue pour l’opérateur de Toeplitz sur l’espace de Hardy.

Mais sur l’espace de Bergman la question (Q) n’a pas une réponse complète encore.

Corollaire 3.3.1. Si f et g deux fonctions harmoniques presque bornées tel que TfTg = 0,

alors nécessairement f = 0 ou g = 0.

Démonstration. du théorème 3.1.1 on obtient TfTg = Tfg = 0alors fg = 0 sur D comme

f et g sont tout les deux harmoniques, alors au moins l’un des deux soit nul

Corollaire 3.3.2. Si f , g, u sont des fonctions harmoniques presque bornées tel que

TfTg = TfTu et f non identiquement nulle alors g = u.

Démonstration. Si TfTg = TfTu alors TfTg−u = 0 donc d’après le corollaire 3.3.1 g − u =

0⇒ g = u.
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Comme la question Q est résolue pour l’opérateur de Toeplitz avec symbole harmo-

nique borné, maintenant la question qui se pose est la suivante :

Que peut on dire pour le produit l’opérateur de Toeplitz avec symbole général ?

Théorème 3.3.1. Soit f ∈ L∞(D) et soit g la fonction définie par g(z) = zm − z̄n, ou

n,m ∈ N. Si TfTg = 0 alors f = 0.

Théorème 3.3.2. Soit p un entier positif, et soient f et ψ ou ψ est une fonction radiale

dans L1(D, dA) telle que Tf et Tψ sont bornés. Si TfTeipθψ = 0 alors f = 0 ou ψ = 0.

Remarque 3.3.1. 1. Si p ∈ N et TfTe−ipθψ = 0 alors composant les deux cotés de

l’égalité par Tzp on obtient TfTrpψ = 0. Mais le symbole rpψ est une fonction

radiale, en particulier il est quasihomogéne de degré 0, et du théorème précédent

f = 0 ou rpψ = 0 i.e ψ = 0.

2. Si TeipθψTf = 0 alors

Tf̄Te−ipθψ = 0,

le même résonnement de (1) reste valable.

Maintenant, on va utiliser des résultats donner par D.Luecking [1] a propos du rang

finit d’opérateur de Toeplitz sur L2
a(D) qui peut être énoncer ainsi :

" le seul rang fini d’opérateur de Toeplitz est le zéro produit. "

Théorème 3.3.3. Soit f ∈ L∞(D) et g ∈ L∞(D) telle que g(reiθ) =
N∑

k=−∞
eikθgk(r), ou N

est un entier positif. n0 ≥ 0 est le plus petit entier tel que ĝk(2n + N + 2) 6= 0 pour tout

n ≥ n0. Si TfTg = 0 alors f = 0.

Démonstration. Pour tout n ≥ 0, on a :

Tg(zn) =
N∑

k=−∞
Teikθgk(z)(zn).

D’après le lemme 3.2.1 Teikθgk(z)(zn) = 0 pour tout k ≤ −n− 1, donc :

Tg(zn) =
N∑

k=−n
Teikθgk(z)(zn)

=
N∑

k=−n
2(n+ k + 1)ĝk(2n+ k + 2)zn+k

= 2(n+N + 1)ĝN(2n+N + 2)zn+N +
N−1∑
k=−n

2(n+ k + 1)ĝk(2n+ k + 2)zn+k.
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Remplaçons n par n0, on obtient :

Tg(zn0) = 2(n0 +N + 1)ĝn(2n+N + 2)zn+N +
N−1∑
k=−n0

2(n0 + k + 1)ĝk(2n0 + k + 2)zn0+k,

par hypothèse ĝN(2n0 +N + 2) 6= 0, alors :

zn0+N = 1
λn0

 N−1∑
k=−n0

2(n0 + k + 1)ĝk(2n0 + k + 2)zn0+kTg(zn0)
 ,

ou λn0 = 2(n0 +N + 1)ĝN(2n0 +N + 2). Cela implique clairement :

zn0+N ∈ vect
{
Tg(zn0), 1, z, ..., zn0+N−1

}
. (3.3)

Remplaçant n = n0 + 1, et passant par le même passage précèdent on voit que :

Tg(zn0+1) = 2(n0 +N + 2)ĝN(2n0 +N + 4)zn0+N+1

+
N−1∑

k=−n0−1
2(n0 + k + 2)ĝk(2n0 + k + 4)zn0+k+1.

Comme ĝN(2n0 + 2 +N + 2) 6= 0 on peut écrire zn0+N+1 tel qu’une combinaison linéaire

de Tg(zn0+1), 1, z, ..., zn0+N donc :

zn0+N+1 ∈ vect
{
Tg(zn0+1), 1, z, ..., zn0+N

}
.

Donc (3.3) implique :

zn0+N+1 ∈ vect
{
Tg(zn0+1), Tg(zn0), 1, z, ..., zn0+N−1

}
.

En utilisant la même méthode, on peut démontrer que pour tout l ≥ 0

zn0+N+l ∈ vect
{
Tg(zn0+1), Tg(zn0), 1, z, ..., zn0+N−l

}
,

et

Tf (zn0+N+l) ∈ vect
{
TfTg(zn0+1), TfTg(zn0), Tf (1), Tf (z), ..., Tf (zn0+N−l)

}
.

Mais TfTg(zn0) = 0 pour tout n ≥ 0 alors pour tout l ≥ 0

Tf (zn0+N+l) ∈ vect
{
Tf (1), Tf (z), ..., Tf (zn0+N−1)

}
.

Donc le rang de Tf est au plus égale a n0 + N. D’ici utilisant les résultats de Luecking

Tf doit être égale a 0 et f = 0.

Remarque 3.3.2. Soit f ∈ L∞(D) et g(z) = Q(z)+h̄(z) ou Q est un polynôme analytique

borné, si TfTg = 0 alors f = 0, et comme la transformation de Mellin monôme de z n’est

jamais égale a zero les hypothèses "ĝk(2n + N + 2) 6= 0 pour tout n ≥ n0" du théorème

3.3.3 sont satisfaites, et donc f = 0.
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Chapitre 4

Commutativité des opérateurs de

Toeplitz

Le problème de commutativité d’opérateur de Toeplitz est l’un des problèmes défiants

dans la théorie des opérateurs de Toeplitz, ce problème peut être énoncé ainsi :

Si deux opérateurs de Toeplitz commutent, que peut on dire sur leurs symboles ?

Dans ce chapitre, nous commençons par des résultats qui ont été obtenus jusque la.

4.1 Commutativité d’opérateurs de Toeplitz avec sym-

bole harmonique

Axler etC̆uc̆ković[16] ont étudié la commutativité des opérateurs de Toeplitz, sur

L2
a(D) avec symbole harmonique borné, ils ont alors obtenu un résultat similaire a celui

du théorème du commutativité des opérateurs de Toeplitz sur l’espace de Hardy

Ils ont montré que deux opérateurs de Toeplitz de symbole harmonique bornés commutent

dans le cas triviale seulement. Et les seuls opérateurs satisfaisant cette propriétés sont

l’identité et le zéro produit.

Les résultats de Axler et C̆uc̆ković [16] sont annoncés dans le théorème suivant :

Théorème 4.1.1. Supposons que f et g sont deux fonctions harmoniques bornés sur D.

Alors :

TfTg = TgTf ,

si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiés
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4.1. COMMUTATIVITÉ D’OPÉRATEURS DE TOEPLITZ AVEC SYMBOLE
HARMONIQUE

i. f et g sont analytiques sur D, ou bien

ii. f̄ et ḡ sont analytiques sur D, ou bien

iii. il existe deux constantes a, b ∈ C, non nulles, telles que :

af + bg

est constant sur D.

La preuve de ce théorème repose sur le lemme suivant qu’une fonction est harmonique

sur le disque D, si et seulement si elle vérifie la propriété de la valeur moyenne invariante

pour la surface et si sa radialisation, définie par :

Définition 4.1.1. Soit φ une fonction intégrable sur D. On définit la radialisation de φ,

et on note rad(φ), par :

rad(φ)(z) = 1
2π

2π∫
0

φ(eiθz)dθ.

L’intégrale existe et finie presque partout car φ ∈ L1(D, dA). Il découle directement

de cette définition qu’une fonction φ est radiale si et seulement si, φ = rad(φ).

Lemme 4.1.1. Pour Tφ borné et tous entier j et k, on a

< Trad(φ)z
k, zi >=


< Tφz

k, zk > si k = j,

0 si k 6= j.

Démonstration. Pour tout entier k et j

< Trad(φ)z
k, zi > =

∫
D

1
2π

2π∫
0

φ(eiθw)dθwkw̄jdA(w)

= 1
2π

2π∫
0

∫
D

φ(eiθw)wkw̄jdθdA(w).

En effectuant le changement de variable z = eiθw, on obtient :

< Trad(φ)z
k, zi > = 1

2π (
2π∫
0

ei(k−j)θdθ)
∫
D

φ(z)zkz̄jdA(w)

= 1
2π (

2π∫
0

ei(k−j)θdθ) < Tφz
k, zj >

=


< Tφz

k, zk > si k = j

0 si k 6= j.
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4.2. COMMUTATIVITÉ DES OPÉRATEURS DE TOEPLITZ ANALYTIQUE

Corollaire 4.1.1. Soit φ une fonction harmonique bornée, sur D. Alors l’opérateur de

Toeplitz Tφ est normal i.e : TφT ∗φ = T ∗φTφ si et seulement si l’ensemble φ(D) vit sur une

droite du plan complexe C.

Démonstration. On suppose qu’il existe deux constantes non nulle α et β dans C, telles

que :

φ(z) = αz + β, ∀ ∈ D.

Alors

β̄φ(z)− αβ̄z =| β |2∈ R.

Et ceci pour tout z ∈ D. Et notant a = β̄ et b = −αβ̄, il vient que l’opérateur aφ+ b est

a valeur réelles sur D. Ainsi :

T ∗aφ+b = Taφ+b = Taφ+b

i.e : Taφ+b est auto-adjoint donc normal.

Comme Tφ = a−1(Taφ+b−bI), alors Tφ est aussi un opérateur normal, comme la fonction φ

est harmonique bornée sur D, φ̄ est aussi harmonique et borné sur D. D’après le théorème

4.1.1 il vient que :

1. φ et φ̄ sont toutes les deux analytiques dans D, ou bien

2. ∃(a, b) 6= (0, 0) ∈ C2 tel que aφ+ bφ̄ est constant dans D.

4.2 Commutativité des opérateurs de Toeplitz ana-

lytique

Un opérateur de Toeplitz Tφ est analytique, si son symbole φ est analytique. Dans ce

cas Tφ est l’opérateur de multiplication par φ. Comme deux opérateurs de multiplication

commentent, si Tφ et Tψ sont analytiques sur L2
a(D), alors TφTψ = TψTφ. On réfère alors

a ce cas comme un triviale .

Théorème 4.2.1. Soit φ une fonction analytique bornée non-constante sur le domaine

ouvert borné Ω. Alors la norme fermé de sous algèbre de L∞(D) généré par φ̄ et les

fonctions analytiques bornées sur Ω contient C(Ω̄).
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4.3. COMMUTATIVITÉ DES OPÉRATEURS DE TOEPLITZ QUASIHOMOGÉNE

Théorème 4.2.2. Si φ est une fonction analytique non constante sur Ω et ψ est une

fonction mesurable borné sur Ω, tel que Tφ et Tψ commutent, alors ψ est analytique.

Démonstration. Comme ψ est borné :

ψ ∈ L2(Ω, dA) = L2
a(Ω)⊕ (L2

a(Ω))⊥,

ou (L2
a(Ω))⊥ est le complement orthogonale de l’espace de Bergman L2

a(Ω). Donc ψ = f+u

avec f ∈ L2
a(Ω) et u ∈ L2(Ω, dA)	 L2

a(Ω). Si n est entier non négative alors :

TφnTψ(1) = φnP (f + u) = φnf, (4.1)

et

TψTφn(1) = P (fφn + uφn) = fφn + p(uφn). (4.2)

Alors TφTψ = TψTφ, TφnTψ = TψTφn pour tout entier n ≥ 0. Donc les equations (4.1) et

(4.2) doivent être égales, et p(uφn) = 0 pour tout n ≥ 0.

Si h est une fonction dans L2
a(Ω), on a :

0 =< h, uφn >

=
∫
Ω

ūhφn, ∀n ≥ 0.

La dernière pour toute fonction analytique bornée arbitraire h sur Ω, et pour tout entier

non négatif n, les résultats de Bishop impliquent∫
Ω

ūwdA = 0,

pour tout w dans C(Ω̄) l’ensemble de toute les fonctions continues sur la fermeture de Ω.

Donc C(Ω̄) est dense dans L2(Ω, dA) on a alors :∫
Ω

| u |2 dA = 0,

donc u = 0, alors ψ = f et donc ψ est analytique.

4.3 Commutativité des opérateurs de Toeplitz qua-

sihomogéne

Dans cette section on s’intéresse a la commutativité des opérateurs de Toeplitz avec

symbole quasihomégene, la commutativité de tel opérateur a été étudié par SH.Axler[15],
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4.3. COMMUTATIVITÉ DES OPÉRATEURS DE TOEPLITZ QUASIHOMOGÉNE

il a caractérisé toutes les fonctions ψ bornés sur D tel que Tψ et Teipθrm commutent avec

p et m deux entiers positifs ils ont donc obtenus les résultats suivants :

Théorème 4.3.1. Soient ψ(reiθ) =
+∞∑

k=−∞
eikθψk(r) et φ(reiθ) = eiδθrm deux fonctions

dans L∞(D), ou ψk ∈ R, m ∈ N et δ ∈ N. Alors Tφ et Tψ commutent si et seulement si

pour tout k ∈ Z, il existe des constants :

a0(k), a(k), b(k) et d(k) dans R telles que :

ψ̂k(z) = a0(k)
Γ( z

2δ + a(k))Γ( z
2δ + b(k))

Γ( z
2δ + c(k))Γ( z

2δ + d(k)) ,

ou Γ est une Gamma fonction. De plus, la valeur des constantes

a(k) = k

2δ ,

b(k) = (m+ δ − k)
2δ ,

c(k) = (2δ − k)
2δ ,

d(k) = (k + δ +m)
2δ .

Dans la démonstration de ce théorème, SH.Axler[15] ont prouvé pour une fonction

borné ψ(reikθ) = ∑
k∈Z

eikθψk(r). Si Tψ commute avec un opérateur de Toeplitz quasihomo-

géne donné, alors ce dernier commute avec Teikθψk , k ∈ Z .

Plus tard Louhichi et Zakariasy[8] on utilisé se fait cruciale pour caractériser toute

fonction borné ψ telle que : Tψ commute avec Teipθφ.

Si on voit séparément le quasihomogéne terme de degré négatif et positif dans la décom-

position du symbole ψ, il ont montré premièrement que deux opérateurs de Toeplitz qua-

sihomogéne non-triviale avec des signes différents ne comment jamais. Deuxièmement ils

ont montré que deux opérateurs de Toeplitz avec symbole radiale non-triviale ne commute

pas avec un opérateur de Toeplitz quasihomogéne non nulle et degré positif. Troisième-

ment pour un opérateur de Toeplitz quasihomogéne donné Teipθφ de degré positif et par

un entier fixé mais arbitrairement positif s, s’il existe une fonction radiale ψ telle que

TeipθφTeisθψ = TeisθψTeipθφ alors ψ est unique a une unique constante multiplicative prés.

Leurs résultats se résument dans le théorème suivant :

Théorème 4.3.2. Soit φ une fonction radiale bornée non-nulle, p un entier positif et

ψ(reikθ) =
+∞∑

k=−∞
eikθψk(r) ∈ L∞(D).
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Alors :

a) Tψ commute avec Teikθφ si et seulement si Teikψk commute avec Teikθφ pour tout k ∈ Z.

b) il existe k ∈ Z− et une fonction radiale bornée ψk telle que :

TeipθφTeikθψk = TeikθψkTeipθφ.

Alors ψk doit être égale a zéro.

c) il existe k ∈ Z+ est une fonction radiale bornée ψk telle que :

TeipθφTeikθψk = TeikθψkTeipθφ.

Alors ψk est unique a une constante multiplicative prés.
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