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Résumé/Abstract

Résumé
Le sujet de ce mémoire est ’étude d’opérateur de Toeplitz, définie sur I'espace de
Bergman du disque unité. Deux questions soulevés dans ce travail sont les suivantes :

1. Sous quels conditions le produit de opérateurs de Toeplitz est-il un opérateur de

Toeplitz ?
2. Sous quels conditions le produit de deux opérateurs de Toeplitz commutent ?

Pour chacune des questions précédentes, nous commencgons par donner des résultats de
travaux antérieurs, de plus donné des caractérisation sur les différents symboles de I'opé-

rateur de Toeplitz ainsi que le rang dans le produit d’opérateur de Toeplitz.

Abstract
The subject of this memory is the study of the Toeplitz operator, defined on the
bergman space on the unit disc. Two questions raised in this work are as follows :

1. Under which conditions the product of two Toeplitz operators is a Toeplitz opera-

tor?
2. Under which conditions two toeplitz operator commute ?

For each of these two questions we start by discussing former work, and give some carac-
terizations about diffrent class of symbols, and so the rank of the product of Topeplitz

operator.
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Introduction

Le sujet de ce mémoire est I’étude des opérateurs de Toeplitz dans I’espace de Bergman
L?(D) du disque D, et ses propriétés multiplicatives. Soit ¢ une fonction bornée dans D,

on appelle opérateur de Toeplitz de symbole ¢, et on note T}, 'opérateur défini par :

Ty : L*(D) — L%(D)
fr—=Tsf = P(¢f)

ou p est la projection orthogonale de L?(D, dA) sur LZ(D)

e Dans le premier chapitre nous avons donné des rappels de ce qu’on a utilisé le long

de ce mémoire.

L’étude de l'opérateur de Toeplitz dans l'espace de Bergman, a commencé a partir des
années soixante-dix par McDonald et C.Sunberg. Il ont prouvé que l'opérateur T} sur
I'espace de Bergman L?(ID), ou ¢ est continue sur ID, est compact si et seulement si ¢ peut
étre prolongé par continuité sur le disque unité fermé.

Depuis cela, les mathématiciens se sont intéressés par trouver des conditions nécessaires

et suffisantes pour le symbole ¢ tel que 'opérateur de Toeplitz T}, borné et compact.

e (C’est ce que nous avons vu dans le deuxieme chapitre apres avoir défini I’espace de
bergman L2 (D) et son noyau, on énoncé une proposition importante qui assure que

T}, est compact si son symbole est une fonction intégrable a support compact dans

D.

Plusieurs questions naturelles se posent. parmi elles, nous discuterons les deux questions

suivantes

e Dans troisieme le chapitre : sous quelles condition le produit de deux opérateurs de

Toeplitz est il un opérateur de Toeplitz ?



On a donc étudié trois cas de produit d’opérateurs de Toeplitz sur I'espace de
Bergman avec différents symboles : harmonique, quasihomogéne, le zero produit et

le rang de l'opérateur.

e Finalement dans le quatriéme chapitre : sous quelles conditions deux opérateurs de
Toeplitz commutent-ils ?
Il était question dans ce dernier chapitre de donner quelques théoremes importants
assurant la commutativité de deux opérateurs de Toeplitz, on a donc vu la commu-
tativité des opérateurs de Toeplitz avec symboles harmonique et quasihomogéne

ainsi que commutativité des opérateurs de Toeplitz analytiques.

Hamdi Halima 3



Chapitre 1

Rappels

1.1 Espace des fonctions holomorphes

Soit D={z€ C: |z|< 1} le disque unité ouvert sur le plan complexe C.

Soit € est un ouvert de C.

Fonctions analytiques et anti-analytiques
Fonctions analytiques

Soit f une fonction f : Q0 — C, on dit que f est analytique sur €2 si elle est dévelop-

pable en série entiere en tout point de €2, alors
VzeD, Vz €V, [f(2)=> an(z—2)"

ou v,, est le voisinage du point 2.

Corollaire 1.1.1. Soit f: Q) — C
f holomorphe dans ) < [ est développable en série entiére convergente au voisinage de

chaque point de €.

Fonctions anti-analytiques

Soit f une fonction f : 2 — C, on dit que f est anti-analytique sur un ouvert de (2,
lorsque f(z) est holomorphe (analytique) sur 'ouvert conjugué Q, elle est donc analytique

en z.



1.1. ESPACE DES FONCTIONS HOLOMORPHES

L’espace A(D)

On note par A(D) l'espace des fonctions analytique sur D.

Définition 1.1.1. On dit que A(D) est muni de la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact, pour toute suite (f,) converge vers f.

i.e : pour tout compact K de D, et tout € > 0, il existe N tel que si n > N,

| fn(2) = f(2) [<e (2 €K).

Formule de la moyenne

Si f est holomorphe au voisinage d’un disque D(z,7), alors, pour tout entier n > 0,

on a .

En particulier,

Fe) = [ 1ot re®)or,

2T
0

ce qui signifie que f(zg) est égale a la valeur moyenne de la fonction f sur le cercle dD.

Fonctions harmoniques

Définition 1.1.2. Soit f une fonction f: Q) — C, on dit que [ est harmonique sur €2,
si f est de classe C* sur Q, et si Af =0 sur Q, ou Af est le Laplacien de f défini par :

O%f  O2f
Af =Gt g

Proposition 1.1.1. Toute fonction analytique et anti-analytique sur €2 est harmonique

sur Q.

Remarque 1.1.1. Soit f : Q@ — C, f est harmonique, si et seulement si R(f) et I(f)

sont harmoniques sur €).

Hamdi Halima 5



1.1. ESPACE DES FONCTIONS HOLOMORPHES

La remarque ci-dessus est une conséquence immédiate du fait que R (Af) = A (R(f))

et S(Af) = A(S()))-

Théoréme 1.1.1. Q un ouvert simplement connexe de C, et soit f : ) — R de classe

C2, si f est une fonction harmonique sur €0, alors, il existe ¢ holomorphe sur Q telle que :

R(¢) = f.

Corollaire 1.1.2. (Principe du maximum)

Soit Q) un ouvert connexe et soit f : € — R une fonction harmonique, si f admet un

maximum relatif sur 0 alors f est constante.

Lemme de Schwarz

Lemme 1.1.1. Soit f une fonction holomorphe dans le disque D = {z € C |z |< 1}

vérifiant :
f(0)=0 et |f(2)|<1 dans D,

e ona| f(2)|<] 2| pour tout point z € D | f/(0) |< 1,

e si| f(a) |=| a | pour une certaine a # 0 ou si | f'(0) |= 1 alors f(z) = Az pour une

certaine constante X de module 1.

Fonction Gamma

La fonction gamma est une fonction complexe qui prolonge la fonction factorielle a

I'ensemble des nombres complexes (excepté en certains points ).

Définition 1.1.3. Pour tout z € C tel que : R(z) > 0, on définie T par :
+0o0
:z— / e tdt
0

Cet intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ou la partie réelle est stric-
tement positive .

Cette fonction peut étre prolongé analytiquement en une fonction méromorphe sur [’en-
semble des nombres complexes, excepté pour z = 0, —1, —2, —3... qui sont des poles. C’est

ce prolongement qu’on appelle "fonction Gamma', utilisant ['unicité du prolongement

Hamdi Halima 6



1.2. ESPACE DE HILBERT

analytique, on montre que la fonction prolongée vérifie encore l’équation fonctionnelle
['(n) = (n—1)!, ce qui donne une définition simple a partir de l'intégrale en calculant de

proche en proche z — 1,z — 2 ect.

Théoréeme de Montel

Théoréme 1.1.2. Soit (f,) une suite de fonctions dans H(Y). On suppose que la suite
(fn) est uniformément bornée sur les compacts de 2, autrement dit que pour tout compact

K C Q, il existe une constante Cx (indépendante de n ) telle que :
| fu(2) |< Ckgsur K pour tout n € N.

Alors (f,) admet une sous suite qui converge uniformément sur les compacts de 2 vers

une fonction f € H(). Ou H(Q) est l'ensemble des fonctions holomorphe dans §2.

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur K( R ou C), on appelle produit scalaire

sur E toute forme symétrique, bilinéaire et définie positive. C’est a dire :

<.,.>FExFE—-R

T,y =< T,y > .

Va,B € RVz, 2,y e E<ar+px,y>=a<z,y>+B<2,y> linéairea gauche.
Va,b € RVz,y,y € E<x,ay+by >=a<xz,y>+b<ux,y > linéaireadroite.
Ve,y e E<x,y>=<uy, x> symélrique.

Ve e E<xz,x>2>0 definie positive(< x,z >=0< z =0).

— On dit que le couple (F, < .,.>) est un espace prés-hilbertien, si E est un espace
vectoriel et < .,. > est un produit scalaire.

— Si l'espace E est de dimension fini on appelle (E, < .,.>) espace Euclidien, de
méme, si a la place du corps R on prend C on aboutit a des espaces pré-hilbertien
complexes.

La proposition suivante fait le lien entre les espace pré-hilbertien et les espaces normés.

Proposition 1.2.1. Soit (E, < .,. >) est un espace pré-hilbertien alors l’expression

Hamdi Halima 7



1.2. ESPACE DE HILBERT

lz]| = /<, 2>,
définie une norme sur E, on dira que ||.|| est la norme associée au produit scalaire.

Définition 1.2.2. On appelle espace Hilbertien ou espace de Hilbert est un espace pré-

hilbertien complet.
Exemple 1.2.1. 1. R muni du produit scalaire Euclidien défini par :
Vo = (x1, 22, ..y n) Y = (Y1,Y2, -, Yn) € R,
on a :
<2,y >=2.Y =2T1Y1 + TaY2 + ... + TplYp.
2. Parmi les espaces L,(R) seulement l'espace Lo(R) est de Hilbert, et on a :

Vi = (x17‘r27 713”) Yy = (y17y27 7yn> € LQ(R)7

on a :

n
=1

3. L’espace Ly(Q), 3, ) constitue par les fonctions carré intégrale muni du produit sca-

laire :
Vf.9 € L) < .9 >= [ F@)g(w)du(a).
Q

c’est l'un des important exemples d’espace de Hilbert, la norme associée est :
1
| F =< £.5 > = ([ | f@) 1 dua)).
Q

Théoreme de représentation de Riesz

Soit H un espace de Hilbert sur R ou C . T est un opérateur linéaire et continue sur

H (opérateur borné de H dans le corps R ou C ).

Théoreme 1.2.1. Si T est un opérateur linéaire continu sur ’espace de Hilbert H, alors

il existe g € H, pour tout f € H on a :

T(f)=</fg9>,

Hamdi Halima 8



1.2. ESPACE DE HILBERT

de plus

1T {=llgl-
(ou || T | est la norme de lopérateur T et || g || la norme de ’espace de Hilbert de g ).

Démonstration. Supposons que H est séparable et démontrons ce théoreme sur R, comme
H est séparable on peut choisir une base orthonormal {¢;}.., de H.
Soit T est un opérateur linéaire continue et posons a; = T'(¢;), soit ¢; = (f, ¢;), et

n
fn = > ¢j¢;, comme ¢; forme une base, et 1" est linéaire alors :
i=1

T (fn) = ajcy, (1.1)
j=1
et on sait que :
I f = foll"™=570,
comme 1" est borné on a :
| TCf) =TU) I T f = fu (1.2)

car || f — fu [[" =5 0 donc de Dégalité (I.1)) et I'inégalité (T.2)

n—-+o0o

T(7) = m T ()= Y ae; (13)

montrons que a; sont carrés sommable | T'(f) [<|| T ||| f || ona :

| Z <7 (i(o»?) , (1.4)

j=1
I'équation (1.4)) doit étre vérifier pour toute c; carré sommable, posons N un entier positif
et posons :
a; st 1< N

Cj:
0 51 j > N.

Il est clair que comme la suite est carré sommable, donc 1'équation ([1.4]) est obtenue.
N N 2
[ D (a)* [Tl (Z(%)Q)

j=1 j=1

Hamdi Halima 9



1.2. ESPACE DE HILBERT

(Z(%)Q) <[ (1.5)

Jj=1
alors a; est carré sommable car la suite des sommes partiels est borné,
comme a; est carré sommable, la fonction g = >_ a;¢; est bien définie comme élément de
J

H et :
T(f) =2 ajc;=<f9>.

Finalement 1’équation (|1.5) nous donne || g ||<|| 7" || mais d’aprés Cauchy -Schwarz on a

aussi :
| T(f) I=I< frg > gl
ou
| T(f) |
<l gl=ITI<ll gl
[l
donc

1T =lgll-

Espace de Lebesgue

1. On note par ' = {f : A — R integrable au sens de lebesgue }, ou A est un
ensemble mesurable.

On sait que F' est un espace vectoriel

N:A—R,
f= N = [ 1 @) ] du.

A

N est une semi norme car :
i. N(f+g) <N(f)+N(g)
i, NOVS) =] A | N(f)

iii. N(0) = 0.

Hamdi Halima 10



1.2. ESPACE DE HILBERT

On définie sur F' la relation d’équivalence suivante :

fLgeF fog< f(z)=g(z) pp,
F/ « est un espace vectoriel quotient, tel que sa norme :
I :F/~— Ry
f= il = [ 1 f@) | dn.
A

Définition 1.2.3. (F/ «, || . ||) est un espace normé, cet espace est appelé espace

de Lebesgue.

Notations

F/ = Li(A).
Fed) Hl=r111@) | dp
2. Soit F = {f A — RS f2(x)dp existe}
A
F est un sous espace vectoriel, il suffit montrer que [(f(z) + g(x))du existe.
A
Mais :
(1f(@)] = lg(@))* = f2(x) + ¢°(x) = 2/ f(2)lg(x)| = 0
=1 £@) | 9@) I< 5 (72(0) + #@))

Si f, g sont dans F alors f, g sont intégrables.

(f(2) +g(2))" = f2(x) + g*(2) + 2f(2)9(x) = /(f(x) +g(@))%dp existe,

de plus si f € F c’est-a-dire [ f?(z)du existe
A

AeR ona AfeF car
/()\f(x))Qdu = \? / fA(z)du  existe.
A

A

On va munir F d’une semi norme :

F:A— R,
[ ([ Py

D=

=[f I

Hamdi Halima 11



1.3. OPERATEUR DE DECALAGE

cette application n’est pas une norme car :

([ £@)di =0 =] fll=0 f =o0.

A

Considérons l'espace vectoriel quotient suivant :

F/ o= {f f:A—R /fQ(x)du<+O<}«
A
L’espace F/ « est un espace vectoriel normé sa norme est :

|7 l= (] f2(@)di)?.

Notations

1. L’espace de Lebesgue (F || . ||) est noté Ly(A), espace de Lebesgue il est important
de noté que si f € Ly(A), alors f € Li(A).

2. On peut de la méme maniere définir L,(A) ou 1 < P < 400
Ly(A) = {f fa—R [ I)”du<+0<},
A

muni de la nome :

1 711= ([0 £ 1Pdmy?).

1.3 Opérateur de décalage

Pour tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie et isomorphe a 1’espace (1)

des suites carré sommable a valeur dans K, indexées par un ensemble I infini dénombrable

I =N ou Z.

Définition 1.3.1. Le décalage a droite ou shift est l'opérateur :

S : *(N) — ¢*(N)

(an),en — (0, ag, ...) .

Hamdi Halima 12



1.4. SOUS ALGEBRE

Le shift a droite S est une isométrie non surjective, son image est l’ensemble de suite de
(*(N) de premier terme nul.

Son adjoint est :

S* 1 (2(N) — (2(N),

(an)pen — (a1, a2, ...) .
Définition 1.3.2. Le décalage bilatéral est 'opérateur :

W (Z) —s (%(2)
(an)nez — (anfl)neZ'

Le shift a droite S est donc la restriction du shift bilatéral W a ¢*(N).

1.4 Sous algebre

K désigne un corps commutatif.

Soit E/ un ensemble muni de deux lois internes @, et ®, et d’une loi externe opérateurs

dans (K, .).

Définition 1.4.1. (E,®,®,.) est une algébre sur le corps K lorsque :
— (E,®,®,) est espace vectoriel sur K
— la loi ® est associative et admet un élément neutre (qu’on note 1g)
— la loi ® est distributive sur la loi @
— pour tous u,v € E et tout A € K
M) @v=u® (Av) = ANu®wv).

Définition 1.4.2. Une sous algébre d’une algébre sur K (E,®,®,.) c¢’est une partie F de
E qui contient 1 et qui est stable pour chacune des trois lois, ¢’est-a-dire :

— lgeF

— Y(u,v) e FPudveF etuxveF

—uceFVANe K ueF.

Hamdi Halima 13



Chapitre 2

Opérateur de Toeplitz dans I’espace

de Bergman

Dans ce chapitre nous commengons par définir 'espace de L?(ID) et donner quelques
propriétés sur ce dernier, puis voir l'opérateur de Toeplitz sur 'espace de Bergman et
énoncer quelques propositions sur son symbole .

La mesure de Lebesgue normalisée sur D, est notée par dA :

1 1 .
dA = —dxdy = —rdrd?, z=x4iy =re?.
77 T

Noyaux reproduisant
Un espace Hilbertien des fonctions analytique sur I est un sous espace H de A(D)
H — A(D)

est continue, i.e : pour tout compact K € D il existe ¢ une constante ¢ = ¢(K) telle que :

VieH VzeK [fz)[<clf].
Soit H un espace Hilbertien des fonctions analytiques sur . pour z € D, I'application

H—C
fr—f(z)

14



est continue. Donc d’apres le théoreme de représentation de Riesz, il existe une unique

fonction K, € H telle que :
fR)=<fK.> (feH).
Propriétés 2.0.1. 1. K. (w) est hermitien et de type positif
2. K,(w)>0 VzeD
3. K.(z) =0 si et seulement si f(z) =0 VfeH.
— K est dit hermitien si :
K, (2) = K.(w)

K,(w)=<K,, K, >=< K, K, >=Ky(2).
— K est dit de type positif si :

V21, .., 20 €D, Vay,...,ap € C, Z K., (zx)oar >0
7,k=1

Z sz(zk)ajTZ Z < K,, K, >aa =|| Zaszj ||2Z 0.
—

1 j=1

— K.(2) =| K. [*> 0.

Proposition 2.0.1. Pour toute base Hilbertienne e, de H,

K.(w) = Z €n(w)f(2)7

n>0

la convergence étant absolue et uniforme sur tout compact de D x D.

En particulier le noyau est indépendant du choiz de la base Hilbertienne.

Démonstration. H est un espace de Hilbert séparable ce qui assure I'existence de la base

orthonormée {e, } > tel que :

1 51 n=m
< eyl >=
0 st n=#m
o0
Toute fonction f € H a un unique développement f(z) = Y a,e, converge en norme
n=0

donc, converge uniformément sur D.

sup{[?en(zﬂf}—sup{Zanen :[ﬁmnﬂil}
—swp{l ()| I F =1} <
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2.1. ESPACE DE BERGMAN L2 (D)

+oo
Il vient que la série Y e,(w)e,(2) converge uniformément si z, w € D.
n=1

“+oo
Si feHalors f=> < f, e, > e, Lasérie converge dans H, donc converge uniformé-
n=1

ment sur les compact de D.

En particulier, si z € D, alors :

f(z) = Zoz < fren>en(2) =< f, ien(z)en >
—< 10, Z lenl) >

G4oco
Puisque Y e,(2)en(.) € H, alors I'unicité de Représentation de Riesz montre que :
n=1

+oo

K.(w) =) en(2)eq(w).

n=1

De l'inégalité

(Sl ) <3 la@r 3 o !

il résulte que la convergence est absolue et uniforme sur tout compact D x . O

2.1 Espace de Bergman L?(D)

Soit L?(ID, d.A) I'espace des fonctions f définies sur le disque D telles que :
I/ l= [ 1F2dA < +oo.
D
Ce qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire usuel donné par :

< f.g>= [ fgdA
D

On définis l'espace de Bergman LZ(D) comme étant I'ensemble des fonctions analytique

sur D qui sont carré intégrable par rapport a la mesure d.A.
L2(D) = A(D) N L*(D, dA).

Lemme 2.1.1. Soit C(D) l’espace des fonctions continues sur D. Pour tout compact K

de D, l'application restriction définie par :
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2.1. ESPACE DE BERGMAN L2 (D)

(z201) — (c@)smp )
f— [k

est continue.

Démonstration. Soit K un compact de D, € = %dz’st (K,0D) et zy quelconque dans K. Il

est clair que :
B(zp,6) ={20€Clz—2 |<etCD

soit f € L(D). Comme la fonction f est analytique dans D, alors elle est développable

en série entiere dans D. Soit R > € tel que : D(z, R) C D, alors il existe une unique suite

(@n)n>0 de nombre complexe telle que pour tout z € D(zp, R),f(2) = > an(z — 20)". La
n>0

convergence de cette série vers f(z) est uniforme surB (zp, €). D’ou :

[11E PaAG = [ 11G) P dAe).

» B(z0.¢)

= / | an || 2 — 20 |* dA(2).

B(zo0,€)

Gréce a la convergence uniforme de la série entiere vers f(z) on peut intervenir les signe

> | et on obtient :

[17@PaAG 22| [ TanPlz=xl dAG) |,

i = \B(20,0)

>| ag |* mes (B (20, 6)) ,
=| f(z0) [* mes (B (z0,))

ol mes (B (20, e)) est la mesure de la boule fermé (B (20, 6)) . Puisque le zy est choisi

arbitrairement dans K, on obtient :

N

sup | f(2) | sup [mes(B(z,€))]* <[l f ||z -

z€k
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2.1. ESPACE DE BERGMAN L2 (D)

Remarque 2.1.1. Le lemme peut étre démontrer par la méthode suivante :

VzeD, soitr, =1—| z |, alors la propriété de la valeur moyenne appliquer a la fonction

f € LA(D) permet d’écrire voir [5]

1
= / flw)dA(w),
d’ot :
_ 1 o) aduy < LE 2 1LF 1
@ ] 1w aAw) < mg = g

|[z—w|<r;

1l vient que pour tout compact K de D
1
(| 1) se Ky sl se k)T

1
§m||f”2-

Proposition 2.1.1. L2(D) est un sous-espace fermé de L*(D,dA).

Démonstration. Soit (f,), une suite de Cauchy, pour la norme || . ||» dans L? par le lemme
précédent la suite (f,), est aussi de Cauchy pour la topologie de A(D) et alors pour tout

compact K de D, on a :

n,m—>—+4o00
—

sup | fn(2) = fm(2) | 0.
zEK

A(D) est complet pour la convergence uniforme sur les sous-ensembles compact de D alors

il existe f € A(D) telle que :
n—>4-00
sup | fu(z) — f(2) | —" 0 V K compact de D. (2.1)
z€K

D’autre part L*(D, d.A) est un espace de Hilbert, il existe une fonction g € L*(DD, d.A) telle

que :

n—->-4-00

| fo=gl"—"0.
Quitte a extraire une sous suite (f,,), qu’'on notera encore (f,)n, on a :
72520 pp. (2.2)

.1)) et (2.2) donnent f = g p.p et donc f € LZ(D) ce qui prouve que L?(D) est donc
sous-espace fermé de L?(ID,dA). O
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2.2. OPERATEUR DE TOEPLITZ SUR L% (D)

Du lemme [2.1.1] on obtient en particulier que I'application évaluation de L2?(D) qui
est un espace de hilbert dans C qui a toute fonction f lui associe sa valeur au point z, est
borné .

D’ou d’apres le théoreme de représentation de Riesz, il existe une unique fonction

K, € L*(D) telle que : Vf € L2(D)
f(2) = [ F@)K(w)dAw)

Nous allons utiliser la proposition pour donner explicitement 1’expression du noyau

reproduisant de L?(ID), en effet les fonctions
en(z) = vn + 12" neN,

constituent une base Hilbertienne de L2(ID) et alors :

K.(w) = i(n + 1)z"w" = (1_1221})2

2.2 Opérateur de Toeplitz sur L2(D)

Comme L?(ID) est un sous espace fermé de I'espace de Hilbert L?(ID, d.A), le théoréme

de la projection orthogonale donne :
L*(D,dA) = Ly(D) @ (L3 (D))"

ou (L2(D))* est le complement orthogonale de I'espace de Bergman. Alors il existe une
projection orthogonale de L*(DD, d.A) dans L?(D), notée par P, définie par :

u si  ue LD)

P(u+wv) =

v st v e (L2(D))*.
Alors P(f) € L2(D) pour toute f € L*(D, d.A), on peut alors utiliser la noyau reproduisant
K. (w) pour donner une formule explicite de Pf :

Pf(z) =< Pf, K, >=< f,PK, >=< f, K, >:/MdA(w).

/ (1 —wz)?

(f — Pf) est orthogonale a K, € L?(D) I'opérateur de projection P est dit opérateur de

projection de Bergman. Initialement la projection de Bergman P est définie sur L?(ID, d.A),
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2.2. OPERATEUR DE TOEPLITZ SUR L% (D)

mais l'intégrale précédente a un sens si f € L'(D,dA), ce qui étend le domaine de P
a L'(D,dA), en particulier en peut appliquer P a toute fonction dans LP(D,dA) pour

1 <p<4o0.

Remarque 2.2.1. La projection de Bergman satisfait les propriétés suivantes :
1. P est une projection bornée de L*(D,dA) dans L(D).
2. P* =P, et P2=P.
3. |\ P=1, oull .| estlopérateur de norme.

4. Soient n et m deux entier non négatifs alors :

~ ”‘T’fflz”*m s7 n>m
P(z"z") =

0 St n<m.

Etant donné une fonction ¢ bornée sur le disque I, on définie opérateur de Toeplitz

T, sur L*(D) par :

Ty : L2(D) — L2(D)

fr—=Tsf = P(of),

ou ¢ est dite symbole de I'opérateur 1.
— Si f € L2(D), alors Pf = f, est donc || Pf ||2=|| f |l2, donc || P ||= 1, d’ot
I T <1l ¢ lloo-

— La représentation intégrale de P nous permet de voir T, comme l'opérateur inté-

grale suivant :

1,1(2) = Pof)e) =< o1, . >= [ 8 daqw)

Proposition 2.2.1. 1. L’opérateur de Toeplitz de symbole la fonction qui vaut 1 sur
D est l'identité de L2(D).
2.VAeC f,ge L*(D) Thyrg = Ny + Ty.
3. Ty =0 si et seulement si ¢ = 0.

4. Ty est ladjoint de Tj.
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2.2. OPERATEUR DE TOEPLITZ SUR L% (D)

Démonstration. 1.

Ty : L2(D) — L2(D)

fr=Tsf = P(¢f)

ona:p=1

Tf=PQAf)=p(f) =TI
2. VA e CVf,ge L>D)

T f + g(h) = p((\f + g)h)
= p(Afh+ gh)
= Ap(fh) + p(gh)
— AT;(h) + T, (h).

3. Si T}, est nul alors pour tout m et n dans N dans on a :

< Tz, 2™ > =< p(¢pz"), 2™ >
=< ¢z, 2" >
=< ¢, 22" >

=0.

D’ou ¢ est orthogonale a I’ensemble des polynomes en(z,z) or, cet ensemble est
dense dans L*(D,dA)et donc ¢ est nulle.
O

Soit ¢ € L'(D,d.A) et considérons I'opérateur T » appelé aussi opérateur de Toeplitz défini
sur A*(D) :

Tof(2) =< of, K, >= /Wdft VzeD (2.3)

w)
puisque la projection P de Bergman peut s’étendre a L'(ID, d.A), il vient pour tout
f € A=(D)lécriture Tyf(2) = p(éf) a un sens, comme A(D) est dense dans L?(D), et

si T, » est bornée alors T, »» se prolonge par continuité sur L?(D). Quand c’est le cas nous

noterons tout simplement Ty pour designer T¢ .
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2.2. OPERATEUR DE TOEPLITZ SUR L% (D)

— Dans la suite nous allons montrer que si ¢ est une fonction intégrable sur D et a
support compact K C ID. Alors 'opérateur T¢ est non seulement borné mais aussi
compact ( la preuve de cette assertion nécessite I'introduction des automorphisme
du disque unité D).

— On rappelle qu'un automorphisme du disque unité est une application bijective

biholomorphe de D dans D, tout automorphisme ¢ de D peut s’écrire comme

p(2) = ¢al§2), ou p(0) =a €D, et, | £ [=1

a—z
#a(2) = 1—az’
Le Jacobien de ’application ¢, est :
d‘A(SOa(Z)) _ |90/ (Z)|2 _ ’1 — (a)2|2
dA(z) “ 1 —az|*’

d’autre part I'inverse ¢! de Pautomorphisme ¢, n’est autre que ¢, lui méme.

L’ensemble des automorphisme du disque, aussi groupe de Mébius est noté Aut (D).

Proposition 2.2.2. Si ¢ est une fonction intégrable et a support compact dans D, alors

Ty est compact.

Démonstration. Soit (f,,) une suite bornée dans L2 (D). Pour z € D,

on définie p, € Aut(D) par :

Comme les fonctions f, sont analytiques et donc harmonique sur D, alors en particulier

elles vérifient la propriété de la valeur moyenne invariante a savoir :
fal2) = Fal(0)) = [ fuloo(w))dA(w),
D

le changement de variable y = ¢, (w) donne :

(1-|z )
[ 1—zy|*

() = [ falw)

D

dA(y).

a-12P? _ 1-]zP _ 1
Tz |t = (= (-2 )"
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2.3. TRANSFORMATION DE BEREZIN

donc pour tout n on a :
1
1) I= [ 1) | dAQ).
) - T1z0)
Pour tout compact K de D, il existe 0 < r, < 1 tel que K soit inclus dans le disque fermé
D(0,ry) et alors pour tout 7 on a :

1 1

< K.
A=) St €

Par la suite pour tout entier n et tout compact K de DD il existe 0 < rp < 1 tel que :

1

SEE | fu(2) |< m | follr -

D’ou pour tout compact K de D on a :

1
sup(su z)|) £ ——su .
s | £,(2) ) < s | £ s
D’apres le théoreme de Montel la suite f,, admet une sous suite (f,,), qui converge uni-
formément sur tout les compact K de D vers une fonction f analytique sur D.

Soit K4 le support compact de la fonction ¢ il vient que :

| 6fa = 6f b= ([ 16() Bl fuu(2) = () P dA(w))?

<[ ll2 sup | fui(2) = f(2) |,

2K,
comme Sup | fn, — f(2) |— 0 quand n; — +o0 alors ¢f,, — ¢f en norme || . |2,
d’autre ;earqtS la projection de Bergman P est continue sur L2(D) donc P(¢f,,) converge
vers P(¢f) en norme || . ||z quand n; — 400 i.e Ty f,, — Ty f dans LZ(D) donc T est

bien un opérateur compact. O

— Dans la suite nous allons quelques situation pour affirmer que 'opérateur de Toe-

plitz est borné.

2.3 Transformation de Berezin

Soit f € L'(D,dA) et 2 € D la transformation de Berezin de f est 'opérateur intégrale
définie par :

1]z )
|1 —zw |*

Bf(z) =< fhe k. >= [ f(w) dA(w), (2.4)
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ou k,(w) = (1— | z |*)?. K,(w) est le noyau de Bergman normalisé de L? il est important

de signaler que le noyau k, possede une propriété fort intéressante qui est la suivante :
Proposition 2.3.1. k, tend vers 0 faiblement quand | z | tend vers 1.
Démonstration. Pour tout polynome analytique P sur D, on a :

<Pky>=(1-]2) <P K,>=(1-|z]*)P(z). (2.5)

Il est clair que cette derniere expression tend vers 0 quand | z | tend vers 1.
Comme I’ensemble des polynomes analytique est dense dans L2(D) alors < f, k, >— 0
quand | z |[— 1 pour toute f € L?(ID), et par conséquent k. tend faiblement vers 0 quand

| z |— 1. ]

Cette propriété nous sera d’une grande utilité plus tard quand nous annoncerons un

deuxieme résultat sur la continuité des opérateurs de Toeplitz d’apres il vient que :
Bf = Bf,
etf >0= Bf >0.
Proposition 2.3.2. La transformation de Berezin est injective.

Démonstration. soit f € L'(D,dA) telle que Bf = 0, Pour tout z € D, on pose :

_ f(w) _ 1
Flz)= / 01— A = oo )
Par hypothese, pour tout z € D, Bf(z) = 0. Ainsi, F'(z) = 0 et donc

ot E
0znoz™ (0)=0.

Pour tout z € D et we D, on a:

9] 1 0 1
oz l| 1—zw|2] Tz l(1 —zw)(1—zw)1
1 a1
_1—zw'8§[1—zw]

1 w

1—zw (1 —7zw)?

En dérivant m fois par rapport a z, on obtient :

) [ 1 1 1 mlw™

07" |(1—zw)2| 1—zw (1—zw)mt
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2.3. TRANSFORMATION DE BEREZIN

De la méme maniere, en dérivant n fois par rapport a z, il vient que

Oz |07™ (1 —zw)?| (1 — zw)"+ 1 (1 — zw)m
D’ou
otmE
— Inlw™w =" _

Comme les polyndmes en (z,%) sont dense dans L?(ID, d.A), alors 'équation ([2.6)) implique
que la fonction f est orthogonale a l’ensemble des polyndmes en (z,%z) et donc || f |l2=0

et par la suite || f ||;= 0. O

La transformation de Berezin est étroitement liée aux automorphismes du disque D.

En effet en effectuant dans (2.5)) la changement de variables

w = %(?J),

il vient que :

Bf(2) = [ F(4-(1)dA®).

D

Ainsi I’équation est équivalente a :
Bf(z) = /f(w(w))dA(w), pour tout ¢ € Aut(D) tel que (0) = 2.
D

Une autre propriété importante de la transformation de Berezin est donnée par la propo-
sition suivante : elle nous permet de trouver des astuces de calcul de quelques transfor-

mations de Berezin en général difficile a faire.

Proposition 2.3.3. Pour tout ¢ € Aut(D) et toute fonction f € L'(D,dA)

B(foy)=(Bf)oy.

Démonstration. Soit 6 € Aut(D) et z € D. On pose :

va(w) = 12—_;:0
et donc
_(2) —w
wé(z)( ) - 1 _@w
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il vient que

Yoz 00 01:(0) = () (0(2)) = 0
sy 0001, € A(D)
Vs 0609, (D) =D et tsyodorh, est bijective.

D’ou d’apres le lemme de Schwarz, il existe une constante complexe ¢ de module 1 tel que

pour tout w € D

w(;(Z) odo wz(w) = Ccw

pour f € LY(D,dA), on a :

IR
D[ DTy A,

En effectuant un changement de variable y = 1, (w) on obtient :

B(fod)(z) = [(fodov.)(w)dA(w)

(f 0 hs(2) 0 1hs(2) 0 6 0 ) (w)d A(w)

(f 0 9hs(2))(cw)d A(w)

B T T T

(f o ¢5(2))(u)dA(u)

Bf(5())
Bfod.

O
Lemme 2.3.1. La transformation de Berezin laisse invariant les fonctions harmonique.

Démonstration. Si f € L*(D,dA) est une fonction harmonique sur D alors f o1} est aussi
harmonique pour tout ¢» € Aut(D). D’apres la propriété de la valeur moyenne, pour tout

Y € Aut(D) tel que ¥(0) = z, on a :

J(2) = fowl0) = [ fou(w)dA(w) = Bf(:)
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soit ¢ € LY(D,dA) il est simple de voir a travers (2.5) que :
Bo(z) =< ¢k,, k., >=< ¢k, Pk, >=< P(¢k,), k, >=< Tyk,, k, > .
O

Proposition 2.3.4. Si ¢ € L'(D,dA) est une fonction harmonique sur D alors Ty est

borné si et seulement si ¢ est borné. Bt Ty est compact si et seulement si ¢ est nulle.

Démonstration. 11 est clair que si ¢ est borné (resp ¢ est nulle ) alors Ty est borné (resp
T4 nul dans un compact ).
Réciproquement, si Ty est borné, et comme K, est unitaire dans L2(D) alors pour tout

zeD
| Bo(2) [=|< Tyk., k. >[<|| Ty || -

Or ¢ est harmonique i.e. B¢ = ¢, car B laisse invariant les fonctions harmoniques, et
donc ¢ est bornée .

Si T} est compact, comme k, tend vers 0 faiblement quand | z | tend vers 1,

alors ¢(z) = Bo(z) =< Tyk,, k. > tend vers 0 quand | z | tend vers 1.

D’ou d’apres le principe du maximum, ¢ est nulle sur D. O

* Si ¢ est une fonction continue sur D Alors B¢ est continue sur D et ¢ coincide avec
B¢ sur 0D de D. En effet si zy € 0D alors 'automorphisme ¢, (w) tend vers z
quand z tend vers zy pour tout w € D. Par le théoreme de la convergence dominé

de Lebesgue, on a :

Z—r20

Bo(z) = lim [ 60 v-(w)dA(w) = 6(x0)

Ceci nous ramene a un troisieme résultat sur la compacité des opérateurs de Toe-

plitz.

Proposition 2.3.5. Si ¢ est une fonction continue sur D alors Ty est compact si et

seulement si ¢ est nulle sur OD.

Démonstration. Si ¢ est continue sur D Et nulle sur 9D alors il existe une suite (¢,) de

fonction continues a support compact sur D telle que :

H ¢ - (bn ||<>o—> 0 (n — —|—OO).
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Or
| Ty — Ty, 1=l T—g, 1] & — I |loo -

D’ou la suite des opérateurs (T, ) tend fortement vers Ty quand n — 400 puisque les
opérateurs Ty, sont compact donc Ty est un opérateur compact.

Réciproquement T, est compact alors Bo(z) =< Tyk,, k, > tend vers 0 quand | z |— 1
car k, converge faiblement vers 0 (| z |— 1). Ainsi ¢ = 0 sur dD, puisque B¢ = ¢ sur

JoD. [l
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Chapitre 3

Produits d’opérateurs de Toeplitz

sur I’espace de Bergman

3.1 Opérateurs de Toeplitz a symbole harmonique

La question posé sur le produit des opérateurs de Toeplitz est : Si Ty et T, sont des
opérateurs de Toeplitz sur L?(D), le produit de ces deux opérateurs est-il un opérateur
de Toeplitz sur L2(D) ? Sous quels conditions I'égalité est vérifier ?

Les résultats de P.Ahren et Cuékovié [14] sont déclarés dans le théoréme suivants :

Théoréme 3.1.1. Si f et g sont deux fonctions harmoniques bornées, et h est bornée sur

C*, une fonction bornée avec un Laplacien invariant, alors TyT, = T), si et seulement si

f et g sont analytiques, et fg = h.

— Rappelons que Laplacien invariant, est souvent noté A = (1— | z [?)?A, ou A =

0? :
5.2 est Laplacien.

Définition 3.1.1. Une fonction F € L'(D,dA) est dite presque bornée si il existe p < 1
telle que F' est intégrable sur le disque compact disk {| z |< p}, et bornée sur la couronne

{zeDp<|z]|<1}.

Si tout p existe, alors avec la linéarité de 'opérateur de Toeplitz par rapport a son symbole,

Tr peut étre écrite ainsi : Tr = TFX + TFX Comme T: Fyqj1<py €St une fonction

{Iz1<p} {p<lzl<1}”

intégrable avec support compact, T, n’est pas seulement borné mais aussi compact,

{lzl<p}
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3.1. OPERATEURS DE TOEPLITZ A SYMBOLE HARMONIQUE

D’autre part T, est clairement un opérateur borné car son symbole F\,<|.j<1} est

{p<lzl<1}

borné. Alors T est borné comme somme deux opérateurs bornés.

— Pour les opérateurs de Toeplitz définis sur L2(ID), il existe deux fonctions ¢ et v
€ L'(D,dA) tel que T, et T, sont bornés et leurs produit T;T,, est un opérateur
de Toeplitz mais ni ¢ ni 1) sont analytiques .
Néanmoins on peut obtenir un théoreme de type Brown-Halmos [2] en exigeant
des symboles vérifiant des conditions bien précises.
Si ¢ est fonction harmonique bornée sur ID, alors il existe deux fonctions ¢y et ¢o analytique

telle que :

¢ = d1 + ¢o.

La décomposition est unique si ¢2(0) = 0, et ¢1 et ¢o ne sont pas nécessairement bornées
mais elles sont dans 'espace de Bloch.
On rappelle que 'espace de Bloch est I’ensemble des fonctions analytiques f sur D telle

que :
sup{(1= |z )| f'(2) | 2 €D} < +oo

¢ peut s’écrire telle que : ¢ = u + iv, telle que u = R(¢) et v = F(¢) sont des fonctions
réelles harmoniques.
Comme toute fonctions réelle harmonique est la partie réelle d’une fonction analytique, il

existe unique fonction analytique f et g sur D, telle que

et

Alors
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3.1. OPERATEURS DE TOEPLITZ A SYMBOLE HARMONIQUE

Si on note ¢ = L(f +ig) et ¢ = %m, ona ¢ = ¢+ ¢s.

La projection de Bergman est bornée de L>°(D) dans 'espace de Bloch alors P(¢) = ¢
et P(¢) = ¢, sont dans I'espace de Bloch.

Considérons deux harmoniques a symboles bornés ¢ = ¢ + ¢o et 1 = ¥y + 1), sur D, la

linéarité de 'opérateur de Toeplitz donne : le produit est égale a :
LoTy = TigirdnyLntin) = Lo + Loy T Loy + T, (3.1)

Alors si T, 7, est un opérateur de Toeplitz. Alors T, T, est aussi un opérateur de Toeplitz
c’est l'essence de P.Ahren dans [14] ou Ahren a caractérisé, en utilisant les transforma-
tions de Berezin, toute fonction analytique bornée ¢ et ¢ telle que le produit TyTy est
un opérateur de Toeplitz, par conséquent Ahren a donné une condition nécessaire et suf-
fisante pour le produit de deux opérateurs de Toeplitz avec symbole harmonique bornée
sera un opérateur de Toeplitz.

Les résultats de Ahren dépendent de la proposition suivante :

Proposition 3.1.1. Soient ¢ et ¢ deuz fonctions analytiques sur L*(D, dA) telle que les
opérateurs de Toeplitz Ty et T, sont bornés sur L2(D), et soit u € L'(D, dA) une fonction

presque bornée, donc les assertions suivantes sont équivalentes
1 TyT; =T,
2. ¢p = B(u), ou B est la transformation de Berezin.

3. V(z,w)eDxDona:

o(2)0(@) = (1 - zw)* [

D

u(6)
(12201 cwp”

Démonstration. TyTy =T, si et seulement si TyT7 K, = T, K, pour tout z € D. Or pour

A(E)-

tout w € D

THK () = P(OK.)(w)

=< YK, K, >
=< K,,vK,, >

=< wKunKz >

= Q/JKw(z)
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3.1. OPERATEURS DE TOEPLITZ A SYMBOLE HARMONIQUE

D'ou T,T5 K (w) = P(2)p(w) K, (w), V2 € D et YVw € D. Donc pour tout (z,w) € D x D

=(1—-zw)’ <ukK,, K, >

_ = \2 u()
-0 [ gra

JAA(E).

En remplagant z par z dans cette derniere expression, on obtient bien 1’équivalence entre

1 et 2.

Maintenant remplacons dans 3 w par z on obtient 2 pour clore la preuve, il reste a montrer

2 implique 3.

Soient

F et GG les fonctions définies et analytiques sur D x D par :

F(z,w) = ¢(2)¢(w),

G(z,w) = (1 — zw)? u(&)

1201 —éwp”

A(E)-

@\

L’assertion 2 est équivalente a dire que la fonction F est égale a la fonction G sur I’ensemble

{(2,2)

,2 € D} . Comme F et G sont toute les deux analytiques sur D x D on a bien que

F=GsurDxD. O

Maintenant supposons que un des deux symboles ¢ et ¢ sont constants. Alors ¢
est une fonction harmonique de la proposition, les fonctions harmoniques sont in-
variant sous les transformations de Berezin, alors ¢1) = B(¢)). Alors TyTy =T,,
alors 2 de la proposition précédente implique que : B(¢tp) = B(u). Comme B est
injective on a ¢t = u, on réfere a ce cas comme un cas triviale, en fait les décom-
posions ¢ = ¢ + ¢ et 1 = 1 + 1y ou 1y est constant alors il est clair que ¥
est analytique ou ¢ est analytique. Donc le produit 7,7}, est I'opérateur Ty, sous

certaines conditions ce cas triviale sera la seule situation ou on aura TyTy = Tyy.

Un autre résultat utilise Laplacien invariant, laplacien invariant a une propriété il
commute avec la transformation de Berezin A(Bu) = B(Au), ce fait est cruciale

dans la preuve de la proposition suivante.

Proposition 3.1.2. Si ¢ et ¢ sont analytiques sur D et si pip = B(u) pour une fonction

u € LYD,dA) N C? tel que Au est borné sur D, alors ¢ et ¥ sont constantes.
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3.1. OPERATEURS DE TOEPLITZ A SYMBOLE HARMONIQUE

Ici c’est important de signaler que la condition dans les propositions précédentes sont
suffisantes mais pas nécessaires, autrement dit il existe une fonction u € L'(D,d.A) tel

que B(u) = ¢1p ou ¢ et 1) sont analytiques, mais ni ¢ ni ) sont constantes.

Lemme 3.1.1. 1. 22 = B(u)(z) ouuy(z) =1+1log |z |*.
2. 2(2)? = B(ug)(z) ouup =2z — L.
il est clair que ni uy, ni uy sont dans C*(D) de plus uy et uy ne sont pas bornées mais

sont presque bornées.

Il vient d’aprés la proposition[3.1.1] que
T.T: = T1+log|z\27
et

T.T: =T,

z—1-
z

Notons dans les deux exemples la fonction ¢ (qui est égale a z ) et la fonction ¢ (qui
est égale a z dans le premier exemple, et 2% dans le second exemple ) sont des polynomes
analytique et leurs degré de produit est inférieur ou égale a 3. De la proposition[2.3.3 pour
tout ¢ € Aut(D) on a :

¢¢ = B(uy 0 ¢),

et

66° = B(uy 0 9).
De la proposition cela est équivalent a :

TyTy = Tuop
et

TyTs2 = Tupop-

Le théoreme suivant caractérise toutes les fonctions analytiques ¢ et v telle que
¢p = B(u) pour une fonction u € L' (D, dA) qui nous dit que les deux fonctions ¢ et 1
sont des polyndmes analytiques avec une certaine Mobius transformation (automorphisme

du disque ). De plus le degré du produit des deux polynémes ne dépasse pas 3.
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Théoréme 3.1.2. Si ¢ et ) sont deuzx fonctions analytiques non-constantes surD et pip =
B(u) ouu € LY(D,dA) alors il existe deux polynémes non constant tel que deg(pq) < 3

et il existe zg € D tel que p =po ., et P =qo p,,.

Ce théoreme est une généralisation de la proposition [3.1.2] comme la condition sur
Laplacien invariant de u est enlevée en fait si on examine les deux exemples de lemme
il est clair que u; et us ne sont pas dans C?, donc leurs Laplacien n’est méme pas
définie.

Comme une application du théoreme précedent le corollaire suivant caractérise toutes les

fonctions harmoniques bornées ¢ et 1 telle le produit 7, T} est un opérateur de Toeplitz.

Corollaire 3.1.1. Si ¢ = ¢+ o et 1) = 1y +1)o sont des fonctions harmoniques bornées,
ou ¢1, ¢o, Y1 et 1y sont analytiques dans D et et ni ¢1 ni 1y sont constantes. Alors les

assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une fonction h € LY(D,dA) ou T}, est borné sur L2(D), telle que
TyTy = T.
2. Il existe deuz polynomes analytiques non constant p et q avec deg(pq) <3 et zo € D

tel que p =pop,, et =qoy, et h doit s’écrire de la forme
h=wo ., + dath1 + P19 + Pathy,
ou la fonction u est définie par pg = B(u).
Démonstration. Si T,T,, = T, alors, d’apres 1'équation , on a :
T6:Tg, = Tugrps—Gan—duiin>
d’ou d’apres la proposition [3.1.1]
P12 = B(u — d1h1 — dothy — dathy). (3.2)

Il vient, par le théoreme que ¢1 = poy,, et Py = qop,, avec p et ¢ deux polynomes
analytiques tels que deg(pq) < 3 et ¢,, € Aut(D). L’équation (3.2) devient alors :

(pq) © 2y = B(u — ¢13hy — €Z§2¢1 - </52¢71)-

Utilisant le faite que la transformation de Berezin B laisse invariant les fonctions harmo-

niques et qu’elle est injective, on obtient :

u = (pq) © Yz + 191 + Gatly + Doty
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Réciproquent si ¢; = po ., et 1y = q o @, alors d’apres la proposition [3.1.1]
TsT5, = Tipgrog., - Donc I'équation (3.1]) devient :

T¢T¢ = T¢1¢1 + T¢>1152 + T¢>_21/)1 + T(p‘j)OSDZO’

c’est a dire : TyTy =T,. O

3.2 Opérateur de Toeplitz quasihomogéne

On a vu dans la section précédente la question que lorsque le produit de deux opé-
rateurs de Toeplitz avec symboles harmonique est un opérateur de Toeplitz était par-
tiellement résolue par P Ahren et Cuékovié [14] et puis complétement résolue par P
Ahren. La méme question a était traitée par Issam louhichi, Elizabeth Strouse et
Lova Zakariasy [9] mais avec une différence de classe de symboles, en particulier ils ont
étudié le produit d’opérateur de Toeplitz avec tel dit : quasihomogéne symbole.

Dans cette section on doit introduire le quasihomogéne opérateur de Toeplitz et résumer

quelques fait utiles a propos.

Définition 3.2.1. une fonction f est dite quasihomogéne de degré p € 7Z, s’il existe une

onction radiale ¢ telle que pour tout z = re® €
foncti diale ¢ telle que pour tout YD,
f(re®y = e®g(r).
Si une telle fonction f est dite le symbole d'un opérateur de Toeplitz alors nous dirons

que 'opérateur de Toeplitz T est quasihomogéne de degré p.

Rappelons que une fonction ¢ est dite radiale pour tout z € D, on a :

Dans toute la suite, nous assimilerons les fonctions radiale dans L*(ID, d.A) a des fonctions
dans L'([0,1],rdr).

Pourquoi regarder une telle classe de symboles? soit R l’ensemble des fonctions carré
intégrable sur [0, 1] par rapport a la mesure rdr, comme d’une part les polynémes en
(2,%) sont denses dans L?*(ID,dA) et d’autre part pour deux entiers k; # ko, e*9R est
orthogonale a e*2R il vient la décomposition suivante de : L2(ID,d.A) a savoir :

L*(D,dA) = P ™R

keZ
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ainsi que toute fonction f € L?(D, d.A) admet une décomposition suivante :
+o0o

f(reie) = Z eikefk(r), freR.

k=—o00

De plus f € L®(D,dA) C L*(D,dA) alors pour tout r € [0,1) et tout k € Z, on a :

) 1= 5 | [ Fre?)e s |
0

et donc toutes les fonctions fi sont bornées sur ID. méme si ce genre de décomposition n’a
pas lieu sur L'(D, dA).

Nous espérons que le fait d’avoir des résultats sur le produit d’opérateur de Toeplitz a
symbole quasihomogéne, nous permettra de dire que plus sur ceux dont les symboles sont
des fonctions beaucoup plus générales.

Soit p € N, et ¢ € L'([0, 1],7dr) une fonction radiale telle que T} est bornée sur L(D),
appliquons I'opérateur de Toeplitz T,y sur les éléments de la base orthogonale de L2(ID)
{&" n >0} nous donne :

e~ gy (w)w"

(1— 20)2 dA(w)

Te-iog(€7)(2)

I
O

e~ P p(w)w" io(k + 1) 2" d A(w)

k=0

2 +o0

r)rtetnp)? k+1 rke_ikezkd—grdé’
o(r)
0 k=0 &

+oo 27

o(r) Z(k +1) /ei(”_p_k)gcwr"J’kzkrdr.
T

k=0 0

I
o O T~

Sin < p—1, alors il est impossible d’avoir n = k + p avec k > 0. Par contre si n > p alors

il existe toujours un k£ > 0 tel que n = k + p, par ailleurs :

27 .
/ei(npk)BdQ _ 0 si k+p#n,
0 T 2 si k+p=n.
Donc
0 si n<p+1,
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De la méme maniére. On montre que pour tout entier n > 0
1
Toinoy(€7)(2) =2(n+p+1) /qﬁ(r)r2n+p+1drz”+p.
0
On définit la transformation de Mellin d’une application ¢ par :

(5(2) = /1¢(7”)7“Z1d7".

Dans notre cas, nous traitons les fonctions radiales ¢ € L([0,1],rdr), Dapplication
=+ ¢(2) est bornée sur le demi-plan {z: R(z) > 2} et analytique sur le demi-plan
{z: R(=z) > 2}.

Pour z € {z: R(z) > 2} la quantité fl(ﬁ(z)rzfldr est appelée le coefficient de Mellin de
¢ d’indice z et sera noté dorénavant poour qAﬁ(z), En résumé nous avons le lemme de calcul

suivant que nous utiliserons souvent.

Lemme 3.2.1. Si p est un entier positif et ¢ est une fonction radiale sur L*(D,dA) tel

que Ty est un opérateur de Toeplitz borné, alors pour tout n € N, on a :

Toivog(€7)(2) = 2(n + p + 1)d(2n + p + 2)2"7,

et
n 0 st n<p
Te-imoy(€7)(2) R
2(n —p+ 1)o(2n — p + 2)2""P si n>p.
Remarque 3.2.1. — Du lemme précédent, on peut voir que ['opérateur de Toeplitz

quasthomogéne acte sur tout élément de la base orthogonale tel un opérateur de
décalage pondéré harmonique. Cette propriété a été souligner par Louhichi et Rao
[12] dans leurs article et il l'ont appelé par un opérateur de décalage harmonique
pondéré

— La matrice d’un opérateur de Toeplitz quasihomogéne dans la base orthogonale de
L3(D), est une matrice dont les éléments sont nuls sauf sur la diagonale par exemple
sip € N si¢p € L'(D,dA) est radiale tel que T, est bornée et si A = (a;;) est la
matrice de Tyipe dans la base orthogonale (vVk + 12%)50 alors :

0 si i—j]F#p

0TI +p+1)d(2) +p+2) si i—7j=np.

aij =
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On doit toujours utiliser le théoreme suivant classique, qui conclue que la transforma-

tion de Mellin est injective.

Théoreme 3.2.1. Supposons que ¢ est une fonction analytique borné sur le demi-plan

{z€C: R(z) >0}. Si ¢ est nulle sur une suite de points distinctes zy, za, ... vérifiant :
1. inf | 2z, |> 0,

2. % %(i) = 00,

n>1
alors ¢ est identiquement nulle {z € C: R(z) > 0}.
Corollaire 3.2.1. Soit (ny),~, une suite d’entier positifs supérieur ou égale a 2 vérifiant
la condition
1
— = +400.

k>0 "k

Si ¢ € L'([0,1],rdr) est telle que b =0 pour tout k > 0, alors ¢ est nulle.

~ 1
Démonstration. Si ¢(ny) = [ ¢(r)r™~Irdr = 0 pour tout k > 0, alors d’apres le théoreme
0

précédent ¢(z) = 0 pour tout z € {z € C: R(z) > 0}, et donc ¢ est nulle. O

3.3 Sur les zéro produit d’opérateur de Toeplitz

Dans cette section, on donne une réponse partiel de la question qui suit :
(Q) : sous quelles conditions sur les symboles f et g, le produit 747, = 0 a une solution
trivialeie: f=00oug=07
La question suivante a été résolue pour 'opérateur de Toeplitz sur I'espace de Hardy.

Mais sur ’espace de Bergman la question (Q) n’a pas une réponse compléte encore.

Corollaire 3.3.1. Si f et g deuz fonctions harmoniques presque bornées tel que TyT, = 0,

alors nécessairement f =0 ou g = 0.

Démonstration. du théoreme on obtient T¥T, = Tt, = Oalors fg = 0 sur D comme

f et g sont tout les deux harmoniques, alors au moins I'un des deux soit nul O

Corollaire 3.3.2. Si f, g, u sont des fonctions harmoniques presque bornées tel que

T¢T, = T¥T, et f non identiquement nulle alors g = u.

Démonstration. Si TyT, = TyT, alors T¥T,_, = 0 donc d’apres le corollaire g—u=
0=g=u. O
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Comme la question Q est résolue pour l'opérateur de Toeplitz avec symbole harmo-
nique borné, maintenant la question qui se pose est la suivante :

Que peut on dire pour le produit I'opérateur de Toeplitz avec symbole général ?

Théoréme 3.3.1. Soit f € L>®(D) et soit g la fonction définie par g(z) = 2™ — z", ou
n,m € N. SiTyT, =0 alors f = 0.

Théoreme 3.3.2. Soit p un entier positif, et soient [ et 1y ou Y est une fonction radiale

dans L'(D, dA) telle que Ty et Ty sont bornés. Si TyT.woy =0 alors f =0 ou ) = 0.

Remarque 3.3.1. 1. Sip € N et TyT, oy, = 0 alors composant les deuz cotés de
légalité par T on obtient T¢Twy = 0. Mais le symbole 1P est une fonction
radiale, en particulier il est quasihomogéne de degré 0, et du théoreme précédent
f=0o0urPYp=01iety =0.

2. SiT,iwoyTy = 0 alors
T5Te-woy = 0,

le méme résonnement de (1) reste valable.

Maintenant, on va utiliser des résultats donner par D.Luecking [I] a propos du rang

finit d’opérateur de Toeplitz sur L?(ID) qui peut étre énoncer ainsi :
" le seul rang fini d’opérateur de Toeplitz est le zéro produit. "

) N ,
Théoréme 3.3.3. Soit f € L®°(D) et g € L>=(D) telle que g(re®®) = Y e*gu(r), ou N
k=—o00
est un entier positif. ng > 0 est le plus petit entier tel que gp(2n + N + 2) # 0 pour tout
n>mng. St T¢T, = 0 alors f = 0.

Démonstration. Pour tout n > 0, on a :

Z Teino gy () (2

k=—00

D’apres le lemme m T,ikog, (»)(2") = 0 pour tout & < —n — 1, donc :

T,(z") = Z Terog, () (2
k=—n

N
= > 2(n+k+1)gr(2n + k +2)z"t*
k=—n
N-1
=2(n+ N+ 1)gn2n+ N +2)z""N + 3" 2(n+ k+ 1)gp(2n + k +2)2" .
k=—n
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Remplagons n par ng, on obtient :

N—-1
Ty(z") = 2(ng + N + 1)gn(2n + N +2)z""N + 3" 2(ng + k + 1)gr(2no + k + 2)2" ",

k=—ng
par hypothese gy (2ng + N + 2) # 0, alors :
1 N-1
2t — . > 2(ng+k+ 1)Gs(2no + k + 2)2" T, (2") |,
n0 | k=—ny

ou Apy = 2(nog + N + 1)gn(2no + N + 2). Cela implique clairement :
20N ¢ pect {Tg(zno), 1,2, ..., z”(’*N*l} . (3.3)
Remplagant n = ny + 1, et passant par le méme passage précedent on voit que :

T,(z"*) = 2(ng + N + 2)gn(2ng + N + 4)z"0 TN+

N—-1
+ > 2(no+k+2)gR(2ng + k + 4)2"0

k=—ng—1
Comme gy (2ng + 2 + N + 2) # 0 on peut écrire 2™ N+ tel qu'une combinaison linéaire

de T,(z™*1),1, 2, ..., 2" donc :
20 HNFL € pect {Tg(,z"°+1), 1,z .., Z"O+N} )

Donc implique :

2PN EL € pect {Tg(z""“), T,(2"), 1, 2, ..., 2"0+N_1} :
En utilisant la méme méthode, on peut démontrer que pour tout [ > 0

2N pect {Tg(z”(’“)7 T,(2"), 1, 2, ..., 2"0+N_l} ,
et

Ty(z" N4 € vect {TyT, ("), TyT, (™), Ty(1), Ty (2), ..., Ty(z"* V1) }

Mais T¥T,(z") = 0 pour tout n > 0 alors pour tout { > 0

Ty(z" "N € vect {Ty(1), Ty(2), .., Ty(z" N 1)}

Donc le rang de Ty est au plus égale a ng + N. D’ici utilisant les résultats de Luecking
Ty doit étre égale a 0 et f = 0. m
Remarque 3.3.2. Soit f € L®(D) et g(2) = Q(2)+h(2) ou Q est un polynome analytique
borné, si Ty T, = 0 alors f =0, et comme la transformation de Mellin mondome de z n’est

jamais égale a zero les hypothéses "gr(2n + N + 2) # 0 pour tout n > ng" du théoréme
sont satisfaites, et donc f = 0.
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Chapitre 4

Commutativité des opérateurs de

Toeplitz

Le probléeme de commutativité d’opérateur de Toeplitz est I’'un des problemes défiants
dans la théorie des opérateurs de Toeplitz, ce probleme peut étre énoncé ainsi :
Si deux opérateurs de Toeplitz commutent, que peut on dire sur leurs symboles ?

Dans ce chapitre, nous commencons par des résultats qui ont été obtenus jusque la.

4.1 Commutativité d’opérateurs de Toeplitz avec sym-
bole harmonique

Axler etéuékovic’[lﬁ] ont étudié la commutativité des opérateurs de Toeplitz, sur
L?(D) avec symbole harmonique borné, ils ont alors obtenu un résultat similaire a celui
du théoréeme du commutativité des opérateurs de Toeplitz sur ’espace de Hardy
Ils ont montré que deux opérateurs de Toeplitz de symbole harmonique bornés commutent
dans le cas triviale seulement. Et les seuls opérateurs satisfaisant cette propriétés sont
I'identité et le zéro produit.

Les résultats de Axler et Cuckovié [16] sont annoncés dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.1. Supposons que [ et g sont deux fonctions harmoniques bornés sur .

Alors :
TyTy = TyTy,
si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiés
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4.1. COMMUTATIVITE D’OPERATEURS DE TOEPLITZ AVEC SYMBOLE
HARMONIQUE

i. f et g sont analytiques sur D, ou bien
ii. f et g sont analytiques sur D, ou bien

iii. il existe deux constantes a,b € C, non nulles, telles que :
af + bg
est constant sur D.

La preuve de ce théoréme repose sur le lemme suivant qu’une fonction est harmonique
sur le disque DD, si et seulement si elle vérifie la propriété de la valeur moyenne invariante

pour la surface et si sa radialisation, définie par :

Définition 4.1.1. Soit ¢ une fonction intégrable sur D. On définit la radialisation de ¢,

et on note rad(¢), par :

rad(¢)(z) = — / $(c2)dh.

L’intégrale existe et finie presque partout car ¢ € L'(ID,dA). Il découle directement,

de cette définition qu'une fonction ¢ est radiale si et seulement si, ¢ = rad(o).

Lemme 4.1.1. Pour T}, borné et tous entier j et k, on a

7 b s < Tyt 28 > si k=17,
rad(¢$)~ =
0 st k#j.

Démonstration. Pour tout entier k£ et j

2m
< Traag) 2", 2" > :/2—/¢(e’9w)d6wk@3dA(w)
T
D 0

1 27 ‘ ‘
= — P(ePw)wrw dhd A(w).

0

En effectuant le changement de variable z = e®w, on obtient :

2

< Trai) > 2 > = o / e'*94dp) / ¢(2)2" 7 dA(w)
T
0 D

2w
1

= 2—(/ e k=004 < Tyz* 20 >

™

< Tyt 2k > si k=

0 si k#7.
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Corollaire 4.1.1. Soit ¢ une fonction harmonique bornée, sur . Alors l'opérateur de
Toeplitz Ty est normal i.e : TyT; = T;Ty si et seulement si l'ensemble ¢(D) wvit sur une

droite du plan complexe C.

Démonstration. On suppose qu’il existe deux constantes non nulle o et 3 dans C, telles

que :
o(z) = az+ 0B, vV e D.

Alors
Bo(z) — aBz =| B e R.

Et ceci pour tout z € D. Et notant a = 8 et b = —af3, il vient que Popérateur a¢ + b est

a valeur réelles sur . Ainsi :

;¢+b = Ta¢5+b = Tapto

i.e : Thytp est auto-adjoint donc normal.
Comme Ty, = a ' (T,4.p—bI), alors T}, est aussi un opérateur normal, comme la fonction ¢

est harmonique bornée sur D, ¢ est aussi harmonique et borné sur D. D’apres le théoréme
il vient que :

1. ¢ et ¢ sont toutes les deux analytiques dans I, ou bien

2. I(a,b) # (0,0) € C? tel que a¢ + bg est constant dans D.

4.2 Commutativité des opérateurs de Toeplitz ana-
lytique

Un opérateur de Toeplitz T} est analytique, si son symbole ¢ est analytique. Dans ce
cas Ty est 'opérateur de multiplication par ¢. Comme deux opérateurs de multiplication
commentent, si T, et T}, sont analytiques sur L2(D), alors T,T = T, Ts. On réfere alors

a ce cas comme un triviale .

Théoreme 4.2.1. Soit ¢ une fonction analytique bornée non-constante sur le domaine

ouvert borné Q. Alors la norme fermé de sous algebre de L*(D) généré par b et les

fonctions analytiques bornées sur ) contient C(€2).
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Théoreme 4.2.2. Si ¢ est une fonction analytique non constante sur €2 et 1 est une

fonction mesurable borné sur ), tel que Ty et Ty, commutent, alors v est analytique.

Démonstration. Comme 1) est borné :
Y€ LH(Q,dA) = L3(Q) @ (L3()

ou (L2(£2))* est le complement orthogonale de 'espace de Bergman L2(£2). Donc ¢ = f+u
avec f € L2(Q) et u € L*(Q,dA) & L2(Q). Si n est entier non négative alors :

TypnTy(1) = ¢"P(f +u) = ¢" f, (4.1)
et
Ty Ty (1) = P(f6" +ud™) = f6" + plug"). (4.2)

Alors TyTy, = TyT,, TynTy = TyTyn pour tout entier n > 0. Donc les equations (4.1)) et
(4.2) doivent étre égales, et p(u¢™) = 0 pour tout n > 0.

Si & est une fonction dans L2(2), on a :
0=<h,u¢" >

:/ah@, Yn > 0.
Q

La derniere pour toute fonction analytique bornée arbitraire h sur €2, et pour tout entier

non négatif n, les résultats de Bishop impliquent

/ﬂwd.A =0,

Q

pour tout w dans C(€2) 'ensemble de toute les fonctions continues sur la fermeture de €.

Donc C(€) est dense dans L*(£2,d.A) on a alors :

/ w2 dA =0,
Q
donc u = 0, alors ¥ = f et donc ¢ est analytique. O

4.3 Commutativité des opérateurs de Toeplitz qua-
sihomogéne

Dans cette section on s’intéresse a la commutativité des opérateurs de Toeplitz avec

symbole quasihomégene, la commutativité de tel opérateur a été étudié par SH. Axler[15],
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il a caractérisé toutes les fonctions ¢ bornés sur I tel que T3 et T.ipo,.m commutent avec

p et m deux entiers positifs ils ont donc obtenus les résultats suivants :

Théoréme 4.3.1. Soient (re?) = Jrfjo ek0apy(r) et ¢p(re?) = %™ deuz fonctions
dans L>®(D), ou ¢, € R, m € N et § kg&oo Alors Ty et T, commutent si et seulement si
pour tout k € 7, il existe des constants :

ao(k), a(k), b(k) et d(k) dans R telles que :

P55 + a(k))l(55 + b(k))

P(55 + ()T (55 + d(k))’

ouI' est une Gamma fonction. De plus, la valeur des constantes

Vr(z) = ao(k)

alk) = o

by = 0
(k) = (2(52g kz)7
d(k) = (k +;S§+m)‘

Dans la démonstration de ce théoréeme, SH.Axler[I5] ont prouvé pour une fonction
borné ¥ (ret*?) = 3> e*¥4);.(r). Si T, commute avec un opérateur de Toeplitz quasihomo-
géne donné, alorskgeZ dernier commute avec Tyikoy, , k € Z .

Plus tard Louhichi et Zakariasy[8] on utilisé se fait cruciale pour caractériser toute
fonction borné ¢ telle que : T, commute avec Tiipo .

Si on voit séparément le quasihomogéne terme de degré négatif et positif dans la décom-
position du symbole v, il ont montré premierement que deux opérateurs de Toeplitz qua-
sihomogéne non-triviale avec des signes différents ne comment jamais. Deuxiemement ils
ont montré que deux opérateurs de Toeplitz avec symbole radiale non-triviale ne commute
pas avec un opérateur de Toeplitz quasihomogéne non nulle et degré positif. Troisieéme-
ment pour un opérateur de Toeplitz quasihomogéne donné e, de degré positif et par
un entier fixé mais arbitrairement positif s, s’il existe une fonction radiale ¢ telle que
Tivo T isoy, = ThisoTine s alors ¢ est unique a une unique constante multiplicative prés.

Leurs résultats se résument dans le théoreme suivant :

Théoréme 4.3.2. Soit ¢ une fonction radiale bornée non-nulle, p un entier positif et

—+00

w(reike) = Z eikewk(r) € L>(D).

k=—0o0
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Alors :
a) Ty commute avec T o si et seulement si T,iny, commute avec Tyirey pour tout k € Z.
b) il existe k € Z_ et une fonction radiale bornée 1y, telle que :

Tpino g Trinoy, = Thinoy, Trivo .
Alors 1y, doit étre égale a zéro.

c) il existe k € Z, est une fonction radiale bornée vy, telle que :

Teip0 ¢Teik9wk — eik0¢k Teip0 ¢

Alors 1y, est unique a une constante multiplicative prés.
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