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Résumé

Dans ce mémoire on a établit la preuve de l'existence et l'unicité du système de Timo-

shenko avec une force extérieur et on a étudié la stabilité exponentielle.

Le premier chapitre était consacré aux quelques dé�nitions et théorèmes fondamentaux

qui sont utiles pour notre travail, tels que les espaces de Banach, Hilbert, Sobolev, et cer-

taines inégalités utilisées dans ce mémoire, et la théorie de semi-groupes.

Dans le second chapitre nous avons démontré l'existence et l'unicité du système de Ti-

moshenko en utilisant la théorie du semi-groupes, en particulier le théorème de Hille�Yosida.

Le troisième chapitre traitait l'étude de la stabilité exponentielle du système de Timo-

shenko en utilisant la théorie de l'énergie, qui repose sur la fonction de Lyapounov.

Mots clés : Système de Timoshenko ; stabilité exponentielle ; théorème de Hille-Yosida.



Abstract

In this work we stableched of the existence and uniqueness of the Timoshenko system

with an in�uential external force and we studed of its exponential stability.

The �rst chapter was devoted to the few fundamental de�nitions and theorems that are

useful for our work, such that the spaces of Banach, Hilbert, Sobolev, and some inequalities

used in this work,was discaded the theory of semi-groups.

In the second chapter we have demonstrated the existence and uniqueness of the Timo-

shenko system using the theory of semi-groups, in particular the theory of Hille � Yosida.

The third chapter deals with the study of the exponential stability of the Timoshenko

system using the theory of energy, which is based on the Lyapounov function.

Keywords : exponential stability ; Hille-Yosida theorem ; Timoshenko system.
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Notations

Ω un ouvert borné de Rn.

H = Espace de Hilbert.

I L'opérateur identité sur X.

X ′ Le dual topologique de l'espace de Banach X.

A* adjoint de A.

Ck(Ω) l'espace des fonctions k fois dérivable et la dérivé d'ordre k est continue.

C∞c (Ω) l'espace des fonctions indé�niment dérivable la support compact.

L1(I,R) l'espace des fonctions x : I → B Lebesgue intégrables.

L1
loc(I,R) l'espace des fonctions localement intégrables.

L2 est l'espace des fonctions de carré intégrable.

D(Ω) l'espace des distributions.

M le Laplacian (M=
∑n

i=0
∂2

∂x2i
(x)).

Im(A) l'image de A.

ϕt = ∂ϕ
∂t

= ϕ′ la dérivée de ϕ par rapport à t.

ϕtt = ∂2ϕ
∂t2

la dérivée d'ordre 2 de ϕ par rapport à t.

ϕx = ∂ϕ
∂x

la dérivée de ϕ par rapport à x.

ϕxx = ∂2ϕ
∂x2

la dérivée d'ordre 2 de ϕ par rapport à x.

ϕxt = ∂2ϕ
∂x∂t

la dérivée d'ordre 2 de ϕ par rapport à x par rapport à t.
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Introduction

Un modèle simple décrivant la vibration transversale d'un faisceau a été développé par

Stephan Timoshenko [28] et donné par le système des équations hyperboliques couplées

suivant : {
ρutt = (k(ux − ϕ))x dans (0, L)× (0,+∞)

Ipϕtt = (EIϕx)x + k(ux − ϕ) dans (0, L)× (0,+∞),
(1)

où t désigne la variable de temps, x est la variable de l'espace le long du faisceau de

longueur L dans sa con�guration d'équilibre, u est le déplacement transversal du faisceau, ϕ

est l'angle de rotation du �lament du faisceau, et ρ, Ip, E, I et k désignent, respectivement, la

densité (la masse par unité de longueur), le moment polaire de l'inertie d'une coupe, module

de Young d'élasticité, le moment de l'inertie d'une coupe, et le module de cisaillement.

Kim et Renardy [20] ont considéré (1) avec deux contrôles sur le bord de la forme{
kϕ(L, t)− k ∂u

∂x
(L, t) = α∂u

∂t
(L, t), ∀t ≥ 0

EI ∂ϕ
∂x

(L, t) = −β ∂ϕ
∂t

(L, t), ∀t ≥ 0,

et ont utilisé les techniques de multiplicateurs pour établir un résultat de stabilité expo-

nentielle pour l'énergie normale de (1). Ils ont également fourni des évolutions numériques

aux valeurs propres de l'opérateur liées au système (1). Un résultat analogue a été également

établi par Feng [12] où la stabilisation d'un système de Timoshenko a été étudiée. Raposo

et al [10] ont étudié (1) avec des conditions aux limites de type Dirichlet homogènes et des

contrôles linéaires, ils ont regardé le système suivant :
ρ1utt − k(ux − ϕ)x + ut = 0 dans (0, L)× (0,+∞)

ρ2ϕtt − bϕxx − k(ux − ϕ) + ϕt = 0 dans (0, L)× (0,+∞),

u(0, t) = u(L, t) = ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = 0, ∀t ≥ 0,

(2)

et ont montré que l'énergie liée à (2) décroit exponentiellement. Ce résultat est semblable

celui obtenu par Taylor [27]. La méthode utilisée est di�érente de l'habituelle telle que la

méthode classique d'énergie. Il emploie principalement la théorie de semi-groupes.Soufyane

et Wehbe [5] ont prouvé que c'est possible de stabiliser uniformément (1) en employant un

feedback localement distribué unique. Ainsi ils ont considéré
ρutt = (k(ux − ϕ))x dans (0, L)× (0,+∞)

Ipϕtt = (EIϕx)x + k(ux − ϕ)− bϕt dans (0, L)× (0,+∞),

u(0, t) = u(L, t) = ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = 0, ∀t ≥ 0,

(3)
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Introduction

où b est une fonction positive et continue qui satisfait

b(x) ≥ b0 > 0, ∀x ∈ [a0, a1] ⊂ [0, L].

En fait, ils ont montré que la stabilité uniforme de (3) tient si et seulement si les vitesses

de propagation sont égales
(
k
ρ

= EI
Iρ

)
, autrement, seulement la stabilité asymptotique a été

prouvée. Xu et Yung [16] ont étudié un système de Timoshenko et ont examiné la stabilité

du système en utilisant les valeurs propres et les fonctions propres. Ammar Khodja et al

[15] ont considéré un système de Timoshenko linéaire avec un contrôle de type mémoire de

la forme 
ρ1ϕtt− k(ϕx + ψ)x = 0

ρ2ψtt − bψxx +
t∫

0

g(t− s)ψxx(s)ds+ k(ϕx + ψ) = 0,
(4)

dans (0, L)× (0,+∞), avec conditions aux limites de type Dirichlet homogènes. Ils ont

employé la technique de multiplicateur et ont montré que le système est uniformément stable

si et seulement si les vitesses de propagation sont égales(
k

ρ1

=
b

ρ2

)
, (5)

et g décroit exponentiellement vers 0, et la stabilité polynômiale si g décroit polynômia-

lement. Ils ont également considéré quelques conditions techniques supplémentaires sur g′

et g′′ pour obtenir leur résultat. Les feedbacks de type mémoire ont été également employé

par De Lima Santos [24] où ils ont considéré un système de Timoshenko et ont montré à

que la présence des deux feedbacks du type mémoire sur une partie de la frontière stabilise

le système uniformément.

Ils ont également obtenu le taux de décroissance de l'énergie en fonction des feedbacks.

Shi et Feng [13] ont étudié un système de Timoshenko non uniforme rayonné de relaxation

soumis à des contrôles localement distribués et ont montré la stabilité exponentielle du

système.

A. Guesmia et S. A. Messaoudi [2] ont considéré le système suivant :

ϕtt − (ϕx + ψ)x = 0, (0, 1)× R+

ψtt − ψxx + ϕx + ψ +
t∫

0

g(t− s)(a(x))ψx(s))xds+ b(x)h(ψt) = 0, (0, 1)× R+

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0, ∀t ≥ 0

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ (0, 1)

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0, 1)

(6)

(soumis à un contrôle frictional et un contrôle de type mémoire complémentaires) et

ont étudié l'in�uence de ces contrôles sur le taux de stabilité des solutions. Ils ont obtenu

la stabilité exponentielle et polynômiale sous des conditions plus faibles sur la fonction de

relaxation.

B. Said-Houari, Y. Laskri [6] ont considéré un système de Timoshenko avec un retarde

de tempe dans feedback, ils regardé le système suivant :{
ρ1ϕtt(x, t)−K(ϕx + ψ)x(x, t) = 0,

ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) +K(ϕx + ψ)(x, t) + µ1ψt(x, t) + µ2ψt(x, t− τ) = 0,
(7)

iii



Introduction

avec (x, t) ∈ (0, 1)× (0,+∞), τ > 0 présenter le retarde de tempe et µ1, µ2 deux constants

positive. Et les conditions aux bourdes

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0, t > 0, (8)

et les conditions initiales{
ϕ(x, 0) = ϕ0, ϕt(x, 0) = ϕ1, ψ(x, 0) = ψ0, ψt(x, 0) = ψ1,

ψt(x, t− τ) = f0(x, t− τ) = f0(x, t− tau), (x, t) ∈ (0, 1)× [0.τ ].
(9)

Méthodologie

Dans ce travail, pour assurer le caractère bien posé de nos problèmes, on utilise la

théorie de semi-groupes pour établir l'existence et l'unicité des solutions. En théorie des

semi-groupes, le théorème de Hille-Yosida est un outil puissant et fondamental reliant les

propriétés de dissipation de l'énergie d'un opérateur non borné A : D(A) ⊂ H −→ H à

l'existence et l'unicité des solutions d'une équation di�érentielle{
Φ′(t) = AΦ(t), t > 0,

Φ(0) = Φ0.

Pour les résultats de stabilité, on utilise la méthode des multiplicateurs basée sur la

construction d'une fonction de Lyapounov L équivalente à l'énergie E de la solution. On

désigne par L ∼ E l'équivalence

α1E(t) ≤ L(t) ≤ α2E(t), t > 0, (10)

pour deux constantes positives α1 et α2 : Pour établir la stabilité exponentielle, alors il

su�t t de montrer que

L′(t) ≤ −cL(t), t > 0, (11)

pour un certain c > 0 : Une intégration simple de (11) sur [0, t] avec (10) mène au

résultat souhaité de la stabilité exponentielle. Il vaut la peine de noter que la di�culté dans

ce travail est de trouver la fonction de Lyapounov adéquate.

Dans ce travail, nous considérons le système suivant :
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + µ1ψt + µ2ψt(x, t− τ) + f(ψ) = 0,

ϕ(x, 0) = ϕ0, ϕt(x, 0) = ϕ1, ψ(x, 0) = ψ0, ψt(x, 0) = ψ1,

ψt(x, t− τ) = f0(x, t− τ), t ∈ (0, τ),

(12)

où (x, t) ∈ (0, 1)× R+.

Dans ce mémoire notre objectif est d'étendre le résultat de Said-Houari et Laskri [6] à un

cadre non linéaire en ajoutant une force extérieure f(ψ). Le reste est organisé comme suit.

Dans le chapitre 1, nous présentons quelques remarques préliminaires. Dans le chapitre 2,

nous prouvons l'existence et l'unicité du système de Timoshenko avec force extérieur en uti-

lisant la théorie de semi-groupe. Dans le chapitre 3, nous prouvons la stabilité exponentielle

de même système en utilisant des méthodes d'énergie.

iv



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces fonctionnelles

1.1.1 Espaces normés

Un espace vectoriel E est appelé espace normé si à tout x ∈ E correspond un nombre positif

‖x‖ ( appelé norme de x ) tel que les trois axiomes suivants, dits axiomes de la norme, sont véri�és :

1. ‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0 ( la norme est non dégénérée) ;

2. ‖λx‖ = |λ|.‖x‖ ( la norme est homogène ) ;

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ( inégalité triangulaire).

Ainsi donc, la norme est une application dé�nie sur E, prenant des valeurs positives et véri�ant les

propriétés 1 à 3.

Remarque 1.1

Si l'on étudie plusieurs espaces normés à la fois on fera �gurer ces espaces en indice pour en

distinguer les normes, par exemple ‖x‖E.

1.1.2 Espaces de Banach

Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy est convergente. Un espace normé

complet est appelé espace de Banach.

1.1.3 Espaces de Hilbert

Un espace vectoriel muni d'un produit scalaire est applé espace de Hilbert s'il est complet au

sens de la norme associée au produit scalaire.

1



Préliminaires

Les espaces de Hilbert qui sont des espaces de Banach particuliers sont des généralisations des

espaces IRn et Cn.

1.1.4 Espaces Lp(Ω)

Soit Ω un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue dx, Les fonction f seront considérées

de Ω dans R ou C

Dé�nition 1.1

Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ et Ω un ouvert de Rn, on dé�nit :

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ R : f mesurable et

∫
Ω |f(x)|pdx < +∞

}
.

On dé�nit sur Lp(Ω) la norme :

‖f‖Lp(Ω) =
[∫

Ω |f(x)|pdx
] 1

p

.

Si p = +∞ :

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R telle que ∃c ∈ R vérifiant : |f | ≤ c p.p sur Ω}.

On dé�nit sur L∞(Ω) la norme

‖f‖L∞(Ω) = inf{c ∈ R tq |f | ≤ c p.p sur Ω}.

1.1.5 Espaces Lp(a, b,Ω)

Dé�nition 1.2

Soient Ω un espace de Banach et ]a, b[ un ouvert de Rn. On désigne par ‖.‖Ω la norme dans

Ω.

On désigne par Lp(a, b,Ω) l'espace des classes des fonctions mesurables de ]a, b[ dans R telle

que :

‖f‖Lp(a,b,Ω) =

[∫
(a,b)
‖f(x)‖pΩdx

] 1

p

<∞ pour p <∞.

1.1.6 Espace de Sobolev

Dé�nition 1.3

Soient (m, p) ∈ N× [1,+∞],on note Dαf = £a.Donc on dé�nit Wm.p(Ω) par :

2
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Wm.p(Ω) =

f ∈ Lp(Ω) telle que ∀α ∈ Nn avec |α| ≤ m, ∃£a ∈ Lp(Ω) vérifant :∫
Ω f(x)Dαϕ(x)dx = (−1)|α|

∫
Ω £a(x)ϕ(x)dx,∀ϕ ∈ D(Ω)


On dé�nit sur Wm.p(Ω) la norme

‖f‖Wm.p(Ω) =
∑
|α|≤m

‖£a‖Lp(Ω).

Si 1 ≤ p < +∞,on peut considérer sur Wm,p(Ω) la norme équivalent

‖f‖Wm.p(Ω) =
(∑

|α|≤m ‖£a‖pLp(Ω)

) 1

2

.

Théorème 1.1

Soit Ω un domaine ouvert de Rn de frontière de classe Cm.Pour tous m ≥ 1 et 1 ≤ p <∞, on a

1) 1
p −

m
n > 0 =⇒ Wm.p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p, q∗] où 1

q∗ = 1
p −

m
n .

2) 1
p −

m
n = 0 =⇒ Wm.p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞].

3) 1
p −

m
n < 0 =⇒ Wm.p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

On introduit l'espace Hm(Ω) comme étant l'espace des fonctions u ∈ L2(Ω), dont toutes les

dérivées partielles d'ordre inférieure ou égale à m-prises au sens faibles sont dans L2(Ω).

Ces espaces jouent un rôle fondamental dans l'étude des équations aux dérivées partielles.

Dé�nition 1.4

Pour m ∈ N, on dé�nit l'espace de Sobolev d'ordre m ∈ N par :

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), |α| ≤ m}, (1.1)

où

α = (α1, . . . , αn), αj ∈ N, |α| = α1 + · · ·+ αn, et Dα = ∂α1

1 . . . ∂αnn , où ∂j =
∂

∂xj
.

On munit Hm(Ω) du produit scalaire :

〈u, v〉m =
∑
|α|≤m

∫
Ω
Dαu(x).Dαv(x)dx, ∀u, v ∈ Hm(Ω), (1.2)

et la norme associée à ce produit scalaire :

‖u‖Hm(Ω) =

 ∑
|α|≤m

∫
Ω
|Dαu(x)|2dx

 1

2

=

 ∑
|α|≤m

∫
Ω
‖Dαu‖22dx

 1

2

(1.3)

3
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Proposition 1.1 :

1) Si p ∈ [1,+∞], alors Lp(Ω) est un espace de Banach (i.e. normé complet).

2) Si p ∈ [1,+∞[, alors Lp(Ω) est séparable (i.e. il existe un n ensemble dénombrable dense

dans Lp(Ω)).

3) L2(ω) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

〈f, g〉L2(Ω) =

∫
Ω
f(x)g(x)dx.

Théorème 1.2

Lp(Ω) est ré�exif pour 1 < p <∞.

Proposition 1.2

Hm(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

∀f, g ∈ Hm(Ω) : 〈f, g〉 =
∑
|α|≤m

∫
Ω
Dαf(x)Dαg(x)dx =

∑
|α|≤m

〈Dαf, Dαg〉L2(Ω).

Remarque 1.2

Cm(Ω) ⊂ Hm(Ω) mais l'inverse n'est pas vraie.

Dé�nition 1.5

On dé�nit Hm
0 (Ω) = D(Ω)(par rapport à la norme de Hm(Ω)) ; c'est-à-dire :

Hm
0 (Ω) =

{
f ∈ Hm(Ω)/∃(ϕk) ∈ D(Ω) vérifient : ||ϕk − f ||Hm(Ω) → 0 tand k → +∞

}
.

De même Wm,p
0 (Ω) = D(Ω) par rapport à la norme de Wm,p(Ω).

Dé�nition 1.6

H2
0 (Ω) = D(Ω) (par rapport la norme de H2(Ω)).

Dé�nition 1.7

Soit Ω un ouvert de RN . On pose

H1(Ω) :=

{
u ∈ L2(Ω) :

∂u

∂xi
∈ L2(Ω), ∀i = 1, . . . , N

}
.

Bien entendu, la dérivation est à comprendre au sens des distributions. En d'autres termes, une

fonction u ∈ L2(Ω) est dans H1(Ω) s'il existe des fonctions v1, . . . , vN dans L2(Ω) telle que :∫
Ω

u
∂φ

∂xi
dx = −

∫
Ω

viφdx, ∀φ ∈ D(Ω), ∀i = 1, . . . , N.

4
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Proposition 1.3

D(Rn) est dense dans H1(Ω).

Remarque 1.3

En générale D(Ω) n'est pas dense dans H1(Ω)

Dé�nition 1.8 [17]

Étant donné 1 ≤ p < ∞, on désigne par W 1,p
0 (I) la fermeture de C1

c (I) dans W 1,p(I). On note

H1
0 (I) = W 1,2

0 (I).

Proposition 1.4

L'espace W 1,p
0 est muni de la norme induite par W 1,p, l'espace H1

0 est muni du produit scalaire

induit par H1.

L'espace W 1,p
0 est un espace de Banach séparable, il est de plus ré�exif pour 1 < p < ∞. L'espace

H1
0 est un espace de Hilbert séparable.

Proposition 1.5

Quand Ω a une frontière régulière, H1
0 (Ω) peut être décrit comme l'espace des fonctions de H1(Ω)

qui s'annulent au sens des traces.

En dimension 1 (n = 1), si Ω =]a, b[ est un intervalle borné, alors H1
0 (]a, b[) est l'ensemble des

fonctions u continues sur [a, b] de la forme :

u(x) =

x∫
a

u′(t)dt, x ∈ [a, b].

1.1.7 Le Théorème de Lax-Milgram

Le théorème de Lax-Milgram est un outil simple et e�cace pour la résolution d'équations

di�érentielles ordinaires et aux dérivées partielles linéaires.

Dé�nition 1.9

On dit qu'une forme bilinéaire

a(u, v) : H ×H −→ R

est

1. Continue s'il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ≤ c|u||v|, ∀u, v ∈ H,

5
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2. Coercive s'il existe une constante α > 0 telle que

a(u, v) ≥ α|v|2, ∀v ∈ H.

Théorème 1.3 (Lax-Milgram)[17]

Soient H un espace de Hilbert et a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercitive. Alors pour

tout ϕ ∈ H ′ il existe u ∈ H unique tel que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉 ∀v ∈ H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u ∈ H et
1

2
a(u, u)− 〈ϕ, u〉 = min

v∈H

{
1
2a(v, v)− 〈ϕ, v〉

}
.

1.2 Quelques inégalités utiles

1.2.1 L'inégalité de Cauchy-Schwarz

Lemme 1.6

Soit Ω ∈ Rn, ∀x1, x2 ∈ L2(Ω),

〈x1, x2〉 ≤ ‖x1‖‖x2‖, (1.4)

où ∣∣∣∣∫
Ω

x1x2dµ

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

|x1|2dµ
) 1

2
(∫

Ω

|x2|2dµ
) 1

2

. (1.5)

Démonstration

La preuve consiste à étudier la fonction suivante :

f(λ) =

∫
Ω

(x1λ+ x2)2dµ.

La première chose que nous pouvons remarquer est que :

(x1λ+ x2)2 ≥ 0 =⇒ f(λ) ≥ 0, ∀λ ∈ R.

Ensuite, essayons de développer f(λ) :

f(λ) =

∫
Ω

(x2
1λ

2 + x2
2 + 2x1λx2)dµ

=

∫
Ω

x2
1λ

2dµ+

∫
Ω

x2
2dµ+

∫
Ω

2x1λx2dµ

= λ2

∫
Ω

x2
1dµ+

∫
Ω

x2
2dµ+ 2λ

∫
Ω

x1x2dµ.

6
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La deuxième chose que nous pouvons remarquer est que f(λ) est un polynôme du deuxième

degré positive. Par conséquent son descriminant ∆ ≤ 0, alors :(
2
∫
Ω

x1x2dµ
)2

− 4

∫
Ω

x2
1dµ

∫
Ω

x2
2dµ ≤ 0 =⇒ 4

(∫
Ω

x1x2dµ
)2

≤ 4

∫
Ω

x2
1dµ

∫
Ω

x2
2dµ.

Il ne nous reste plus qu'à simpli�er par 4 et nous obtenons l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

1.2.2 L'inégalité de Hölder

Soient p, q ∈ [1,+∞] telles que 1
p + 1

q = 1. Alors pour tous f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) :fg ∈ L1(Ω)

et on a :

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω)i.e.

∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ (
∫
Ω

|f(x)|pdx)
1

p (
∫
Ω

|g(x)|qdx)
1

q si p, q ∈]1,+∞[,∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ‖g‖L∞(Ω)

∫
Ω

|f(x)|dx si p = 1 et q = +∞

 .

Démonstration

Premier cas : p ou q vaut +∞. Supposons q = +∞, et donc p = 1. Alors g ≤ ‖g‖L∞ , donc

|fg| ≤ |f |‖g‖L∞ par conséquent :

‖fg‖L1 =

∫
Ω

|fg|dx ≤ ‖g‖L∞
∫
Ω

|f |dx = ‖g‖L∞‖f‖L1 .

Deuxième cas : p et q sont �nis. L'inégalité de Hölder est évidente si ‖f‖Lp = 0 ou ‖g‖Lq = 0.

En e�et par exemple ‖f‖Lp = 0 alors |g| = 0. Donc |fg| = 0 et par conséquent ‖fg‖L1 = 0.

Nous supposons donc maintenant que ‖f‖Lp 6= 0 et ‖g‖Lq 6= 0.

Rappelons la concavité du logarithme :

∀α ∈ [0, 1], ∀x, y > 0, ln(αx+ (1− α)y) ≥ α ln(x) + (1− α) ln(y).

En posant α = 1
p ,et donc 1− α = 1

q , ainsi que x = |f1|p et y = |g1|q, on obtient :

ln
(
|f1|p
p + |g1|q

q

)
≥ 1

p
ln(|f1|p) +

1

q
ln(|g1|q) = ln(|f1g1|),

et donc par croissance de l'exponentielle

|f1|p

p
+
|g1|q

q
≥ |f1g1|.

Ainsi avec

f1 =
f

‖f‖Lp
, g1 =

g

‖g‖Lq
,

7
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on obtient :
fg

‖f‖Lp‖g‖Lq
≤ 1

p

|f |p

‖f‖pLp
+

1

q

|f |q

‖g‖qLq
.

En intégrant chaque membre, la croissance de l'intégrale implique :∫
Ω

fg

‖f‖Lp‖g‖Lq
dx ≤ 1

p
+

1

q
= 1,

ce qui est l'inégalité attendue.

1.2.3 L'inégalité de Hölder généralisée

Corollaire 1.7 (Inégalité de Hölder généralisée)

Soient f1, f2, . . . , fk des fonctions telles que fi ∈ Lpi(Ω) 1 ≤ i ≤ k avec

1

p
=

1

p1
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pk
≤ 1.

Alors le produit f = f1f2 . . . fk appartient à Lp(Ω) et

‖f‖p ≤ ‖f1‖p1 . . . ‖fk‖pk .

1.2.4 L'inégalité de Young

Lemme 1.8

Pour tout a, b ∈ R nous avons :

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
, où ε est toute constante positive. (1.6)

Démonstration

Prenant le résultat bien connu

(2εa− b)2 ≥ 0,∀a, b ∈ R, (1.7)

pour tous ε > 0, on a :

4ε2a2 + b2 − 4εab ≥ 0. (1.8)

Cela implique

4εab ≥ 4ε2a2 + b2, (1.9)

par conséquence,

ab ≥ εa2 +
b2

4ε
,

Cela achève la démonstration.

8
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Lemme 1.9

L'inégalité de Young a�rme que pour tous a et b réels positifs ou nuls, et tous p et q réels strictement

positifs tels que 1
p + 1

q = 1, (sont conjugués ), on a :

ab ≤ ap

p
+
bq

q
. (1.10)

L'égalité a lieu si et seulement si ap = bq. L'inégalité de Young est un cas particulier de l'inégalité

arithmético-géométrique. Son nom vient de William Henry Young.

Démonstration

Soit I = [0, 1], et f : I −→ R intégrable ,telle que :

f(x) =

 p log a, 0 ≤ x ≤ 1
p ,

q log b, 1
p ≤ x ≤ 1.

(1.11)

pour a, b ≥ 0, et 1
p + 1

q = 1, et soit φ(t) = exp(t) une fonction convexe, utilisant l'inégalité de

Jensen, on obtient :

φ

(
1

µ(I)

∫
I

f(x)dx
)
≤ 1

µ(I)

∫
I

φ(f(x))dx, (1.12)

et par conséquence, on a :

1
µ(I)

∫
I

φ(f(x))dx =
1∫
0

exp f(x)dx

=

1

p∫
0

exp(p log a)dx+
1∫
1

p

exp(q log b)dx

= ap

p + bq

q

(1.13)

telle que µ mesure de Lebesgue

donc µ(I) = 1 et

φ

(
1

µ(I)

∫
I

f(x)dx
)

= exp

(
1∫
0

f(x)dx

)
= exp

 1

p∫
0

p log a dx+
1∫
1

p

q log b dx


= ab.

(1.14)

Utilisation (1.12) ,(1.13) et (1.14) pour conclure le résultat.

Lemme 1.10

Pour tous a, b ∈ R(ou C) et pour tous p, q ∈]1,+∞ avec 1
p + 1

q = 1, on a :

|ab| ≤ 1

p
|a|p +

1

q
|b|q.

9



Préliminaires

1.2.5 L'inégalité de Minkowski

Théorème 1.4

Supposons que 1 ≤ p ≤ ∞, f, g ∈ Lp(Ω), Alors

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

et Si 0 6= p < 1, Alors,

‖f + g‖Lp(Ω) ≥ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

1.2.6 L'inégalité de Sobolev-Poincaré

Lemme 1.11

Soit Ω un ouvert de Rn que l'on suppose borné , alors il existe une constante CΩ > 0 telle que, pour

toute fonction u ∈ H1
0 (Ω) on a :

‖u‖L2(Ω) ≤ CΩ‖∇u‖L2(Ω) (1.15)

où ∇u =
(
∂u
∂x1

, . . . , ∂u∂xn

)
, c'est-à-dire :∫

Ω

u2(x)dx ≤ c
∫
Ω

n∑
i=0

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣2 dx.
Démonstration

On peut écrire, pour x ∈ [a, b],

u(x) =

x∫
a

u′(y)dy.

Alors,

u2(x) =

( x∫
a
u′(y)dy

)2

,

≤
x∫
a

(u′(y))2dy

x∫
a

dy,

donc :

=⇒
b∫
a

u2(x) ≤
b∫
a

[ x∫
a

(u′(y))2dy × (x− a)

]
dx ≤ ‖u′‖2L2

(a.b)
×

b∫
a

(x− a)dx.

Cela implique :

=⇒ ‖u‖2L2
(a.b)
≤ (b− a)2

2
‖u′‖2L2

(a.b)
=⇒ ‖u‖L2

(a.b)
≤ (b− a)√

2
‖u′‖L2

(a.b)
.

D'où

‖u‖L(Ω)2 ≤ C‖∇u‖L(Ω)2 , ∀u ∈ H1
0 (Ω).

10
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1.3 Théorie de semi-groupes

1.3.1 Quelques dé�nitions

Dé�nition 1.10

On dit que A opérateur, soit H un espace de Hilbert muni de produit scalaire 〈., .〉 et de norme

associée ‖.‖ et soit A : D(A) ⊆ H −→ H un opérateur linéaire non-borné.

Dé�nition 1.11

On appelle l'application S : [0,+∞[−→ H semi-groupes fortement continu dans H s elle véri�e les

propriétés suivantes :

i) S(0) = Id.

ii) S(t+ s) = S(t)S(s), ∀t, s ≥ 0.

iii) ∀x ∈ H, l'application S(.)x est continue sur [0,+∞[ dans H.i.e

lim
0→1
‖S(t)x− x‖H = 0, ∀x ∈ H.

Dans la suite, on appelle une telle application semi-groupes de classe C0 et on la note par

C0-semi-groupes.

Proposition 1.12

Si (S(t))t≥0 est un C0-semi-groupes dans H, alors l'opérateur adjoint (S∗(t))t≥0 est aussi semi-

groupes de classe C0 dans H.

1.3.2 Le théorème de Banach-Steinhaus

Notation 1.1 [17]

Soient E et F deux e.v.n. On désigne par L (E,F ) l'espace des opérateurs linéaires et continus de

E dans F muni de la norme

‖S‖L (E,F ) = sup
x∈E
‖x‖≤1

‖Sx‖.

On pose L (E) = L (E,F )

Théorème 1.5 (Banach-Steinhaus)[17]

Soient E et F deux espaces de Banach. Soit (Si)i∈I une famille ( non nécessairement dénombrable

) d'opérateurs linéaires et continus de E dans F . On suppose que

(1) sup
i∈I
‖Six‖ <∞ ∀x ∈ E

Alors

11
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(2) sup
i∈I
‖Si‖L (E,F ) <∞.

Autrement dit, il existe une constante c telle que

‖Six‖ ≤ c‖x‖ ∀x ∈ E, ∀i ∈ I.

Lemme 1.13

Soit (S(t)) un C0-semi-groupes alors

∃M ≥ 1, ∃w ∈ R tels que : ‖S(t)‖ ≤Mewt, ∀t ≥ 0. (1.16)

Démonstration

Considérons le compact [0, 1], comme (S(t))t≥0 est fortement continue, alors l'application

t 7−→ S(t)x est continue. Donc l'image de [0, 1] par cette application est compacte, et par conséquent

∃Mx tel que : ‖S(t)x‖ ≤Mx, ∀t ∈ [0, 1].

D'après le théorème de Banach-Steinhauss :

∃M tel que : ‖S(t)‖ ≤M, ∀t ∈ [0, 1].

On remarque que la constante M ≥ 1(1 = ‖S(0)‖ ≤M).

Maintenant si t /∈ [0, 1] on écrit t = n+ θ avec n ∈ N∗ et θ ∈]0, 1[ donc

S(t) = S(n+ θ)

= S(n)S(θ)

= (S(1))nS(θ).

Alors

‖S(t)‖ = ‖(S(1)n)S(θ)‖ ≤ ‖(S(1)n)‖‖S(θ)‖

≤MnM

≤Men logM

On pose logM = w, donc

‖S(t)‖ ≤Menw ≤Metw.

Remarque 1.4

Si (S(t))t≥0 est un semi-groupes fortement continu à l'origine véri�ant la majoration (1.16), alors

il est fortement continue.

12
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Dé�nition 1.12

On dit que S(t) est un semi-groupes borné si

∃M ≥ 0 tel que ‖S(t)‖ ≤M, ∀t ≥ 0.

Remarque 1.5

Si M ≤ 1, S(t) est dit de contraction.

Dé�nition 1.13

On appelle générateur in�nitésimal du C0-semi-groupe {S(t)}t≥0, tout opérateur A dé�ni sur l'en-

semble

D(A) =

{
x ∈ H, lim

t→0+

S(t)x−x
t existe

}
par

Ax = lim
t→0+

S(t)x− x
t

, ∀x ∈ D(A).

Parfois on note {eAt}t≥0 pour {S(t)}t≥0.

Théorème 1.6 [18]

Si A est un générateur in�nitésimal de semi-groupes S(t), alors A est un opérateur fermé.

Proposition 1.14 [18]

Le domaine D(A) d'un générateur in�nitésimal A de semi-groupes (SA(t)) est un espace vectoriel

dense dans H.

Dé�nition 1.14

On dit que A est dissipatif si

∀x ∈ D(A), 〈Ax, x〉 ≤ 0

Dé�nition 1.15

{eAt}t≥0 est dit analytique si eAt admet une extension S(λ) pour λ ∈ ∆θ = {λ ∈ C, |arg(λ)| < θ}

pour certain θ > 0 tel que λ→ S(λ) est analytique et lim
λ∈∆θ→0

‖S(λ)z‖ = 0, ∀z ∈ H,

S(λ+ µ) = S(λ)S(µ), ∀λ, µ ∈ ∆θ,

ou de manière équivalente (voir le Théorème 5.2 dans le livre de Pazy [58], p.61-62), il existe

une constante K > 0 tel que

AeAt ≤ Kt−1, ∀t > 0.
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Proposition 1.15 [22]

Pour un opérateur borné A sur un espace de Banach X, le spectre σ(A) est toujours compact et

non vide, d'où son rayon spectral

r(A) := sup
{
|λ| : λ ∈ σ(A)

}
,

est �nie et satisfait r(A) ≤ ‖A‖.

Dé�nition 1.16 [22]

Soit A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur fermé. Alors

T (A) := sup
{
Reλ : λ ∈ σ(A)

}
est appelée la borne spectrale de A.

Pour le générateur A d'un semi-groupe fortement continu τ = (S(t))t≥0, la borne spectrale T (A)

est toujours dominé par la borne de croissance

ω0 = ω0(τ) = inf
{
ω ∈ R il existe Mω ≥ 1 tel que‖S(t)‖ ≥Mωe

ωt ∀t ≥ 0
}
.

Dé�nition 1.17 [22]

Pour la borne spectrale T (A) de générateur A et pour la borne de croissance ω0 du semi-groupe

généré (S(t))t≥0, on a

−∞ ≤ T (A) ≤ ω0 = inf
t>0

1

t
log ‖S(t)‖

= lim
t→∞

1

t
log ‖S(t)‖

=
1

t0
log(r(S(t0))) <∞

pour chaque t0 > 0. En particulier, le rayon spectral de l'opérateur de semi-groupe T (t) est donné

par

r(S(t)) = eω0t ∀t ≥ 0.

Corollaire 1.16 [3]

Soit (S(t)) un C0-semi-groupes sur H de générateur in�nitésimal −A. Alors pour tout u0 ∈ D(A),

le système :  u′(t)+ Au(t) = 0, ∀t ≥ 0

u(0) = u0

(1.17)

admet une unique solution u ∈ C1([0,+∞[;H)
⋂
C([0,+∞[;D(A)) donne par

u(t) = S(t)u0. (1.18)
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1.4 Théorème de Hille-Yosida

Théorème 1.7 (Hille-Yosida)[3]

Un opérateur linéaire (non borné) A est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe de contrac-

tion S(t), t ≥ 0 si et seulement si :

1. A est fermé et D(A) = X.

2. L'ensemble résolvant ρ(A) de A R+ contient et pour tout λ > 0,

‖R(λ,A‖ ≤ 1

λ
.

Remarque 1.6 [3]

Soit A le générateur in�nitésimal d'un semi-groupe de contraction S(t). L'ensemble résolvant de A

contient toujours le demi-plan ouvert droit, i.e, {λ : Reλ > 0} ⊆ ρ(A) et pour λ

‖R(λ, λ)‖ ≥ 1

Reλ
.

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Dé�nition 1.18 [17]

Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur linéaire non-borné.

On dit que A est dissipatif si

〈Av, v〉 ≤ 0 ∀v ∈ D(A),

A est maximal Im(I +A) = H i.e.

∀f ∈ H, ∃u ∈ D(A) tel que u+Au = f.

On dit que A est monotone si −A est dissipatif i.e 〈Au, u〉 ≥ 0 pour tout u ∈ D(A).

1.4.1 Résolution d'un problème d'évolution

Étant donné, le problème d'évolution suivant : du
dt +Au = 0 sur T ∈ [0,+∞[

u(x, 0) = u0(x), x ∈ ω
(1.19)

Théorème 1.8 (Hille-Yosida) [17]

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout u0 ∈ D(A)

il existe une fonction unique

u ∈ C1
(

[0,+∞[;H
)
∩ C

(
[0,+∞[;D(A)

)

15
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solution du (1.19). De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣du
dt (t)

∣∣∣ = |Au(t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

Remarque 1.7 [17]

L'intérêt principal du théorème présidant réside dans le fait que pour résoudre le problème d'évolu-

tion (1.19) on se ramène à véri�er que A est maximal monotone, c'est-à-dire, à étudier l' équation

stationnaire u+ λAu = f .

1.4.2 Equations avec second membre non linéaires.

Considérons le problème ,soit f ∈ L1(Ω) du
dt (t) +Au(t) = f(t) sur [0, T ]

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω
(1.20)

On a le résultat suivant

Théorème 1.9

On suppose que A est m-dissipatif et E espace de Banach. Alors pour tout u0 ∈ D(A) et tout

f ∈ C1([0, T ];E) il existe une fonction

u ∈ C1
(

[0, T ];E
)
∩ C

(
[0, T ];D(A)

)
unique solution de (1.20). De plus u est donnée par la formule

u(t) = SA(t)u0 +

t∫
0

SA(t− s)f(s)ds, (1.21)

où SA(t) désigne le semi-groupe [17].

Démonstration

Grâce à la linéarité on prend u0(x) = 0.

Soit v(t) =
t∫

0

SA(t− s)f(s)ds.

Écrivons f sous la forme f = f1 + f2 où f1 ∈ C1(R+, E) et f2 ∈ C0(R+, D(A). On va étudier

v1(t) =

t∫
0

SA(t− s)f1(s)ds =

t∫
0

SA(s)f1(t− s)ds

(t, s) −→ SA(t− s)f1(s)

[0, 1]× [0, 1] −→ E est continue

16
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Donc v1 ∈ C0([0, T ], E).

(t, s) −→ ∂

∂t
SA(s)f1(t− s)

[0, 1]× [0, 1] −→ E est continue

Donc v1 ∈ C1([0, T ], E).

D'où

v′1(t) =

t∫
0

SA(s)f ′1(t− s)ds+ SAf1(0)

SA − I
σ

v1(t) =
1

σ


t∫

0

SA(t+ σ − s)f1(s)ds−
t∫

0

SA(t− s)f1(s)ds


=

1

σ


t∫

0

SA(σ + s)f1(t− s)ds−
t∫

0

SA(s)f1(t− s)ds


=

1

σ


t∫

0

SA(s)f1(t− s+ σ)ds−
t∫

0

SA(s)f1(t− s)ds


=

1

σ

t∫
0

SA(s) (f1(t− s+ σ)− f1(t− s)) ds

=
1

σ

t+σ∫
t

SA(s)f1(t− s+ σ)ds− 1

σ

σ∫
0

SA(s)f1(t− s)ds

quand σ tend vers 0, la quantité précédente tend vers
t∫

0

SA(s)f ′1(t − s)ds + SA(t)f1(0) − f1(t) =

v′1(t)− f1(t). Ce qui implique que v1(t) ∈ D(A) et Av1(t) = v′1(t)− f1(t).

En suivant le même schéma, on montre la même propriété pour v2 qui découle de f2

On retiendra que si f ∈ L1(0, T ;E) la formule (1.21) � qui a toujours un sens � peut être

considérée comme une solution généralisée de (1.20).

Dans les applications, on rencontre de nombreuses équations � semi-linéaires � du type

du

dt
+Au = F (u),

où F est un opérateur non linéaire .

1.5 Théorème de Lumer-Phillips

Proposition 1.17

Soit A : D(A) ⊂ X → X un opérateur dissipatif, Alors :

17
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1. λI −A est injectif pour tout λ > 0, et on a

‖(λI −A)−1y‖ ≤ 1

λ
‖y‖, ∀y ∈ Im(λI −A). (1.22)

2. Il existe λ0 > 0 tel que λ0I − A soit surjectif si et seulement si, λI − A est surjectif pour

tout λ > 0. Dans ce cas ]0,+∞[⊂ ρ(A).

3. A est fermé si et seulement Im(λ0I−A) est fermé pour un certain λ0 > 0, et donc Im(λI−

A) est fermé pour tout λ > 0.

Théorème 1.10 (Lumer-Phillips)

Soit A un opérateur linéaire à domaine D(A) dense dans X.

1. Si A est dissipatif et s'il existe λ0 > 0 tel que Im(λ0I − A) = X, alors A est le générateur

in�nitésimal d'un C0-semi-groupe de contractions sur X.

2. Si A est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe de contractions sur X, alors Im(λI −

A) = X pour tout λ > 0 et A est un opérateur dissipatif. De plus pour tout x ∈ D(A) et tout

f ∈ F(x) on a Re〈f,Ax〉 ≤ 0.

Corollaire 1.18

Soit A un opérateur linéaire fermé à domaine D(A) dense dans X. Si A et A∗ sont dissipatifs alors

A est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe de contractions sur X.

18



Chapitre 2

Existence et unicité de la solution de

problème

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudiera l'existence et l'unicité de la solution d'un système de type Timo-

shenko avec force extérieure. ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + µ1ψt + µ2ψt(x, t− τ) + f(ψ) = 0,
(2.1)

où (x, t) ∈ (0, 1) × R+. quand µ1 = µ2 = f = 0, ce système a été proposé par Timoshenko

[28] comme modèle pour les vibrations d'un mince faisceau élastique de longueur.Ici, ϕ = ϕ(x, t)

désigne le déplacement transversal du faisceau ψ = ψ(x, t) indique l'angle de rotation du �lament

du faisceau et ρ1, ρ2, k, b sont des constantes positives liées aux propriétés physiques de la poutre.

Dans le système, µ1ψt représente un amortissement de friction et f(ψ) est une force extérieure. Le

retard de temps est donné par µ2ψt(x, t− τ), où µ1, µ2, τ sont des constants positif.

Au système (2.1) nous ajoutons les conditions initiales ϕ(x, 0) = ϕ0, ϕt(x, 0) = ϕ1, ψ(x, 0) = ψ0, ψt(x, 0) = ψ1,

ψt(x, t− τ) = f0(x, t− τ), t ∈ (0, τ),
(2.2)

Où f0 est prescrit, et les conditions limites de Dirichlet

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0, ∀t ≥ 0. (2.3)
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Nous observons que notre problème est dé�ni dans un contexte où : (a) l'amortissement est dé�ni

seulement sur l'équation pour l'angle de rotation ; (b) la présence d'un retard de temps ; (c) la

stabilité exponentielle dans un forçage non linéaire.

2.2 Préliminaire et résultat principaux

Nous utilisons Lebesgue standard et des espaces Sobolev

Lq(0, 1), 1 ≤ q ≤ ∞, et H1
0 (0, 1).

Dans le cas q = 2 nous écrivons ‖u‖ au lieu ‖u‖L2 .

Maintenant nous donnons quelques hypothèses sur la force extérieure f(ψ(x, t)). Nous suppo-

sons f : R→ R satisfaisant.

|f(ψ2)− f(ψ1)| ≤ k0(|ψ1|θ + |ψ2|θ)|ψ1 − ψ2| pour tous ψ1, ψ2 ∈ R, (2.4)

où k0 > 0, θ > 0. En plus nous le supposons

0 ≤ f̂(ψ) ≤ f(ψ)ψ pour tous ψ ∈ R, (2.5)

avec f̂(z) =
z∫
0

f(s)ds.

A�n de traiter le retard de rétroaction (feedback ), motivé par [6, 25, 26], nous dé�nissons la

nouvelle variable dépendante suivante :

z(x, ρ, t) = ψt(x, t− τρ), x ∈ (0, 1), ρ ∈ (0, 1), t > 0. (2.6)

IL sont suit

zt(x, ρ, t) =
∂ψt(x, t− τρ)

∂(t− τρ)
× ∂(t− τρ)

∂t
=
∂ψt(x, t− τρ)

∂(t− τρ)

zρ(x, ρ, t) =
∂ψt(x, t− τρ)

∂(t− τρ)
× ∂(t− τρ)

∂ρ
= −τ ∂ψt(x, t− τρ)

∂(t− τρ)

Donc il est facile de véri�er

τzt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0, dans (0, 1)× (0, 1)× (0,∞). (2.7)

Ainsi, l'équation (2.1) est transformée à

ρ1ϕtt(x, t)− k(ϕx + ψ)x(x, t) = 0,

ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) + k(ϕx + ψ)(x, t) + µ1ψt(x, t)

+µ2z(x, 1, t) + f(ψ(x, t)) = 0,

τzt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0,

(2.8)

20



Existence et unicité de la solution

avec x ∈ (0, 1), ρ ∈ (0, 1) et t > 0, les conditions initiales et les condition aux limite qui marque

sont 

ϕ(x, 0) = ϕ0, ϕt(x, 0) = ϕ1, ψ(x, 0) = ψ0, ψt(x, 0) = ψ1, x ∈ (0, 1)

z(x, ρ, 0) = f0(x,−ρτ), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, τ),

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = 0, t > 0,

z(x, 0, t) = ψt(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0.

(2.9)

Tout d'abord, nous montrerons l'existence et l'unicité du problème (2.8)-(2.9).

nous poussent deux nouvelles variables dépendantes u = ϕt et v = ψt, alors le problème (2.8)-

(2.9) s'écrit 

u = ϕt

ϕtt = k
ρ1

(ϕx + ψ)x

v = ψt

ψtt = b
ρ2
ψxx − k

ρ2
(ϕx + ψ)− µ1

ρ2
ψt − µ2

ρ2
z(x, 1, t)

zt = −−1
τ zρ(x, ρ, t)

ce qu'on peut écrire sous la forme dU
dt = AU + F (U), t > 0,

U(0) = U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, f0(.,−τ))T ,
(2.10)

où U = (ϕ, u, ψ, v, z)T , et A est l'opérateur di�érentiel

A =



0 1 0 0 0

k
ρ1
∂xx 0 k

ρ1
∂x 0 0

0 0 0 1 0

− k
ρ2
∂x 0 b

ρ2
∂xx − k

ρ2
−µ1

ρ2
−µ2

ρ2

0 0 0 0 − 1
τ ∂ρ


et

AU =



u

k
ρ1

(ϕxx + ψx)

v

b
ρ2
ψxx − k

ρ2
(ϕx + ψ)− µ1

ρ2
v − µ2

ρ2
z(., 1)

− 1
τ zρ


, F =



0

0

0

− 1
ρ2
f(ψ)

0


,

Le domaine de A est alors

D(A) =
{

(ϕ, u, ψ, v, z)T ∈ H : v = z(., 0), dans (0, 1)
}
, (2.11)
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où

H = (H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1))×H1

0 (0, 1)× (H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1))×H1

0 (0, 1)× L2(0, 1;H1
0 (0, 1)).

Nous dé�nissons l'espace d'énergie H par

H := H1
0 (0, 1)× L2(0, 1)×H1

0 (0, 1)× L2(0, 1)× L2((0, 1)× (0, 1)). (2.12)

Pour U = (ϕ, u, ψ, v, z)T , U = (ϕ, u, ψ, v, z)T et pour ξ une satisfaction constante positive

τµ2 ≤ ξ ≤ τ(2µ1 − µ2), (2.13)

nous équipons H avec le produit scalaire

〈U,U〉H =

1∫
0

[ρ1uu+ ρ2vv + k(ϕx + ψ)(ϕx + ψ) + bψxψx]dx+ ξ

1∫
0

1∫
0

z(x, ρ)z(x, ρ)dρdx. (2.14)

Maintenant nous donnons le résultat d'existence et d'unicité des solutions du problème (2.10)

Théorème 2.1

Supposons que (2.4)-(2.5) et µ2 ≤ µ1 , alors nous avons les résultats suivants.

(i) Si U0 ∈ H , alors problème (2.10) a une solution faible (mild) unique U ∈ C([0,∞),H )

avec U(0) = U0.

(ii) Si U1 et U2 sont faible (mild) solutions doux de problème (2.10) alors il existe un positif

constante de C0 = C(U1(0), U2(0)) telle que

‖U1(t)− U2(t)‖H ≤ eC0T ‖U1(0)− U2(0)‖H pour tout 0 ≤ t ≤ T (2.15)

(iii) Si U0 ∈ D(A), alors la solution faible (mild) ci-dessus est une solution forte.

2.3 Existence et unicité de la solution de problème

L'énergie fonctionnelle des solutions du problème (2.8)-(2.9) est dé�ni par

E(t) =
1

2

1∫
0

[ρ1ϕ
2
t + ρ2ψ

2
t + k|ϕx + ψ|2 + bψ2

x]dx+
ξ

2

1∫
0

1∫
0

z2(x, ρ, t)dρdx+

1∫
0

f̂(ψ(t))dx. (2.16)

Dans cette section, nous étudierons l'existence et l'unicité de solutions au problème (2.8)-(2.9)

de compléter la preuve du théorème 2.1.
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Lemme 2.1

L'énergie E(t) dé�nie par (2.16) est une fonction non-croissante le long de la solution trajectoires,

c'est-à-dire, il existe une positive constante c telle que pour tout t ≥ 0,

E′(t) ≤ −C
1∫

0

ψ2
t (x, t)dx− C

1∫
0

z2(x, 1, t)dx ≤ 0, (2.17)

et il existe deux constantes positives δ0 et C1, indépendante des données initiales en H , tel que

pour tout t ≥ 0,

E(t) ≥ δ0

 1∫
0

ϕ2
tdx+

1∫
0

ψ2
t dx+

1∫
0

|ϕx + ψ|2dx+

1∫
0

ψ2
xdx+

1∫
0

1∫
0

z2(x, ρ)dρdx

− C1. (2.18)

Démonstration

En multipliant la première équation en (2.8) par ϕt ,et en intégrant le résultat sur (0,1) par rapport

à x on trouve :

ρ1

1∫
0

ϕttϕtdx− k
1∫

0

ϕt(ϕx + ψx)dx = 0

on intégrant par parties, on obtient :

ρ1

1∫
0

ϕttϕtdx− k[ϕt(ϕx + ψ)]10 + k

1∫
0

ϕtx(ϕx + ψ)dx = 0.

Les conditions aux bords permettent d'écrire la dernière égalité sous la forme suivant :

ρ1
d

2dt

1∫
0

ϕ2
tdx+ k

1∫
0

ϕtx(ϕx + ψ)dx = 0 (2.19)

En multipliant la deuxième équation dans (2.8) par ψt, et en intégrant sur (0, 1) par rapport à x

on trouve :

ρ2

1∫
0

ψttψtdx− b
1∫

0

ψxxψtdx+ k

1∫
0

(ϕx + ψ)ψtdx+ µ1

1∫
0

ψ2
t dx+ µ2

1∫
0

zψtdx+

1∫
0

f(ψ)ψtdx = 0,

et grâce a la formule d'intégration par partie avec les conditions au bord, on obtient.

ρ2
d

2dt

1∫
0

ψ2
t dx−b[ψxψt]10+b

d

2dt

1∫
0

ψ2
xdx+k

1∫
0

ψt(ϕx+ψ)dx+µ1

1∫
0

ψ2
t dx+µ2

1∫
0

zψtdx+

1∫
0

f(ψ)ψtdx.

(2.20)
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En additionnant (2.19) et (2.20), on trouve :

ρ1
d

2dt

1∫
0

ϕ2
tdx+ ρ2

d

2dt

1∫
0

ψ2
t dx+ b

d

2dt

1∫
0

ψ2
xdx+ k

1∫
0

ϕxt(ϕx + ψ)dx+ k

1∫
0

ψt(ϕx + ψ)dx

+ µ1

1∫
0

ψ2
t dx+ µ2

1∫
0

z(x, 1, t)ψtdx = 0

=⇒

ρ1
d

2dt

1∫
0

ϕ2
tdx+ ρ2

d
2dt

1∫
0

ψ2
t dx+ b d

2dt

1∫
0

ψ2
xdx+ k d

2dt

1∫
0

[ϕx(ϕx + ψ) + ψ(ϕx + ψ)] dx

+ µ1

1∫
0

ψ2
t dx+ µ2

1∫
0

z(x, 1, t)ψtdx = 0

=⇒

ρ1
d

2dt

1∫
0

ϕ2
tdx+ ρ2

d
2dt

1∫
0

ψ2
t dx+ b d

2dt

1∫
0

ψ2
xdx+ k d

2dt

1∫
0

[
ϕ2
x + 2ψϕx + ψ2

]
dx

+ µ1

1∫
0

ψ2
t dx+ µ2

1∫
0

z(x, 1, t)ψtdx = 0

alors

1

2

d

dt

 1∫
0

[
ρ1ϕ

2
t + ρ2ψ

2
t + k|ϕx + ψ|2 + bψ2

x

]
dx

 = −µ1

1∫
0

ψ2
t dt− µ2

1∫
0

ψtz(x, 1, t)dx.

D'après la condition (2.13), on observe que :

−µ1 +
µ2

2
< 0,

µ2

2
< µ2. (2.21)

Donc

1

2

d

dt

 1∫
0

[
ρ1ϕ

2
t + ρ2ψ

2
t + k|ϕx + ψ|2 + bψ2

x

]
dx

 ≤ (−µ1 +
µ2

2
)

1∫
0

ψ2
t dx+

µ2

2

2∫
0

z2(x, 1, t)dx.

(2.22)
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Existence et unicité de la solution

Nous multiplions la troisième équation en (2.8) par ξ
τ z et en intégrer le résultat sur (0, 1) × (0, 1)

par rapport à ρ et x, respectivement, pour obtenir

ξ

τ

1∫
0

1∫
0

τzt(x, ρ, t)z dρdx+
ξ

τ

1∫
0

1∫
0

zρ(x, ρ, t)z dρ dx = 0

ξ

1∫
0

1∫
0

zt(x, ρ, t)z dρ dx = − ξ
τ

1∫
0

1∫
0

zρ(x, ρ, t)z dρ dx

ξd

2dt

1∫
0

1∫
0

z2(x, ρ, t)dρ dx = − ξ

2τ

1∫
0

1∫
0

∂

∂ρ
z2(x, ρ, t)dρ dx

= − ξ

2τ

1∫
0

(z2(x, 0, t)− z2(x, 1, t))dx.

Qui,avec (2.22), (2.13) et le fait d
dt f̂(ψ) = f(ψ)ψt pour ψ ∈ R, nous donne (2.17).

Il est facile d'obtenir (2.18) à l'aide de (2.5) avec δ0 = min{1
2 ,

ξ
2}. D'où

E(t) ≥ δ0(

1∫
0

ψ2
t dx+

1∫
0

ψ2
t dx+

1∫
0

|ϕx + ψ|2dx+

1∫
0

ψ2
xdx+

1∫
0

1∫
0

z2dρ dx)− C1.

Lemme 2.2

L'opérateur A dé�ni en (2.10) est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-group en H .

Démonstration

Il résulte de (2.10) que pour l'ensemble U(t) ∈ D(A).

Il su�t de prouver que A est dissipative, pour cela on montrons que.

〈AU,U〉H ≤ −C
2∫

0

ψ2
t (x, t)dx− C

1∫
0

z2(x, 1, t)dx ≤ 0

On a

AU =



u

k
ρ1

(ϕxx + ψx)

v

b
ρ2
ψxx − k

ρ2
(ϕx + ψ)− µ1

ρ2
v − µ2

ρ2
z(., 1)

− 1
τ zρ


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alors,

〈AU,U〉H =

1∫
0

{
ρ1[

k

ρ1
(ϕxx + ψx)u] + ρ2[

b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
(ϕx + ψ)− µ1

ρ2
v − µ2

ρ2
z(x, 1)]v

+k(ux + v)(ϕx + ψ) + bvxψx} dx+ ξ

1∫
0

1∫
0

−1

τ
zρ(x, ρ)z(x, ρ)dρ dx

=

1∫
0

kϕxxu dx+

1∫
0

kψxu dx+ b

1∫
0

ψxxv dx− k
1∫

0

ϕxv dx− k
1∫

0

ψv dx− µ1

1∫
0

v2dx

− µ2

1∫
0

z(x, 1)v dx+ k

1∫
0

uxϕxdx+ k

1∫
0

uxψ dx+

1∫
0

vψ dx+ k

1∫
0

vϕx dx+ b

1∫
0

vxψx

+ ξ

1∫
0

1∫
0

−1

τ
z(x, ρ)zρ(x, ρ)dρ dx

= k[ϕxu]10 − k
1∫

0

ϕxuxdx+ k

1∫
0

ψxu dx+ b[ψxv]10 − b
1∫

0

ψxvxdx− k
1∫

0

ϕxv dx

− k
1∫

0

ψv dx− µ1

1∫
0

v2dx− µ2

1∫
0

z(x, 1)v dx+ k

1∫
0

uxϕxdx+ k

1∫
0

uxψdx

+ k

1∫
0

ϕxv dx+

1∫
0

ψv dx+ b

1∫
0

vxψxdx−
ξ

τ

1∫
0

1∫
0

z(x, ρ)zρ(x, ρ)dρ dx

= −µ1

1∫
0

v2dx− µ2

1∫
0

z(x, 1)v dx− ξ

τ

1∫
0

1∫
0

z(x, ρ)zρ(x, ρ)dρ dx+ k[ϕxu]10

+ b[ψxv]10 + k[ψu]10

= −µ1

1∫
0

v2dx− µ2

1∫
0

z(x, 1)vdx− ξ

τ

1∫
0

1∫
0

z(x, ρ)zρ(x, ρ)dρdx

〈AU,U〉H = −µ1

1∫
0

v2(x)dx− µ2

1∫
0

z(x, 1)v(x) dx− ξ

τ

1∫
0

1∫
0

z(x, ρ)zρ(x, ρ)dρ dx (2.23)

on a :

1∫
0

1∫
0

z(x, ρ)zρ(x, ρ)dρ dx =

1∫
0

1∫
0

1

2

∂

∂ρ
z2(x, ρ)dρ dx

=

1∫
0

1

2

[
z2(x, 1)− z2(x, 0)

]
dx.
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Alors (2.23) devient :

〈AU,U〉H = −µ1

1∫
0

v2(x)dx− µ2

1∫
0

z(x, 1)v(x)dx− ξ

2τ

1∫
0

z2(x, 1)dx +
ξ

2τ

1∫
0

z2(x, 0)dx,

on a z(x, ρ, t) = ψt(x, t− τρ) = v(x)

〈AU,U〉H = −µ1

1∫
0

v2(x)dx− µ2

1∫
0

z(x, 1)v(x)dx− ξ

2τ

1∫
0

z2(x, 1)dx+
ξ

2τ

1∫
0

(v2x)dx

En utilisant l'inégalité de Young on obtient :

〈AU,U〉H ≤ (−µ1 +
µ2

2
+

ξ

2τ
)

1∫
0

v2(x)dx+ (
µ2

2
− ξ

2τ
)

1∫
0

z2(x, 1)dx

d'après la condition suivant

τµ2 ≤ ξ ≤ τ(2µ1 − µ2),

on observe que

−µ1 +
µ2

2
+

ξ

2τ
< 0 et

µ2

2
− ξ

2τ
< 0.

Donc 〈AU,U〉H ≤ 0 alors l'opérateur A est dissipative.

D'autre part, il reste a montrer que l'opérateur λI −A : D(A)→ H est surjectif pour λ > 0,

pour cette proposition, nous prenons U ′ = (f1, f2, f3, f4, f5)T ∈ H , et cherchons un solution

U = (ϕ, u, ψ, v, z)T ∈ D(A) au problème suivant :

(λI −A)U = U ′.

Nous avons 

λϕ− u = f1,

λu− k
ρ1

(ϕx + ψ)x = f2,

ψ − v = f3,

λv − b
ρ2
ψxx + b

ρ2
(ϕx + ψ) + µ1

ρ2
v + µ2

ρ2
z(., 1) = f4,

λz + 1
τ zρ = f5.

(2.24)

Supposons que nous ayons trouvé ϕ et ψ, donc le première et la troisième equation dans (2.24)

donnée  u = λϕ− f1

v = λψ − f3

(2.25)

Il est clair que u ∈ H1
0 (0, 1) et v ∈ H1

0 (0, 1). En outre, par (2.24) nous pouvons trouver z comme

z(x, 0) = v(x) , pour x ∈ (0, 1). (2.26)
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Après la même approche que dans [25], en utilisant la dernière équation dans (2.24) on obtient,

z(x, ρ) = v(x)e−λρτ + τe−λρτ
ρ∫

0

f5(x, σ)eλστdσ. (2.27)

De (2.25) ,on obtient

z(x, ρ) = λψ(x)e−λρτ − f3e
−λρτ + τe−λρτ

1∫
0

f5(x, σ)eλστdσ. (2.28)

En utilisant (2.24) et (2.25) les fonctions ϕ et ψ satisfaisant le système suivant . λ2ϕ− k
ρ1

(ϕxx + ψx) = f2 + λf1,

λ2ψ − b
ρ2
ψxx + k

ρ2
(ϕx + ψ) + µ1

ρ2
v + µ2

ρ2
z(., 1) = f4 + λf3.

(2.29)

La résolution de système (2.29) est équivalant pour trouver (ϕ,ψ) ∈ H2(0.1)∩H1
0 (0, 1)×H2(0, 1)∩

H1
0 (0, 1) tel que

1∫
0

(ρ1λ
2ϕw+ k(ϕx + ψ)wx)dx =

1∫
0

ρ1(f2 + λf1)wdx,

1∫
0

(ρ2λ
2ψχ dx+ bψxχx + k(ϕx + ψ)χ+ µ1vχ+ µ2z(., 1)χ)dx =

1∫
0

ρ2(f4 + λf3)χ dx

(2.30)

Pour tout (w, χ) ∈ H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1) de (2.27)

on a

z(x, 1) = λψ(x)e−λτ + z0(x)

pour x ∈ (0, 1) et

z0(x) = −f3e
−λτ + τe−λτ

1∫
0

f5(x, σ)eλστdσ. (2.31)

C'est clair que de la formule ci-dessus que z0 dépend seulement de fi, i = 3, 5. Par conséquent, le

problème (2.30) est équivalant aux problème

ζ((ϕ,ψ), (w, χ)) = l(w, χ), (2.32)

où la forme bilinéaire de ζ : [H1
0 (0, 1) × H1

0 (0, 1)]2 → R et la forme linéaire de l : H1
0 (0, 1) ×

H1
0 (0, 1)→ R sont dé�nis par

ζ((ϕ,ψ), (w, χ)) =

1∫
0

(ρ1λϕw+k(ϕx+ψ)(wx+χ))dx+

1∫
0

(ρ2λψχ+bψxχx)dx+

1∫
0

(µ1+µ2e
−λτ )λψχdx

et

l(w, χ) =

1∫
0

(µ1f3χ− µ2z0(x)χ)dx+

1∫
0

ρ1(f2 + λf1)wdx+

1∫
0

ρ2(f4 + λf3)χ dx, (2.33)
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avec z0(x) satisfait l'équation dans (2.31) .

Pour appliquer le théorème de Lax-Milgram, il su�t de véri�é la continuité et la coercivité de

la forme bilinéaire ζ et la continuité de la forme linéaire l.

1. La continuité de ζ

en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

|ζ((ϕ,ψ), (w, χ))| =
1∫

0

(ρ1λ
2ϕw+ k(ϕx + ψ)(wx + χ))dx+

1∫
0

(ρ2λ
2ψχ+ bψxχx)dx

+

1∫
0

(µ1 + µ2e
−λτ )λψχdx

≤ max
(
λ2ρ1, k, λ

2ρ2, b, λ(µ1 + µ2e
−λτ )

)
(‖ϕ‖L2 + ‖ψ‖L2) (‖w‖L2 + ‖χ‖L2)

≤ C1

(
‖ϕ‖H1

0
+ ‖ψ‖H1

0

) (
‖w‖H1

0
+ ‖χ‖H1

0

)
≤ C1| (ϕ,ψ) |H1

0 (0,1)×H1
0 (0,1)| (w, χ) |H1

0 (0,1)×H1
0 (0,1).

Donc ζ continue.

2. la coercivité de ζ

ζ((ϕ,ψ), (w, χ)) =

1∫
0

(ρ1λϕw+k(ϕx+ψ)(wx+χ))dx+

1∫
0

(ρ2λψχ+bψxχx)dx+

1∫
0

(µ1+µ2e
−λτ )λψχdx.

D'après l'inégalité de Young, on trouve

−
1∫

0

ϕxψdx ≤
1∫

0

|ϕxψ|dx

≤ 1

2

1∫
0

ϕ2
xdx+

1

2

1∫
0

ψ2dx.

Donc
1∫

0

ϕxψdx ≥
−1

2

1∫
0

ϕ2
xdx+

−1

2

1∫
0

ψ2dx.

On a

ζ((ϕ,ψ), (w, χ)) ≥


1∫

0

(ρ1λϕ
2 +

k

2
ϕ2
x + bψ2

x + (ρ2λ
2 +

k

2
+ (µ1 + µ2e

−λτ )λ)ψ2


≥ min

(
ρ1λ,

k

2
, b, (ρ2λ

2 +
k

2
+ (µ1 + µ2e

−λτ )λ)

)(
‖ϕ‖2H1

0
+ ‖ψ‖2H1

0

)
≥ C2| (ϕ,ψ) |2H1

0 (0,1)×H1
0 (0,1).

Donc ζ est coercive.
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3. la continuité de l.

D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

|l(w, χ)| =
1∫

0

(µ1f3χ− µ2z0(x)χ)dx+

1∫
0

ρ1(f2 + λf1)wdx+

1∫
0

ρ2(f4 + λf3)χ dx

≤ ‖µ1f3 − µ2z0(x)‖L2‖χ‖L2 + ‖ρ1(f2 + λf1)‖L2‖w‖L2 + ‖ρ2(f4 + λf3)‖L2‖χ‖L2

≤ max (‖µ1f3 − µ2z0(x)‖L2 + ‖ρ1(f2 + λf1)‖L2 + ‖ρ2(f4 + λf3)‖L2) (‖χ‖L2 + ‖w‖L2)

≤ C3

(
‖w‖H1

0
+ ‖χ‖H1

0

)
≤ C3|(w, χ)|H1

0 (0,1)×H1
0 (0,1).

Donc l continue.

Par conséquent en appliquant le théorème de Lax-Milgram, nous en déduisons que pour tous

(w, χ) ∈ H1
0 (0, 1) × H1

0 (0, 1), le problème (2.32) admet une solution unique (ϕ,ψ) ∈ H1
0 (0, 1) ×

H1
0 (0, 1).En appliquant la régularité , il résulte de (2.30) qui (ϕ,ψ) ∈ H1

0 (0, 1)×H1
0 (0, 1).

Donc, l'opérateur λI − A est surjective pour tous λ. Par conséquent, le résultat du théorème de

Hille-Yosid.

Lemme 2.3

L'opérateur F dé�nie dans (2.10) est globalement lipschitzienne en H .

Démonstration

Soit U1 = (ϕ1, u1, ψ1, v1, z1) et U2 = (ϕ2, u2, ψ2, v2, z2), puis nous avons

‖F (U1)− F (U2)‖H ≤ ‖f(ψ1)− f(ψ2)‖L2 .

En utilisant (2.4), les inégalités de Hölder et de Poincaré, nous pouvons obtenir

‖f(ψ1)− f(ψ2)‖L2 ≤ (‖ψ1‖θ2θ + ‖ψ2‖θ2θ)‖ψ1 − ψ2‖

≤ C1‖ψ1
x − ψ2

x‖,

ce qui nous donne

‖F (U1)− F (U2)‖H ≤ C1‖U1 − U2‖H .

Puis l'opérateur F est localement lipschitzienne en H. La preuve est donc terminée.

Démonstration de théorème 2.1 :

Ils résultent des lemmes 2.2-2.3 que le problème de Cauchy est une solution faible (mild) locale

unique

U(t) = eAtU0 +

t∫
0

eA(t−s)F (U(s))ds (2.34)
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dé�nie dans un intervalle maximal (0, tmax).

Si tmax <∞, puis

lim
t→∞
‖U(t)‖H = +∞ (2.35)

Soit U(t) une solution faible (mild) avec U0 ∈ D(A).En utilisant le théorème 6.1.5 dans Pazy [3],

nous concluons que c'est une solution forte. Il en découle (2.18) que pour tout t ≥ 0,

‖U(t)‖2H ≤
1

δ0
(E(0) + C1),

Qui, par la densité, détient des solutions douces. Puis il y a une contradiction avec (2.35) et par

conséquent tmax = ∞, autrement dit, la solution est globale. Preuve du théorème 2.1 de (i) est

terminée.

On obtenons des inégalités (2.15) à l'aide (2.34), le comportement de Lipschitz local de F et

Inégalité de Gronwall. Ensuite, nous pouvons obtenir la dépendance continue des données initiales

des solutions faibles (mild). Cela prouve le point (ii) du théorème 2.1.

En utilisant le théorème 6.1.5 dans Pazy [3] (voir aussi [23]), nous savons que toutes les solutions

douces avec les données initiales dans D(A) sont fortes. Puis la preuve de théorème 2.1 est donc

terminée.
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle

3.1 Introduction

La stabilisation a pour but d'atténuer les vibrations par rétro-action (feed back), elle consiste

donc à garantir la décroissance de l'énergie des solutions vers zéro de façon plus ou moins rapide

par un mécanisme de dissipation.

Plus précisément, le problème de stabilisation auquel on s'intéresse revient à déterminer le

comportement asymptotique de l'énergie que l'on note E(t) (c'est la norme des solutions dans

l'espace d'état), à étudier sa limite a�n de déterminer si cette limite est nulle ou pas.

Il existe plusieurs degrés de stabilité que l'on peut étudier. Le premier degré consiste à analyser

simplement la décroissance de l'énergie des solutions vers zéro, i.e. :

E(t)→ 0, lorsque t→ +∞.

C'est ce que l'on appelle la stabilisation forte.

Pour le second, on s'intéresse à la décroissance de l'énergie la plus rapide, c'est-à-dire lorsque

celle-ci tend vers 0 de manière exponentielle, i.e. :

E(t) ≤ Ce−δt, ∀t > 0,

où C et δ sont des constantes positives.

Quant au troisième, il étudie des situations intermédiaires, dans les quelles la décroissance des

solutions n'est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple

E(t) ≤ C

tα
, ∀t > 0,

où C et α sont des constantes positives. Il y a d'autre degrés de stabilité qu'on a pas citer.
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3.2 Stabilité exponentielle

Dans cette section on étudie la décroissance exponentielle de l'énergie des solutions lorsque le

temps tend vers l'in�ni de l'équation des ondes semi linéaire amorties avec des coe�cients variables

et des conditions aux limite dynamiques.

Théorème 3.1

Supposons que (2.4)-(2.5) soit véri�ant et µ2 < µ1 , Supposons que k
ρ1

= b
ρ2

détient également.

Alors, en ce qui concerne les solutions faible (mild), il existe C > 0 et η > 0 tel que

E(t) ≤ Ce−ηt, t ≥ 0. (3.1)

Dans ce chapitre, nous allons prouver le théorème 3.1, qui sera divisé en les lemmes suivants

Lemme 3.1

Soient (ϕ,ϕt, ψ, ψt, z) la solution du problème (2.8)-(2.9). La fonctionnelle I1 dé�nie par

I1 = −
1∫

0

(ρ1ϕϕt + ρ2ψψt)dx−
µ1

2

1∫
0

ψ2dx (3.2)

qui satisfait pour tout ε > 0,

d

dt
I1(t) ≤ −

1∫
0

(ρ1ϕ
2
t + ρ2ψ

2
t )dx+ k

1∫
0

|ϕx + ψ|2dx+ (b+ C1 + ε)

1∫
0

ψ2
xdx

+
µ2

2

4λ1ε

1∫
0

z2(x, 1, t)dx, (3.3)

où µ2 c et b sont des constants positives ci-après λ1 > 0 est la première valeur propre dans H1
0 (0, 1).

Démonstration

On a

dI1

dt
= −

1∫
0

(ρ1ϕtϕt + ρ1ϕϕtt + ρ2ψtψt + ρ2ψψtt)dx−
µ1

2

1∫
0

2ψψtdx

= −
1∫

0

(ρ1ϕttϕ+ ρ2ψttψ)dx−
1∫

0

(ρ1ϕ
2
t + ρ2ψ

2
t )dx− µ1

1∫
0

ψψtdx.

D'après la première et la deuxième équation dans (2.8) on a ϕtt(x, t) = k
ρ1

(ϕx + ψ)x(x, t)

ψtt(x, t) = b
ρ2
ψxx − k

ρ2
(ϕx + ψ)(x, t)− µ1

ρ2
ψt(x, t)− µ2

ρ2
z(x, 1, t)− 1

ρ2
f(ψ(x, t))
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alors

dI1

dt
= −ρ1

1∫
0

ϕ2
tdx− ρ2

1∫
0

ψ2
t dx−

1∫
0

ρ1

(
k

ρ1
(ϕx + ψ)x

)
ϕ dx

−
1∫

0

ρ2

(
b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
(ϕx + ψ)− µ1

ρ2
ψt −

µ2

ρ2
z(x, 1, t)− 1

ρ2
f(ψ)

)
ψ dx

on intégrons par partes

dI1

dt
= −ρ1

1∫
0

ϕ2
t dx− ρ2

1∫
0

ψ2
t dx− k

1∫
0

(ϕx + ψ)xϕ dx− b
1∫

0

ψxxψ dx+ k

1∫
0

(ϕx + ψ)ψ dx

+µ1

1∫
0

ψtψ dx+ µ2

1∫
0

z(x, 1, t)ψ dx+

1∫
0

f(ψ)ψ dx− µ1

1∫
0

ψtψ dx

= −ρ1

1∫
0

ϕ2
t dx− ρ2

1∫
0

ψ2
t dx− k [(ϕx + ψ)ϕ]10 + k

1∫
0

(ϕx + ψ)ϕx dx− b [ψxψ]10

+b

1∫
0

ψxψx dx+ k

1∫
0

(ϕx + ψ)ψ dx+ µ2

1∫
0

z(x, 1, t)ψ dx+

1∫
0

f(ψ)ψ dx,

donc

dI1

dt
= −ρ1

1∫
0

ϕ2
t dx− ρ2

1∫
0

ψ2
t dx+ k

1∫
0

|ϕx + ψ|2 dx+ b

1∫
0

ψ2
x dx

+µ2

1∫
0

z(x, 1, t)ψ dx+

1∫
0

f(ψ)ψ dx. (3.4)

Il résulte de l'inégalité de Young et l'inégalité de Poincaré que pour tout ε > 0,

1∫
0

|z(x, 1, t)ψ| dx ≤ ελ1

1∫
0

ψ2 dx+
1

4ελ1

1∫
0

z2(x, 1, t) dx

≤ ε

1∫
0

ψ2
x dx+

1

4ελ1

1∫
0

z2(x, 1, t) dx, (3.5)

1∫
0

|f(ψ)ψ| dx ≤
1∫

0

|ψ|θ|ψ||ψ| dx ≤ ‖ψ‖θ2(θ+1)‖ψ‖2(θ+1)‖ψ‖

≤ C1

1∫
0

ψ2
x dx, (3.6)

que,ensemble avec les équations (3.4)-(3.5),nous donne l'équation (3.3).La preuve est maintenant

terminée.
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Lemme 3.2

Soient (ϕ,ϕt, ψ, ψt, z) la solution du problème (2.8)-(2.9). La fonctionnelle I2 dé�nie par

I2(t) =

1∫
0

(ρ2ψtψ + ρ1ψtg)dx+
µ1

2

1∫
0

ψ2dx, (3.7)

où g est la solution de

−gxx = ψx, g|x=0,1 = 0. (3.8)

Alors le fonctionnel I2 est satisfaisant, pour chacun η, η̃ > 0,

d

dt
I2(t) ≤ (µ2η − b )

1∫
0

ψ2
xdx+

(
ρ2 +

ρ2

4η̃

) 1∫
0

ψ2
t dx+

ρ1

λ1
η̃

1∫
0

ϕ2
tdx

+
µ2

4ηλ1

1∫
0

z2(x, 1, t)dx−
1∫

0

f̂(ψ)dx. (3.9)

Démonstration

Nous savons d'après l'équation (2.8) et on dérivons I2,

dI2(t)

dt
=

1∫
0

(ρ2(ψtψt + ψttψ) + ρ1(ϕtt)g + ϕtgt) dx+
µ1

2

1∫
0

2ψψt dx

=

1∫
0

ρ2ψ
2
t dx+

1∫
0

ρ2ψttψ dx+

1∫
0

ρ1ϕttg dx+

1∫
0

ρ1ϕtgt dx+ µ1

1∫
0

ψtψ dx

= ρ2

1∫
0

ψ2
t dx+ ρ2

1∫
0

(
b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
(ϕx + ψ)− µ1

ρ2
ψt −

µ2

ρ2
z(x, 1, t)− 1

ρ2
f(ψ)

)
ψ dx

+ρ1

1∫
0

(
k

ρ1
(ϕx + ψ)x

)
g dx+ ρ1

1∫
0

ϕtgt dx+ µ1

1∫
0

ψψt dx

= ρ2

1∫
0

ψ2
t dx+ b

1∫
0

ψxxψ dx− k
1∫

0

(ϕx + ψ)ψ dx− µ2

1∫
0

z(x, 1, t)ψ dx−
1∫

0

f(ψ)ψ dx

+k

1∫
0

(ϕx + ψ)xg dx+ ρ1

1∫
0

ϕtgt dx,
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d'après (3.8),et on intégrons par partes

dI2(t)

dt
= ρ2

1∫
0

ψ2
t dx+ b [ψxψ]10 − b

1∫
0

ψ2
x dx− k

1∫
0

(ϕx + ψ)ψ dx− µ2

1∫
0

z(x, 1, t)ψ dx

−
1∫

0

f(ψ)ψ dx+ k [(ϕx + ψ)g]10 + k

1∫
0

(ϕx + ψ)gx dx+ ρ1

1∫
0

ϕtgt dx

= ρ2

1∫
0

ψ2
t dx− b

1∫
0

ψ2
x dx− k

1∫
0

ϕxψ dx− k
1∫

0

ψ2 dx− µ2

1∫
0

z(x, 1, t)ψ dx

−
1∫

0

f(ψ)ψ dx+ k

1∫
0

ϕxgx dx+ k

1∫
0

ψgx dx+ ρ1

1∫
0

ϕtgt dx

donc

dI2(t)

dt
= −b

1∫
0

ψ2
x dx+ ρ2

1∫
0

ψ2
t dx− k

1∫
0

ψ2 dx+ k

1∫
0

g2
x dx+ ρ1

1∫
0

ϕtgt dx

−µ2

1∫
0

ψz(x, 1, t) dx−
1∫

0

f(ψ)ψ dx. (3.10)

Par (3.8), nous pouvons obtenir
1∫
0

g2
x dx ≤

1∫
0

ψ2 dx ≤
1∫
0

ψ2
x dx,

1∫
0

g2
t dx ≤

1∫
0

g2
xt dx ≤

1∫
0

ψ2
t dx.

(3.11)

En utilisant l'inégalité de Young et l'inégalité de Poincaré, nous avons

µ2

1∫
0

|ψz(x, 1, t)| dx ≤ µ2ηλ1

1∫
0

ψ2 dx+
µ2

4ηλ1

1∫
0

z2(x, 1, t) dx

≤ µ2η

1∫
0

ψ2
x dx+

µ2

4ηλ1

1∫
0

z2(x, 1, t) dx, (3.12)

ρ1

1∫
0

|ϕtgt| dx ≤ ρ1

λ1
η̃

1∫
0

ϕ2
t dx+

ρ1λ1

4η̃

1∫
0

g2
t dx

≤ ρ1

λ1
η̃

1∫
0

ϕ2
t dx+

ρ1

4η̃

1∫
0

ψ2
t dx. (3.13)

En combinant (2.5) et (3.12)-(3.13) avec (3.10) et (2.5), on peut compléter la preuve.
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Maintenant nous dé�nissons la fonctionnel suivant :

J(t) := ρ2

1∫
0

ψt(ϕx + ψ)dx+ ρ2

1∫
0

ψxϕtdx. (3.14)

Alors on a

Lemme 3.3

Soient (ϕ,ϕt, ψ, ψt, z) la solution du problème (2.8)-(2.9), et supposez que l'équation k
ρ1

= b
ρ2

tient.

Alors le fonctionnel est satisfaisant, pour chacun ε > 0,

d

dt
J(t) ≤ b[ψϕx]x=1

x=0 −
k

2

1∫
0

(ϕx + ψ)2dx+

(
ε

b2λ1
+

b2

2ελ1

) 1∫
0

ψ2
xdx

+

(
ρ2 +

µ2
1

k

) 1∫
0

ψ2
t dx+

µ2
2

k

1∫
0

z(x, 1, t)dx

−
1∫

0

f̂(ψ)dx. (3.15)

Avec b, k et µ1, µ2 sont des constants.

Démonstration

En prenant un dérivé de l'équation (3.14), on arrive à

d

dt
J(t) = ρ2

1∫
0

ψtt(ϕx + ψ) dx+ ρ2

1∫
0

ψt(ϕx + ψ)t dx+ ρ2

1∫
0

ψxtϕt dx+ ρ2

1∫
0

ψxϕtt dx.
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En utilisant (2.8), k
ρ1

= b
ρ2

et l'intégration par parties, nous obtenons

d

dt
J(t) = ρ2

1∫
0

(
b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
(ϕx + ψ)− µ1

ρ2
ψt −

µ2

ρ2
z(x, 1, t)− 1

ρ2
f(ψ)

)
(ϕx + ψ) dx

+ρ2

1∫
0

ψt(ϕx + ψ)t dx+ ρ2

1∫
0

ψxtϕt dx+ ρ2

1∫
0

ψxϕtt dx

= b

1∫
0

ψxx(ϕx + ψ) dx− k
1∫

0

(ϕx + ψ)2 dx− µ1

1∫
0

ψt(ϕx + ψ) dx− µ2

1∫
0

z(x, 1, t)

(ϕx + ψ) dx−
1∫

0

f(ψ)(ϕx + ψ) dx+ ρ2

1∫
0

ψt(ϕx + ψ)t dx+ ρ2

1∫
0

ψxtϕt dx+ ρ2

1∫
0

ψxϕtt dx

= b

1∫
0

ψxxϕx dx+ b

1∫
0

ψxxψ dx− k
1∫

0

(ϕx + ψ)2 dx− µ1

1∫
0

ψt(ϕx + ψ) dx

−µ2

1∫
0

z(x, 1, t)(ϕx + ψ) dx−
1∫

0

f(ψ)ϕx dx−
1∫

0

f(ψ)ψ dx+ ρ2

1∫
0

ϕxtψt dx

+ρ2

1∫
0

ψ2
t dx+ ρ2

1∫
0

ψxtϕt dx+ ρ2

1∫
0

ψxϕtt dx

= b

1∫
0

ψxxϕx dx+ b [ψxψ]10 − b
1∫

0

ψ2
x dx− k

1∫
0

(ϕx + ψ)2 dx− µ1

1∫
0

ψt(ϕx + ψ) dx

−µ2

1∫
0

z(x, 1, t)(ϕx + ψ) dx−
1∫

0

f(ψ)ϕx dx−
1∫

0

f(ψ)ψ dx+ ρ2 [ϕtψt]
1
0 − ρ2

1∫
0

ϕtψtx dx

+ρ2

1∫
0

ψ2
t dx+ ρ2

1∫
0

ψxtϕx dx+ ρ2

1∫
0

ψx

(
k

ρ1
(ϕx + ψ)x

)
dx

= b

1∫
0

ψxxϕx dx− b
1∫

0

ψ2
x dx− k

1∫
0

(ϕx + ψ)2 dx− µ1

1∫
0

ψt(ϕx + ψ) dx− µ2

1∫
0

z(x, 1, t)

(ϕx + ψ) dx−
1∫

0

f(ψ)ϕx dx−
1∫

0

f(ψ)ψ dx− ρ2

1∫
0

ϕtψtx dx+ ρ2

1∫
0

ψ2
t dx+ ρ2

1∫
0

ψxtϕt dx+ b [ψxϕx]10

−b
1∫

0

ψxxϕx dx+ b

1∫
0

ψ2
x dx
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donc

d

dt
J(t) = b [ψxϕx]x=1

x=0 + ρ2

1∫
0

ψ2
t dx− k

1∫
0

(ϕx + ψ)2 dx− µ1

1∫
0

ψt(ϕx + ψ) dx

−µ2

1∫
0

(ϕx + ψ)z(x, 1, t) dx−
1∫

0

ϕxf(ψ) dx−
1∫

0

f(ψ)ψ dx (3.16)

En utilisant l'inégalité de Young et l'inégalité de Poincaré, nous savons que pour tout ε > 0,

−µ1

1∫
0

ψt(ϕx + ψ) dx ≤ k

4

1∫
0

(ϕx + ψ)2 dx+
µ2

1

k

1∫
0

ψ2
t dx, (3.17)

−µ2

1∫
0

(ϕx + ψ)z(x, 1, t) dx ≤ k

4

1∫
0

(ϕx + ψ)2 dx+
µ2

2

k

1∫
0

z2(x, 1, t) dx, (3.18)

et
1∫

0

|ψxf(ψ)| dx ≤ ‖ψx‖‖ψ‖θ2(θ+1)‖ψ‖2(θ+1)

≤ ε

2b2

1∫
0

ϕ2
x dx+

b2

2ελ1

1∫
0

ψ2
x dx

≤ ε

b2

1∫
0

(ϕx + ψ)2 dx+
ε

b2

1∫
0

ψ2 dx+
b2

2ελ1

1∫
0

ψ2
x dx

≤ ε

b2

1∫
0

(ϕx + ψ)2 dx+

(
ε

b2λ1
+

b2

2ελ1

) 1∫
0

ψ2
x dx, (3.19)

qui, avec (3.17)-(3.18), nous donne (3.15). La preuve est maintenant terminée.

Lemme 3.4

Soient (ϕ,ϕt, ψ, ψt, z) la solution du problème (2.8)-(2.9), alors l'estimation suivante tient pour

chacun ε > 0 :

b[ψxϕx]x=1
x=0 ≤ −ερ1

k

d

dt

1∫
0

qϕtϕxdx−
ρ2b

4ε

d

dt

1∫
0

qψtψxdx+
2ρ1ε

k

1∫
0

ϕ2
tdx

+

(
ε+

b2

2
+
b2

2ε
+

b2

4ε3
+

3b2

4
+

ε

b2λ1
+

b2

2ελ1

) 1∫
0

ψ2
xdx

+

(
ρ2b

2ε
+
µ2

1

4ε2

) 1∫
0

ψ2
t dx+

k2ε

4

1∫
0

(ϕx + ψ)2dx

+
µ2

2

4ε2

1∫
0

z2(x, 1, t)dx. (3.20)
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Démonstration

Le même argument que dans [6], nous savons que pour toute ε > 0

b [ψxϕx]x=1
x=0 ≤ ε

[
ϕ2
x(1) + ϕ2

x(0)
]

+
b2

4ε

[
ψ2
x(1) + ψ2

x(0)
]
. (3.21)

En utilisant (2.8), l'inégalité de Young, intégration par parties et en le fait suivant

d

dt

1∫
0

bρ2qψtψx dx =

1∫
0

bρ2ψttψx dx+

1∫
0

bρ2qψtψxt dx,

= b2
1∫

0

qψxxψx dx− bk
1∫

0

q(ϕx + ψ)ψx dx− bµ1

1∫
0

qψtψx dx

−bµ2

1∫
0

qz(x, 1, t)ψx dx− b
1∫

0

qf(ψ)ψx dx+
bρ2

2

[
qψ2

t

]1
0
− bρ2

2

1∫
0

qxψ
2
t dx

=
b2

2

[
qψ2

x

]x=1

x=0
− b2

2

1∫
0

qxψ
2
x dx− bk

1∫
0

q(ϕx + ψ)ψx dx− bµ1

1∫
0

qψtψx dx

−bµ2

1∫
0

qz(x, 1, t)ψx dx− b
1∫

0

qf(ψ)ψx dx−
bρ2

2

1∫
0

qxψ
2
t dx

Nous voyons que

d

dt

1∫
0

bρ2qψtψx dx ≤ −b2
[
ψ2
x(1) + ψ2

x(0)
]

+ 2b2
1∫

0

ψ2
x dx+ 2ρ2b

1∫
0

ψ2
t dx

+
( ε
b2

+ ε2k2
) 1∫

0

(ϕx + ψ)2 dx+ 2εb2
1∫

0

ψ2
x dx

+

(
b+

b2

ε2

ε

b2λ1

b2

2ελ1

) 1∫
0

ψ2
x dx

+
µ2

1

ε

1∫
0

ψ2
t dx+

µ2
2

ε

1∫
0

z2(x, 1, t) dx. (3.22)

De même,

d

dt

1∫
0

ρ1qϕtϕx dx ≤ −k
[
ϕ2
x(1) + ϕ2

x(0)
]

+ 3k

1∫
0

ϕ2
x dx+ k

1∫
0

ψ2
x dx+ 2ρ1

1∫
0

ϕ2
t dx,

qui, le long avec (3.21)-(3.22), nous donne (3.20). La preuve est maintenant terminée.

A�n de gérer le terme z(x, ρ, t), nous introduisons le fonctionnel

I3(t) :=

1∫
0

1∫
0

e−2τρz2(x, ρ, t)dρ dx (3.23)
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Puis nous trouvons le résultat suivant dans [6].

Lemme 3.5

Soit (ϕ,ϕt, ψ, ψt, z) la solution de problème (2.8)-(2.9), alors l'estimation suivante tient

d

dt
I3(t) ≤ −I3(t)− c

2τ

1∫
0

z2(x, 1, t)dx+
1

2τ

1∫
0

ψ2
t dx, (3.24)

où c est un constant positif

Maintenant nous dé�nissons le fonctionnel Lyapunov suivant L (t) par

L (t) := ME(t) +
1

8
I1(t) +NI2(t) + J(t) +

ε

k

1∫
0

ρ1qϕtϕx dx

+
ρ2b

4ε

1∫
0

qψtψx dx+ I3(t). (3.25)

Alors nous pouvons obtenir le lemme suivant.

Lemme 3.6

Soient (ϕ,ϕt, ψ, ψt, z) la solution du problème (2.8)-(2.9). Pour M assez grand, il existe y1 et y2

positif dépendant de M , N et ε tels que pour tout t ≥ 0,

y1E(t) ≤ L (t) ≤ y2E(t). (3.26)

Démonstration

On considérons le fonctionnel

L (t)−ME(t) =
1

8
I1(t) +NI2(t) + J(t) +

ε

k

1∫
0

ρ1qϕtϕx dx

+
ρ2b

4ε

1∫
0

qψtψx dx+ I3(t). (3.27)

et montrer que

|L (t)−ME(t)| ≤ CE(t), C > 0.

De (3.2), (3.7),(3.14) et (3.23), on obtient

L (t)−ME(t) ≤ 1

8

∣∣∣∣∣∣−
1∫

0

(ρ1ϕϕt + ρ2ψψt)dx−
µ1

2

1∫
0

ψ2dx

∣∣∣∣∣∣+N

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(ρ2ψtψ + ρ1ψtg)dx+
µ1

2

1∫
0

ψ2dx

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣ρ2

1∫
0

ψt(ϕx + ψ)dx+ ρ2

1∫
0

ψxϕtdx

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣ εk
1∫

0

ρ1qϕtϕx dx+
ρ2b

4ε

1∫
0

qψtψx dx

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

1∫
0

e−2τρz2(x, ρ, t)dρ dx

∣∣∣∣∣∣
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d'après les inégalités de Young et Poincaré, nous obtenons

L (t)−ME(t) ≤ α1

1∫
0

ϕ2
tdx+ α2

1∫
0

ψ2
t dx+ α3

1∫
0

(ϕx + ψ)2dx+ α4

1∫
0

ψ2
xdx

+

1∫
0

1∫
0

z2(x, ρ, t)dρ dt+

1∫
0

f̂(ψ)dx, (3.28)

où les constantes positives αi(i = 1, 2, 3, 4) sont déterminées comme suit :



α1 = ρ1
16 + Nρ1

2 + ρ2
2 + ερ

k ,

α2 = Nρ2
2 + ρ2

2 + ρ2b
2ε + ρ2

16 ,

α3 = ρ1
8 + ρ2

2 + 2ερ1
k ,

α4 = ρ1
8 + µ1

16 + ρ2
2 + N

2 (ρ2 + µ1 + ρ1) + ρ2b
2ε + 2ερ1

k + ρ2
16 .

E�ectuant l'inégalité de Young et utilisant le fait

1∫
0

ϕ2
xdx ≤ 2

1∫
0

(ϕx + ψ)2 + 2

1∫
0

ψ2dx,

on a

E(t) ≥ 1

4
min 1, ξ

 1∫
0

ϕ2
tdx+

1∫
0

ψ2
t dx+

1∫
0

(ϕx + ψ)2dx+

1∫
0

ψ2
xdx

+

1∫
0

1∫
0

z2(x, ρ, t)dρ dt+

1∫
0

f̂(ψ)dx

 , (3.29)

Il résulte de (3.28)-(3.29) qu'il existe une constante positive C̃ telle que

|L (t)−ME(t)| ≤ C̃E(t). (3.30)

Puis en choisissant M a si grand que y1 := M˘C̃ > 0 et y2 := M + C̃ > 0, nous complétons la

preuve.
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Démonstration de théorème 3.1

Il découle (2.17), (3.3), (3.9), (3.15), (3.20), (3.24) et (3.25) qui

d

dt
L (t) ≤

[
−MC − ρ2

8
+N

(
ρ2 +

ρ1

4η̃

)
+
ρ2b

2ε
+
µ2

1

4ε2
+ ρ2 +

µ2
1

k
+

1

2τ

] 1∫
0

ψ2
t dx

+

[
−MC +

µ2
2

32λ1ε
+
Nµ2

4ηλ1
+
µ2

2

k
+
µ2

2

4ε2
− c

2τ

] 1∫
0

z2(x, 1, t)dx

+

[
−ρ1

8
+Nη̃

ρ1

λ1
+

2ρ1ε

k

] 1∫
0

ϕ2
tdx+

[
−3k

8
+
k2ε

4

] 1∫
0

(ϕx + ψ)2dx

+

[
b+ C1

8
+ ε−N(b− µ2η) +

b2

2ε
+

b2

4ε3
+
b2

2
+

2ε

b2λ1
+

b2

ελ1

] 1∫
0

ψ2
xdx

+(−N − 1)

1∫
0

f̂(ψ)dx. (3.31)

Tout d'abord nous choisissons η si petit que

η ≤ b

2Cµ2
,

et puis nous choisissons ε assez petit pour que

ε ≤ 5k

128 + 4k2
.

Ensuite, nous prenons N si grand que

Nb

4
≥ b+ C1

8
+ ε+

b2

4ε3
+
b2

2
+

2ε

b2λ1
+

b2

ελ1
.

Après cela, nous choisissons η̃ assez petit pour que η̃ ≤ 1
32N .

On prend alors M assez grand qu'il existe un δ constante positive telle que

d

dt
L (t) ≤ −δ

1∫
0

(
ϕ2
t + ψ2

t + (ϕx + ψ)2 + ψ2
x + z2(x, 1, t)

)
dx

−δ
1∫

0

z2(x, ρ, t)dρ dx− δ
1∫

0

f̂(ψ)dx. (3.32)

Notant que (2.16), nous savons qu'il existe un positif β constante telle que

d

dt
L (t) ≤ −βE(t), (3.33)

qui, avec (3.26), donne
d

dt
L (t) ≤ − β

y2

L (t).
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Stabilité exponentielle

Ensuite, nous pouvons obtenir

L (t) ≤ L (0)e
− β

y2
t
. (3.34)

En utilisant encore (3.26), nous trouvons que

E(t) ≤ y2

y1

E(0)e
− β

y2
t
,

ce qui nous donne que la stabilité exponentielle tient pour tout U0 ∈ D(A). Notant que D(A)

est dense en H , nous pouvons étendre les inégalités d'énergie à l'espace de phase H . Ainsi nous

complétons la preuve du théorème 3.1.

44



Chapitre 4

Conclusion

En réalisant ce travail, notre objectif était l'étude de l'existence et l'unicité de la solution

d'un système de type Timoshenko avec force extérieure, en utilisées la théorie du semi-groupes, en

particulier le théorème de Hille-Yosida.

Dans un dernier chapitre nous avons établi un résultat de stabilisation exponentielle pour le

problème non-linaire en utilisant la théorie de l'énergie, qui repose sur la fonction de Lyapounov. En

s'inspirant de l'article de Feng Pelicer [7] et B.S.Houari [6] qui concerne l'existence et la stabilisation

exponentielle de la solutions de l'équation des ondes semi linéaire amorties avec des coe�cients

constantes et des conditions aux limite .
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