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Résumé

Dans ce mémoire on a établit la preuve de I'existence et I'unicité du systéme de Timo-
shenko avec une force extérieur et on a étudié la stabilité exponentielle.

Le premier chapitre était consacré aux quelques définitions et théorémes fondamentaux
qui sont utiles pour notre travail, tels que les espaces de Banach, Hilbert, Sobolev, et cer-
taines inégalités utilisées dans ce mémoire, et la théorie de semi-groupes.

Dans le second chapitre nous avons démontré 'existence et 'unicité du systéme de Ti-
moshenko en utilisant la théorie du semi-groupes, en particulier le théoréme de Hille—Yosida.

Le troisiéme chapitre traitait 1’étude de la stabilité exponentielle du systéme de Timo-
shenko en utilisant la théorie de ’énergie, qui repose sur la fonction de Lyapounov.

Mots clés : Systéme de Timoshenko ; stabilité exponentielle ; théoréme de Hille-Yosida.



Abstract

In this work we stableched of the existence and uniqueness of the Timoshenko system
with an influential external force and we studed of its exponential stability.

The first chapter was devoted to the few fundamental definitions and theorems that are
useful for our work, such that the spaces of Banach, Hilbert, Sobolev, and some inequalities
used in this work,was discaded the theory of semi-groups.

In the second chapter we have demonstrated the existence and uniqueness of the Timo-
shenko system using the theory of semi-groups, in particular the theory of Hille — Yosida.

The third chapter deals with the study of the exponential stability of the Timoshenko
system using the theory of energy, which is based on the Lyapounov function.

Keywords : exponential stability ; Hille-Yosida theorem ; Timoshenko system.
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Notations

Q un ouvert borné de R™.

H = Espace de Hilbert.

I [’opérateur identité sur X.

X' Le dual topologique de ’espace de Banach X.

A* adjoint de A.

C*(Q) I'espace des fonctions k fois dérivable et la dérivé d’ordre k est continue.
C>(Q) I'espace des fonctions indéfiniment dérivable la support compact.

LY(I,R) Tespace des fonctions z : I — B Lebesgue intégrables.

(I,R) Despace des fonctions localement intégrables.

L? est ’espace des fonctions de carré intégrable.
D(Q) I'espace des distributions.
A le Laplacian (A=), ad—;(x))

Im(A) I'image de A.

O = %—f = ¢ la dérivée de ¢ par rapport a t.

Ot = %‘5 la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a t.

O = g—i la dérivée de ¢ par rapport a x.

Oz = %ﬁ la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a x.

Ot = % la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a x par rapport a t.



Introduction

Un modeéle simple décrivant la vibration transversale d’un faisceau a été développé par
Stephan Timoshenko [28| et donné par le systéme des équations hyperboliques couplées
suivant :

{ puy = (k(uz — ¢)). dans (0,L) x (0,+00) (1)
Loy = (Elgy)s + k(uy —¢) dans (0, L) x (0, +00),

ol t désigne la variable de temps, = est la variable de I'espace le long du faisceau de
longueur L dans sa configuration d’équilibre, u est le déplacement transversal du faisceau, ¢
est 'angle de rotation du filament du faisceau, et p, [, I/, I et k désignent, respectivement, la
densité (la masse par unité de longueur), le moment polaire de l'inertie d’une coupe, module
de Young d’élasticité, le moment de I'inertie d’une coupe, et le module de cisaillement.

Kim et Renardy [20] ont considéré (1) avec deux controles sur le bord de la forme

{ ko(L,t) — kS“(L,t) = a%%(L,t), Vt>0
EIS(L,t) = —B2%(L,t), Vt>0,

et ont utilisé les techniques de multiplicateurs pour établir un résultat de stabilité expo-
nentielle pour 'énergie normale de (1). Ils ont également fourni des évolutions numériques
aux valeurs propres de 'opérateur liées au systéme (1). Un résultat analogue a été également
établi par Feng [12]| ou la stabilisation d’un systéme de Timoshenko a été étudiée. Raposo
et al [10] ont étudié (1) avec des conditions aux limites de type Dirichlet homogénes et des
controles linéaires, ils ont regardé le systéme suivant :

pruge — k(uy — @)z +u =0 dans (0,L) x (0, +00)
P21t — bpuw — k(uy — @) + @ =0 dans (0,L) x (0, 4+00), (2)
w(0,t) = u(L,t) = cp(O t)=@(L,t)=0, Vt>0,

et ont montré que I'énergie liée & (2) décroit exponentiellement. Ce résultat est semblable
celui obtenu par Taylor [27]. La méthode utilisée est différente de I'habituelle telle que la
méthode classique d’énergie. Il emploie principalement la théorie de semi-groupes.Soufyane
et Wehbe [5] ont prouvé que c¢’est possible de stabiliser uniformément (1) en employant un
feedback localement distribué unique. Ainsi ils ont considéré

puy = (k(ugy — ¢))z dans (0,L) x (0, +00)
Lypr = (Elp ) + k(us — @) — by dans (0, L) x (0, +00), (3)
(Ovt) ( ) )_ ( ) >:¢(L7t>207 Vit >0,

i
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ou b est une fonction positive et continue qui satisfait
b(xz) > by >0, VY € [ag,a1] C [0, L]

En fait, ils ont montré que la stabilité uniforme de (3) tient si et seulement si les vitesses

de propagation sont égales (% = %), autrement, seulement la stabilité asymptotique a été
prouvée. Xu et Yung [16] ont étudié un systéme de Timoshenko et ont examiné la stabilité
du systéme en utilisant les valeurs propres et les fonctions propres. Ammar Khodja et al
[15] ont considéré un systéme de Timoshenko linéaire avec un controle de type mémoire de

la forme
proit — k(pz + 1) =0

p2¢tt - bd}xw + {g<t - 5)%1(8)618 + k(SO:v + 'Lp) = 07

dans (0, L) x (0, 4+00), avec conditions aux limites de type Dirichlet homogénes. Ils ont

(4)

employé la technique de multiplicateur et ont montré que le systéme est uniformément stable
si et seulement si les vitesses de propagation sont égales

(n=3) ©

et g décroit exponentiellement vers 0, et la stabilité polynémiale si g décroit polynoémia-
lement. Ils ont également considéré quelques conditions techniques supplémentaires sur ¢’
et ¢” pour obtenir leur résultat. Les feedbacks de type mémoire ont été également employé
par De Lima Santos [24] ou ils ont considéré un systéme de Timoshenko et ont montré a
que la présence des deux feedbacks du type mémoire sur une partie de la frontiére stabilise
le systéme uniformément.

Ils ont également obtenu le taux de décroissance de I’énergie en fonction des feedbacks.
Shi et Feng [13] ont étudié un systéme de Timoshenko non uniforme rayonné de relaxation
soumis a des controles localement distribués et ont montré la stabilité exponentielle du
systéme.

A. Guesmia et S. A. Messaoudi [2| ont considéré le systéme suivant :

o — (pz +¥) =0, (0,1) xRy

t

Vit = Yag + Pz + U+ Ofg(t — $)(a(2))0(s))uds + b(x)h(¥;) =0, (0,1) x Ry
gp(()’t) = 90<Lt> = w(ovt) = w(l,t) =0, YVt >0 (6)

gp(m,()) = SOO(UC)aSOt(%U) = Qpl(x)> LS (07 1)
L ¢<$,0) = ¢0($)7¢t(‘r70) = 201(%), ZAES (07 1)

(soumis & un controle frictional et un contréle de type mémoire complémentaires) et

ont étudié I'influence de ces controles sur le taux de stabilité des solutions. Ils ont obtenu
la stabilité exponentielle et polynémiale sous des conditions plus faibles sur la fonction de
relaxation.

B. Said-Houari, Y. Laskri [6] ont considéré un systéme de Timoshenko avec un retarde
de tempe dans feedback, ils regardé le systéme suivant :

{ preu(a,t) — Kz +¢)u(2,1) =0, (7)
021%(% t) - wam<x7t) + K(pr + W(% t) + /Lﬂ/)t(%,t) + /L2¢t(x7t o T) = 0’

iii
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avec (x,t) € (0,1) x (0,400),7 > 0 présenter le retarde de tempe et py, po deux constants
positive. Et les conditions aux bourdes

©(0,1) = o(1,8) = ¥(0,t) = ¥(1,¢) = 0,¢ > 0, (8)
et les conditions initiales
{ 80(1:70) = {0, th(x70) = ¥1, ¢(I,0) - ¢o, ¢t(x70) =, (9)
Y(x,t — 1) = fole,t —7) = fo(x,t —tau), (x,t) € (0,1) x [0.7].

Méthodologie

Dans ce travail, pour assurer le caractére bien posé de nos problémes, on utilise la
théorie de semi-groupes pour établir 'existence et 'unicité des solutions. En théorie des
semi-groupes, le théoréme de Hille-Yosida est un outil puissant et fondamental reliant les
propriétés de dissipation de I’énergie d’un opérateur non borné A : D(A) C H — H a
I'existence et 'unicité des solutions d’une équation différentielle

() = AD(t), t >0,
{ B(0) = By

Pour les résultats de stabilité, on utilise la méthode des multiplicateurs basée sur la
construction d’une fonction de Lyapounov L équivalente a I’énergie E de la solution. On
désigne par L ~ E 1’équivalence

W E(t) < L() < anB(t), t> 0, (10)

pour deux constantes positives o et as : Pour établir la stabilité exponentielle, alors il
suffit t de montrer que
L'(t) < —cL(t), t>0, (11)

pour un certain ¢ > 0 : Une intégration simple de (11) sur [0,¢] avec (10) méne au
résultat souhaité de la stabilité exponentielle. Il vaut la peine de noter que la difficulté dans
ce travail est de trouver la fonction de Lyapounov adéquate.

Dans ce travail, nous considérons le systéme suivant :

P1Ptt — k(gpz + w)x = 07

P2l — Doy + k(@z + 1)) + pathy + oty (2, t — 7) + f(¥) = 0,
gp(l’,()) = Yo, th(x>0) = ¥1, w(l‘, O) = o, wt(x70) = 1,
Yi(x,t —7) = folz,t —7), te€(0,7),

ot (z,t) € (0,1) x R*.
Dans ce mémoire notre objectif est d’étendre le résultat de Said-Houari et Laskri [6] & un
cadre non linéaire en ajoutant une force extérieure f(v)). Le reste est organisé comme suit.

(12)

Dans le chapitre 1, nous présentons quelques remarques préliminaires. Dans le chapitre 2,
nous prouvons 'existence et I'unicité du systéme de Timoshenko avec force extérieur en uti-
lisant la théorie de semi-groupe. Dans le chapitre 3, nous prouvons la stabilité exponentielle
de méme systéme en utilisant des méthodes d’énergie.

v



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces fonctionnelles

1.1.1 Espaces normés

Un espace vectoriel E est appelé espace normé si & tout x € E correspond un nombre positif
llz|| (‘appelé norme de x ) tel que les trois axiomes suivants, dits axiomes de la norme, sont vérifiés :
1. ||z]| > 0; ||z|| = 0 si et seulement si z = 0 ( la norme est non dégénérée) ;
2. |Az]| = |Al.]lz]| ( la norme est homogéne );
3. lz+yll < |zl + ||yl (inégalité triangulaire).
Ainsi donc, la norme est une application définie sur E, prenant des valeurs positives et vérifiant les

propriétés 1 a 3.

Remarque 1.1
Si lon étudie plusieurs espaces normés & la fois on fera figurer ces espaces en indice pour en

distinguer les normes, par exemple ||x| g.

1.1.2 Espaces de Banach

Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy est convergente. Un espace normé

complet est appelé espace de Banach.

1.1.3 Espaces de Hilbert

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est applé espace de Hilbert s’il est complet au

sens de la norme associée au produit scalaire.
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Les espaces de Hilbert qui sont des espaces de Banach particuliers sont des généralisations des

espaces IR"™ et C".

1.1.4 Espaces LP(Q)

Soit © un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue dx, Les fonction f seront considérées

de  dans R ou C

Définition 1.1
Soit p € R avec 1 < p < 0o et Q un ouvert de R™, on définit :

LP(Q) = {f Q= R:f mesurable et [ |f(z)Pdr < +OO} :
On définit sur LP(QY) la norme :
Il = [fo #@)P]
Sip=+o0 :
L*Q)={f:Q—R telle que FceR vérifiant:|f|<c pp sur Q}.
On définit sur L>°(Q2) la norme
[l =inf{ceR tq |[f|<c pp sur Q}.
1.1.5 Espaces LF(a,b, Q)

Définition 1.2
Soient 2 un espace de Banach et Ja,b[ un ouvert de R"™. On désigne par ||.||q  la norme dans

On désigne par LP(a,b,Q) l'espace des classes des fonctions mesurables de ]a,b[ dans R telle

T [ /(

1.1.6 Espace de Sobolev

que :

P

Hf(x)Hgd:r] < oo pour p< oo.
b)

)

Définition 1.3
Soient (m,p) € N x [1,400],0n note D*f = £,.Donc on définit W™P(Q) par :
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f € LP(Q) telle que Ya € N* quec |a|< m, 3£, € LP(Q) vérifant :

WP (Q) =
Jo I (2)dx = (~1)! [, £o(@)p(a)dz, Vo € D(Q)

On définit sur W™P(Q) la norme

[ fllwmr) = Z | £allzr ()
la]<m
Si 1 <p < +oo,0n peut considérer sur WP (Q) la norme équivalent

1

ooy = (Siogenm 1 €alley)

Théoréme 1.1

Soit Q un domaine ouvert de R™ de frontiére de classe C™ . Pour tousm > 1 et 1 <p < oo, on a
1) 3 =">0= W"P(Q) < LUQ) Vg € [p,q"] ot - =5 — T
2) =0= W™P(Q) — L1Q) Vq € [p, +0].
3) <0 = W™P(Q) — L>®(Q).

"W QI= 3
33 33 =3

On introduit 'espace H™(2) comme étant I'espace des fonctions u € L?(Q), dont toutes les
dérivées partielles d’ordre inférieure ou égale 4 m-prises au sens faibles sont dans L%().

Ces espaces jouent un role fondamental dans I’étude des équations aux dérivées partielles.

Définition 1.4
Pour m € N, on définit l'espace de Sobolev d’ordre m € N par :

H™(Q) = {u e L*(Q) : D%u € L*(Q), |a| < m}, (1.1)

ol

. 0
a=(a,...;an), 0 €N =a1+ -+ a,, e D*=0"...0;", ou Oj:%.
j

On munit H™ () du produit scalaire :
(U, V) = Y / D%u(x).D%(z)dx, Vu,ve H®(Q), (1.2)
la|<m
et la norme associée & ce produit scalaire :

1
2

wmmzzﬁm %==Z/WWM (1.3)

loe|<m la|<m

N =
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Proposition 1.1
1) Sip € [1,+00], alors LP(2) est un espace de Banach (i.e. normé complet).
2) Sip € [1,+00[, alors LP(Q) est séparable (i.e. il existe un n ensemble dénombrable dense
dans LP(2)).

3) L*(w) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(.9 e = /Q f(@)g(x)da

Théoréme 1.2

LP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo.

Proposition 1.2

H™(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

Vf.g e H™Q): (f.9) / D (@)D g(a)dz = 3 (D*F, D*g) 120,

|a|<m |o|<m

Remarque 1.2

C™(Q) C H™(Q) mais Uinverse n'est pas vraie.

Définition 1.5

On définit HJ*(Q) = D(Q) (par rapport o la norme de H™ (X)) ; c’est-a-dire :
Hy' () = {f € H™(Q)/3(¢r) € D(Q) vérifient :|lok — fllgmy — 0 tand k — +oo}
De méme Wgn’p(Q) =9(Q) par rapport a la norme de WP ().

Définition 1.6
HZ(Q) =D(Q) (par rapport la norme de H?(2)).

Définition 1.7

Soit Q un ouwvert de RN . On pose

HY(Q) := {u € L*(Q): g“ cL*(Q), Vi=1,.. .,N} .

T

Bien entendu, la dérivation est a comprendre au sens des distributions. En d’autres termes, une

fonction u € L*(Q) est dans H'(Q) s’il existe des fonctions v1,...,vx dans L?(2) telle que :

¢

/de Vo eD(Q), VYi=1,...,N.
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Proposition 1.3
D(R™) est dense dans H'(L).

Remarque 1.3
En générale D(Q) n’est pas dense dans H'(£2)

Définition 1.8 [17/
Etant donné 1 < p < oo, on désigne par Wol’p(I) la fermeture de CX(I) dans WYP(I). On note
Hy (1) = Wy (D).

Proposition 1.4

L’espace Wol’p est muni de la norme induite par WP, Uespace H& est munit du produit scalaire
induit par H'.

L’espace Wol’p est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour 1 < p < co. L’espace

H& est un espace de Hilbert séparable.

Proposition 1.5

Quand Q a une frontiére régulicre, H}(Q) peut étre décrit comme Uespace des fonctions de H(Q)
qui s’annulent au sens des traces.

En dimension 1 (n = 1), si Q =]a,b] est un intervalle borné, alors H}(]a,b]) est I’ensemble des

fonctions u continues sur [a,b] de la forme :

1.1.7 Le Théoréme de Lax-Milgram

Le théoréme de Lax-Milgram est un outil simple et efficace pour la résolution d’équations

différentielles ordinaires et aux dérivées partielles linéaires.

Définition 1.9
On dit gu’une forme bilinéaire

a(u,v): Hx H — R

est

1. Continue s’il existe une constante C telle que

la(u,v)| < clullv],  Vu,v € A,
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2. Coercive s’il existe une constante o > 0 telle que
a(u,v) > alv)?, Ve H.

Théoréme 1.3 (Lax-Milgram)[17]

Soient H un espace de Hilbert et a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercitive. Alors pour

tout ¢ € H' il existe u € H unique tel que
a(u,v) = (p,v) Yv e H.
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u€eH et %a(u, u) — (p,u) = iréi;}{%a(y,u) — <g0,v>} )

1.2 Quelques inégalités utiles

1.2.1 L’inégalité de Cauchy-Schwarz

Lemme 1.6
Soit Q € R", Va1, 29 € L2(),

(1, 22) < [|aal] 2], (1.4)

ou
1

S{wlxzdu‘ < <g{\m1!2du>; (({Im\Zdu) - (1.5)

Démonstration

La preuve consiste & étudier la fonction suivante :

FO) = [ (@A + 22)*dp.
/

La premiére chose que nous pouvons remarquer est que :

(TiA+22)2 >0= f(A\) >0, VAeER.
Ensuite, essayons de développer f(A) :
TIN? 4 23 4 22 M) dp

x% du+/x§du+/2x1)\$gdu
Q

)\2/ du—i—/ %du+2)\/x1x2du.

Q

@L @\
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La deuxiéme chose que nous pouvons remarquer est que f(\) est un polynome du deuxiéme

degré positive. Par conséquent son descriminant A < 0, alors :

2 2
<2f331:p2d,u> — 4/m%d,u/x%d,u <0=14 (f 951132d,u> < 4/1‘%d,u/x%du.
Q Q
Q Q Q Q

Il ne nous reste plus qu’a simplifier par 4 et nous obtenons I'inégalité de Cauchy-Schwarz. m

1.2.2 L’inégalité de Holder

Solent p,q € [1,+00] telles que %—k% = 1. Alors pour tous f € LP(Q) et g € LI(Q) :fg € L(Q)

et on a :
1fallr ) < 1o llglleo)
| JW@g@lds < (J1f@IFdn)> ([ lg@ltdz)e i pg €L +ocl
) J1 @t < Lol [15@lds sip=1 et g =t
Démonstration

Premier cas : p ou g vaut 4o00. Supposons ¢ = 400, et donc p = 1. Alors g < ||g||r~, donc

[fgl < |flllgllz= par conséquent :

1fgllLs Z/\fg\dfﬁ < HgllLoc/lfldw = llgllze= I fllLs-
Q Q

Deuxiéme cas : p et ¢ sont finis. L’inégalité de Holder est évidente si || f||z» = 0 ou ||g||z« = 0.
En effet par exemple || f||z» = 0 alors |g| = 0. Donc |fg| = 0 et par conséquent ||fg|/z: = 0.
Nous supposons donc maintenant que || f||z» # 0 et ||g||z« # 0.

Rappelons la concavité du logarithme :
Va € [0,1],Vz,y >0, In(ax+ (1 —a)y) > aln(z) + (1 — a)In(y).

En posant oo = %,et doncl—a= %, ainsi que x = |f1|P et y = |g1]9, on obtient :
tn (A2 4 12) > Lin(|A]) + L (i) = o i)
p q -p q ’
et donc par croissance de 'exponentielle

p q
|fl‘ +‘g1‘ Z!f191!
p q

Ainsi avec

f g

fl = , g1 = )
1Nz g/l e
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on obtient :

1 P 1 q
fg <1 Iflp L1 \flq _
Iflleellgllze = UL allgll,

En intégrant chaque membre, la croissance de l'intégrale implique :

1 1
19 <ty

1fllzellglza P g
Q

ce qui est 'inégalité attendue. m

1.2.3 L’inégalité de Holder généralisée
Corollaire 1.7 (Inégalité de Hélder généralisée)
Soient f1, fa,..., fr des fonctions telles que f; € LP1(Q) 1 < i <k avec

1 1 1 1
=44+ =<1
p D1 b2 Pk

Alors le produit f = fifa... fr appartient o LP(Q) et

11l < [ f1llps - - - [l

1.2.4 L’inégalité de Young

Lemme 1.8
Pour tout a,b € R nous avons :

2

b
ab§5a2—|—4—€,oﬂ € est toute constante positive.

Démonstration
Prenant le résultat bien connu

(2ea — b)? > 0,Ya,b € R,

pour tous € > 0, on a :

4e20% + b — deab > 0.

Cela implique
deab > 4e2a® + b2,

par conséquence, )

b
ab > ea® + —,
4e

Cela achéve la démonstration. m

(1.6)
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Lemme 1.9
L’inégalité de Young affirme que pour tous a et b réels positifs ou nuls, et tous p et q réels strictement

positifs tels que % + % =1, (sont conjugués ), on a :

a? bl
ab< — + —. (1.10)
p q
L’égalité a lieu si et seulement si a? = b9. L’inégalité de Young est un cas particulier de [’inégalité

arithmético-géométrique. Son nom vient de William Henry Younyg.

Démonstration

Soit I =[0,1], et f: I — R intégrable  telle que :

loga, 0<z<1
flay={ P =T (L11)
qlogb, 1.

pour a,b > 0, et ;1) + % = 1, et soit ¢(t) = exp(t) une fonction convexe, utilisant l'inégalité de
Jensen, on obtient :

L r)dr L ) dx
o (st f 1@ )SMD/Mﬂ)M7 (112

et par conséquence, on a :

1
i Jo(f(@))de = [exp f(z)dz
I 0
P 1
= fexp(plog a)dzx + fexp(qlog b)dx (1.13)
0 1
__a? b
telle que p mesure de Lebesgue
donc p(I) =1 et
1
o (i f F0¥is) = exp ([ o)
0
’ |
=exp | [ploga dz + [qlogh dx (1.14)
0 1

P

= ab.

Utilisation (1.12) ,(1.13) et (1.14) pour conclure le résultat. m

Lemme 1.10

Pour tous a,b € R(ou C) et pour tous p,q €]1,+00 avec % =+ % =1,o0na:

1 1
|abl < —laf” + ~|b]*.
p q
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1.2.5 L’inégalité de Minkowski

Théoréme 1.4
Supposons que 1 < p < oo, f,g € LP(Q), Alors
1+ gllzr@) < 1fllze) + 9llze (-

et S10+# p <1, Alors,
If +gllze) = 1 fllr ) + lgllLr()-

1.2.6 L’inégalité de Sobolev-Poincaré

Lemme 1.11
Soit Q un ouvert de R™ que l’on suppose borné , alors il existe une constante Cq > 0 telle que, pour

toute fonction u € HE(Q) on a :

ull 20y < CallVull2 ) (1.15)
ot Vu = ((%“1, ce 8%), c’est-a-dire :
n 2

/uQ(:L‘)dx < c/ 88;‘ dz.

Q Q =0
Démonstration
On peut écrire, pour z € [a, b],

u(w) = [ wl)dy
Alors,
x 2
u?(z) = <f U’(y)dy> :
< [wwyay [ v

donc :

b

— /b () < /b T2y - e < W x [ - e

a

Cela implique :

(b—a)
l'l7: = lullze

(b—a)?
- HUH%Q (a.b) (a.b) = \/§ HUIHL(Qa.b).

(a.b) — 2
D’ou
[ull L) < ClIVullpy, VYue Hy(9).

10
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1.3 Théorie de semi-groupes

1.3.1 Quelques définitions

Définition 1.10
On dit que A opérateur, soit H un espace de Hilbert muni de produit scalaire (.,.) et de norme

associée ||.|| et soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné.

Définition 1.11
On appelle Vapplication S : [0, +0o[— H semi-groupes fortement continu dans H s elle vérifie les
propriélés suivanles :
i) S(0) = Id.
i) S(t+s)=95(t)S(s), Vt,s>0.
iti) Yx € H, Uapplication S(.)x est continue sur [0, +oo[ dans H.i.e
(1)1_)111 |S(t)x — x|z =0, Ve H.
Dans la suite, on appelle une telle application semi-groupes de classe Cy et on la note par

Co-semi-groupes.

Proposition 1.12
Si (S(t))i>0 est un Cy-semi-groupes dans H, alors lopérateur adjoint (S*(t))t>0 est aussi semi-

groupes de classe Cy dans H.

1.3.2 Le théoréme de Banach-Steinhaus

Notation 1.1 [17]
Soient E et F deuz e.v.n. On désigne par L (E, F) l'espace des opérateurs linéaires et continus de

FE dans F' mun: de la norme

1Sl.#e,ry = sup ||Sz.
el
[lz[| <1

On pose Z(FE) = Z(E,F)

Théoréme 1.5 (Banach-Steinhaus)[17]
Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit (S;)icr une famille ( non nécessairement dénombrable
) d’opérateurs linéaires et continus de E dans F. On suppose que

(1) sup||Siz|| < oo Vz € E
i€l

Alors

11
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(2) Sup 1Sill 2(&.F) < .
1€

Autrement dit, il existe une constante c telle que
|Siz|| < c||z|| VYxeE, Viel.

Lemme 1.13
Soit (S(t)) un Co-semi-groupes alors

IM >1, Jw R tels que: |S(t)|| < Me™, Vt>0. (1.16)

Démonstration
Considérons le compact [0, 1], comme (S(¢)):>0 est fortement continue, alors 'application

t — S(t)x est continue. Donc l'image de [0, 1] par cette application est compacte, et par conséquent
M, tel que:|S(t)x| < M,, Vtel0,1].
D’aprés le théoréme de Banach-Steinhauss :
aM tel que:|S(t)|| <M, vtelo1].

On remarque que la constante M > 1(1 = ||S(0)|| < M).
Maintenant si ¢ ¢ [0, 1] on écrit t = n + 6 avec n € N* et 0 €]0, 1] donc

S(t)=5S(n+0)
= S5(n)S(0)
= (5(1))"5(0).

Alors

[S@I = [1(S@)™)S@) < 1SQ)™") IS @)l
<M"M
< MenlogM
On pose log M = w, donc
IS(H)|| < Me™ < Me'™,
|
Remarque 1.4

Si (S(t))t>0 est un semi-groupes fortement continu a ['origine vérifiant la majoration (1.16), alors

il est fortement continue.

12
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Définition 1.12

On dit que S(t) est un semi-groupes borné si
dM >0 tel que ||S(t)|| <M, Vt>D0.

Remarque 1.5

Si M <1, S(t) est dit de contraction.

Définition 1.13

On appelle générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe {S(t)}i>0, tout opérateur A défini sur ’en-

semble
D(A) = {x € H, lim M ea:iste}
t—0+
par
t —
Az = Tim SDT=T o pa,
t—0+ t

Parfois on note {eA*}>0 pour {S(t)}io.

Théoréme 1.6 [18/

Si A est un générateur infinitésimal de semi-groupes S(t), alors A est un opérateur fermé.

Proposition 1.14 [18/
Le domaine D(A) d’un générateur infinitésimal A de semi-groupes (Sa(t)) est un espace vectoriel

dense dans H.

Définition 1.14
On dit que A est dissipatif st
Vax € D(A), (Az,x) <0

Définition 1.15
{eA} >0 est dit analytique si et admet une extension S(N) pour X € Ag = {\ € C, |arg(\)| < 6}
pour certain 60 > 0 tel que A — S(\) est analytique et

lim |IS(\)z||=0, Vz € H,
AEAG—O

SA+p) = SA)S(u), VA, 1€ Dy,

ou de maniére équivalente (voir le Théoréme 5.2 dans le livre de Pazy [58], p.61-62), il existe
une constante K > 0 tel que

Aet < Kt71, Vi > 0.

13
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Proposition 1.15 [22]
Pour un opérateur borné A sur un espace de Banach X, le spectre o(A) est toujours compact et

non vide, d’ot son rayon spectral
r(A) = sup {])\] tAE U(A)} )
est finie et satisfait r(A) < || Al

Définition 1.16 [22/
Soit A: D(A) C X — X un opérateur fermé. Alors

T(A) := sup {Re)\ A€ U(A)}

est appelée la borne spectrale de A.
Pour le générateur A d’un semi-groupe fortement continu T = (S(t))i>0, la borne spectrale T'(A)

est toujours dominé par la borne de croissance
wo = wo(7) = inf {w € R il ewiste My, >1 tel quelS(t)| > Myevt Vt> 0} .

Définition 1.17 [22/
Pour la borne spectrale T(A) de générateur A et pour la borne de croissance wy du semi-groupe
généré (S(t))i>o0, on a

1
—00 < T(A) < wo = jnf ; log | S(1)|

.1
Jim ~ Tog S (1)

= L loa(r(S(t0)) < o0
0

pour chaque tg > 0. En particulier, le rayon spectral de l'opérateur de semi-groupe T(t) est donné
par

r(S(t)) = e“t vt >0.

Corollaire 1.16 /3/
Soit (S(t)) un Cy-semi-groupes sur H de générateur infinitésimal —A. Alors pour tout ug € D(A),

le systeme :
")+ Au(t) =0, Vt>0
vt Ault) = (1.17)
u(0) =g
admet une unique solution u € C([0, +oo[; H) () C([0, +o0[; D(A)) donne par
u(t) = S(t)uop. (1.18)
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1.4 Théoréme de Hille-Yosida

Théoréme 1.7 (Hille-Yosida)[5]
Un opérateur linéaire (non borné) A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contrac-

tion S(t), t > 0 si et seulement si :

1. A est fermé et D(A) = X.

2. L’ensemble résolvant p(A) de A RY contient et pour tout A > 0,

1
< —.
IROAl < 5

Remarque 1.6 [3/
Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction S(t). L’ensemble résolvant de A

contient toujours le demi-plan ouvert droit, i.e, {\: ReX > 0} C p(A) et pour X

1
> —.
IRON =

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Définition 1.18 [17]
Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné.
On dit que A est dissipatif si

(Av,v) <0 Yuv e D(A),

A est mazimal Im(I + A) = H i.e.
Vfe H, Jue D(A) tel que u+ Au= f.

On dit que A est monotone si —A est dissipatif i.e (Au,u) > 0 pour tout u € D(A).

1.4.1 Résolution d’un probléme d’évolution
Etant donné, le probléeme d’évolution suivant :

du
@y Ay =0 sur T €]0,+00
at [ [ (1.19)

u(z,0)  =wp(x), re€w

Théoréme 1.8 (Hille-Yosida) [17]

Soit A un opérateur mazimal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout ug € D(A)

il existe une fonction unique

we Ot ([0, +-00(; H) nce ([0, +-00(; D(A))

15
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solution du (1.19). De plus on a

u(t)] < fuo| et

d#(t)‘ = |Au(t)| < |Aug| Vt>0.

Remarque 1.7 [17]
L’intérét principal du théoréme présidant réside dans le fail que pour résoudre le probléme d’évolu-
tion (1.19) on se rameéne o vérifier que A est mazximal monotone, ¢’est-a-dire, o étudier I’ équation

stationnaire u + AAu = f.

1.4.2 Equations avec second membre non linéaires.
Considérons le probléme ,soit f € L'(€)

G+ Au(t) = f(t) sur [0,T]

u(z,0) =up(x), € (1.20)

On a le résultat suivant

Théoréme 1.9
On suppose que A est m-dissipatif et E espace de Banach. Alors pour tout ug € D(A) et tout
f € CH[0,T); E) il existe une fonction

ue Ct <[O,T];E) nc ([O,T];D(A))

unique solution de (1.20). De plus u est donnée par la formule

t

u(t) = SA(t)uo—l—/SA(t—s)f(s)ds, (1.21)
0

ot Sa(t) désigne le semi-groupe [17].
Démonstration
Grace a la linéarité on prend wup(x) = 0.
t
Soit v(t) = [ Sa(t — s)f(s)ds.
0
Ecrivons f sous la forme f = f1 + fo ott f € CY (R4, E) et fo € CO°(Ry, D(A). On va étudier

t

w) = [ Salt=9)(s)ds = [ Sa@n(e - s)ds
0

0

(t,5) — Sa(t —s)f1(s)

[0,1] x [0,1] — E est continue

16
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Donc vy € C°([0,T), E).
0
(1.5) — D 5a() i1~ 3)
[0,1] x [0,1] — E est continue

Donc vy € C([0,T), E).
D’on
t
W) = [ Sa@)fi(t = s)ds + Safi(0)

0
t

Sa(t+o—s)fi(s)ds — /SA(t —s)fi(s)ds

0
t

Sa(o+s)fi(t —s)ds — /SA(s)fl(t — s)ds

0
t

SA(s)fl(t—s—I—a)ds—/SA(s)fl(t—s)ds
0

Sai—1 1
A Zoi(t) =

g o

|
|
|

Q |

S O~ | O~

SHE

Sa(s) (fi(t = s+0) = fr(t —s))ds

Q=

t+o o

/SA(s)fl(t—s+o)ds—i/SA(s)fl(t—s)ds
t 0

SHE

¢
quand o tend vers 0, la quantité précédente tend vers [ Sa(s)fi(t — s)ds + Sa(t)f1(0) — fi(t) =
0

vi(t) = f1(t). Ce qui implique que vi(t) € D(A) et Avy(t) = vi(t) — f1(t).
En suivant le méme schéma, on montre la méme propriété pour ve qui découle de fo m

On retiendra que si f € L'(0,T; E) la formule (1.21) — qui a toujours un sens — peut étre
considérée comme une solution généralisée de (1.20).

Dans les applications, on rencontre de nombreuses équations « semi-linéaires » du type

du

ol I’ est un opérateur non linéaire .

1.5 Théoréme de Lumer-Phillips

Proposition 1.17
Soit A:D(A) C X — X un opérateur dissipatif, Alors :

17
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1. M — A est injectif pour tout A > 0, et on a
_ 1
AL =)~y < Syl vy € Im(AT — A). (1.22)

2. 1l existe A\g > 0 tel que Aol — A soit surjectif si et seulement si, A\l — A est surjectif pour
tout A > 0. Dans ce cas |0, +00[C p(A).
3. A est fermé si et seulement Im(AoI — A) est fermé pour un certain Ao > 0, et donc Im(AI —

A) est fermé pour tout A > 0.

Théoréme 1.10 (Lumer-Phillips)

Soit A un opérateur linéaire o domaine D(A) dense dans X.

1. Si A est dissipatif et s’il existe \g > 0 tel que Im(Agl — A) = X, alors A est le générateur

infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions sur X.

2. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions sur X, alors Im(A —
A) = X pour tout A > 0 et A est un opérateur dissipatif. De plus pour tout x € D(A) et tout
f e F(x) on a Re(f, Ax) <O0.

Corollaire 1.18
Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine D(A) dense dans X. Si A et A* sont dissipatifs alors

A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions sur X.

18



Chapitre 2

Existence et unicité de la solution de

probléme

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudiera ’existence et 'unicité de la solution d’un systéme de type Timo-

shenko avec force extérieure.

p1ou — k(pz +1¢)z =0,

(2.1)
p2it — Dhay + k(pz + ) + p1thy + pop(x,t — 7) 4+ f(1p) =0,

ou (z,t) € (0,1) x RT. quand pu1 = pe = f = 0, ce systéme a été proposé par Timoshenko
[28] comme modéle pour les vibrations d’un mince faisceau élastique de longueur.Ici, ¢ = ¢(z,t)
désigne le déplacement transversal du faisceau 1) = 9 (z,t) indique 'angle de rotation du filament
du faisceau et p1, p2, k, b sont des constantes positives liées aux propriétés physiques de la poutre.
Dans le systéme, u19; représente un amortissement de friction et f(¢) est une force extérieure. Le
retard de temps est donné par uotp(z,t — 7), o0 g, po, T sont des constants positif.

Au systéme (2.1) nous ajoutons les conditions initiales

90(:1:’0) = 0, @t(ﬂf,O) = @1, 7/’(%0) = wOa 7/115(1’70) = ¢17

(2.2)
Yi(x,t —71) = folz,t —7), te(0,7),
O fo est prescrit, et les conditions limites de Dirichlet
0(0,1) = ¢(1,1) = 9(0,t) = 4(1,) =0, Vt>0. (2.3)

19
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Nous observons que notre probléme est défini dans un contexte ou : (a) 'amortissement est défini
seulement sur 1’équation pour l'angle de rotation; (b) la présence d'un retard de temps; (c) la

stabilité exponentielle dans un forgage non linéaire.

2.2 Préliminaire et résultat principaux

Nous utilisons Lebesgue standard et des espaces Sobolev

L90,1), 1<qg<oo, et H0,1).

Dans le cas ¢ = 2 nous écrivons |jul| au lieu ||ul|zz.
Maintenant nous donnons quelques hypotheéses sur la force extérieure f(¢(x,t)). Nous suppo-

sons f: R — R satisfaisant.

1F@?) = F@HI < ko([9!” + [%°) [ = 4| pour tous w',4* €R, (2.4)
ou kg > 0,6 > 0. En plus nous le supposons

0< f(®) < f(@)¢ pour tous ¢ €R, (25)
avec f(z) = jf(s)ds.

Afin de traiter le retard de rétroaction (feedback ), motivé par [6, 25, 26], nous définissons la

nouvelle variable dépendante suivante :
z(x,p, t) = Y(x, t —71p), x€(0,1),p€ (0,1),t>0. (2.6)

IL sont suit
~ OYy(x,t—Tp) Ot —Tp)  OY(x,t —Tp)

t) = =
(@, prt) At —7p) ST At —Tp)
- awt(%t—ﬂo) 8(t_7—p) _ a¢t($,t—7'p)
D=0 X T 8~ T a-1p)
Donc il est facile de vérifier
Tze(x, p,t) + 25(x, p,t) =0, dans (0,1) x (0,1) x (0, 00). (2.7)

Ainsi, I’équation (2.1) est transformée a

prou(x,t) — k(pe +9)e(2,t) = 0,

p2ue (@, t) — bz (2, 1) + k(pz + ¥) (2, 1) + m(z, 1)
+u2z(z, 1,t) + f(¥(, 1)) = 0,

Tze(x, p, t) + 2p(x, p, t) = 0,
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avec z € (0,1),p € (0,1) et t > 0, les conditions initiales et les condition aux limite qui marque
sont
¢(2,0) = w0, wu(2,0) = @1, P(2,0) = b, tu(2,0) =91, e (0,1)
z2(x,p,0) = fo(z, —p7), (2,) €(0,1) x (0,7),
©(0,t) = ¢(1,t) = (0,2) =0, >0,
2(x,0,t) = Yy(x,t), € (0,1), t>0.

(2.9)

Tout d’abord, nous montrerons ’existence et ['unicité du probleme (2.8)-(2.9).

nous poussent deux nouvelles variables dépendantes u = ¢y et v = 1)y, alors le probléme (2.8)-
(2.9) s’écrit
(u= Pt
Pt = ka;(SOac +9¥)a
v =1
hy = p%?!)m*p%(S%Jr?ﬁ) “11/1 L22(z,1,1)
\ ~t = —%zp(a:,p,t)

ce qu’on peut écrire sous la forme

W= AU+ FU), t>0,

(2.10)
U<O) = UO = (@07 ©1, ,(/}07 wlu fO('7 _T>)T7
ott U = (¢, u,1,v,2)T, et A est Vopérateur différentiel
0 1 0 0 0
k k
Ea” 0 Eax 0 0
A= 0 0 0 1 0
_k b ko _pe
P2 9 0 P2 Oz P2 p2 P2
0 0 0 0 -1g,
et
U 0
AU = v , F = 0 ,
p%¢mc - (SDx +) — 02 U %Z(‘a 1) _p%f(@b)
—%zp 0
Le domaine de A est alors
D(A) = {(p,u,¥,v,2)" € H:v=2(.,0), dans (0,1)}, (2.11)

21



Existence et unicité de la solution

ou
H = (H?(0,1) N H}(0,1)) x HY(0,1) x (H?*(0,1) N HE(0,1)) x H}(0,1) x L?(0,1; H}(0,1)).
Nous définissons 'espace d’énergie 57 par
A = H(0,1) x L*(0,1) x H}(0,1) x L*(0,1) x L*((0,1) x (0,1)). (2.12)
Pour U = (p,u,¥,v,2)", U= (3,u,v,v,%)" et pour ¢ une satisfaction constante positive
Tz < &< T(2um — p2), (2.13)

nous équipons ¢ avec le produit scalaire

1 1 1
U)o = / PIUTE + povT + k(pz + ) (@r + ) + bbathy]dr + € // Z(z, p)dpdz. (2.14)
0 0 0

Maintenant nous donnons le résultat d’existence et d’unicité des solutions du probléme (2.10)

Théoréme 2.1
Supposons que (2.4)-(2.5) et pua < p1 , alors nous avons les résultats suivants.
(i) Si Uy € , alors probléme (2.10) a une solution faible (mild) unique U € C([0,00), )
avec U(0) = Uy.
(i) Si Uy et Uy sont faible (mild) solutions douz de probléeme (2.10) alors il existe un positif
constante de Co = C(U1(0),U2(0)) telle que

|UL(t) — Uz (t)]| e < €T UL(0) — U (0)||l s pour tout 0<t<T (2.15)

(i13) Si Uy € D(A), alors la solution faible (mild) ci-dessus est une solution forte.

2.3 Existence et unicité de la solution de probléme

L’énergie fonctionnelle des solutions du probleme (2.8)-(2.9) est défini par

I\D\H

1 1 1 1
=5 [t 4 ot Kipa 0P+ 0ildo + 5 [ [P tdpds+ [ e 2a0)
0 00 0

Dans cette section, nous étudierons ’existence et l'unicité de solutions au probléme (2.8)-(2.9)

de compléter la preuve du théoréme 2.1.
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Lemme 2.1
L’énergie E(t) définie par (2.16) est une fonction non-croissante le long de la solution trajectoires,

c’est-a-dire, ol existe une positive constante c telle que pour tout t > 0,

1 1
C/wfxtdx—C/ZQx,l,tdx<0 (2.17)

0 0
et il existe deur constantes positives oy et C1, indépendante des données initiales en 2, tel que

pour tout t > 0,

1 1

1 1 11
E(t) > do /cp?dx—l—/1/1t2dx—i-/](px—+—¢|2d1‘+/wgdl‘—i—//zz(x,p)dpdx —-Cy. (2.18)
0 0

0 0 0 0
Démonstration

En multipliant la premiére équation en (2.8) par ¢ ,et en intégrant le résultat sur (0,1) par rapport

a x on trouve :
1

p1 /s@tt%dw—k/s@t Og + Pz)dr =0
0 0

on intégrant par parties, on obtient :

1 1
p1 /cpttsz?td:v — ko (s + )] + k/«pm 0z +1)d
0 0

Les conditions aux bords permettent d’écrire la derniére égalité sous la forme suivant :

1
d
p12dt/ dx+k/som 0y +1)d (2.19)
0

En multipliant la deuxiéme équation dans (2.8) par 1), et en intégrant sur (0,1) par rapport a z

on trouve :
1 1 1 1 1 1
P2 /wtt%di’ - b/¢xm¢td$ + k’/(%: + V) pd + /lb?dx + p2 / 2edr + / f(W)pdr = 0,
0 0 0 0 0 0
et grace a la formule d’intégration par partie avec les conditions au bord, on obtient.
1 1 1
2215 /wt dx—0b[1y] 0+b2dt/¢xdl‘+kz/wt ©zt+1) dﬂ:+,u1/1/)tdx+u2/zwtd$+/f Yde.
0 0 0

(2.20)
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Existence et unicité de la solution

En additionnant (2.19) et (2.20), on trouve :

1

1 1 1
d d )
Plzdt/%d:r—kmzdt/%dx—i—det/7,/1 d:L'+k/wmt(@z+¢)dx+k/¢t(gpm+w)dx
0 0 0
1

1

+N1/¢t2d$+ﬂ2/z($,17t)¢td$ZO
0

0

—
1

Plaogy 2dt f 2 2dx + P25 2dt f @thgdl' + b2dt ¢2dl‘ + det [pr(‘pw + @ZJ) + 111(% + w)] dx
0
1

+ p f Yida + pg [ 2(z,1,t)hde =0
0 0
—

1
PLog f pidz + pagg f@bfd:p + b2dt @Z’azcdf’f + ko [ 0%+ 200, + ¢?] da
0

1
+ f Yide + pg [ 2(z,1,t)rdr = 0
0

alors
1 1
235 | [ (ot 4 i+ Kipw  wP 02 de | = [ e uz/wtz v, 1,1)d
0 0
D’apres la condition (2.13), on observe que :
2o, B2, (2.21)
2 2
Donc
p 1 1 2
1
5 / (P17 + 2t + Elps + 0 + 093] da | < (= + “22> /w?dx + ”22/22(% 1,t)dz.
0 0 0

(2.22)
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Existence et unicité de la solution

3

Nous multiplions la troisiéme équation en (2.8) par >z et en intégrer le résultat sur (0,1) x

par rapport & p et x, respectivement, pour obtenir

11
//th (z,p,t)z dpdx +
00

S o
R

O\H O\_

2p(x, p,t)z dp dz =0

& zt(x, p,t)z dp dx = —

R

/1
0
1 11
/ //zp:rp, )z dp dx
0 0 0

1 1
§d// 2( 3
el t)d - >
ol (z,p,t)dp dz 5
0 0

<
2T

\]

O O~

1
32
/0/) (z,p,t)dp dx
0

Qui,avec (2.22), (2.13) et le fait % F() = f()y  pour 1 € R, nous donne (2.17).
I1 est facile d’obtenir (2.18) & I'aide de (2.5) avec §p = min{3, g} D’ou

1 1 1 1 1 1
E(t) 260(/wt2dm+/wt2dx+/\80x+w2dx+/w§dx+//z2dp dz) — C).
0 0 0 0 0 0

Lemme 2.2

L’opérateur A défini en (2.10) est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-group en €.

Démonstration
Il résulte de (2.10) que pour l'ensemble U(t) € D(A).

Il suffit de prouver que A est dissipative, pour cela on montrons que.

1
(AU, U) 5 < —C/wf(x,t)dx - C/zz(:t, 1,t)dx <0
0

On a
u
AU = v
%d&x b (Sox + 1/}) Biy %Z('v 1)
1
7%

25
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Existence et unicité de la solution

alors,

1
b _F M ke
(AU, U) » O/{ —(Pz + Vr)u ]+p2[p2¢xw pe (e + 1) e p2z($ , D]

11
+k(uz +0)(pz + ) + bugthy f dr + € // % z, p)z(z, p)dp dx
0 0

1 1 1 1 1
/k:gomudx—l-/k:%udx—l-b/quvda:—k:/cvadx—k/i/wdx—ul/v2da:
0 0 0 0

1

1 1 1 1 1
ug/zac 1vdw+k/ux<pxda?+k/uxz/}dx+/vw dx—i—k/vgox dw—i—b/vxz/)x
0 0 0 0

0 0
11
{1

k[@xu k/cpmumdzn + k‘/@bxu dx + b| Y,ZJ;EU — b/d}mvmdx — k:/npzv dx

\IM—‘

z(x, p)zp(z, p)dp dx

1 1

1 1 1
—k/¢v dm—ul/v2d$—,u2/z(x 1)v dx—i—k/uxgoxdx—l-k/uxwdx
0 0

0

0
1 11
+k/<vad:c+/1/wdx+b/vx¢mdx 5//za:pszpdpdx
T
0 0 0

1 1
ul/UQdac—,ug/levdx
0 0

+ byhzv]g + k[gulg

1 11
ul/Ude—,ug/zmlwdx //zarpzpa;,odpdx
0 0 0

1 1 11
(AU, U) p = — 11 /U2(ZL‘)dl’ - ug/z(:n f//z x, p)zp(x, p)dp dx (2.23)
0 0 0 0

\Hm

11
//zmpszpdpdx—i-k[gox]
0 0

\Hd‘m

on a :

1 1 1 118
// z(x, p)zp(x, p)dp dx //28 (z,p)dp dx
0 0 0 0

[22(37, 1) — zz(x,O)] dzx.

Il
o"\
N |
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Existence et unicité de la solution

Alors (2.23) devient :

1 1 1 1
£ £
(AU U) yp = =1 [ V3 (@)de — po | 2(z, ) v(z)de — == | 2(z,1)de+ = [ 2*(z,0)dz,
0/ 0/ 276/ 27'0/

on a (2, p,t) = u(w,t — 7p) = v(x)

1 1

1 1
(AU, U) r = — i1 /UQ(x)dx — Mg/Z(I, v(x)dx — ;/22(:(}, 1)dx + ; /(’UQ.%')CLZL'
T T

0 0 0 0
En utilisant I'inégalité de Young on obtient :

1 1
(AU, U) 5 < (— u1+—+% / 2(x)dx + ( “—5)/22(95,1)61:5
0 0

d’aprés la condition suivant
Tz <& < 7(2p — p2),

on observe que

w2 §
-+ =+ =<0 et =—=——=<0.
AR = T =

Donc (AU, U) »» < 0 alors 'opérateur A est dissipative.
D’autre part, il reste a montrer que l'opérateur A\l — A : D(A) — S est surjectif pour A > 0,
pour cette proposition, nous prenons U’ = (fi, f2, f3, f1, f5)] € S, et cherchons un solution

U= (p,u,,v,2)T € D(A) au probléme suivant :

M- AU =U".
Nous avons
Ap —u = fi,
M= 2@y + 1)z = f,
v —v=fs, (2.24)
Mo = Zipup + (o +9) + Bro + B22(,1) = fu,
Az + ;zp = f5.

Supposons que nous ayons trouvé ¢ et 1, donc le premiére et la troisiéme equation dans (2.24)

donnée
u=Ap—fi
V=) — f3

Il est clair que u € HE(0,1) et v € H3(0,1). En outre, par (2.24) nous pouvons trouver z comme

(2.25)

2(x,0) =v(z) , pour z € (0,1). (2.26)
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Apres la méme approche que dans [25], en utilisant la derniére équation dans (2.24) on obtient,

p
2(z, p) = v(x)e M7 4 Te T / fs(x,0)e*do. (2.27)
0
e (2.25) ,on obtient
1
_ —A\pT —A\pT —A\pT AoT
z(x,p) = Mp(x)e — fze +Te /f5(x,0)e do. (2.28)

0

En utilisant (2.24) et (2.25) les fonctions ¢ et v satisfaisant le systéme suivant .

)\290 - %(@mx +¢m) = f2 + )\fla

(2.29)
N = B Koy ) 4 Biu 22 1) = fi 4 Afs.

La résolution de systéme (2.29) est équivalant pour trouver (p,1) € H2(0.1)NH(0,1) x H2(0,1)N
HZ(0,1) tel que

1
(1A 20w + k(pe + ) we)dx = [ p1(fo + A1) wd,
0

O —=r

1 1 (2.30)

J (222X dx + biuxe + k(pz + )X + prox + p2z(, 1)x)da = [ pa(fa+ Af3)x da

0 0
Pour tout (w,x) € Hg(0,1) x H}(0,1) de (2.27)
on a

2(z,1) = Ap(2)e ™ + 2o ()
pour z € (0,1) et
1
20(x) = —fze N 4 1T / fs(x,0)e* do. (2.31)

0
C’est clair que de la formule ci-dessus que zg dépend seulement de f;,7 = 3,5. Par conséquent, le

probléme (2.30) est équivalant aux probléme

(s 9), (w, x)) = U(w, x), (2.32)
ot la forme bilinéaire de ¢ : [H}(0,1) x H}(0,1)]> — R et la forme linéaire de [ : H{(0,1) x

HZ(0,1) — R sont définis par

1 1
s t), (0,0) = [ (prrow-+k(+3) (wart X))+ / P MY +biba o ) da+ / i+ ize ) M
0 0

O\H

et

Il
o _

1 1
(1 fax — Hazo(x)x)dz + / pr(fo + A1) wilz + / pafa + A fa)x dr,  (233)
0 0
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Existence et unicité de la solution

avec zo(x) satisfait l’équation dans (2.31) .

Pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram, il suffit de vérifié la continuité et la coercivité de
la forme bilinéaire ¢ et la continuité de la forme linéaire .

1. La continuité de ¢

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

1
1C((p, ), (w, )| = [ (p1X*ow + k(e + 1) (we + X))da + /(pzﬁwx + bibyxo ) da
0

+ [ (11 + poe ) Mpxda

T — - oY

IN

ax (X2p1, 1 X202, b, Mgt + pi2e ™)) (el + 16022) (Il + 1l 22)

< Cy (el + 1llmg) (Iwllag + lxllg)

A
Q

< C1l (@, %) Lz 0,0)x =2 (0,0) | (W, X) TH2 (0,1) % H (0,1)-

Donc ¢ continue.
2. la coercivité de ¢
1

1 1
(), (w, X)) = / (P APWE () (W) )dar+ / PO+ bib X )+ / 11 +pne ) M.
0 0 0

D’aprés l'inégalité de Young, on trouve

1

—/soxwdx < j\soxwldw

0

% / 2dr + - / Pide.
0
Donc
1 1 1
/goxlj)dx > _21/g0§d1:+ _21/w2d1:.
0 0 0
On a

1
k 2
(s ), (w,x)) > /(mkgf + 5%26 + b2 + (p2 X + 5 Flm+ pae )N Y?
0

. k k —AT
> min (pm 570 (P2X* + 5 (1 - pe™ W) (el + 1)
> Caol (¢, v) |12qg(0,1)xH5(0,1)‘

Donc ( est coercive.
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3. la continuité de [.

D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
1 1 1
Z/ 1 fax — pazo(z dSUJr/Pl fa+Af1) Wdfv+/02 fa+Af3)x dz
0 0 0

< |l fs — pezo(@)le2 Xl ez + [l (f2 + Af) 2wl e + o2 (fa + Afs)ll ez x| 2
< max ([[p1fs — pazo(x)llzz + llpr(f2 + Af)llz2 + llp2(fa 4+ Afs)llz2) (Ixllzz + lwllz2)
< Cs (Il my + l1xla)
< Cs|(w, X)|H20,1)x HE(0,1)-
Donc [ continue.

Par conséquent en appliquant le théoréme de Lax-Milgram, nous en déduisons que pour tous
(w,x) € H}(0,1) x HE(0,1), le probléme (2.32) admet une solution unique (p,%) € HE(0,1) x
HZ(0,1).En appliquant la régularité , il résulte de (2.30) qui (¢,v) € HE(0,1) x H}(0,1).

Donc, 'opérateur Al — A est surjective pour tous A. Par conséquent, le résultat du théoréme de

Hille-Yosid. =

Lemme 2.3

L’opérateur F définie dans (2.10) est globalement lipschitzienne en .

Démonstration

Soit Uy = (¢!, ul, 9t vl 2Y) et Us = (9%, u?,4?,v2, 22), puis nous avons

IF(U) = F(U2) e < 1F (@) = F@2)| 12

En utilisant (2.4), les inégalités de Holder et de Poincaré, nous pouvons obtenir

1F@h) = F@)ze < (1915 + 147150 10" — 7]l
< Gyl — 2l
ce qui nous donne
|F(Ur) — F(Uz)||r < C1]|UL — Us|| .

Puis 'opérateur F est localement lipschitzienne en H. La preuve est donc terminée. m
Démonstration de théoréme 2.1 :
s résultent des lemmes 2.2-2.3 que le probléme de Cauchy est une solution faible (mild) locale

unique

U(t) = e™Uy + / M=) P (U(s))ds (2.34)
0
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Existence et unicité de la solution

définie dans un intervalle maximal (0, tpax)-

Si tmax < 00, puis

Jim (U @) = 400 (2.35)

Soit U(t) une solution faible (mild) avec Uy € D(A).En utilisant le théoréme 6.1.5 dans Pazy [3],

nous concluons que c’est une solution forte. Il en découle (2.18) que pour tout ¢ > 0,
9 1
HWN%S%@@+Q%

Qui, par la densité, détient des solutions douces. Puis il y a une contradiction avec (2.35) et par
conséquent tmax = 00, autrement dit, la solution est globale. Preuve du théoréme 2.1 de (i) est
terminée.

On obtenons des inégalités (2.15) a laide (2.34), le comportement de Lipschitz local de F et
Inégalité de Gronwall. Ensuite, nous pouvons obtenir la dépendance continue des données initiales
des solutions faibles (mild). Cela prouve le point (ii) du théoréme 2.1.

En utilisant le théoréme 6.1.5 dans Pazy [3] (voir aussi [23]), nous savons que toutes les solutions
douces avec les données initiales dans D(.A) sont fortes. Puis la preuve de théoréme 2.1 est donc

terminée. m

31



Chapitre 3

Stabilité exponentielle

3.1 Introduction

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feed back), elle consiste
donc & garantir la décroissance de 1’énergie des solutions vers zéro de fagon plus ou moins rapide
par un mécanisme de dissipation.

Plus précisément, le probléme de stabilisation auquel on s’'intéresse revient & déterminer le
comportement asymptotique de l'énergie que 'on note E(t) (c’est la norme des solutions dans
Pespace d’état), a étudier sa limite afin de déterminer si cette limite est nulle ou pas.

Il existe plusieurs degrés de stabilité que ’on peut étudier. Le premier degré consiste a analyser

simplement la décroissance de I’énergie des solutions vers zéro, i.e. :
E(t) —» 0, lorsque t— 4o0.

C’est ce que 'on appelle la stabilisation forte.
Pour le second, on s’intéresse a la décroissance de ’énergie la plus rapide, c’est-a-dire lorsque

celle-ci tend vers 0 de maniére exponentielle, i.e. :
E(t) < Ce™, ¥t >0,

ou C' et d sont des constantes positives.
Quant au troisiéme, il étudie des situations intermédiaires, dans les quelles la décroissance des

solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple

E(t) < ¢

< —, Vt>0,
toz

ou C' et « sont des constantes positives. Il y a d’autre degrés de stabilité qu’on a pas citer.
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3.2 Stabilité exponentielle

Dans cette section on étudie la décroissance exponentielle de ’énergie des solutions lorsque le
temps tend vers l'infini de ’équation des ondes semi linéaire amorties avec des coeflicients variables

et des conditions aux limite dynamiques.

Théoréme 3.1
Supposons que (2.4)-(2.5) soit vérifiant et us < p1 , Supposons que p—kl = p—b2 détient également.

Alors, en ce qui concerne les solutions faible (mild), il existe C > 0 et n > 0 tel que
E(t) < Ce™™ t>0. (3.1)
Dans ce chapitre, nous allons prouver le théoréme 3.1, qui sera divisé en les lemmes suivants

Lemme 3.1

Soient (¢, o1, 0,1, 2) la solution du probléme (2.8)-(2.9). La fonctionnelle I; définie par

1 1
R A (32
0 0
qut satisfait pour tout € > 0,
1
i 2 2 2 2
dtIl pl(pt —szwt)dlﬂ—f'k ’SOQU—FTM dl’+(b+01+€) wwd.%'
0
1
1200 1,0 3.3
— t .
+4)\15/Z (I‘, 7)‘T’ ( )
0

ot po ¢ et b sont des constants positives ci-aprés A\ > 0 est la premiére valeur propre dans H&(O, 1).

Démonstration
On a
1
dl;
il (protpr + provw + pabihe + poihu)de — — | 2¢ihde

0

O\H O\H

1
(prowe + p2ibuip)d / P17 + pa7)dr — iy /wwtdaa
0

D’aprés la premicére et la deuxiéme équation dans (2.8) on a

pue(w,1) = J-(p +P)a(2,t)
@btt(‘rat) = p%q/}xx_%(@x“‘w)(l”t) wt(l' t) (:L‘,l,t) f(w(xvt))
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alors

1 1 1
dI k
— = —m/@?dfﬂ—pz/lﬁdﬂf—/ﬂl <(%+¢)x) p do
P1
0 0 0

1

b k
- / P2 (wm L S S . B N f<w>) W d
/ P2 P2 P2 P2 P2

on intégrons par partes

1 1 1 1
dl; 9 9
— = —p1 | eidr—p2 [ Y;de—Fk | (pz+ U)o dr—b | Yupp de+k | (@z + )¢ da
L ey
1 1 1
i / b dz+ s / oz, 1,80 do + / F) dr — / Y da
01 " 1
— —pl/so?dx—pg/wt dx — k [(0x + ¥)p +k/sox+wxdx bpa]]
? 1 1 "
+b0/wxwx dx+k0/ %wwdmuzo/z(w,l,t)w da:+0/f<w>w iz,
donc

dI1

1 1 1
:c—pg/wf dw—l—k/]cpx—&-w]Q dx—i—b/wg dx
0

1
o [
—i—,uQO/z(x,l,t W dx+/f Vb da. (3.4)

Il résulte de I'inégalité de Young et l'inégalité de Poincaré que pour tout € > 0,

1 1 1

/|z xz, 1, de < s)\l/wQ dr + /z2 x,1,t) d
4e X

0 0

1
< s/qu da:+?)\1 22(3:,1,15) dz, (3.5)
0 0
1 1
/ Fa)] dr < / e R LA 1 O 1
0 0 )
< Oy | 42 da, (3.6)
/

que,ensemble avec les équations (3.4)-(3.5),nous donne l’équation (3.3).La preuve est maintenant

terminée. m
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Lemme 3.2

Soient (¢, o1, 0,1, 2) la solution du probléeme (2.8)-(2.9). La fonctionnelle I définie par

1
:/ P2 + prieg)de + —- /UJ dx
0

ot g est la solution de

—Grzx = ¢x> g|m:0,1 =0.

Alors le fonctionnel I est satisfaisant, pour chacun n,7 > 0,

1
d ~
b < (b)) /%dw(mﬁ?)/%dwm [ vtaa
0

1

1
2(
1t
477)\1/2 n ./
0

Démonstration

Nous savons d’aprés I'équation (2.8) et on dérivons Io,

1
djflt(t) — / p2(Vehe + Yutb) + p1(pe)g + prge) do + /qujt dr
0

1 1 1
pwt dx + /pwttd) dx + /plcpttg dx + /m%gt dx + /W/} dx
0 0

Il
—

0
1

0

1 1
k
+p1 (pl(s% + 1/1):c> g dr + p1 /SOtgt dx + 1 /1/”/% dx
0 0

= o _

1

(3.7)

1
= o [v? dx+p2/( o = e 4 9) = By - it 1,1) - ;f(w)>wd:r
0

1 1 1
_ 2 _ _ _
- pz/wt dm+b/wmwda: k/(%er)ibdx uzo/zm,l,t)wczx O/fw)wdm

0

1 1
+k/ Or +1)g dw+pl/sotgt dzx,
0 0
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d’apres (3.8),et on intégrons par partes

dl(t
dt

~—

1 1
—/f( Y di + k [ + )] +k:/sox+wgmd:c+pl
0 0

1 1 1
k/gowwdx—k/z/JQda:— 2/
0 0 0

1 1 1
F) d+ k / oge i+ k / Voo dz+ p1 / gt da
0 0 0

1 1
— o [ut o= [uRdo-
0

(=)
— . °

donc

dIQ

_MQ/w $,1,t
0

Par (3.8), nous pouvons obtenir

= pz/wt 4z + b6, 0] —b/w d:c—/-c/%wwdx—m

1
O/f Y de.

1 1 1
[g2dr < [¢*dr < [¢2dx,
0 0 0

1 1 1
[gtde < [g de < [y da.
0 0 0

En utilisant I'inégalité de Young et l'inégalité de Poincaré, nous avons

1
o / Wa(a, 1,1)| de <
0

IN

P1/|<Ptgt dr <

IN

En combinant (2.5) et

(3.12)-(3.13) avec (3.10) et

1 1
2 2
A 2d 1,
21 1/1/1 $+4n>\1/ x,
0 0

1 1
K2
277/¢§ dl’+ 477>\1 /22($717t)
0 0

—

1

p1 - pP1A1
)\ln/cpt dr + —— 17 /gt2 dx

0 0
1 1
Pl P1
)qn/cp?dx—l—llﬁ/i/)tzdx.
0 0

36

o _

1
/z(m,l,t)d) dz
0
orge dx

z(x, 1,t)¢ dx

1 1 1
b/¢§dx+p2/¢t dr — k /wzdx—i—k/gxdx—&—m/wtgtdx
0 0 0

(3.10)
(3.11)
t) dz
dx, (3.12)
(3.13)

(2.5), on peut compléter la preuve. m
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Maintenant nous définissons la fonctionnel suivant :
1 1
J(t) = P2 /¢t(90x + ¢)d$ + PZ/@Z)xSDtde‘-
0 0

Alors on a

Lemme 3.3
k

Soient (@, i, 0, Yy, 2) la solution du probleme (2.8)-(2.9), et supposez que l'équation = =

P1
Alors le fonctionnel est satisfaisant, pour chacun ¢ > 0,

1
d _ k €
< i
771 < blvwaliz Q/soxﬂb d$+<b2)\ 25/\1>/¢xd$
0
1

—i—(pg-i— >O/w 'lzjo/lzzz:lt
1
—O/f<w>dx

Avec b, k et uy, po sont des constants.

Démonstration

En prenant un dérivé de I’équation (3.14), on arrive a

1
d

dt

37

(3.14)

i .
2 tient.

(3.15)

1 1 1
—J(t) = P2/¢tt(§0m+¢) d$+,02/wt<80x+1/1)t dm+pz/wmttpt dm+p2/¢zs0tt dz.
0 0 0 0
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En utilisant (2.8), pﬁl = ,sz et I'intégration par parties, nous obtenons

1

d b k
ST = 0/ (om0 = = 2500 1,0) = = £0)) (i +0)

1
+pz/¢ (pz + )¢ dx + pz/wm% dx + p2 /thptt dx
0

1

= /wm (¢ + ) da:ko/lsowrz/f drc—m/wt(sozﬂb) dmuzo/lZ(%lJ)

0
1 1 1 1
(pz +1) d /f U)oz + 1) dac—i—m/wt(cpz—i—lb)t d$+P2/¢zt90t dw—l—pz/wmﬂptt dx
0 0 0
= b/¢xw¢1d$+b/wxl‘¢dl‘_k/SO:E‘F'QZJ dw—/ﬁl/thO:p"‘T/J)
1 1 1
—p2 | 2(x,1,t)(pe + ) d fD)pe dx — | f()Y dz+p2 [ Pty dx
[ERTIT P -

0 0

1 1 1
+p2 / V7 dz + po / Yarpr dr 4 p2 / Yapu dx
0 0 0

- /wmsox dz + bty 0] —b/wxdx—k

o _

1
(0o + )% do — iy /wt(sox + ) dx
0

1

1 1 1
— / (o1, 8)(po + ) d / F@) s da — / Fo da + ps [} — / ot do
0 0 0 0

+p2/wtdx+pz/%tsoxd:n+pz/¢x< sox+w)>
- /%x%dx—b/lzp dz — k

1
(Px"f'w /f Soa:dx
0
1

1 1
(‘P:c + @Z)) dx — 1 @bt(@x + 7/}) dx — o 2(957 1)t)
/ /

[e=]

O\H O\H

1 1 1
F) dx — py / e dz + p / 02 dr+ p / neor A+ b[aps])
0 0 0

1

/%x% d:r+b/w dx
0
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donc
d 1 1 1
@J(t) = b[Yhupu]ie 0+02/¢t dx—k/ O + 1)? dx_,ul/wt(@x‘i‘lm dx
0 0
1
o /<%+w> (2.1,8) da / oo f () dr — / F) do (3.16)
0 0

En utilisant 'inégalité de Young et l'inégalité de Poincaré, nous savons que pour tout € > 0,

1 1
k
—m/zbt(cpﬁw) dr < 4/(%+¢ dx + =% /wt d, (3.17)
0 0
1 1 1
k ,u2
M2/<PI+@Z) (z,1,t) do < 4/(gox+z/))2dx+k?/ 2(x,1,t) d (3.18)
0 0 0
et
1
[t o < o lolkos
0
1
< 5/ 24 +2/1/12d
= o2 | Ty »
0 0
1 1 b
€ 2 2 2
< — _
< 62/(s0x+z/}) dm+b2/w do + 5 /%dm
0 0
1
< 8/( F ) do+ (e +— /¢ dz, (3.19)
= ) P 2en @ '
0

qui, avec (3.17)-(3.18), nous donne (3.15). La preuve est maintenant terminée. m

Lemme 3.4

Soient (@, o, 0, P, 2) la solution du probléme (2.8)-(2.9), alors estimation suivante tient pour

chacun € > 0 :
1

1 1
_ d pob d 2016
=1 < p/ /
beprlzzy < 5 | dereadr — 4 7 | Wetbedr + ==
0 0 0
2

L 62+?>f)2+6+/
2 43 4 b2)\1 26)\1
0
b k2 h
P2 2 e
< 452>/¢td17+4 (02 +9)°
0
1 2
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Démonstration

Le méme argument que dans [6], nous savons que pour toute & > 0
2

bibeeeliTh < 2 [200) + 200)] + 7 [0200) +2(0)). (3:21)

En utilisant (2.8), I'inégalité de Young, intégration par parties et en le fait suivant

1 1

1
bpaqitp, do = / bpat)pi), dx + / bp2qipiipze dx,
0

0

dt

1 1 1
e / QWorathy do — b / 090 + )be dz — by / Gty da
0 0 0

1 1

1
b
bs / gz(2, 1, )by diz — b / af s o+ "2 [gu?)) 2 [ g2 da
0 0

2
0

2

1

b

= Eq i /qxwx w—bk/q(soerw)%da:—bm/qwthd:c
0

1

1 1
bpo
bz [ qxto, 10, do=b [ af () do =2 [ g da
0 0 0
Nous voyons que

1

d
E [ vprqie dr < 1 [9201) +2(0)] + 2 / U2 dw + 2pab / W2 da
0

1 1
+( +€2k2 /cpz—i—lb dx+25b2/1/1 dz
0 0

(3
( 202\, 25/\1> / Ui d
1 1
/ “5/ 2(2,1,t) d (3.22)
0 0

+

)—il\D

De méme,

1

1 1 1
d
7 /mqsot«px dr < —k [¢2(1) + ¢2(0)] + 3/6/903; dr + k/wi dx + 2p1 /903 de,
0 0 0 0

qui, le long avec (3.21)-(3.22), nous donne (3.20). La preuve est maintenant terminée. m
Afin de gérer le terme z(z, p, t), nous introduisons le fonctionnel

-

e 2P (x, p,t)dp dx (3.23)

o
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Puis nous trouvons le résultat suivant dans [6].

Lemme 3.5

Soit (@, i, 0,0, 2) la solution de probléeme (2.8)-(2.9), alors l’estimation suivante tient
1

1
d c 9 1 9
el < —I3(t) — — _ )
dtld( ) I5(t) /z (z,1,t)dx + QT/wtd:v, (3.24)
0

2T
0
ot ¢ est un constant positif

Maintenant nous définissons le fonctionnel Lyapunov suivant Z(t) par

1
1
L) = ME(t)+ g1‘1(15) + NIy(t)+ J(t) + Z/mq«ptgoz dx
0

1

+%b QLZJtﬂ)m dz + Ig(t). (3.25)

0

Alors nous pouvons obtenir le lemme suivant.

Lemme 3.6
Soient (v, pi, ¥, , 2) la solution du probléeme (2.8)-(2.9). Pour M assez grand, il existe yi et yo
positif dépendant de M, N et € tels que pour tout t > 0,

y1E(t) < Z(t) < y2£(). (3.26)

Démonstration

On considérons le fonctionnel

1
1
L)~ ME@) = Ghi)+ NL(O)+ IO+ [ pageea da
0
b 1
+ 22 [ gy do + L), (3.27)
0

et montrer que
£ () - ME(t)| < CE(t), C>0.

e (3.2), (3.7),(3.14) et (3.23), on obtient
1

1 1 1
/ p1ep: + papihy)da — % /¢2d$ +N /(Pzwtd) + p1eg)dx + % /¢2d$
0 0

0

L(t) - ME(t) <

1 1
€ b
+ |p2 /1/) (s0x+1/1)dx+pz/¢xs0tdw + k/mq%% dx + [Zg/qwt% dx
0 0

11
+ //GQTPZ x,p,t)dp dz
0 0
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d’aprés les inégalités de Young et Poincaré, nous obtenons

1

1 1
ZL(t) - ME(t) < m/ﬁm+@/ﬁm+%/¢ﬁme+m/%m
0

0

0
11 1

—i—//zZ(m,p, )dp dt+/ (3.28)
00 0

ou les constantes positives «;(i = 1,2,3,4) sont déterminées comme suit :

N
o =G4+ R+,
N b
ay = Pz_|_ﬂz_|_p2 _{_i?(z)’
Qas Z&-ﬁ—&—i-%pl

p2b

0y :pl‘*‘/fé‘*‘prz‘i‘ S(p24p1+p1) + 22 +2Ep1+p2

Effectuant I'inégalité de Young et utilisant le fait

1 1 1
/soidxé 2/<¢x+¢>2+2/w2dm,
0 0 0

on a

1

Eit) > iminlf /gofdx+/1w d:v+/1<px+w dm—i—/wxdm‘

0 0
11 1
2 .
—i—U/O/z x,p,t)dp dt+0/f(1/1)d , (3.29)

11 résulte de (3.28)-(3.29) qu’il existe une constante positive C telle que
|.Z(t) — ME(t)| < CE(t). (3.30)

Puis en choisissant M a si grand que y; := M“C > 0 et yo := M + C > 0, nous complétons la

preuve. ®
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Démonstration de théoréme 3.1

T découle (2.17), (3.3), (3.9), (3.15), (3.20), (3.24) et (3.25) qui

1
d p1 p2b i /
< |-mMc-2 4N P2y, i
Lo < -2+ <+4n>+2€—|—42+p+ + oo | [ vid
0

dt
_ 2 N 1
H2 M 2
MC e ,1,t)d
T ‘*st+mﬂ1+k e }/) g
0
_ 1 k 1
p1 _p1 | 2pie 2
P sy 2R d r=
0 0
b+ Oy b2 2 v
—N(b-— — d
—i—_ g ¢ ( M277)+2 timty —i—bz/\ /%UC
1
+(-N — 1)/f(w)dx. (3.31)
0
Tout d’abord nous choisissons 7 si petit que
< )
— 2Cps
et puis nous choisissons € assez petit pour que
< 5k
©= 128+ 4k
Ensuite, nous prenons N si grand que
Mo baG PP 2
4 — 8 4e3 b2)\1 E)\l'

N . . ~ . ~ 1
Aprés cela, nous choisissons 7] assez petit pour que 7 < 55

On prend alors M assez grand qu’il existe un § constante positive telle que

9w < -5

(07 + 07 + (02 + ©)* + 0 + 2% (2, 1,t)) da

-0

o O\H

1
22(z, p, t)dp dx — 5/ (3.32)
0

Notant que (2.16), nous savons qu’il existe un positif 8 constante telle que

d
(1) < ~BE(1), (3.33)
qui, avec (3.26), donne
Lo < - L 2w
dt Y2
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Ensuite, nous pouvons obtenir
Zt) < ZL(0)e » . (3.34)

En utilisant encore (3.26), nous trouvons que

E@t) < 2B(0)e =",
Y1

ce qui nous donne que la stabilité exponentielle tient pour tout Uy € D(A). Notant que D(A)
est dense en S, nous pouvons étendre les inégalités d’énergie a l’espace de phase 4. Ainsi nous
complétons la preuve du théoréme 3.1.

44



Chapitre 4

Conclusion

En réalisant ce travail, notre objectif était I’étude de l'existence et 'unicité de la solution
d’un systéme de type Timoshenko avec force extérieure, en utilisées la théorie du semi-groupes, en
particulier le théoréme de Hille-Yosida.

Dans un dernier chapitre nous avons établi un résultat de stabilisation exponentielle pour le
probléme non-linaire en utilisant la théorie de I’énergie, qui repose sur la fonction de Lyapounov. En
s’inspirant de I’article de Feng Pelicer |7] et B.S.Houari [6] qui concerne I’existence et la stabilisation
exponentielle de la solutions de 1’équation des ondes semi linéaire amorties avec des coeflicients

constantes et des conditions aux limite .
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