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Résumé

Dans ce projet, nous avons présenté la méthode de séparation des variables pour ’équation
de Laplace a trois dimensions. Notre projet se décompose en trois chapitres :

i Chapitre 1 : Equation de Laplace en coordonnées cartésienne,
i Chapitre 2 : Equation de Laplace en coordonnées cylindriques,

i Chapitre 3 : Equation de Laplace en coordonnées sphériques.
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Introduction

En analyse vectorielle, I'équation de Laplace est une "équation aux dérivées partielles
elliptique" du second ordre, dont le nom est un hommage au physicien et mathématicien
Pierre-Simon de Laplace(1749-1827). Introduite pour les besoins de la mécanique newto-
nienne.

L’équation de Laplace apparait dans de nombreuses autres branches de la physique théo-
rique : astronomie, électrostatique, mécanique des fluides et mécanique quantique. Les fonc-
tions solutions de ’équation de Laplace sont appelées les fonctions harmoniques.

La technique de séparation de variables consiste a accepter que toute fonction représentant
un potentiel solution de I’équation de Laplace peut s’écrire comme un produit de fonctions dé-
pendant chacune d’une seule coordonnée. On arrive alors a transformer ’équation de Laplace
(dérivées partielles) en un ensemble d’équations différentielles ordinaires, dont la solution est
censée étre plus aisée. Il est évident que cette technique dépend fortement du systéme de
coordonnées considéré.

Notre objective dans ce projet est la résolution de I’équation de Laplace a trois dimensions
par la méthode de séparation des variables. Notre projet se décompose en trois chapitres.

w Chapitre 1 : Equation de Laplace en coordonnées cartésienne,
i Chapitre 2 : Equation de Laplace en coordonnées cylindriques,

i Chapitre 3 : Equation de Laplace en coordonnées sphériques.



Chapitre 1

Equation de Laplace en coordonnées

Cartésiennes

1.1 Equation de Laplace dans un cube

On considére le probléme de Laplace dans un cube Q = ]0,a [3 ya >0 et 0 =1..

.6

sont des fonctions de C?,et avec conditions aux limites de Dirichlet non homogéne suivant :

Probléme. (P) Trouver : u: Q) — R tel que :

Pu  0%u  0%u
+

=0 dans
0x? * oy? 022 ans

u (0 Y,z ) ®1 (y7 Z) et u (a7y72) = P2 (ya Z)? (yv Z) S [O7a]7
u(x,0,2) =3 (x,2) et u(x,a,2)=p4(x,2), (z,2) €[0,al,
U(ZL‘ Y, ) (l‘,y) et u(m,y,a) = Y6 (ZE,y), (I7y) < [O,G].

Le probléme (P) peut étre décomposé en 6 sous problémes comme suit :

Probléme 1.1. Trouver : uq : 2 — R tel que :

82U1 82'&1 (92’&1
52 + B + 522 =0 dans (2

(0 Y,z ) ©Y1 (yv 2) et Uy (avyv Z) = 07 (ya Z) € [07 a}a
Uy (‘1'7072):0 et uy (l’,a,Z) :07 (x,z) € [O,G],
uy (z,y,0) = et uy (x,y,a) =0, (x,y) € [0,d

Probléme 1.2. Trouver : uy : 2 — R tel que :

82U2 62U2 82u2
=0 d Q
92 B + 92 =0 dans
U2 (07 Y, Z) =0 et Uz (avya Z) = P2 (ya Z) ) (y7 Z) S [07 CL],
ug (2,0,2) =0 et uy(x,a,2) =0, (z,2) € [0,a,

ug (2,4,0) =0 et us(x,y,a) =0, (z,y) €[0,al.

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)
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Probléme 1.3. Trouver : uz: 2 — R tel que :

82u3 82U3 82U3
o2 + 12 + 52 =0 dans (1.5)
(0 Y,z ) et us (a7y7 Z) = 07 (3/72) € [O,CL],
(.Z‘ O Z) 303 ( ) et ug (l’, a, Z) - 07 ((L’, Z) S [07 CL], (16)
0) =

(ZL‘ Y, et Uus (x,y,a) = O) (l’,y) € [O,CL].

Probléme 1.4. Trouver : uy : 2 — R tel que :
uy  0uy  Ouy
0x? Oy? 022
ug (0,y,2) =0 et ug(a,y,2)=0, (y,2) €[0,a],
ug (2,0,2) =0 et ug(z,a,2) =¢4(z,2), (z,2) €0,al, (1.8)
ug (2,5,0) =0 et ug(z,y,a) =0, (z,y) €[0,al.

=0 dans () (1.7)

Probléme 1.5. Trouver : us : 2 — R tel que :

62U5 82u5 5)2u5

92 + a2 o2 =0 dans 2 (1.9)
us (0,y,2) =0 et us (a,y,2) =0, (y,2) €[0,a],
us (x,0,2) =0 et us (v,a,2) =0, (z,2) €[0,al, (1.10)

Us (:Ea Y, 0) =¥5 ([L’, y) et Us (:Ea Y, a) = Oa ($7 y) € [Oa CL]-
Probléme 1.6. Trouver : ug : 2 — R tel que :
0? 0? 0?
Ug 1 Ug X Ug
0x? Oy? 022

(0 Y,z ) et ug (a’yVZ) =0, (ya Z) € [07(1}7
ug (2,0, 2) = et ug (x,a,z) =0, (z,2) €[0,al, (1.12)
0) =

(‘I Y, et Ug (x,y,a) = Pe (x,y), (l’,y) € [07(1].

=0 dans 2 (1.11)

Siug,ug, ..., ug sont solutions des problémes (L.1)), ..., (1.6)), alors il facile de montre que :
U= Uy + Uz + U3z + Ug + U5 + Ug

Nous allons illustrer la méthode de séparation des variables pour résoudre le probléme (1.1]),
donc la résolution de ce probléme comporte trois étapes :

Etape 1 : Séparation des variables.

Posons :
w (z,y,2) = H (2) F (y) G (2) (1.13)

ou F, H et G sont des fonctions de classe C? sur [0, al.

Remila & Serkhad Projet de fin d’étude



1.1. EQUATION DE LAPLACE DANS UN CUBE 5
En substituant (1.13)) dans (1.1 et en divisant par u; (z,y,2) , on a :
)k (X) H" (y) Q" (Z) 0
FX) H(y) G(2)
Donc, nous avons :
P (X) » H" (y) » G"(2) 2 2 2 2
=77, =—u, =-—n" avecy  =1n"+p
F(X) H (y) G (2)
On obtient ainsi trois équations différentielles ordinaires suivantes :
F" () —*F (z) =0 (1.14)
H" (y) +p*H (y) =0 (1.15)
G" (2) +n°G (2) =0 (1.16)
ol v, p et 1) sont & déterminer au moyen des conditions aux limites (|1.2]).
Etape 2 : Valeurs propres et fonctions propres
On résout (1.14)), (1.15)) et (1.16) tel que u; = F - H - G satisfasse (1.2)) :
u (a,y,2) =F(a) HY)G(2)=0=F(a)=0
uy (2,0,2) = F(z) H(0)G(2) =0= H (0) =
uy (x,a,2) = F(x)H (a)G(2) =0= H (a) =
uy (z,y,0) = F(z) H(Y)G(0) =0=G(0) =
u (z,y,a) = F(z) H(Y)G (a) =0= G (a) =
Pour résoudre le probléme (1.1]), il faut résoudre les trois problémes suivants :
F// _ 2F —
F(a)=0
H" H(y)=0
H(0)=H(a)=0
" 2 —
G"(z2)+1n°G(2)=0 (1.19)
G(0)=G(a)=0

1. La solution générale de probléme est donnée par :
H (y) = Acos (py) + Bsin (uy)
Alors, on a :
HO0)=A=0
H (a) = Bsin (ua) =0 = pa =mn = u, =
Alors, la solution de ([1.18)) est

H, (y) = sin <Hy> , neN"
a

™
—, neN”
a

Remila & Serkhad

Projet de fin d’étude



1.1. EQUATION DE LAPLACE DANS UN CUBE 6

2. De la méme maniére, la solution générale de probléme (1.19)) est donnée par :

G (z) =sin (Hz> , meN*

a
3. La solution générale de probléme est donnée par :
F(x)=ce® +de*
Dongc, on a :
F(a)=0 = Ce" £ Dl =0 = D = —Ce®?
Alors, la solution de ([1.17)) est :

Fom(x) =Ce™™ — Ce¥raeX
= 20" sinh [y (z — a)]
= 2Ce"*sinh [E (x —a)Vn?+ m2]

a

Donc les fonctions simples non nulles, qu’on appellera fonctions propres :

Upm (2,y,2) = Ay sin <ﬂy) sin <mz) sinh [Z (x —a)Vn?+ mQ] ,n,m e N (1.20)
a a

a

sont des solutions de probléeme (L.I). Dans ce cas, les nombres v,,, = Tv/n? +m? seront
appelés valeurs propres du probléme (|1.1J).
Nous avons la définition générale suivante.

Définition 1.7. On appelle valeurs propres les nombres +, ,,, pour lesquelles un probléme du
type (1.1) admet les solutions non nulles u, ., (x,y, z), appelées fonctions propres. L’ensemble
de valeurs propres {7V, / n,m € N*} s’appelle le spectre.

Les fonctions propres et les valeurs propres varient de probléme en probléme, c¢’est-a-dire
elle sont propres a un probléme donné.

Etape 3 : Superposition des fonctions propres.

Donc, la solution générale de probléme ([1.1)) est donnée par :

+o0
Uy (l’,y,Z) = Z

n=1 m=

+o00o
Ay sin <n_7ry> sin <mz> sinh [(W—m - 7r> vn? + mQ] (1.21)
a a a
1
Pour déterminer les coefficient A, ,,, on pose dans (1.21)) = 0, on trouve :
& nm mm
2= 30 37 Ansinh (/2 ) sin (o) sn (52)
1 (Y, 2) ;mZ:l msinh ( mvn? 4+ m? ) sin —y) sin (—=2

Ceci est le développement en termes de la fonction suivante :

. nm . mT
Onm (Y, 2) = sin (—y) sin (—2)
a a

Remila & Serkhad Projet de fin d’étude



1.1. EQUATION DE LAPLACE DANS UN CUBE 7

de la fonction ¢, ,, (y, z) c’est a-dire sa série de Fourier’sinus”en dimension 2.

On peut montre que {@, ., :m,n € N} forme un systéme orthogonale complet dans
L% ([0,a] x [0,a], R). Donc, pour (ng,my) € N fixé.; sont de class C? et integrable,Avec
théoréme de Fubini, nous avons :

/ / (ng, mo) @ (n,m) / / sin sin <%z> sin <n£y> sin (%z) dydz
= /0 sin (My> sin (Ty) dy /Oa sin <m(;)7rz> sin (n:r ) dz

D’autre part, on a :

a O M
/ sin (”_y> sin (Ty> dy = {az sin 7 ng (1.22)
0 a T S1n = ng
et
a O M
0 a a T S1 M = My
Alors, on a :
mm
Apn = , sm — ) sin <—z) dydz 1.24
" (e T n2+m2//901y o ) dy (1.24)

Remila & Serkhad Projet de fin d’étude



Chapitre 2

Equation de Laplace en coordonnées
cylindriques

Dans ce chapitre, on applique la méthode de séparation des variables de facon semblable
comme ChapitrdI] avec I'équation de Laplace en coordonnées cylindriques.

Avant de commencer de la méthode, on va donner la méthode de Frobenius pour résoudre
I’équation Bessel.

2.1 La méthode de Frobenius

Théoréme 2.1. Soit [’équation différentielle du type de Fuchs :

a(x b(x
y// + ( )y/ + (2) — 0’ (21)
x x
ot les fonctions a (v) = 3120 a,a" et b(x) = 3. %0 ba™ sont analytiques sur | — R, R .

Siry et ro (r1 > ro) sont les racines de équation déterminante appelée aussi équation
indicielle

2+ (ap — 1)1+ by = 0, (2.2)

alors (2.1) admet toujours une solution de la forme :

—+00
yi(z) =2 ema™, co #0. (2.3)
m=0

Le rayon de convergence de (2.3) est au moins égal o R.

La forme de la deuxiéme solution dépend de la différence r; — ro. On distingue trois cas.
Cas 1: Sir —ry ¢ N, alors

+o0o
Yo (z) = z™ Z crx™, g #0; (2.4)
m=0
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Cas2 : Siry =rg, alors
+00
y2 (2) = y1 (x) In (2) + 2™ Z Apa™, x>0, Ay # 0; (2.5)
m=1
Cas 3 : Siry —ryg=pe N* alors :
+o00
Yo () = kyp () In (x) 4+ 2™ Z Cpx™, x>0, Cy#0. (2.6)
m=0

La solution dans le 1¢" cas et dans le 3¢ cas, si le terme logarithmique est absent (k = 0),
s’obtient par la méthode de Frobenius proprement dite. La solution dans les cas 2 et 3, ot
apparait le logarithme, s’obtient par la méthode des séries généralisées.

Définition 2.2. On dit que P'équation (22.1]), aux coefficients a (x) et b(z) analytiques au
voisinage de x = 0, admet le point singulier régulier x = 0.

2.2 Equation de Bessel
On résout I'équation de Bessel
22y +xy 4+ (22— vy =0 (2.7)
par la méthode de Frobenius. Si l'on récrit cette équation sous forme standard

x? — 2

/! 1/
y+-y+———y=0,
X X

on voit que

a(z)=1= qy =1,

b(z) =a%— 1 = by = —1/%

et que a (x) et b(x) sont analytiques partout. Dans ce cas, 'équation indicielle
2+ (ag—1)r+by =0,

devient
Pour fixer les idées, prenons

Alors ri =voury = —v.
Pour obtenir la premiére solution, posons

yi () =) cma™",

Remila & Serkhad Projet de fin d’étude
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dans (2.7)), on obtient :

+oo +oo
Z (m+v)(m+v—1)c,z™ + Z (m + v) cpa™™
m=0 m=0

+oo +o00
+ E Cnr T2 — 2 E Cra™ " = 0.

Le coefficient de chacune des puissances de x est nul parce que le second membre est identi-

quement nul.
Le coefficient de ¥ : on obtient I’équation indicielle :

[vv—=1)4+v—1"]c=0

Donc

Ocy = 0 = ¢¢ est indéterminéondterminantquelesconstantssontnulleparreccurence.

Le coefficient de z¥*! :
(v+Dvep+ w+1)e —vie =0,

c¢’est-a-dire,
(V2—|—2y+1—u2)cl =2u+1)g=0=¢ =0.

Le coefficient de z¥** :
(s+v)(s+v—1)co+ (s+v)cs+cog—1ic,=0, s>2

qui devient
(s 4+ 2v) scs + c5_9 = 0;

donc cony1 = 0 pour tout m € N* et

Com—2
m=———=, e N*.
“ dm (m +v) "

Pour normaliser les coefficients c,, introduisons la fonction gamma :
I'(a), a>0

Définition 2.3. La fonction gamma est définie par 'intégrale

+oo
I'(a) = / tote tdt
0

si a > 0, et par la relation

sia<0eta¢Z"

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Remila & Serkhad Projet de fin d’étude
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Cette fonction prolonge aux nombres réels, et méme complexes, la factorielle n! qui n’est
définie que pour n € N.

Théoréme 2.4. La fonction gamma satisfait la relation de récurrence :
ry=1, 'la+1)=al'(a), a ¢ Z". (2.11)

Démonstration : Il suffit de considérer le cas o > 0. On substitue o + 1 par « dans
(2.9) et 'on intégre par partie :

+oo
I'(a+1) :/ t*etdt
0
+o0 oo
= —e 1Y +a / t* e tdt
0
=al' ().

Lorsque « est un entier positif n, I' (n + 1) se réduit a la factorielle (n + 1)!.
Maintenant, on normalise les coefficients (2.8)). Puisque ¢ est indéterminé, posons

1
T 2wt
Alors
Co 1
Co = — = —
T 2w+1) 20D (v+2)
Co 1
Cp = — =
T2 42) 24T (v +3)
et, en général,
(="
o 2.12
= 22+l (v +m + 1) (212)
Donc
+oo m
()" a2
Jy =a" : 2.13
() = mzzo 22+l (v +m + 1) (2.13)

C’est la fonction de Bessel de 1°" espéce d’ordre v. La série converge pour tout x puisqu’on
a supposé que v > 0.
Pour v =n € N, la série (2.13]) devient

Jo (@) ="y (;er ot (2.14)

m=0

Pour ro = —v < 0 pas un entier, la série (2.13) devient

SV

I, (x) =27 io (=1)" 2 (2.15)
= 22m=rmll (m — v + 1)

Remila & Serkhad Projet de fin d’étude



2.3. EQUATION DE LAPLACE EN COORDONNEES CYLINDRIQUES 12

Théoréme 2.5. La solution générale de (2.7)), pour v ¢ Z, est :
y(z)=kiJ, () + kod_, (). (2.16)

Démonstration : Puisque v apparait au carré dans 1’équation différentielle (2.7)), alors
J_, est aussi une solution de (2.7)). Si v ¢ N,

J, (x)
J_, (x)

# constante

J_, # constante J,
donc, dans ce cas J, et J_, sont linéairement indépendantes.
Théoréme 2.6. Si v =n € N, alors
Jo(x)=(-1)"J,(z), neN. (2.17)
c’est-a-dire J,, et J_, sont linéairement dépendantes.

Démonstration : Par la représentation de J_, () en série, on a :

Jo () = Z (=)™ ™

22m=nm! (m — n)!

m=0
B f (_1)m ‘,L,2mfn
B £ 22m =l (m — n)!
puisque
1 1 1
—— =0 =0,. =0
T  T(-1) 7 7T(-n+l)

Par la substitution

dans la derniére série, on a :

too  aN\stn | 2s4n
(=)

Jon (@) = Z 225t (n + s)!s! = (=D (2).

s=0

2.3 Equation de Laplace en coordonnées cylindriques

Avec le changement des variables en coordonnées cylindriques suivant :

r=\z*+y
¢ = arctan(Z),

Z=Z.

Remila & Serkhad Projet de fin d’étude
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L’équation de Laplace en coordonnées cartésiennes :

0%u N 9%u N Pu 0
ox2  Oy? 022

deviennent une équation de Laplace en coordonnées cylindriques comme suit.

ou_oudr  9u00
dr  Ordxr 00 0x

ou_u v oy
8x_8r,/x2+y2 89x2+y2

ou Oudr 0Oudb

by~ ordy 000y
Ou_Ou_ y  Ou_y
oy or /a2 +y2 00 2%+ y?
ou _ oudh
0z  0Oh0z
ou_ou
0z  Oh
D’apres , on a:

02 oroe T or\orzar T oo00:s) 9200 T o0

Pu  Oudr  Ou @@ 9*u 00 0?0 0u  Ou @%_‘_ 0%u ﬁ
002 0x ~ Ordl Ox

y? ou 2xy  Ou 22 0%

RNt N RN L
2y 0*u y? 0%

(o2 + ) 20000 (2 + PR O

o2 " oro® " or

B y> ou 2ry  Ou

T @A o @) o0

2 0% 2zy 0%u

+ 22+ 2 o2 (22 + y2) /22 + y2 0roo
Ly Du
(22 +y?)? 06

0%u 8u8_2r ou (OPudu  O*u 00 0%0 Ou  Ou @% N 0%u @
002 0x  Ordl ox

azor T oro0or) o200 T o0

)

)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Remila & Serkhad Projet de fin d’étude



2.4. RESOLUTION PAR SEPARATION DES VARIABLES 14

D’apreés (2.20)), on a :

Fu_onipr o (Pude | Puob) | P00u ou (udd | O or
dy2  Oroy:  Or \or2or  0rod dy oy?00 00 \ 00?0y  0rof dy
Pu x? du  2azy  Ou
0x2 (22 +y2)/a? +32 00 (22 +y?)2 00
y?  0%u 2y 0%u 22 0%

T o (21 p 0000 | (22 ) O
En remplagant dans (2.18]), on obtient ’équation de Laplace en coordonnées cylindriques :

10u  u 10%°u J%*u
e — — 2.22
r Or +8r2 +r2 002 +(922 0 ( )

2.4 Reésolution par séparation des variables
Par la méthode de séparation des variables, on va chercher la solution sous forme suivante :
U(r,0,z) =F(r)G(0)H(z).
En remplacant ce produit dans I’équation , on obtient :

Fl/ 1Fl 1 Gl/ H/l
F O F RatH T

Cette équation conduit aux trois équations différentielles suivantes :

0.

H" ++*H =0, (2.23)
G"+1*G =0 (2.24)
et
1 v?
F'+ =F'+ <72 - —2> F=0. (2.25)
T T

Soient les conditions aux limites de Dirichlet suivants :

u(r,0,0) =u(r,d,L)=0,Vr € [0,R], V0 € [0, 27], (2.26)
u(R,0,2)=0, 0 €[0,2n], V=€ [0,L]. (2.27)

Dong, de (2.26)), on a :

u(r,0,0)=F(r)GO)H(0)=0= H(0) =
u(r,0,L) = F(r)

Q
=
=
=
I
o
\
=
>
|
o o
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2.4. RESOLUTION PAR SEPARATION DES VARIABLES 15

et
u(R,0,2) =F(R)G(0)H (2) =0=G(0) =0, VO € [0,27].
alors, la solution générale de 1'équation ([2.23) est donnée par :
H (z) = Acos(yz) + Bsin (yz)

H(O):0:>A:0
et

H(L):O;»Bsin(yL):o;»%:%, neN

Alors, H, (z) = B, sin (%z) , n € N¥,

De la méme fagon on trouve la solution générale de 'équation (2.24)) par :
m
G () = B, sin (59) ., m e N,
La solution de I'équation (22.25]) est la fonction de Bessel de premiére espéce :

F(r)y=J,(yr).

Dong, la solution particuliére est :

Upm (7,0, 2) = C, s8I (%z) sin (%9) I /2 (%) , Cpm = BnBy,.

Par superposition des solutions, la solution général de I’équation de Laplace (2.22)) est
donnée par :

u(r,0,z) = f Ch,m sin (n%z) sin (%6’) Im /2 (%) . (2.28)

n,m=1
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Chapitre 3

Equation de Laplace en coordonnées
sphériques

Pour I'étude des champs gravitationnel et magnétique on est amené a résoudre I’'équation
de Laplace AU = 0, Les solutions de cette équation sont des fonctions sphériques appe-
lées harmoniques sphériques globales. On introduit sur la surface de la sphére, une base de
fonctions sphériques sur laquelle on peut a décomposer judicieusement tout champ scalaire.

3.1 Equation de Legendre :

L’équation de Legendre est ’équation différentielle :
(1 -2y — 22y +1(l+ 1)y =0 (3.1)

ol | est un nombre réel. Elle intervient trés souvent lors de 1’étude de phénoménes physiques
comine la conduction de la chaleur, notamment lorsqu’on écrit I’équation en coordonnées po-
laires. Une bonne facon de résoudre cette équation différentielle est de rechercher les solutions
développables en séries entiéres en 0, en écrivant

Y (z) = Zanx” (3.2)

On obtient alors la formule de récurrence :

nn+1)—1(1+1)
CEICE

Ap42 =
La solution générale est de la forme :

. =a0(1++f(—1)n[(l_2””)"'(l_2)][<”1)(l+3>“'<”2”_ D]y

(2n)!

)(2n + 1))

oz + Z(_l)n[(l —2n+2)...(1-3)( ?2;))]![@ +2)(1+4)...(1+ 2n)]$2n+1

(3.3)

16



3.2. CONVERSION ENTRE SYSTEMES CARTESIEN ET SPHERIQUE : 17

Cette série converge pour |[z| < 1.Mais du fait du lien entre I’équation et les coordonnées
polaires, x représente souvent cos(t), et on a besoin que x puisse prendre les valeurs +1 et -1.
Lorsque 1 est entier c¢’est possible : en effet, si | est pair, la série suivant ag ne comporte que
des termes nuls a partir d’'un certain rang, et se réduit donc a un polynéme. Sil est impair,
la méme chose se produit pour la série suivant a;. On peut ensuite ajuster ag ou a; pour que
y(1) = 1. On trouve alors la famille des polynomes de Legendre dont les premiers éléments
sont donnés par :

l() ({L‘) =1
lhi(z)==x
Lo
Iy (z) = 5 (3% — 1)
ls () = % (52” — 32)
Ly (z) = % (352" — 302”4 3)
ls (x) = é (632° — 70z* + 15z)

L,, est donc I'unique solution y de 1’équation différentielle (avec | = n) définie en 1 et -1 et
satisfaisant y (1) = 1.

Définition 3.1. L’équation différentielle linéaire du second ordre & coeflicients variables
d’y dy
1—2?)=—=% —-22—~24+nn+1y=0
( ) dz? dx ( )y
est connue sous le nom d’équation de Legendre . Ses solutions sont appelées “fonctions de
Legendre”. Si n est nul ou entier positif, ces fonctions sont appelées "polyndmes de Legendre”.

3.2 Conversion entre systémes cartésien et sphérique :

A partir des coordonnées cartésiennes(x,y,z),on peut obtenir les coordonnées
sphériques(p, 0, p)grace au relations suivants :

p=\r2+y>+ 22
2)
@ = arccos | —
p

arccos L sty >0
9 . x2+y2

21 — arccos (\/zs—ﬂﬁ) sty <0

Inversement, on a les relations suivants :

x = psin g cos 6
y = psinpsinf

2= pCcos¢y
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3.3. EQUATION DE LAPLACE EN COORDONNEES SPHERIQUES 18

3.3 Equation de Laplace en coordonnées sphériques
Définition 3.2. Avec le changement des variables suivant :

x = rsinycosb,
y = rsinpsinb, (3.4)
2 =1TCoSp

ourel0,R],pe 0,7 et §€|0,27]

Soit & résoudre I’équation Awv = 0qui s’écrit en coordonnées sphérique :

1 0 [ ,0v 1 0 ov 1 9%

—— — ———— [ sinf— ————=0 3.5

2 ar <T m) T 2 sng 06 (Sm 3&) T s 9 (3:5)
On cherche une solution de cette équation par séparation de variable :

u(r,0,0) = f(r)F(0,¢)ou F (0, p)est une fonction dépendant defetep.
En substituant dans (3.5)) on obtient :

r2or or r2sinf 06 00 r2sin® 0 0p?

d’ou

1d [ ,df 1 0 (. OF 1 O*F
—— =] =- —(sin— | - ————=—=
fdr dr Fsin6 06 00 Fsin? 6 02
Le membre de droite ne dépend que de (6, ¢) et le membre de gauche de r :
chaque membre doit étre constant.D’ou le systéme :

d (,.2df\ _

e (T d—{) = cstef (3.6)
Loy L PF . gfef '
sin 6 96 sin® 6 9¢2?

La premiére équation de ce systéme s’écrit :

d2f df
2
- J L —
(r r2)+ r . cstef

Posons cste = a (a+ 1)
La solution est de la forme :

= cr® 3.7
f=er®+ (3.7)
La deuxiéme équation du systéme (3.6]) s’écrit :
1 0 1 0°F
=a(a+1)F (3.8)

sin 6 90 * sin296_g02
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3.3. EQUATION DE LAPLACE EN COORDONNEES SPHERIQUES 19

On introduit parfois un opérateur noté. qui est un opérateur hermitien dans 1’ espace des
fonctions sphériques.(¢? est 'opérateur moment cinétique de la mécanique quantique.)
est une équation aux valeurs propres £? = o (w+1) Fou F est un vecteur propre

associé a la valeur propre a(a + 1).
Cherchons des solutions de 2 par séparation des variables :

F(0,0) = A(0) B(p).

d?’A  sinf dA A0) &*B

Be) {W cos@@] sin? 0 dyp?
=—a(a+1)A0)B(p).

ou encore :

sinQQ[dQA N 0089%] oot 1)sin? = _1d’B 2
A "df?  sinf db - Bdy?

D’ou le systéme

Sirig[% + 222%] +a(a+1)sin?0 —m? =0
az TME =
La solution de la deuxiéme équation de (3.9) est :
B (¢) = By cosmp + By sinmg (3.10)
La premiére équation de (3.9) peut s’écrit :
d’A dA
sin? QW + cos 0 sin 9@ + [a(a + 1) sin? 6§ — m?]A =0 (3.11)
Posons
dA dA d*A dA d*A
COS 0@ = —% Siﬂ&; W = — COS 9@ + Sin2 ew
L’équation de (3.11))devient :
d dA m?
—[(1 —u?)— 1) — A=0 3.12
(=) ] + fafa 4 1) - T (312

Pour « non entier,on obtient des solutions qui tendent vers I'infini quand v — —1,les
seules solutions physiquement admissibles sont donc celles pour les quellesae = n € N,cette
équation différentielle a pour solutions les polynémes de Legendre associés définis par,avec

m| <n:

n-+m

dun+m

(w*—1)" (3.13)
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3.3. EQUATION DE LAPLACE EN COORDONNEES SPHERIQUES 20

Pet P ™sont 2 fonctions propres correspondant & la méme valeur propre n (n + 1),mais en
réalité, ils sont proportionnels. On a en effet la relation :

B () = ()" B e ()
Posons

Y1 (0, ) = P (cos §) cos (mep) ; Y™ (6,) = P (cos ) sin (mg)

Les Y™ etY,™*sont les fonctions propres de ¢* associés a la valeur propre n (n + 1).pour n
fixé,il y a (2n + 1) fonctions Y, [Y,"5].

En combinant (3.7))(3.10]) et(3.13]), on obtient une solution générale de I’ équation de
Laplace en coordonnées sphériques :

u(r,0,¢) = Z (cr” + Tndﬂ) Z (ap' cosmep + by sin ) P (cosb) (3.14)

n=0 m=0
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