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   مقدمة 
 :والمرسلين وبعد الأنبياء خاتم على والسلام الصلاة و مالرحي الله الرحمن بسم  

  مفردات عرض التكوين وهي مخصصة لطلاب وفق 2رياضياتمقرر  دروسا لمقياستتضمن هذه المطبوعة 

وهي عبارة على دروس وعدة امثلة وتمارين محلولة بطرق  السنة الاولى جذع مشترك علوم وتكنولوجيا 

عديد من المسائل ، كما يجد الطالب الجامعي تلخيصا لاهم التعاريف وبراهين جديدة ومختلفة لحل ال

والنظريات الواجب معرفتها حتى يتسنى له فهم واستيعاب هذه المادة. و تركت للطالب ذي المستوى الجيد 

حل بعض التمارين ، و لتتاح له الفرصة لمقارنة نتائجه مع الحلول المعروضة و بعدة طرق في بعض 

  الاحيان.

 تطوير العمل في تسهم أن وكل أملنا الهفوات ، و النواقص من تخلو لا علمي نتاج كأي و المطبوعة هذهإن 

  .العلمي و إثراء معلومات طلبتنا الاعزاء والبحث البيداغوجي

  

  الموفق. الله و                                                                                                        

  مصـبــاح قـــدور.: الـدكـتور
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     الفصل الأول:

  ات و المحدداتفالمصفو 
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  المصفوفات: .1-1

i نأخذ جميع المقادير السلمية ،n،mحقلا و ليكن IK ليكن :تعريف ja من الحقلIK :حيث

1, 2,3,...,i m  1و, 2,3,..., nj  :و لنشكل الجدول التالي  
11 1

1

...

...

m

n nm

a a

a a

 
 
 
 
 

   .   

 و نرمز لها أحيانا بالرمز مصفوفةنسمي هذا الجدول   i jA a و العناصر i ja  تسمى عوامل

مجموعة التي لها نفس الدليل الأول سطرا و تسمى  و تسمى مجموعة العناصر صفوفة،مال
 nسطر و mهي ذات A العناصر التي لها نفس الدليل الثاني عمودا و نقول عندئذ أن المصفوفة

m من الدرجة ( أو الصنف) A عمود و نقول كذلك أن المصفوفة n .  

  أو إذا كتبنا 1 2i i i nA a a a  1 بحيث i m  تسمى أسطرA و بالتالي فإن i  يرمز الى

iالسطر الموجود فيه العنصر ja ،   

 و إذا كتبنا كذلك 1 2
j

j j m jA a a a    1بحيث j n  تسمى أعمدة A و بالتالي فإن j يرمز

iالى السطر الموجود فيه العنصر ja .  

m او النمط نفس الصنفمصفوفتين من  Bو  A لتكن تساوي مصفوفتين: n،  نقول أن
متساوية على فيما بينهما ذا كانت عناصرهما ( عواملهما ) متساويتين إ  Bو  Aالمصفوفتين
i الترتيب أي: j i ja b 1 :بحيث i m   1و j n  و نكتب  : i j i jA B a b   . 

 لتكن المصفوفتين مثال:

 3,2

10 3

2 5

6 3

A

  
    
   

و   

 

2

3,2

2 3

5

6 2 7

x x

B x

x

  
 

  
   

حتى  x. عين قيمة 

   .Bو  A المصفوفتين تتساوى

من نفس الصنف او النمط  Bو  A المصفوفتينلاحظ اولا ان  :الحل - 3,2و ثانيا ان تكون .  

  تحقق المعادلات التالية في ان  . ايبعلى الترتي متساويةفيما بينهما عناصر( عواملهما ) ال  

   :واحد   
 
 
 

22 10...... 1

2 ..... 2

2 7 3 ..... 3

x x

x

x

   


 
   

  . 2x :  هي xقيمة  :المعادلات نجد ان. وبحل هذه  
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المصفوفة التي جميع عناصرها  نسمي مصفوفة صفرية (أو معدومة)، :المصفوفة الصفرية    

 :  و نكتب 0أصفار و نرمز لها بالرمز
0 ... 0

0

0 ... 0

 
   
 
 

   .  

  مصفوفة تناظرية و ضد تناظرية في ان واحد.  صفريةالفة المصفو :ملاحظة

m,*حقلا و IK ليكن فضاء المصفوفات من نفس الصنف: n  ،  نرمز لمجموعة المصفوفات

m من الصنف n  بالرمز m nM IK و نعرف في m nM IK  :مايلي  

 لتكن  الجمع:. ا , m nA B M IKمن نفس اذا وفقط اذا كانا  جمع او طرح مصفوفتين عرف. ن

  :نكتبو على الترتيبفيما بينهما عناصر( عواملهما ) ال جمع او طرحو الصنف او النمط

       1 1
1 1

i m i mi j i j
j n j n

A B a b   
   

  . 

 لتكن :مثال 
 

   2,3

2,3

1 2 0

2 0 1
A M

  
    

  ،
 

   2,3

2,3

3 4 2

1 0 1
B M

   
    

 من نفس  

 النمط   2,3 و بالتالي:   

       
 

   

           
               

   

2,3 2,3

2,3

2,32,3

1 2 0 3 4 2

2 0 1 1 0 1

1 3 2 4 0 2 2 6 2

2 1 0 0 1 1 1 0 2

i A B

M

       
           

            
               


.  

      
 

   

           
               

   

2,3 2,3

2,3

2,32,3

1 2 0 3 4 2

2 0 1 1 0 1

1 3 2 4 0 2 4 2 2

2 1 0 0 1 1 3 0 0

ii A B

M

       
           

            
              

  .  

 لتكن :مصفوفة بعدد حقيقيجـداء   .ب m nA M IK  و  .جداء مصفوفة  نعرفA بالعدد  

 :المصفوفة الحقيقي     
11 12 1

21 22 2
1,
1

1 2

. . .

. . .
. . .

. . .

n

n
i mi j
j n

m m mn

a a a

a a a
A A a

a a a

  
  

  

  

 
 

 
 

         
 
 




   


 .  
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المصفوفة  لتكن :مثال

 

 3 3

3,3

2 2 6

2 0 4

4 0 6

A M 

   
     
   

   1و

2
     

 
لدينا ،:   

    

   

 3 3

3,3 3,3

2 2 6 1 1 3
1

. . 2 0 4 1 0 2
2

4 0 6 2 0 3

A M 

        
                            

 .  

    :خواص

 1 .   , :m nA B M IK A B B A      .  

 2 .      , , :m nA B C M IK A B C A B C        .  

 3  .   , !0 : 0 0m n m nA M IK M IK A A A          .  

 4  .     
 

 

0

, ! :

0
m n m n

A A

A M IK A M IK et

A A
 

  


     
   

  .  

 :و منه نستنتج أن    ,m nM IK  .زمرة تبديلية   

 5  . : 1 1m n IK IKA M IK A A A     .  

 6   .   , , :m nA B M IK IK A B A B            .  

 7  .   , , :m nA M IK IK A A A                .  

 8  .     , , :m nA M IK IK A A             . 

 :و منه نستنتج أن  , ,m nM IK   لى الحقلضاء شعاعي عفIK . 

 ليكن :جداء أو ضرب المصفوفات 1 2
n

nA a a a IK  و ليكن كذلك 

1

2 n

n

b

b
B IK

b

 
 
  
 
 
 


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 :ان نعرف    

1

2
1 2 1 1 2 2 3 3 ...n n n

n

b

b
A B a a a a b a b a b a b IK

b

 
 
             
 
 
 




.  

لتكن :تعريف l kB M IK و m nA M IK. داء المصفوفتينــيكون ج   , ,km n lA Bإذا محقق  

''يساوي عدد أسطر A الاولى المصفوفة ''n''عدد أعمدة وفقط إذا كان    ''l الثانية المصفوفةB.  

 ( :ان اي     , ,km n lA B   ( محقق  
?

n l   
 . 

   ملاحظات:  

Aلا يمكن إجراء الجداء.  1  Bىإلا إذا كان عدد أعمدة المصفوفة الأول A يساوي عدد أسطر  

  .Bالمصفوفة الثانية       

إذا كان .2 l kB M IK و m lA M IK فإن:  m kA B M IK  .  

A :اي ان .داء المصفوفات ليس تبديلي عموما في مجموعة المصفوفاتــ. ج3 B B A   . 

 :. إذا كان4 0 l kM IK و m lA M IK  و k tB M IK 0 :فإن 0A   0و 0B  .  

 لتكن.  1 :لةمثأ
 

   2,2

2,2

1 0

2 3
A M

 
    

  و
 

   2,3

2,3

1 2 1

3 1 0
B M

   
    

 .  

''أعمدة  عددنلاحظ أن  -   2 ''أسطر عدد تساويA المصفوفة '' 2    :إذن Bالمصفوفة ''

 نستطيع حساب      2,3
A B:   

                                  
                       

   2,3

1 0 1 2 1
. .

2 3 3 1 0

1 . 1 0 . 3 1 . 2 0 . 1 1 . 1 0 . 0

2 . 1 3 . 3 2 . 2 3 . 1 2 . 1 3 . 0

1 2 1

11 7 2

A B

M

      
          
           

                
   

     


.  

   :اي ان  
 

   2,3

2,3

1 2 1
.

11 7 2
A B M

   
     

.  
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 المصفوفة - .B A ةالمصفوف ''3'' عدد أعمدة معرفة لأن رـيـغ B 2''أسطر عدد لا يساوي ''   

و بالتالي لا يمكن حساب الجداء.A المصفوفة    .B A.  

 لتكن.  2 
 

   2,2

2,2

1 2

1 3
B M

  
    

  و
 

   2,2

2,2

1 2

0 3
A M

  
   

 فإن:  

         

               
                 

   

2,2 2,2

2,2

2,2

1 2 1 2
. .

0 3 1 3

1 . 1 2 . 1 1 . 2 2 . 3 3 8

0 . 1 3 . 1 0 . 2 3 . 3 3 9

A B

M

      
         

             
                


 .  

      

               
                 

   

2,2 2,2

2,2

2,2

1 2 1 2
. .

1 3 0 3

1 . 1 2 . 0 1 . 2 2 . 3 1 8

1 . 1 3 . 0 1 . 2 3 . 3 1 11

B A

M

      
         

            
                 


  .  

  :لاحظ ان -  
   2,2 2,2

3 8 1 8
. .

3 9 1 11
A B B A

      
           

  ــداء ليس تبديليجو بالتالي ال. 

  عموما في مجموعة المصفوفات.     

لتكن  . 3 

 

   3,2

3,2

0 0

0 0 0

0 0

M

 
   
 
 

     و
 

   2,3

2,3

1 2 1

0 3 4
A M

   
    

 فإن:  

   
 

                       
                         

   

2,3
3,2

2,2

2,2

0 0
1 2 1

. 0 . 0 0
0 3 4

0 0

1 . 0 2 . 0 1 . 0 1 . 0 2 . 0 1 . 0 0 0

0 . 0 3 . 0 4 . 0 0 . 0 3 . 0 4 . 0 0 0

A A

M

 
              

 

            
               



  .  

 :اي ان 
 

2

2,2

0 0
. 0 0

0 0
A

 
  
  .  
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    تمرين: 

  :نعتبر المصفوفات الحقيقية التالية 
1 2 3

1 0 2

2 0 3

C

   
    
   

   ،6 1 2

0 1 3
B

   
    

  ،0 0

0 0
A

 
  
 

  

 1 1 2

0 2 3
H

   
    

   ،
1 1

2 0

1 1

G

  
   
   

   ،
1 0 0

0 1 0

0 0 1

F

 
   
  

   ، 0 1 2E      ،
1

2

1

D

 
   
  

 .  

  احسب كل المجاميع و الجداءات الممكنة. -  

    :المجاميع الممكنةا)  :الحل -  

                 
 

2,3 2,3

2,3

6 1 2 1 1 2 7 0 4
)

0 1 3 0 2 3 0 3 6
i B H

            
                  

 .  

              

 

3,3 3,3

3,3

1 2 3 1 0 0 2 2 3

) 1 0 2 0 1 0 1 1 2

2 0 3 0 0 1 2 0 4

ii C F

           
                   
              

  .  

    :الجداءات الممكنةب)   

                    
 

 2,2 2,3 2,3

2,3

0 0 6 1 2 0 0 0
1) . . 0

0 0 0 1 3 0 0 0
A B

       
             

.  

                         2,2 2,3 2,3

0 0 1 1 2 0 0 0
2) . . 0

0 0 0 2 3 0 0 0
A H

       
             

 .  

           
 

2,3 3,3

2,3

1 2 3
6 1 2 11 12 22

3) . . 1 0 2
0 1 3 5 0 11

2 0 3

B C

   
                         

.  

                                      
 

2,3 3,1

2,1

1
6 1 2 2

4) . . 2
0 1 3 1

1

B D

 
                    

 .  

        
 

 2,3 3,3 2,3

2,3

1 0 0
6 1 2 6 1 2

5) . . 0 1 0
0 1 3 0 1 3

0 0 1

B F B

 
                        

 .  
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                           
 

2,3 3,2

2,2

1 1
6 1 2 6 4

6) . . 2 0
0 1 3 5 3

1 1

B G

  
                       

.  

      

 

3,2 2,3

3,3

1 1 6 0 5
6 1 2

7) . 2 0 . 12 2 4
0 1 3

1 1 6 2 1

G B

      
                           

. :لاحظ ان . .B G G B.  

        
 

 2,3 3,3 2,3

2,3

1 0 0
6 1 2 6 1 2

8) . . 0 1 0
0 1 3 0 1 3

0 0 1

B F B

 
                        

.  

                                      

 

3,3 3,1

3,1

1 2 3 1 6

9) . 1 0 2 . 2 3

2 0 3 1 1

C D

         
               
             

 .  

            3,3 3,3 3,3

1 2 3 1 0 0 1 2 3

10) . 1 0 2 . 0 1 0 1 0 2

2 0 3 0 0 1 2 0 3

C F C

           
                 
              

.   

                          

 

3,3 3,2

3,2

1 2 3 1 1 0 2

11) . 1 0 2 . 2 0 1 3

2 0 3 1 1 5 1

C G

          
                
               

.   

                                
 

3,1 1,3

3,3

1 0 1 2

12) . 2 . 0 1 2 0 2 4

1 0 1 2

D E

     
            
        

.  

                           1,3 3,1 1,1

1

13) . 0 1 2 . 2 0

1

E D

 
      
  

.  :لاحظ ان.  .D E E D.  

                          1,3 3,3 1,3

1 2 3

14) . 0 1 2 . 1 0 2 3 0 8

2 0 3

E C

   
         
   

 .  

                                    1,3 3,2 1,2

1 1

15) . 0 1 2 . 2 0 4 2

1 1

E G

  
        
   

.  
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                       

 

3,2 2,3

3,3

1 1 1 3 5
1 1 2

16) . 2 0 . 2 2 4
0 2 3

1 1 1 1 1

G H

       
                           

.  

     
 

2,3 3,2

2,2

1 1
1 1 2 5 1

17) . . 2 0
0 2 3 7 3

1 1

H G

  
                       

. :لاحظ ان.  .G H H G.  

                
 

2,3 3,3

2,3

1 2 3
1 1 2 4 2 11

18) . . 1 0 2
0 2 3 4 0 13

2 0 3

H C

   
                         

.  

                                          
 

2,3 3,1

2,1

1
1 1 2 1

19) . . 2
0 2 3 1

1

H D

 
                    

.  

المصفوفة  لتكن منقول مصفوفة: m nA M IK، نسمي منقول مصفوفة Aو نرمز لها بالرمزtA  

  اسطر. Aالمصفوفة  الأعمدة و أعمدة Aالمصفوفة  سطرالأالمصفوفة التي نحصل عليها بجعل  

اذا كانت  :اي ان  m nA M IK فإن:  t
n mA M IK.  

المصفوفتين  لتكن مثال: 2 2

1 2

3 4
A M 

  
    

  و 2 3

1 2 3

4 5 6
B M 

   
     

.  

 :و بالتالي    2 2 2 2

1 2 1 3
)

3 4 2 4
ti A M A M 

      
             

 .  

       2 3 3 2

1 4
1 2 3

) 2 5
4 5 6

3 6

tii B M B M 

  
                     

  .  

   :منقول مصفوفة خواص

 1  .    :
tt

m nA M IK A A  .  

 2  .   , :
t t t

m nA B M IK A B A B     .   

 3  . , : t t
m nA B M IK A B A B     .  
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 4  .     , : . .
t t t

m p p nA M IK B M IK A B B A      .  

 5  .   , : . .
t t

m nA M IK IK A A       . 

   :لةمثأ

المصفوفة  لتكن.  1  2 2

1 2

3 4
A M 

  
    

 يكون لدينا:  2 2

1 3

2 4
tA M 

  
    

وبالتالي .:   

         2 2

1 3 1 2

2 4 3 4

t
ttA A M 

        
              

.  

. لتكن المصفوفتين  2 
 

   2,3

2,3

2 2 3

5 1 0
B M

   
    

  و
 

   2,3

2,3

1 2 1

3 1 0
A M

   
    

.  

 :لدينا يكون      
     

     

2,3 2,3 2,3

3,2

1 2 1 2 2 3 3 0 4
)

3 1 0 5 1 0 8 2 0

3 8

0 2 .

4 0

t

i A B

A B M

            
                  

  
      
  


.  

                                          

     

3,2 3,2

3,2

1 3 2 5

) 2 1 , 2 1

1 0 3 0

3 8

0 2 .

4 0

t t

tt t

ii A B

A B A B M

      
           
       

  
        
  


.  

      :بالنسبة لعملية الطرح وبنفس الكيفية  

                    

     

     

2,3 2,3 2,3

3,2

1 2 1 2 2 3 1 4 2
)

3 1 0 5 1 0 2 0 0

1 2

4 0 .

2 0

t

iii A B

A B M

             
                 

  
      
  

 .  
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   

     

3,2 3,2

3,2

1 3 2 5

) 2 1 , 2 1

1 0 3 0

1 2

4 0 .

2 0

t t

tt t

iiii A B

A B A B M

      
           
       

  
        
  


 .   

                            

ين . لتكن المصفوفت 3
 

   2,3

2,3

1 1 2

2 1 0
A M

   
    

  و

 

   3,2

3,2

1 1

1 1

1 0

B M

  
     
  

.   

            :لدينا ان   
 

 
 

   

 
   

 

2,2

2,3 2,2
3,2

2,2 2,2

1 1
1 1 2 2 2

) . 1 1
2 1 0 1 3

1 0

2 2 2 1
. ......... 1

1 3 2 3

t
t

i A B M

A B

  
                        

      
           



 .  

           

 
 

   

 
 

   

 
 

 
     

3,2

2,3
3,2

2,3

2,3
3,2

2,2

2,3 2,2
3,2

1 2
1 1 2

) 1 1 ,
2 1 0

2 0

1 1
1 1 1

1 1
1 1 0

1 0

1 2
1 1 1 2 1

. . 1 1 ....... 2
1 1 0 2 3

2 0

t

t

t t

ii A A M

B B M

B A M

  
                  

  
                

  
                         







 .  

من     1 و 2 نجد ان:    . .
t t tA B B A.   

المصفوفة  لتكن.  4 

 

 3 3

3,3

2 2 6

2 0 4

4 0 6

A M 

   
     
   

   1و

2
     

 
لدينا ،:   
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 

 
 

 3 3 3 3

3,3 3,3

2 2 6 2 2 4

2 0 4 2 0 0

4 0 6 6 4 6

tA M A M 

        
             
          

  .  

                        

 

 
   

   

3 3

3,3 3,3

3 3

3,3 3,3

2 2 6 1 1 3
1

) . . 2 0 4 1 0 2
2

4 0 6 2 0 3

1 1 3 1 1 2

. 1 0 2 1 0 0 ........ 1

2 0 3 3 2 3

t

t

i A M

A M









        
                            

        
            
          





 .  

                      

   

   3 3

3,3 3,3

2 2 4 1 1 2
1

) . . 2 0 0 1 0 0 ..... 2
2

6 4 6 3 2 3

tii A M 

        
                            



 

 .  

من        1 و 2 نجد ان:    . .
t tA A .       

  ذا كان عدد أسطرها يساوية إــعـوفة مربأنها مصف A مصفوفةالنقول عن  المصفوفات المربعة: 

 :نرمز لمجموعة المصفوفات المربعة بـو . عدد أعمدتها      , où :n n nM IK M IK.و نكتب:   

     

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n

n n n n

a a a

a a a
A M IK A

a a a

 
 
     
  
 




   


     .  

المصفوفة  لتكن مثال: 2 2

1 2

3 4
A M 

  
    

 2او النمط  مصفوفة مربعة من الصنف 2 على  

  . الحقل   

المربعة  المصفوفة لتكن مصفوفة مربعة:الرئيسي ل قطرال 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n

n n n n

a a a

a a a
A M IK

a a a

 
 
   
  
 




   

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العوامل او القيم  :فإن 

11

22

... ....

... ...

... ... nn

a

a

a

 
 
 
 
  
 




   


  .Aلمصفوفة ل الرئيسي قـطـرالـ تسمى 

المربعة  المصفوفة لتكن مثال:

 

 3 3

3,3

1 2 4

2 3 1

2 0 1

A M 

   
      
   

للمصفوفة  . القطر الرئيسيA  

 :هو 
1

3

1

 
  
  

  .  

  المربعةالمصفوفة  لتكن أثر مصفوفة: 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n

n n n n

a a a

a a a
A M IK

a a a

 
 
   
  
 




   


 .  

 :بالرمزله  و نرمز العدد المركباو  العدد الحقيقيهو  A أثر المصفوفة نسمي   Trace A  هوو  

   و نكتب: Aللمصفوفة  الرئيسي القطر مجموع عناصر   

        11 2 2 3 3
1

.... , :
n

i i n n
i

Trace A a a a a a IK où


         .  

 إذا كانت مثال:

 

 3 3

3,3

1 2 4

2 3 1

2 0 1

A M 

   
      
   

 فإن:   

                   
3

11 2 2 3 3
1

1 3 1 3i i
i

Trace A a a a a IK


               .  

     :أثر مصفوفة خواص

  1 .      : t
nA M IK Trace A Trace A   .  

  2  .       , :nA B M IK Trace A B Trace A Trace B     .  

  3  .     , : . .nA B M IK Trace A B Trace B A  .  
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 4  .     , : . .nA M IK IK Trace A Trace A       .  

المربعة  نقول عن مصفوفة :المصفوفة القطرية 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n

n n n n

a a a

a a a
A M IK

a a a

 
 
   
  
 




   


  ريةـطـأنها ق 

 إذا تحقق:    

11

22

0 0

0 0
, : 0

0 0

n i j

n n

a

a
A M IK i j a

a

 
 
      
  
 




   


 .  

المصفوفة المربعة  لتكن مثال:

 

 3 3

3,3

1 0 0

0 3 0

0 0 1

A M 

 
    
  

  المصفوفة ،A  مصفوفة تسمى  

  قطرية.  

المربعة  مصفوفةالنقول عن  المصفوفة المثلثية: nA M IK   إذا كانت ويةــلــة عـيـثـلـثـمأنها  

: :أي. أصفارالرئيسي  عناصرها التي تقع تحت القطر  0i ji j a   .و نكتب:   

                       

11 12 1

22 20

0

0

0 0 ...0

n

n

n

nn

a a a

a a

A M IK

a

 
 
 
  
 
 
 
 




 


 
 .  

المربعة  مصفوفةالو نقول عن   nA M IK  إذا كانت عناصرها التي تقع  ةـيـلـفـة سـيـثـلـثـمأنها  

: :أي. أصفار الرئيسي فوق القطر   0i jj i a    .و نكتب:   

               

11

21 22

3231

42 4441

1

0 0 0

0 0

0

.....a
0

... ...

n

n nn

a

a a

aaA M IK

aa

a a

 
 
 
 

  
 
 
  
 




   .  
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مربعة  هي كل مصفوفة :او الوحـدة المصفوفة الحيادية nA M IK  بـو نرمز لها  :   

   nI 0 : تحقق ,

1 ,i j

i j
a

i j


  

 :. ونكتب

1 0 ... 0

0 1 0... 0

0 0 1...0... 0

0 .... 0..... 1...0 0

0 .... 0.......... 1 0

0 0.... ....0....0.....0 1

nI

 
  
 

  
 

 
   

   

       )n . (يمثل عدد الاسطر و الاعمدة  

   مثال: 

2 :هي 2الوحدة في الفضاء الحيادية او  مصفوفة -  

1 0

0 1

i
I

j

 
   


.  

3 :هي 3الوحدة في الفضاء الحيادية مصفوفة  -  

1 0 0

0 1 0

0 0 1

i

I j

k

 
   
  





.     

 هي كل مصفوفة المصفوفة السلمية: nA M IK 0 :تحقق ,

,i j

i j
a

i j


  
   :. إذن

                        

0 ... 0

0 0... 0

0 0 ...0... 0
,

0 .... 0..... ...0 0

0 .... 0.......... 0

0 0.... ....0....0.....0

A IK












 
 
 
 

   
 
 
  
 

 .  

1  :إذا كان -        فإن: nA I 0 :إذا كان و  0 :فإنA  .  

المربعة  مصفوفةلتكن ال  ): ة (أو المتماثلةيرـناظـتالـالمصفوفة  nA M IK.    

, :ة إذا تحققيرـاظـنـمصفوفة ت Aتكون   1, 2,3,..., , 1, 2,3,...,i j j ia a i n j n    اي .: 
?

tA A.  

  القطر الرئيسي لها). تكون متناظرة بالنسبة لعناصر A( اي عناصر المصفوفة  

0مصفوفة متناظرة و كذلك المصفوفة الصفرية nIاو الوحدة المصفوفة الحيادية.  1 أمثلة: n
.  
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 لمصفوفة. ا 2 

 

 3 3

3,3

1 2 4

2 3 1

4 1 1

A M 

   
      
    

 مصفوفة متناظرة لان:  

     

   

 3 3

3,3 3,3

1 2 4 1 2 4

2 3 1 2 3 1

4 1 1 4 1 1

t

tA A M 

        
               
           

.  

المربعة  مصفوفةلتكن ال  ة ( أو المتخالفة):ياظرـنـالمصفوفة ضد ت nA M IK.    

, :ة إذا تحققيرـاظـنـت ضد مصفوفة Aتكون   1, 2,3,..., , 1, 2,3,...,i j j ia a i n j n     اي .:   

   
?

tA A  اي عناصر المصفوفة ) .Aتكون متعاكسة في الاشارة بالنسبة لعناصر القطر  

 :). اي انالرئيسي الصفرية لها        2 0 0 , 1, 2,3,...,i i i i i i i ii j a a a a i n         .  

0المصفوفة الصفرية . 1 أمثلة:  n
   .هي مصفوفة ضد تناظرية 

 المصفوفة.   2  

 

 3 3

3,3

0 2 4

2 0 1

4 1 0

A M 

  
     
   

. لان ضد تناظرية:   

        

 

 3 3

3,3

0 2 4 0 2 4 0 2 4

2 0 1 2 0 1 2 0 1

4 1 0 4 1 0 4 1 0

t

tA A M 

          
                      
               

 .  

المربعة  مصفوفةال لتكن تمرين: nA M IK  ،بين ان: A B C  بحيث:  nB M IK مصفوفة  

tB(  تناظرية    B  ( و nC M IK مصفوفة ضد تناظرية  )tC C  (.  

 :بحيث Bو C إيجاد المصفوفتين  الحل: .... 1A B C  و منه:   

          .... 2
tt t t tA B C B C B C B C A B C           وبحل الجملة التالية .:   

      
 
 

   
     

1 2..... 1 1
* : 2. .... 3

2.... 2
t t

t

A B C
A A B B A A

A B C

       
 

   :و كذلك 
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       
 
 

   
     

1 2..... 1 1
* : 2. .... 4

2.... 2
t t

t

A B C
A A C C A A

A B C

       
 

   :و التالي .

tB(  ريةـتناظ مصفوفة* ال     B تحسب بالعبارة (:    1
.... 3

2
tB A A  .  

tC(  ريةـتناظضد  مصفوفة** ال     C  تحسب بالعبارة (:    1
.... 4

2
tC A A .  

المربعة  لتكن المصفوفة :تطبيقي  مثال

 

 3 3

3,3

1 2 3

4 5 6

7 8 9

A M 

   
      
    

  ،لمصفوفتينا اوجد  

  nB M IK تناظرية مصفوفة  )tB B و  ( nC M IK مصفوفة ضد تناظرية  )tC C   (  

A  :بحيث    B C  .إيجاد المصفوفتين :الحل C وB بحيث:  .... 1A B C  و منه:   

tB(  مصفوفة تناظـريةال*     B تحسب بالعبارة (:    1
.... 3

2
tB A A . اي ان:   

       

 

 

1 2 3 1 4 7 2 6 10
1 1 1

4 5 6 2 5 8 6 10 14
2 2 2

7 8 9 3 6 9 10 14 18

1 3 5

3 5 7 .... *

5 7 9

t

t

B A A

B B B

               
                         
                    

   
        
    

 .  

tC(  ريةـتناظضد  مصفوفة** ال    C  تحسب بالعبارة (:    1
.... 4

2
tC A A . اي ان:   

     

 

 

1 2 3 1 4 7 0 2 4
1 1 1

4 5 6 2 5 8 2 0 2
2 2 2

7 8 9 3 6 9 4 2 0

0 1 2

1 0 1 .... **

2 1 0

t

t

C A A

C C C

              
                        
                   

  
        
   

  .  

  :و تحققان      
1 3 5 0 1 2 1 2 3

3 5 7 1 0 1 4 5 6

5 7 9 2 1 0 7 8 9

B C A

            
                      
                 

 .  
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  حلقة المصفوفات المربعة: 

 أن نعلم   ,nM IK  و لدينا كذلك الخواص التالية: ، زمرة تبديلية   

 1  .     , , :nA B C M IK A B C A B C       .  

 2  . 
     

     
, , :n

A B C A B A C
A B C M IK

A B C A C B C

       
     

 .  

 إذن نستنتج أن:     , ,nM IK   داء المصفوفات ليس تبديلي.ـليست تبديلية لأن ج حلقة  

و لدينا كذلك       :n n nA M IK A I I A A      .إذن nI هي العنصر الحيادي بالنسبة لضرب  

 :المصفوفات ومنه نستنتج أن      , ,nM IK   حلقة واحدية. 

  ب ( أو العكوسة):ـلـالمصفوفة القابلة للق

 المربعة لتكن المصفوفة تعريف: nA M IK .نقول عن مصفوفة A :أنها قابلة للقلب إذا تحقق   

    
   1 2

1, !K : .n n nA M IK M IK A K K A I K A           .  

 في الحلقة )ةـوسـكـعقــابــلـة للـقــلب ( A عندئذ نقول أن المصفوفة    , ,nM IK   و نسمي  

1A المصفوفة    نظير المصفوفة A بالنسبة للعملية الثانية    في الحلقة  , ,nM IK    ،و  

1Aنرمز لها بالرمز   و نرمز كذلك لمجموعة المصفوفات القابلة للقلب (العكوسة) بالرمز  

       *

n nM IK GL IK.  

 :بعةن المصفوفة المربين أ ال:مث 2 2

1 2

1 1
A M 

  
    

 1قابلة للقلب و عين مقلوبهاA .  

   :يكافىء قابلة للقلب Aالمصفوفة المربعة  -  

            
   1 2

1
2 2 2

1 0
, !K : .

0 1
A M M A K K A I K A  

            
  .  

 :نضع -  
 

 2 2
1 1 2,2

x y
K M

x y 

 
  
 

  ،1 :و نبحث عن القيم 1, , ,x y x y  بحيث:   
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 

 
 
 
 

     

     

   

1

2
1 1

1

1 3 3
1

1

1

1

2 4 2
1

1
1 1 2,22,2

1 0 1 2 1 0
) . .

0 1 1 1 0 1

2 1.... 1

2 0...... 2
1 1.

0...... 3

1...... 4

1 2
1 2. .

1 1

x y
i A K I

x y

x x

y y
x x

x x

y y

x y
y y K A

x y






         
                  

 


      
 

  
    

             

 .  

   :يه Aالمصفوفة  مقلوبو بنفس الكيفية للمساواة الثانية نجد ان   

       
   

1

1 1 2,22,2

1 2

1 1

x y
A K

x y
     
        

   :وتحقق . 

                          

1
2

1
2

1 2 1 2 1 0
) . . .

1 1 1 1 0 1

1 2 1 2 1 0
ii) . . .

1 1 1 1 0 1

i A A I

A A I





         
                

         
                

 .  

المربعة  لتكن المصفوفة :01تمرين 

 

 3 3

3,3

0 1 1

4 3 4

3 3 4

A M 

  
      
    

.  

  قابلة للقلب ثم استنتج مقلوبها.  A المصفوفة وبين ان 2A المصفوفة اوجد  

   :2A المصفوفةحساب   :الحل -  

               

     

2
3

3,3 3,3 3,3

0 1 1 0 1 1 1 0 0

. 4 3 4 . 4 3 4 0 1 0

3 3 4 3 3 4 0 0 1

A A A I

         
                    
                

.  

  :نلاحظ ان -  
3

3

.

.

A A I

sous forme

A K I




 

  :قابلة للقلب و مقلوبها هو A المصفوفة :. إذن 

          

 

 1
3 3

3,3

0 1 1

4 3 4

3 3 4

K A A M


  
        
    

 .  
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المربعة  لتكن المصفوفة :02تمرين 

 

 3 3

3,3

0 1 1

3 4 3

1 1 0

A M 

  
      
   

.  

 ات المصفوفحسب ا .1   2
33 , 3.IA A A . 

   قابلة للقلب ثم عين مقلوبها. A المصفوفةإستنتج ان  .2

  :2A المصفوفةحساب ا) .   1 :الحل -  

        

     

2

3,3 3,3 3,3

0 1 1 0 1 1 2 3 3

. 3 4 3 . 3 4 3 9 10 9

1 1 0 1 1 0 3 3 2

A A A

           
                     
                

 .  

 المصفوفةحساب ب)      2 3.AA :   

              
     

 2
3

3,3 3,3 3,3

2 3 3 0 1 1 2 0 0

3.A 9 10 9 3. 3 4 3 0 2 0 2 .

3 3 2 1 1 0 0 0 2

A I

          
                      
               

.  

 المصفوفةحساب جـ)      33.IA:   

      
     

3

3,3 3,3 3,3

0 1 1 1 0 0 3 1 1

3.I 3 4 3 3. 0 1 0 3 1 3

1 1 0 0 0 1 1 1 3

A

          
                    
               

.  

   :ننلاحظ ا ب)  حسب  :قابلة للقلب A المصفوفةان  إستنتاج.  2 

                       
   

 3 3

2
3

1

3 3

1
. 3.

2
3.A 2 .

; ;

. .

K

A A I I

A I

sous forme sous forme K A

A K I A K I



          
    

   





.    

 :ناي ا         3 3

1
. 3.

2
K

A A I I
     

   :قابلة للقلب و مقلوبها هو Aالمصفوفة  :إذن. 
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          
   

1
3

3,3 3,3

3 1 1 3 1 1
1 1 1

. 3. . 3 1 3 . 3 1 3
2 2 2

1 1 3 1 1 3

K A A I

        
                                            

.  

لتكن المصفوفة المربعة  :30تمرين

 

 3 3

3,3

1 2 2

2 1 2

2 2 1

A M 

   
      
    

.  

 :التالية احسب المصفوفات.  1  34.IA  ، 35.I  ، 4.A  ،2Aثم تأكـد ان .:   

       3

?
2

34. 5. 0A A I    .        

  قابلة للقلب ثم عين مقلوبها.  Aإستنتج ان المصفوفة .  2 

  :2A المصفوفةحساب .  ا)  1 :الحل -  

        

     

2

3,3 3,3 3,3

1 2 2 1 2 2 9 8 8

. 2 1 2 . 2 1 2 8 9 8

2 2 1 2 2 1 8 8 9

A A A

             
                     
                  

 .  

 تينالمصفوفحساب ب)      4.A و  35.I:  

          
   3,3 3,3

1 2 2 4 8 8

4.A 4 . 2 1 2 8 4 8

2 2 1 8 8 4

        
               
           

و  . 
 

3

3,3

5 0 0

5.I 0 5 0

0 0 5

 
    
  

 .  

 المصفوفةحساب جـ)      35.IA:   

           
     

3

3,3 3,3 3,3

1 2 2 1 0 0 3 2 2

4.I 2 1 2 4. 0 1 0 2 3 2

2 2 1 0 0 1 2 2 3

A

           
                    
                

.  

3 :الــتأكــد من العبارةد)     

?
2

34. 5. 0A A I   .  
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 3

2
3

9 8 8 4 8 8 5 0 0

4. 5. 8 9 8 8 4 8 0 5 0

8 8 9 8 8 4 0 0 5

0 0 0

0 0 0 0 ... *

0 0 0

A A I

           
                     
                
 
   
 
 



 .   

   :)  نلاحظ اندحسب   :قابلة للقلب A إستنتاج ان المصفوفة.  2 

                       

     

 
 

3

2 2
3 3 3 3

3 3 3

3 3

3 3

3

4.A 5.I 0 4. 5. . 4. 5.

; ; ;

. . .

1
. . 4.1 5. . 4. .

5

; ;

. .

K

A A A I A A I I

sous forme sous forme sous forme

A K I A K I A K I

A A I I
A A I I

sous forme sous forme

A K I A

       
      
      

             
 





1

3

K A

K I






  
 



  .  

 :اي ان         3 3

1
. 4.

5
K

A A I I
    
 

   :قابلة للقلب و مقلوبها هو Aالمصفوفة  :إذن. 

          
   

1
3

3,3 3,3

3 2 2 3 2 2
1 1 1

. 4. . 2 3 2 . 2 3 2
5 5 5

2 2 3 2 2 3

K A A I

        
                                           

.  

    :وتحقق         

                       

1

3

1 2 2 3 2 2
1

) . 2 1 2 . . 2 3 2
5

2 2 1 2 2 3

1 2 2 3 2 2 5 0 0
1 1

. 2 1 2 . 2 3 2 . 0 5 0 .
5 5

2 2 1 2 2 3 0 0 5

i A A

I



        
                            

           
                                             

 .  
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المصفوفتين المربعتين  لتكن نظرية: , nA B M IK.  

A :مصفوفتين قابلتين للقلب فإن Bو  A إذا كانت.  1  Bقابلة للقلب وعندئذ لدينا:   

         1 1 1A B B A
     .1 :نقول أن و 1B A  ظيرن A B بالنسبة للعملية  في الحلقة  

          , ,nM IK   .  

 و قابلة للقلب pA :فإن قابلة للقلب A إذا كانت.  2    1 1 *,
ppA A p

   .  

   :لتكن المصفوفتين  :1مثال

   
 2,2

1 1

3 1
A

  
    

 :مقلوبها هو مصفوفة قابلة للقلب و 
 

1

2,2

1 11
.

3 14
A            

  . و

    
 2,2

1 2

1 1
B

  
    

 :مصفوفة قابلة للقلب و مقلوبها هو 
 

1

2,2

1 2

1 1
B   

    
.  

A. :للقلب فإنتين قابل Bو  Aما أنب -   B قابلة للقلب ومقلوبها هو:   

            
 

   

1 1 1

2,2 2,2

1 2 1 11
. . . .

1 1 3 14

1 2 1 1 7 11 1
. . .

1 1 3 1 4 04 4

A B B A
                       

                                  

.  

 لتكن المصفوفة :2مثال
 2,2

1 2

1 1
B

  
    

  :فإنمصفوفة قابلة للقلب  

    
 

 2

2,2

1 2 1 2 3 4
. . , 2

1 1 1 1 2 3
B B B p

          
                  

   :ومقلوبها هو قابلة للقلب  

        
     

1 22 1 1 1

2,2 2,2 2,2

1 2 1 2 3 4
. .

1 1 1 1 2 3
B B B B

              
                  

.  
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  المصفوفات و التطبيقات الخطية:. 1-2

   المصفوفة المرافقة لتطبيق خطي:. 1-2-1

و IKف ش على الحقل 1V ليكن  1 2 3, , ,..., nB v v v v  1 :إذن ،أساس لهdimV n 2 ليكن. وV   

و IKف ش على الحقل  /
1 2 3, w , w ,..., w pB w  2 :أساس له، إذنdimV p ليكن. و  

 1 2:f V V إذن لدينا تطبيق خطي  :   

                                 1 2 1 11 1 21 2 31 3 1. . . .... .p pf v V f v a w a w a w a w      .  

                                2 2 2 21 1 22 2 32 3 2. . . .... .p pf v V f v a w a w a w a w      .  

                              .......................................................................  

                              ........................................................................  

                              ........................................................................  

                                2 1 1 2 2 3 3. . . .... .n n n n n p n pf v V f v a w a w a w a w      .  

             

, :بحيث  1, 2,3,..., p , 1, 2,3,..., ni ja IK i j     المصفوفة :فإن   

   

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

p n

p p p n

a a a

a a a
A M IK

a a a



 
 
   
  
 




   


  بالنسبة" f المصفوفة المرافقة للتطبيق الخطي"  تسمى 

 :و نرمز لها أحيانا بالرمز 2V في B/و الأساس 1V في B للأساس  /B
BA M f.  

 :ان ملاحظة:

2dimV يساوي" A عدد أسطر المصفوفة"   p  " المصفوفةعدد أعمدة و A "1يساويdimV n.  

   :1مثال

2ليكن  3:f   يلي: تطبيق خطي معرف كما    , , 2 , 3f x y x y x y x y    .و لتكن  
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     1 21,0 , 0, 1B e e      2 :لـأساس قانوني و لتكن كذلك   

       /
1 2 31,0,0 , 0, 1,0 , 0,0, 1B l l l        3 :لـأساس قانوني .إذن لدينا:   

   
   
           

3
1 1 11 1 21 2 31 3

1 11 21 31

11 21 31

. . .

1,0 1, 2, 1 . 1,0,0 . 0, 1,0 . 0,0, 1

1 , 2, 1.

f e f e a l a l a l

f e f a a a

a a a

     


           
   


  و .

   
   
           

3
2 2 12 1 22 2 32 3

2 12 22 32

12 22 32

. . .

0, 1 1, 1, 3 . 1,0,0 . 0, 1,0 . 0,0, 1

1 , 1, 3.

f e f e a l a l a l

f e f a a a

a a a

     


           
   


 .  

   :هي fالخطي و منه المصفوفة المرافقة للتطبيق

                  

       
/ 3

2

1 2 1 2

11 12

21 22

31 32

1 1

2 1

1 3

B
B

f e f e f e f e

a a
A M f M f

a a

a a

   
              
        




.  

                                                                      

   التطبيق الخطي المرافق لمصفوفة:. 1-2-2

لتكن المصفوفة  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

p n

p p p n

a a a

a a a
A M IK

a a a



 
 
   
  
 




   


.  

n"ذو بعد منته  IKف ش على الحقل 1V ليكن  و  " 1 2 3, , ,..., nB v v v v 1 :أساس له، إذنdimV n.  

"ذو بعد منته  IKف ش على الحقل 2V ليكنو   "p و /
1 2 3, w , w ,..., w pB w  أساس له، إذن: 

2dimV p  1 يوجد تطبيق خطي وحيدومنه 2:f V V  لديناو:   

      
         

1 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

: . . . .... .

. . . .... .
n n

n n

v V v x v x v x v x v

f v x f v x f v x f v x f v

      

     
  و لدينا من جهة أخرى:. 

                                  1 2 1 11 1 21 2 31 3 1. . . .... .p pf v V f v a w a w a w a w      .  

                                2 2 2 21 1 22 2 32 3 2. . . .... .p pf v V f v a w a w a w a w      .  
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                              .......................................................................  

                              ........................................................................  

                              ........................................................................  

                                2 1 1 2 2 3 3. . . .... .n n n n n p n pf v V f v a w a w a w a w      .  

 ومنه ينتج:

         

 
1

1 1 2 2 3 3

1 11 1 21 2 31 3 1

2 21 1 22 2 32 3 2

1 1 2 2 3 3

1 11 2 21 1

. . . .... .

. . . . .... .

. . . . .... .

.... . . . . .... .

. . ... .

n n

p p

p p

n n n n pn p

n n

y

f v x f v x f v x f v x f v

x a w a w a w a w

x a w a w a w a w

x a w a w a w a w

x a x a x a

    

       
       

        

   
   1 1 1 2 2. .... . . .

p

p p p

y

w x a x a w  
 

.   

 هو:A ومنه التطبيق الخطي المرافق للمصفوفة  1 1 2 2 3 3. . . .... .p pf v y w y w y w y w      

   بحيث: 

1 1

2 2

3 3.

p n

y x

y x

y A x

y x

   
   
   
   
   
   

     

 
 .  

               

: على أنه التطبيق الخطي fفي كثير من الأحيان نعين التطبيق ملاحظة:  n pf IK IK المعرف  

 :يلي كما    

1 1

2 2

31 2 3 3, , ,...., : .n
n

p n

y x

y x

yx x x x IK A x

y x

   
   
   
     
   
   

     

 
  .  

         

لتكن :1مثال
 

   2,3

2,3

2 1 1

0 1 1
A M

   
    

  2و ف ش على الحقل IK  أساسه القانوني  
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     1 21,0 , 0, 1B e e      3و ف ش على الحقل IK  أساسه القانوني 

      /
1 2 31,0,0 , 0, 1,0 , 0,0, 1B l l l        3  يوجد تطبيق خطي وحيدنه فإ 2:f     

 :و لدينا            3
1 2 3 1 2 3, , : , , . . . , , . . .x y z x y z x l y l z l f x y z x f l y f l z f l        .  

  من جهة أخرى لدينا: 

   
             

     

2
1 1 11 1 21 2 1 11 21 11 21

1 11 21

. . 2,0 . 1,0 . 0, 1 ,

, 2 ,0

f l f l a e a e f l a a a a

f l a a

           

   


.  

     
             

     

2
2 2 12 1 22 2 2 12 22 12 22

2 12 22

. . 1, 1 . 1,0 . 0, 1 ,

, 1, 1

f l f l a e a e f l a a a a

f l a a

            

    


.  

     
             

     

2
3 3 13 1 23 2 3 13 23 13 23

3 13 23

. . 1, 1 . 1,0 . 0, 1 ,

, 1, 1

f l f l a e a e f l a a a a

f l a a

            

    


   .  

 :ومنه 
           
             

         

3
1 2 3 1 2 3

1 2 3

, , : , , . . . , , . . .

, , . . . . 2,0 . 1, 1 . 1, 1

, , . 2,0 . 1, 1 . 1, 1 2 , .

x y z x y z x l y l z l f x y z x f l y f l z f l

f x y z x f l y f l z f l x y z

f x y z x y z x y z y z

        

          

             


.  

 :اي ان      3 2: : , , , , 2 ,f x y z f x y z x y z y z        و هو التطبيق الخطي المرافق  

  .Aللمصفوفة 

   أي: مباشرة f نحسب التطبيق الخطياو  -  

 

   

     

           
 

13
1 1 2 2

2

1
1 1 2 2 1 2

2

3 2

2 1 1
, , . . : . .

0 1 1

2
, , . . 2 . .

, , 2 . 1 , 0 . 0 , 1 2 ,

: : , , , ,

x x
y

v x y z f v y e y e A y y
y

z z

y x y z
f x y z y e y e x y z e y z e

y y z

f x y z x y z y z x y z y z

f x y z f x y

   
                            

   
  

          
            

 



      2 , .z x y z y z    

 .  

 :هوfو بالتالي التطبيق الخطي      3 2: : , , , , 2 ,f x y z f x y z x y z y z       .  
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 لتكن المصفوفة :2مثال 4 3

1 0 1

2 0 2

1 1 2

0 0 1

A M 

  
    
   
 

 

 3 و ف ش على الحقل ، أساسه  

 القانوني        1 2 31,0,0 , 0, 1,0 , 0,0, 1B e e e       4 و ف ش على الحقل ، أساسه  

 القانوني          /
1 2 3 41,0,0,0 , 0, 1,0,0 , 0,0, 1,0 , 0,0,0, 1B l l l l         .ومنه التطبيق  

3 هو التطبيق A المرافق للمصفوفة الخطي   4:f   يلي: رف كماعالم  

      3

1 0 1

2 0 2
, , : , , . . , 2 2 , 2 ,

1 1 2

0 0 1

x x

x y z f x y z A y y x z x z x y z z

z z

  
                                 

.  

 :اي ان       3 4: : , , , , , 2 2 , 2 ,f x y z f x y z x z x z x y z z          و هو التطبيق  

  .Aللمصفوفة  الخطي المرافق   

المصفوفة  لتكن :3مثال
 

   2,3

2,3

2 1 1

0 1 1
A M

   
    

 2 و ف ش على الحقل أساسه ،  

القانوني      1 21, 1 , 2, 1B l l       3. و ف ش على الحقل  أساسه القانوني ،  

       1 2 31,0,0 , 0, 1,0 , 0,0, 1B e e e        وحيد  خطيفإنه يوجد تطبيق  

 3 2:f   يلي: رف كماعالم   

 :و لدينا              3
1 2 3 1 2 3, , : , , . . . , , . . .x y z x y z x e y e z e f x y z x f e y f e z f e        .  

   من جهة أخرى لدينا:و 

                 
           
       

2
1 1 11 1 21 2 1 11 21

11 21 11 21 1 11 21 11 21

11 21 11

11 21 21

. . 2 ,0 . 1, 1 . 2, 1

2 , 2 , 2,0

2 2 2

0 2

f e f e a l a l f e a a

a a a a f e a a a a

a a a

a a a

             

        

            



.  
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           
         

2
2 2 12 1 22 2 2 12 22

12 22 12 22 2 12 22 12 22

12 22 12

2212 22

. . 1, 1 . 1, 1 . 2, 1

2 , 1, 1 2 , 1, 1

2 1 1

01

f e f e a l a l f e a a

a a a a f e a a a a

a a a

aa a

             

            

            



.   

           
           
       

2
3 3 13 1 23 2 3 13 23

13 23 13 23 3 13 23 13 23

13 23 13

2313 23

. . 1, 1 . 1, 1 . 2, 1

2 , 1, 1 2 ,

2 1 3

21

f e f e a l a l f e a a

a a a a f e a a a a

a a a

aa a

             

         

          



   .  

 :ومنه 

           

 
           

 

3
1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 1 1

11 12 13

21 22 23

, , : , , . . . , , . . .

, , . 2 1 3 .

2 0 2

2 3 , 2 2 .

x y z x y z x e y e z e f x y z x f e y f e z f e

f e f e f e x f e f e f e x

f x y z a a a y y

a a a z z

x y z x z

        

      
                  

            
     



.  

 :اي ان      3 2: : , , , , 2 3 , 2 2f x y z f x y z x y z x z         و هو التطبيق الخطي  

   .A للمصفوفة المرافق  

 لتكن المصفوفة :4مثال 3 2

1 0

0 1

1 1

A M 

 
    
   

 .ين التطبيق الخطيعf  للمصفوفة المرافقA  

بالنسبة للأساس القانوني  1, x للمجموعة  1 x  الأساس القانونيو 21, ,x x للمجموعة 2 x.  

بما أن 1 x ف ش على الحقل  وأساسه 1, x  و 2 x الحقلعلى  ف ش  و أساسه   

  21, ,x x فإنه يوجد تطبيق خطي وحيد    1 2:f x x  ومنه:   

    

        

    

2
1 0 1 0 1 0 1 2

0 00 0
0 0

1 1 1 1
1 1

2 2 2 0 1

2 2
0 1 2 0 1 0 1

: .1 . , , .1 . .

1 0

. 0 1 .

1 1

.1 . . .1 . .

P x x P x a a x a a f P x b b x b x

b ab b
a a

b A b b a
a a

b b b a a

f P x b b x b x a a x a a x

        

      
                                         

       

 

.  
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 :اي ان           2
1 2 0 1 0 1: : .1 . .f x x P x f P x a a x a a x       التطبيق الخطي و هو  

   .Aللمصفوفة  المرافق  

   خواص:

"ذو بعد منته IKف ش على الحقل 1V نليك  "n و  1 2 3, , ,..., nB v v v v 1 :أساس له، إذنdimV n.  

"ذو بعد منته  IKف ش على الحقل 2V ليكنو   "p و /
1 2 3, w , w ,..., w pB w  أساس له، إذن: 

2dimV p .  3 ليكنوV ف ش على الحقلIK  ذو بعد منته" "k  و 1 1 2 3, , , ..., kB u u u u أساس  

3dimV :إذن له،  k .  

 1  .     / / /B B B
B B BA B M f g M f M g    . معناه أن:  A B هي المصفوفة المرافقة للتطبيق  

      f g.   

2 ليكن :مثال    2:f   تطبيق خطي معرف بالشكل:      2, : , , 2x y f x y x y x      

IK ف ش على الحقل 2و      أساسه القانوني     1 21,0 , 0, 1B e e     المصفوفةو  

 :هي Bوفق الأساس القانوني fالمرافقة للتطبيق     
 2,2

1 1

2 0
B
BA M f

  
    

.  

2 ليكنو      2:g   تطبيق خطي معرف بالشكل:      2, : , , 2x y g x y x y x y       

IK ف ش على الحقل 2و      أساسه القانوني     1 21,0 , 0, 1B e e     المصفوفةو  

 :هي Bوفق الأساس القانوني gالمرافقة للتطبيق     
 2,2

1 1

2 1
B
BB M g

  
     

. 

   :الطريقة الأولى لحساب مجموع مصفوفتين -  

         
     2,2 2,2 2,2

1 1 1 1 2 2

2 0 2 1 4 1
B B
B BA B M f M g

          
                   

 .  
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   ( نقوم بجمع التطبيقين) :الطريقة الثانية لحساب مجموع مصفوفتين -  

 :لدينا       2 2:f g   تطبيق خطي معرف بالشكل:  

                  
     

2, : , , ,

, 2 , 2 2 2 ,4

x y f g x y f x y g x y

x y x x y x y x y x y

     

       


.  

المصفوفة المرافقة للتطبيق      f g ساس القانونيوفق الأBهي:  

            
 2,2

2 2

4 1
B
BA B M f g

  
       

 .  

 2  .     / /

, . . .B B
B BIK A M f M f       .معناه أن: . A هي المصفوفة المرافقة  

للتطبيق         . f.  

 3  . /

0 0B
B IKM f  .0 :حيثIK 0هي المصفوفة الصفرية المرافقة للتطبيق المعدوم 0f  .  

 4  .       /
1 1

/

B BB
B B B

B A M g f M g M f   . أي أن:  B A هي المصفوفة المرافقة  

للتطبيق        g f تساوي B لمصفوفة المرافقة للتطبيقاg ضرب A المصفوفة المرافقة  

  .fللتطبيق       

2ليكن :مثال       3:f   تطبيق خطي معرف بالشكل:      2, : , , ,x y f x y x y y x     

IK ف ش على الحقل 2و           أساسه القانوني     1 21,0 , 0, 1B e e     3 و  ف  

، أساسه القانوني  ش على الحقل              /
1 2 31,0,0 , 0, 1,0 , 0,0, 1B e e e       .  

 :هيBفق الأساس القانونيو fالمرافقة للتطبيقالمصفوفة          
 

/

3,2

1 1

0 1

1 0

B
BA M f

  
    
  

.   

3 و ليكن         2:g   تطبيق خطي معرف بالشكل:   

               3, , : , , , 2x y z g x y z x y x y     المرافقة للتطبيق المصفوفة. وg وفق الأساس  

 :هيBالقانوني         
 

/

2,3

1 1 0

2 1 0
B

B
B M g

  
     

.  
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: داء مصفوفتينـالطريقة الأولى لحساب ج -               /

/. .B B B
B B B

B A M g f M g M f .  

  :اي ان               
 

 
 2,3 2,2

3,2

1 1
1 1 0 1 2

. . 0 1
2 1 0 2 3

1 0

B
BB A M g f

  
                      

 .  

  (تركـيــب تطبيقين) :الطريقة الثانية لحساب جداء مصفوفتين -         

 :دينال            2 2:g f    تطبيق خطي معرف بالشكل :   

               
          
        

2
1 2 3

1 2 1 2

, : , , , , , ,

, 2 , 2 2 , 2 3 .

x y g f x y g f x y g x y y x g t t t

t t t t x y y x y y x y x y

               
          

 
.  

المرافقة للتطبيقالمصفوفة             g f فق الأساس القانونيوBهي:   

            
 2,2

1 2
.

2 3
B
BB A M g f

  
     

.  

 5 .nI المرافقة للتطبيق الحيادياو الوحدة المصفوفة الحيادية  هي VId. 

1ليكن  نتيجة: 2:f V V و تطبيق خطي /B
BA M f المصفوفة المرافقة للتطبيقfإن.:      

   )f  ( تقابلي   

المصفوفة (    /B
BA M f 1 المصفوفة المرافقة للتطبيقو قابلة للقلبf   هي /

1 1B

B
A M f .(  

  ال):ــقـتـنور (الإـبـمصفوفة الع. 3- 1

"ذو بعد منته IKف ش على الحقل 1V ليكن  "n و 1 2 3, , ,..., nB v v v v   و /
1 2 3, w , w ,..., wnB w   

  .  لهيين ساسا  

 :نإف 1Vأساس للفضاء الشعاعي B/بما أن  1i i n
w

 
للأشعةهو مزج خطي   1 2 3, , ,..., nv v v v أي:   

                                           

1 1 1 11 1 21 2 31 3 1

2 1 2 21 1 22 2 32 3 2

. . . .... .

. . . .... .

.............................................................................

.........................................

n n

n n

w V w a v a v a v a v

w V w a v a v a v a v

      

      

1 1 1 2 2 3 3

....................................

.............................................................................

. . . .... .n n n n n n n nw V w a v a v a v a v      

  .  
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 :فإن المصفوفة  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n

n n n n

a a a

a a a
P M IK

a a a



 
 
   
  
 




   


  من ''او الانتقال  مصفوفة العبور'' تسمى  

 الأساس  1 2 3, , ,..., nB v v v v إلى الأساس /
1 2 3, w , w ,..., wnB w      .  

3 ليكن  :1مثال
1V  ف ش على الحقلIK   و 1 2 3, ,B e e e  و  ه القانونيأساس  

            /
1 2 31, 1, 1 , 2, 1,0 , 3,0, 0B w w w          اخر له . و منه أساس:    

                  
   
         

1 1 1 11 1 21 2 31 3

1 11 21 2 31 11 21 31

11 21 31

1, 1, 1 1, 1, 1 . . .

1, 1, 1 . 1,0,0 . 0, 1,0 . 0,0, 1 , ,

1 , 1, 1.

w V w a e a e a e

w a a e a a a a

a a a

            

          

      

 .  

                 
   
         

2 1 2 12 1 22 2 32 3

2 12 22 2 32 12 22 32

12 22 32

2, 1,0 2, 1,0 . . .

2, 1,0 . 1,0,0 . 0, 1,0 . 0,0, 1 , ,

2 , 1, 0.

w V w a e a e a e

w a a e a a a a

a a a

          

         

     

  .  

                   
   
         

3 1 3 31 1 32 2 33 3

3 31 32 2 33 31 32 33

31 32 33

3,0,0 3,0,0 . . .

3,0,0 . 1,0,0 . 0, 1,0 . 0,0, 1 , ,

3 , 0, 0.

w V w a e a e a e

w a a e a a a a

a a a

        

        

    

 .  

   :هي B/إلى الأساس Bمن الأساس مصفوفة العبور او الانتقالومنه  

     

   

/

1 2 3 1 2 3

11 12 13

21 22 23

31 32 33 3,33,3

1 2 3

1 1 0

1 0 0

B
B

w w w w w w

a a a
P M

a a a

a a a

   
              
       

 .                             

   :2مثال

 ليكن     1 21, 2 , 1, 1B v v       2 أساس للمجموعة على الحقلIK ،   

       /
1 22, 1 , 2, 3B w w       على الحقلة أساس أخر لنفس المجموع IK ،   

   :لدينا ان  
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   
       

2
1 1 1 11 1 21 2

1 11 21 11 21 11 21

11 21

11 21
11 21

2, 1 2, 1 . .

2, 1 . 1, 2 . 1, 1 , 2

2
1 , 3.

2 1

w V w a v a v

w a a a a a a

a a
a a

a a

          

            

          



  .  

                         

   
       

2
2 1 2 12 1 22 2

2 12 22 12 22 12 22

12 22

12 22
12 22

2, 3 2, 3 . .

2, 3 . 1, 2 . 1, 1 , 2

2
1 , 1.

2 3

w V w a v a v

w a a a a a a

a a
a a

a a

          

            

          



  .  

  :هي B/إلى الأساس Bمن الأساساو الانتقال  ومنه مصفوفة العبور 

         
   

/
1 2 1 2

11 12

21 22 2,22,2

1 1

3 1

B
B

w w w w

P M a a

a a

   
          

      

.             

   ( المسالة العكسية ) :3مثال

 لتكن 

 

1 2

2,2

1 4

1 2

v v

P

 
    
   

 مصفوفة العبور من الأساس القانوني     1 21,0 , 0, 1B e e      إلى

الأساس  /
1 2,B v v 2 لفضاءل على الحقلIK ، أوجد أشعة الأساس /

1 2,B v v .  

  :لدينا ان 
         

2
1 1 1 11 1 21 2

1 11 21 11 21 1 11 21

. .

. 1,0 . 0, 1 , , 1 , 1 .
P

v V v a e a e

v a a a a v a a

    

         



.  

         

2
2 1 2 12 1 22 2

2 12 22 12 22 2 12 22

. .

. 1,0 . 0, 1 , , 4 , 2 .
P

v V v a e a e

v a a a a v a a

    

         



  

 .  

   ملاحظات:

  الحيادي هي المصفوفة المرافقة للتطبيق B/إلى الأساس Bمن الأساس Pمصفوفة العبور.  1 

    
1VId  وبما أن التطبيق الحيادي

1VId تقابلي فإن: P 1 :قابلة للقلب إذنP  موجودة و هي بذلك  

               .Bإلى الأساس B/مصفوفة العبور من الأساس       
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  مصفوفة العبور من الأساس 2مثالوجدنا في ال. ) 2( نأخذ المثال :مثال

     1 21, 2 , 1, 1B v v       إلى الأساس    /
1 22, 1 , 2, 3B w w      هي  

        
   

/
1 2 1 2

11 12

21 22 2,22,2

1 1

3 1

B
B

w w w w

P M a a

a a

   
          

      

 .  

 :ولدينا  
   

/

1 2 1 2
1

11 12

21 22 2,22,2

1
. 3 1

4
1 1

B

B

v v v v

P M a a

a a



   
                     

 .  

1 :من ان (يمكن التأكد   1
2. .P P P P I   (.  

من الأساس  لنبحث عن مصفوفة العبور -    /
1 22, 1 , 2, 3B w w       إلى الأساس  

      1 21, 2 , 1, 1B v v      . ان لدينا:   

                          
   
       

2
1 1 1 11 1 21 2

1 11 21 11 21 11 21

11
11 21 11 21

11 21 11 21
21

1, 2 1, 2 . .

1, 2 . 2, 1 . 2, 3 2 2 , 3

3
2 2 1 2 2 1 4 .

3 2 2 6 4 1

4

v V v a w a w

v a a a a a a

aa a a a

a a a a
a

          

            

                            




  .  

  
   
       

2
2 1 2 21 1 22 2

2 21 22 21 22 21 22

21
21 22 21 22

21 22 21 22
22

1, 1 1, 1 . .

1, 1 . 2, 1 . 2, 3 2 2 , 3

1
2 2 1 2 2 1 4 .

3 1 2 6 2 1

4

v V v a w a w

v a a a a a a

aa a a a

a a a a
a

          

            

                            




  .  

   :هيBإلى الأساس B/من الأساساو الانتقال  ومنه مصفوفة العبور 

      
   

/

1 2 1 2
1

11 12

21 22 2,22,2

1
. 3 1

4
1 1

B

B

v v v v

P M a a

a a



   
                     

.  

"ذو بعد منته IKف ش على الحقل 1Vليكن.  2  "n و 1 2 3, , ,..., nB v v v v   و  
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      /
1 2 3, w , w ,..., wnB w لدينا لهيين ساسا .:  

                           
 1 1 1 2 2 3 3 1

1 1 2 2 3 3

. . . .... . ;

. . . .... .

n n i i n

n n

v V v x w x w x w x w x

v y v y v y v y v

 
        

     


 .  

 بحيث:

1 1

2 2.

n n

y x

y x
P

y x

   
   
   
   
   
   

 
و  

1 1

2 2.t

n n

w v

w v
P

w v

   
   
   
   
   
   

 
 .  

   نظرية:

"ذو بعد منته IKف ش على الحقل 1V ليكن  "n و 1 2 3, , ,..., nB v v v v   و  

      1 1 2 3, w , w ,..., wnB w 2 ليكن،   لهيين ساساV ف ش على الحقلIK ذو بعد منته" "n و  

      /
1 2 3, , ,..., nB u u u u   و / / / / /

1 1 2 3, , ,..., pB u u u u بحيث،  لهيين ساسا P من مصفوفة العبور   

/ إلى الأساس B/مصفوفة العبور من الأساس Q و 1B إلى الأساس Bالأساس 
1B  ،و ليكن  

 1 2:f V V تطبيق خطي و A ة له بالنسبة للأساسـقـالمصفوفة المراف B 1 فيV الأساس و/B  

    :لدينا 2V في 
1

1 2
1 1 2 2

V VIdId fV V V V


   .  

             / / /
1 1

/
1 2 1 2 1 1

1 1

1 . .

B B B B
B V V V B B VB

B M Id f Id M Id M f M Id

B Q A P

 



   

 

 
 .  

  و أساسه IKف ش على الحقل 3و Bو أساسه القانوني IKف ش على الحقل 2ليكن   :مثال

2و ليكن  B/القانوني  3:f   تطبيق خطي معرف بالشكل:   

      2, : , , ,x y f x y x y x y   و.

 3,2

1 1

1 0

0 1

A

  
   
  

   .fالمصفوفة المرافقة للتطبيق الخطي 

و ليكن     1 1 21, 2 , 2, 3B v v       2 أساس أخر للفضاء ، إذن مصفوفة العبور من  
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 :هي 1B لى الأساسإ Bالأساس 
 2,2

1 2

2 3
P

  
    

و ليكن ،  

      /
1 1 2 31, 1, 1 , 2, 1,0 , 3,0,0B u u u          3أساس للمجموعة   

/إلى الأساس B/و منه مصفوفة العبور من الأساس
1B هي: 

 3,3

1 2 3

1 1 0

1 0 0

Q

   
    
  

.  

/و مصفوفة العبور من الأساس
1B إلى الأساس /B هي: 

 

1

3,3

0 0 3
1

. 0 3 3
3

1 2 1

Q

 
              

 .  

  :و لدينا
1

1 22 2 3 3V VIdId f


      .  

           / / /
1 1

/
1 2 1 2 1 1

1 1

1 . .

B B B B
B V V V B B VB

B M Id f Id M Id M f M Id

B Q A P

 



   

 

 
  .  

 :اي ان   
 

     

2,2
3,3 3,2

3,3 3,2 3,2

0 0 3 1 1
1 21

. 0 3 3 . 1 0 .
2 33

1 2 1 0 1

0 0 3 3 5 6 9
1 1

. 0 3 3 . 1 2 . 9 15
3 3

1 2 1 2 3 7 12

B

     
                               

         
                                          

 .  

  

   رتبة مصفوفة:. 1-4 

 لتكن      

1

2

1 2 3
3, , ,..., n

p n

p

A

A

AA A A A A M IK

A



 
 
 
   
 
 
 
 


 . 1 2 3, , ,....,i i i i i nA a a a a 1 :بحيث i p  و  

   

1

2

3

j

j

j

p j

a

a

a

a

 
 
 
 
 
 
 
 


1 :بحيث  j n  .  
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   :  و نرمز لها بـ A لمصفوفةهي رتبة التطبيق الخطي المرافق ل A رتبة مصفوفة تعريف: 

   rang A  .ونعرف كذلك:   1 2 3
1 2 3dim , , ,..., dim , , ,...,n

prang A A A A A A A A A .  

 لتكن  خواص: p nA M IK .  

 1  .     : t
p nA M IK rang A rang A    .    

   أسطرها) من  اوأعمدتها (سواء من  الاشعة دد ممكن منـأكبر عهي  A رتبة مصفوفة.  2 

 :ملاحظة(  .و الغير معدومة خطيا المستقلة           : 0 ,p nA M IK rang A Min p n     . (  

  .عند إستبدال عمود (أو سطر) بأخرA لا تتغير رتبة مصفوفة.  3 

  الأسطر) عبارة خطية او  عند إضافة إلى أحد الأعمدة ( A لا تتغير رتبة مصفوفة.  4 

  (مزج خطي) من أعمدة (أسطر) أخرى.        

                   

  ) ة ـيـلات أولـتحوي ( ين رتبة مصفوفة:ـيطريقة عملية لتع

 لتكن  p nA M IK .بإستخدام الخاصيتين  3  و 4 ر جميع عناصر العمود ـيـفـنقوم بتص

ر جميع عناصر العمود الثاني ـيـفـدا العنصر الأول ثم نقوم بتصـالأول (أو السطر الأول) ما ع
  دا العنصر الأول و الثاني ثم و هكذا .... ـ(أو السطر الثاني ) ما ع

  

   أسطرها)او من  أعمدتها (سواء من  الاشعةدد ــعتساوي  A رتبة المصفوفة نتيجة:

  .المتبقاةالمستقلة خطيا و الغير معدومة       

  . i الى العمود رقم iC و i الى السطر رقم iL :نرمز بـ ترميز:

 لتكن المصفوفة :1مثال
 2,2

1 1

1 3
A

  
    

  .A عين رتبة المصفوفة ، 

  :ستعمال التعريف)(بإ الطريقة الأولى

2 هو A التطبيق الخطي المرافق للمصفوفة -   2:f E F      يلي معرف كماال:   
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       
     

 2

2,2 2,1 2,1

1 1
, : , . . , 3

1 3 3

t
x x x y

x y f x y A x y x y
y y x y

         
                       

.   

2F( ف. ش . جزئي من fالتطبيق الخطيو منه صورة    ( يهالمستقلة خطيا  بالأشعةالمولدة:   

 

         
        

    
   

2

1 2 1 2

2
1 2

Im , : , , 3 : ,

, , 3 . 1, 1 . 1 , 3 : ,

. . ; 1, 1 , 1 , 3 : ,

1, 1 , 1 , 3

g f f x y F x y E x y x y x y

x x y y x y x y

v v v v x y

v v F

   

        

         

           

        

 







   .  

 :مستقلين خطيا. و بالتالي 2vو  1vالشعاعين  :حيث 

        2Im dim Im dim dim 2 .rang A rang g f g f F vecteur     .  

  ): Aالمصفوفة  أسطر من أعمدة أو اشعة سواء من ( ف ش ج المولد بواسطة الطريقة الثانية

 لتكن الأشعة 2 1, 3v     و 1 1, 1v    ليكن وV 2ف ش ج من المولد بواسطة  1 2,v v .  

 الأشعة هل 1 2,v v مستقلة خطيا ؟   

2v:   2و  1v لندرس الاستقلال الخطي للشعاعين -

?

1 2 ?

0
, : . . 0

0
v v


   



      
 

اي.:   

                
     
 
 

     

2

2 1 1

, : . 1, 1 . 1, 3 0 0,0

0 ... 1
2 0 0 0.

3 0... 2

   

 
  

 



         

       
 



 .   

 و منه 1 2,v v مستقلة خطيا فهي تشكل أساس للمجموعة V 1 :إذن 2,V v v   و  

    dim V 2 .rang A vecteur  .  

 يمكن إستعمال الخاصية ملاحظة: 2 دراسة الإستقلال الخطي مباشرة للجملة و 1 2,v v.  

   ): التحويلات الأوليةإستعمال ب(  الطريقة الثالثة

     2 10 11

2

1 2 1 2

1 3 0 1
L LL fixé

A A
L

      
          

  المصفوفة المتدرجةو من اعمدة  .



44 
 

  1 1 2

0 1
A

  
  

شعاعين  تحتوي على )مصفوفة مثلثية علوية ( هي  1 1,0v  


و   2 2, 1v   


   

 :مستقلين خطيا. و بالتالي    2 .rang A vecteur .  

الاول في  نقوم بتصفير جميع عناصر العمود الأول ماعدا العنصر الأول أي نقوم بتصفير العنصر
2 وذلك بإجراء المزج خطيالسطر الثاني  1L L  السطر الثاني نطرح منه السطر الأول نجد )

 السطر الثاني 0, 1  (، السطر الأول يبقى ثابت .  

هو السطر الذي يوجد فيه العنصر الذي نقوم بتصفيره أما باقي  السطر الذي يتغير ملاحظة:
  الأسطر فتبقى ثابتة.

  ) التحويلات الأوليةإستعمال طريقة  ( :2مثال

 :لتكن المصفوفتين
1

2

3

1 2

3 1

1 0

L

A L

L

  
    
  

و  

 

1 2 3

2,3

1 1 2

2 1 3

C C C

B

 
     
    

  . اوجد رتبة كل مصفوفة.

 :لدينا ان   0 ,rang A Min p n أي ان .:    0 3 , 2 2 .rang A Min vecteur   . 

       
1 1 1

0 1 2
2 1 2 2

3 1 3 2 3

1 2 1 2 1 2

3 1 3 0 5 0 5 .

1 0 0 2 5. 2 0 0

L fixé R K

A L L A R fixé A K

L L R R K

          
                   
             

 .  

المصفوفة المتدرجة  أسطرمن   الاشعةعــدد  :وبالتالي 2

1 2

0 5

0 0

A

  
   
 
 

المستقلة خطيا و الغير   

الشعاعين  :هي المتبقاةمعدومة  1 1, 2u   


و   2 0, 5u  


 :. و منه  2 .rang A vecteur .  

   :و بنفس الكيفية ان -

      0 ,rang B Min p n أي ان .:    0 2 , 3 2 .rang B Min vecteur   أي ان:   
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 

 

 

 

 

 

 

 

3 2

2 32 1

1 2 3 1 2 3
0 12

2,3 2,3

1 2 3 1 2 3
2 3

2,3 2,3

1 1 2 1 1 0

2 1 3 2 1 1

1 0 0 1 0 0

2 1 1 2 1 0

C C

R RT T

C C fixé C T fixé T T

B B

R R fixé R K K K

B B





   
             
           

   
           
          

 .  

عمدة المصفوفة المتدرجة أمن   الأشعةعــدد  :وبالتالي 
1 2 3

3 1 0 0

2 1 0

K K K

B

 
   
   

المستقلة خطيا و   

الشعاعين  :هي المتبقاةالغير معدومة  1 1, 2v   


و   2 0, 1v  


 :. و منه  2 .rang B vecteur.  

 لتكن المصفوفة :3مثال
1

2

3

1 1 1

1 2 1

2 3 3

L

A L

L

   
     
    

 :لدينا ان. Aاوجد رتبة المصفوفة  .

   0 ,rang A Min p n أي ان .:    0 3 , 3 3 .rang A Min vecteur  أي ان .:   

        
1 1 1

0 1 2
2 1 2 2

3 1 3 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 0 1 0 0 1 0

2 3 3 2 0 1 1 0 0 1

L fixé R T

A L L A R fixé A T

L L R R T

             
                    
                 

 .  

عمدة المصفوفة المتدرجة أمن اسطر او   الاشعةعــدد  :وبالتالي   
1

2
2

3

1 1 1

0 1 0

0 0 1

T

A T

T

   
   
  

  

من الاسطر  الاشعة :هي المتبقاةالمستقلة خطيا و الغير معدومة  1 1, 1, 1u    


و   2 0, 1,0u  


 

و 3 0,0, 1u  


من الاعمدة  او  1 1,0,0v  


و   2 1, 1,0v   


و  3 1,0, 1v   


  :و منه 

   3 .rang A vecteur.  

   لحساب مقلوب مصفوفة: Gauss او قــوص او غــوس وصــطريقة غ

لتكن   n nA M IK  و rang A n   . بإستخدام الخاصيتين 3  و 4  

 نقوم بتشكيل المصفوفة الموسعة nA I .1 لحسابA  نستعمل الخاصيتين )  3  و 4  من

  التالية: خواص الرتبة) نقوم بإحدى بالعمليات

  سطر (عمود) بأخر في نفس المصفوفة.مبادلة  .1
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   .إضافة سطر (عمود) إلى سطر (عمود) أخر .2

  .) إلى سطر (عمود) أخرللأعمدةإضافة مزج خطي للأسطر ( .3

  إجراء مزج خطي لسطر (لعمود) مع سطر (عمود) أخر. .4

الموسعة  مصفوفةالو في الأخير يجب أن نصل إلى  nI K المصفوفة حيث K هي المصفوفة  

  1K A.  

  .nIنجريها كذلك على المصفوفة الحيادية A ها على المصفوفةيالعملية التي نجر ملاحظة:

 لتكن المصفوفة :1مثال
 2,2

1 2

1 3
A

  
    

1A عين المصفوفة .  .  

 :وجدنا في مثال سابق أن  
? ?

2rang A vecteur m n   1 و منه المصفوفةA   موجودة  

نريد انطلاقا من  :. و منهوسة)ــكـعقابلة للقلب او  A :ان (أي  nA I  ان نصل الى nI K.  

        0 11 1

2 1 2

1 2 1 0 1 2 1 0

1 3 0 1 0 1 1 1

L fixé R
A A

L L R fixé

        
             

 
 

  المصفوفةنحصل على . 

المدرجة    1 1

2

1 2

0 1

R
A

R

  
   

  شعاعين من الاسطر ( تحتوي علىو هي مصفوفة مثلثية علوية  

مثلا   1 1, 2u   


و   2 0, 1u  


  المصفوفةو من خلالها نحسب رتبة مستقلين خطيا )  

  A. اي ان:   2rang A vecteur. ثم نواصل التحويلات الاولية التالية:   

                  

   

     

0 11 1 2

2 1 2

2 21 1
2

2

21 2 1 0 1 2 1 0

1 3 0 1 0 1 1 1

1 0 3 2 3 2

0 1 1 1 1 1

L fixé R R
A A

L L R fixé

K
A A I K K A

K


        
             

       
                

 
 






  .  

   :هي Aمقلوب المصفوفة  بالتاليو 
 

1

2,2

3 2

1 1
A   

    
 :ان د من ذلكـتأكنيمكن أن . 

?
1 1. . nA A A A I   و ذلك .: 

     

1 1
2

2,2 2,2 2,2

1 2 3 2 1 0
. . .

1 3 1 1 0 1
A A I A A          

                 
.  

   :2مثال
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 لتكن المصفوفة 
1

2

3

1 1 1

1 2 1

2 3 3

L

A L

L

   
     
    

Aاوجد مقلوب المصفوفة  . 1A  وسـطريقة غبإستعمال.   

 :وجدنا في مثال سابق أن  
? ?

3rang A vecteur m n   1 و منه المصفوفةA   موجودة  

نريد انطلاقا من  :. و منهوسة)ــكـعقابلة للقلب او  A :ان (أي  nA I  ان نصل الى nI K.  

   :لدينا ان 

    

   

   

1 1
0 1

2 1 2

3 1 3 2

1
1 3

2

3 2

1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0

1 2 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0

2 3 3 0 0 1 2 0 1 1 2 0 1

1 1 1 1 0 0 1 1 1

0 1 0 1 1 0 0 1 0

0 1 1 2 0 1 0 0 1

L fixé R

A L L A R fixé

L L R R

R

A R fixé A

R R

          
                
               

       
         
       

 
 
 
 



   

 

1 3

2

3

1 1 3
3 4

2 2

3 3

4

1 0 0

1 1 0

1 1 1

1 1 1 1 0 0 1 1 0 2 1 1

0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0

0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 0 2 1 1

0 1 0 1 1 0

0 0 1 1 1 1

T T

T

T fixé

K K K

A K A K

K fixé K fixé

A

  
   
    

            
               
             
     
    
     




 
 
 




 
1 2 1

5
2 2

3 3

1 0 0 3 0 1

0 1 0 1 1 0

0 0 1 1 1 1

S S N

S fixé A N

S N

    
        
      





 .   

1 :هوAمقلوب المصفوفة  :و بالتالي 

3 0 1

1 1 0

1 1 1

A

  
    
    

  :ان د من ذلكـتأكنيمكن أن . 

   
?

1 1. . nA A A A I   و ذلك .:   

   

     

1 1
3

3,3 3,3 3,3

1 1 1 3 0 1 1 0 0

. 1 2 1 . 1 1 0 0 1 0 .

2 3 3 1 1 1 0 0 1

A A I A A 

          
                   
                

.   

   المحددات: .1-5

حقلا و لتكن IKليكن تعريف المصفوفة المستخرجة: n nA M IK ،  نعرف المصفوفة

و نرمز لها  A من المصفوفة j و العمود iذلك بحذف السطر و A المستخرجة من المصفوفة

i  :بالرمز jA. 
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 لتكن المصفوفة :مثال

 

 3 3

3,3

1 2 1

3 1 1

4 1 2

A M 

   
      
    

. المصفوفة
 

 11 2 2

2,2

1 1

1 2
A M 

  
    

  

الأول وذلك بحذف السطر Aمن" المصفوفة المستخرجة " تسمى 1i   والعمود الأول 1j  .  

   دد:ـتعريف المح

  المصفوفة المربعة لتكنو  حقلا، IKليكن  n nA M IK و  : n nf M IK IK  طبيق يحققت  

   الشرطين:  

ت المصفوفة ذا كانإ.  1  11 11:a IK A a   فإن:   11f A a.   

 :المصفوفة من الشكل إذا كانت.  2  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n

n n n n

a a a

a a a
A M IK

a a a



 
 
   
  
 




   


   :فإن 

             
, 1

1
n

i j

i j i j
i j

f A a f A




   .  

IKحالة (  دد الحقيقيــالعبانه  A دد المصفوفةـمح fنسمي التطبيق    (و نرمز له بالرمز:   

 A او  dét Aونكتب تعريفا ان .:        
, 1

: 1 .
n

i j

n n i j i j
i j

A M IK dét A a dét A





     .  

  

   ملاحظات:

   :Aمن جهة اي عمود للمصفوفة  A. يمكن حساب محدد المصفوفة  1 

            
1

: 1 .
n

i j

n n i j i j
i

A M IK dét A a dét A





       وبأخذ j  قيمة اختيارية  

  . jالعبارة بحساب المحدد وفق العمود تسمى هذه     

   :Aة من جهة اي سطر للمصفوف A. و ايضا يمكن حساب محدد المصفوفة  2 

            
1

: 1 .
n

i j

n n i j i j
j

A M IK dét A a dét A





       وبأخذ i  قيمة اختيارية  
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  . iالعبارة بحساب المحدد وفق السطرتسمى هذه     

   :أمثلة

المصفوفة  . لتكن 1
 

 11 12

2 2
21 22 2,2

a a
A M

a a 

 
  
 

 منه: و     
, 1

1 .
n

i j

i j i j
i j

dét A a dét A




    .  

حساب المحدد وفق العمود الأول -   1j  :

 

 11 12 2 2

21 22 2,2

1j

A a a M

a a


 
 

  
 
 

 .  

      
             

21
1 1 1 2 1

1 1 11 11 21 21
1

11 22 21 12

1 1 1

.

j
i

i i
i

dét A a dét A a dét A a dét A

a a a a


  



           

    

 .  

 حساب المحدد وفق السطر الأول - 1i:  
 

 11 12

2 2
21 22 2,2

1 a ai
A M

a a 

 
  

 
 .  

  
             

21
1 1 1 1 2

1 11 11 12 12
1

11 22 12 21

1 1 1

.

i
j

j i j
j

dét A a dét A a dét A a dét A

a a a a


  



           

    

  .  

   :إن :خلاصة    11 12

11 22 21 12
21 22

. .
a a

dét A a a a a IK
a a

     .  

  

المصفوفة  لتكن . 2 

 

 
11 12 13

21 22 23 3 3

31 32 33 3,3

a a a

A a a a M

a a a


 
 

  
 
 

 منه: و   

            
3

, 1

1 .
i j

i j i j
i j

dét A a dét A




   .  

 حساب المحدد وفق السطر الأول  -   1i: 

 

 11 12 13

3 3
21 22 23

31 32 33 3,3

1i
a a a

A M
a a a

a a a



   
  
   
  
 

.  
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     

           
     

 

31
1

1
1

1 1 1 2 1 3

11 11 12 12 13 13

11 11 12 12 13 13

22 23 21 23 21 22

11 12 13
32 33 31 33 31 32

11 22 33 32 23 12 21 3

1

1 1 1

. . . . .

i
j

j i j
j

dét A a dét A

a dét A a dét A a dét A

a dét A a dét A a dét A

a a a a a a
a a a

a a a a a a

a a a a a a a a






  

    

           

       

       

  



   3 31 23 31 21 32 31 22. . . . .a a a a a a a  

 .   

  

    Sarrausاروســسطريقة  :طريقة خاصة 

  . " اروســطريقة س "تسمى" فـقـط   3n " من الدرجةلحساب محدد  طريقة خاصةهناك 

    
11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

a a a a a

dét A a a a a a

a a a a a

  .    

  طر مع إعطاءـقـة إنطلاقا من الـلـالأسطر المائ بإيجاد حاصل ضربنقوم   𝐴محدد لحساب 

  طر معـقـس الـكـالإشارة الموجبة في نهاية ناتج الضرب ثم حاصل ضرب الأسطر المائلة ع

  ثم جمع هذه العناصر نجد:  ،اتج الضربإعطاء الإشارة السالبة في نهاية ن

           
       

     
11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 22 13 32 23 11 33 21 12

. . . . . .

. . . . . . .

dét A a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

   

  
 .  

  المصفوفة المربعة لتكن :محدد مصفوفة خواص , n nA B M IK .  

 1  .  0dét A     اعمدة ( او اسطر) المصفوفةA مرتبطة خطيا .  

 2  .  0dét A     اعمدة ( او اسطر) المصفوفةA  مستقلة خطيا 
?

rang A n m    

  موجودة ) . 1Aقابلة للقلب (  Aالمصفوفة       

 فان: دومــمع A إذا كان أحد أعمدة (أو أسطر) المصفوفة.  3   0dét A   .  

  عبارة عن مزج خطي للأعمدة (للأسطر) أخرى A إذا كان أحد أعمدة (أو أسطر) المصفوفة.  4 
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  :) فإن سطريناو  ( تساوى عمودينأو إذا         0dét A   .  

 5  .     : t
n nA M IK dét A dét A   .   

 6  .         , : . . .n nA B M IK dét A B dét A dét B dét B A   .  

 7  .         , : . .
n rang A

n nIK A M IK dét A dét A   
     .  

 8  .   : 1 1 1 ... 1n n n n
n fois

I M IK dét I       .  

قابلة للقلب ( A إذا كانت.  9   0dét A  (فإن:       
1 1

:n nA M IK dét A
dét A





   .  

 10  .

   

         *

: ...

... ,

p
n n

p fois

p

p fois

A M IK dét A dét A A A

dét A dét A dét A dét A



 
        

 
 
      
 
 





 .  

  الأعمدة  عبارة خطية من دد عند إضافة إلى أحد الأعمدة (أو الأسطر)ـمة المحـيـلا تتغير ق.  11 

  . ( الأسطر) الأخرى         

المصفوفة المربعة  لتكن  :مثال    

 

 3 3

3,3

1 2 1

0 1 2

1 0 0

A M 

   
     
  

 منه: و   

     

       

                   
                     

         

1
1 2 1

1 2 0 2 0 1
0 1 2 1 . 2 . 1 .

0 0 1 0 1 0
1 0 0

1 . 1 . 0 0 . 2 2 . 0 . 0 1 . 2

1 . 0 . 0 1 . 1 1 . 0 2 . 2 1 . 1

0 4 1 4 1 3 0

i

dét A dét


   
                   

                 
               

           

  .   

   :ان و الثالث فنجد السطرين الثاني :  لأولا نضيف إلى السطر -  
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 

     

                   
                     

         

1 2 3 1

2

3

1 2 1 2 3 3

0 1 2 0 1 2

1 0 0 1 0 0

1 2 0 2 0 1
2 . 3 . 3 .

0 0 1 0 1 0

2 . 1 . 0 0 . 2 3 . 0 . 0 1 . 2

3 . 0 . 0 1 . 1 2 . 0 3 . 2 3 . 1

0 6 3 6 3 3 0

i
L L L

dét A dét L dét

L


          
            
       

   
      

 

                 
               

           

 .   

 بادلة عمود (سطر) بعمود (سطر) أخر و العكس نضرب قيمة المحدد في. عند م 12 1 .  

المصفوفة المربعة  لتكن :مثال 

 

 3 3

3,3

1 4 2

2 3 2

0 7 1

A M 

   
      
   

 منه: و   

   

       

                 
       

1
1 4 2

3 2 2 2 2 3
2 3 2 1 . 4 . 2 .

7 1 0 1 0 7
0 7 1

1 . 3 14 4 . 2 0 2 . 14 0

11 8 28 11 8 28 9 0

i

dét A dét


   
                         

                        
            

 .  

              

   :ان و العكس نجد بالعمود الثاني العمود الأول Aالمصفوفة  نستبدل في محدد -  

    

       

                     

   

       

           

1 2 3 2 1 3

11 4 2 4 1 2
1 .

2 3 2 3 2 2

0 7 1 7 0 1

2 2 3 2 3 2
1 . 4 . 1 . 2 .

0 1 7 1 7 0

1 . 8 11 28 1 . 9 9 0

i

C C C C C C

dét A dét dét


   
              
        
   

      
       

             
               

  .  
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  داءــيساوي ج  قطرية مصفوفة او سفليةمصفوفة مثلثية او  علوية ة مثلثيةفمصفودد . محـ 13 

  الرئيسي لها.  قطرالعناصر         

المصفوفة المربعة  لتكن :مثال   

 

 3 3

3,3

1 4 2

0 3 2

0 0 1

A M 

   
     
  

 حساب محدد . يمكن  

3i السطر الثالثوفق  Aالمصفوفة     1 العمود الاولالذي به اصفار او  وفقj  الذي به  

   منه: و، اصفار 

         
       

     

3 4 2 1 2 1 4
0 . 0 . 1 .

3 2 0 2 0 3

0 0 3 3 0

1 4 2

0 3 2

0 0 1

i

dét A


  

     
      

   

      

  
 

.  

  

1j العمود الاولاو وفق  -    الذي به اصفار:    

    
       

     

3
1 4 2

3 2 4 2 4 2
0 3 2 1 . 0 . 0 .

0 1 0 1 3 2
0 0 1

3 0 0 3 0

i

dét A


   
     

        
   

 

      

.  

                                             

 :فإن مثلثية علوية Aالمصفوفة ون ـــمن جهة اخرى كو  

             
1 4 2

0 3 2 1 . 3 . 1 3 0

0 0 1

dét A dét

   
           
  

 .  

   :لدينا ان . 14 
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11 12 1 1 1 1 1 11 12 1 11 12 1 1

21 22 2 2 2 1 2 21 22 2 21 22 2 2

1 2 1 1 2 1 2

.

j j n n j j n

j j n n j j n

n n n j n j nn nn n n n j n n n j nn

a a a b a a a a a a a b a

a a a b a a a a a a a b a

a a a b a a a a a a a b a










 



   
   

               
               

   

 .  

         

المصفوفة المربعة  لتكن :مثال  

 

 3 3

3,3

1 4 2

2 3 2

0 7 1

A M 

   
      
   

 ان . نعلم سابقا:  

      9 0dét A    لنحسب محدد المصفوفة. و A بإستعمال الخاصية  14 :فنجد  

                  

 
 

 
 
 

 
   

3,3

14

1 4 2 1 2 2 2

2 3 2 2 1 2 2

0 7 1 0 3 4 1

1 2 2 1 2 2

2 1 2 2 2 2 3 6 9 0

0 3 1 0 4 1

dét A dét

       
           
      

     
              

   

  .  

   :لدينا ان.  15 

      

11 12 1 1 1 1 11 12 1 1 1 1

21 22 2 2 1 2 21 22 2 2 1 2

1 2 1 1 2 1

, .

j n n j n n

j n n j n n

n n n j n n n n n n n j nn nn

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

IK

a a a a a a a a a a




 



 

 

 




   



 
 

           
           

 

 .  

   

المصفوفة المربعة  لتكن :مثال 

 

 3 3

3,3

1 4 2

2 3 2

0 7 1

A M 

   
      
   

 .  و ليكنIK لدينا ان ،:   
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       

                 
           

1
1 .4 2

.3 2 2 2 2 .3
2 .3 2 1 . .4 . 2 .

.7 1 0 1 0 .7
0 .7 1

1 . 3. 14. 4. . 2 0 2 . 14. 0

11. 8. 28. 11. 8. 28. . 9 . 0

i

dét A dét

dét A


 

 
 



   

       


  

                  
                        
             

  .  

  

  تطبيقات لحساب المحددات:. 1-5-1

  حساب مقلوب مصفوفة: . أ

  المصفوفة المربعةحقلا، و لتكن  IKليكن نظرية: n nA M IK .دينال:   

   0dét A     المصفوفةA  ) ( او عـكــوســة ) 1قابلة للــقــلــبA . ( موجودة  

  المصفوفة المربعةحقلا، و لتكن  IKليكن تعريف: n nA M IK بحيث:   0dét A .  

   :التالية بإحدى العبارات 1A :التي نرمز لها بالرمز و A نعرف مقلوب مصفوفة

        
   

1

t tAdj A C
A

dét A dét A
     او     

 
  
 

1

t t
Comatrice A Com A

A
dét A dét A

    او   

       
 

  
 

1

t t
Cofactore A Cof A

A
dét A dét A

   .  

بحيث:    1 . , , 1,2,3,....,
i j

i j i jC dét A i j n
    .  

  مصفوفة المساعدة( او  A للمصفوفة التقليدياو المساعد  قـبالمرافأحيانا  tC نسمي المصفوفة 

  :و نرمز لها بالرمز)  Aللمصفوفة  المحددات الصغرى مصفوفةاو  مصفوفة المرافقاتاو  

   Adj Aحيث .:    
11 12 13

21 22 23

31 32 33

C C C

Adj A C C C C

C C C

 
 

   
 
 

 .   

لتكن المصفوفة المربعة  :مثال

 

 3 3

3,3

2 2 1

0 1 1

4 0 1

A M 

   
     
   

  اوجد مقلوب المصفوفة .A.  
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  :Aلنحسب محــدد المصفوفة  -  

       

                 
       

1
2 2 1

1 1 0 1 0 1
0 1 1 2 . 2 . 1 .

0 1 4 1 4 0
4 0 1

2 . 1 0 2 . 0 4 1 . 0 4

2 8 4 2 2 0

i

dét A dét


   
                      

                       
           

 .  

بما ان    2 0dét A    المصفوفة  :فإنA  ) ( او عـكــوســة ) 1قابلة للــقــلــبA . ( موجودة  

 :حيث  
   

1

t tAdj A C
A

dét A dét A
   مع:   

11 12 13

21 22 23

31 32 33

C C C

Adj A C C C C

C C C

 
 

   
 
 

  و  

       1 . , , 1,2,3,....,
i j

i j i jC dét A i j n
    .  

  : لديناو  

    

 

     

     

     

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 1 1 2 1 3

11 12 13

2 1 2 2 2 3

21 22 23

3 1 3 2 3 3

31 32 33

1 1 0 1 0 1
1 . 1 . 1 .

0 1 4 1 4 0

2 1 2 1 2 2
1 . 1 . 1 .

0 1 4 1 4 0

2 1 2 1 2 2
1 . 1 . 1 .

1 1 0 1 0 1

C C C

Adj A C C C C

C C C

C C C

C C C

C C C

  

  

  

 
 

   
 
 

   
     

   

     
      

   

     
     

   

1 1 0 1 0 1

0 1 4 1 4 0
1 4 4

2 1 2 1 2 2
2 6 8

0 1 4 1 4 0
1 2 2

2 1 2 1 2 2

1 1 0 1 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     
                                                   

 .  

  :ومنه    
11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 4 4 1 2 1

2 6 8 4 6 2

1 2 2 4 8 2

t t

C C C

Adj A C C C C Adj A C

C C C

          
                     

              

.  
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 :نجد وبالتالي 
   

1

1 2 1
1

. 4 6 2
2

4 8 2

t tAdj A C
A

dét A dét A


   
                 

  :يمكن أن نتأكـد من ذلك ان . 

   
?

1 1. . nA A A A I   و ذلك .:   

                            

   

   

 

1

3,3 3,3

3,3 3,3

3,3

2 2 1 1 2 1
1

. 0 1 1 . . 4 6 2
2

4 0 1 4 8 2

2 2 1 1 2 1
1

. 0 1 1 . 4 6 2
2

4 0 1 4 8 2

2 0 0 1 0 0
1

. 0 2 0 0 1 0
2

0 0 2 0 0 1

A A

        
                         

        
                            

   
                  3,3

1
3 .I A A


  

 


 

  .  

   :n دراسة الاستقلال الخطي لجملة من الأشعة في  .ب

  :إذا كان -

1

2

3

n

n

nn

nn

a

a

av

a

 
 
 
 
 
 
 
 


 ، ، ... 

12

22

322

2n

a

a

av

a

 
 
 
 
 
 
 
 


 ، 

11

21

311

1n

a

a

av

a

 
 
 
 
 
 
 
 


   بحيث: 

   1 2 3, , ,..., nv v v v جملة من أشعة n فإنه لدينا:   

( تكون الجملة 1 2 3, , ,..., nv v v v مستقلة خطيا( ) 

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

, ,..., 0

n

n

n

n n n n

a a a

a a a
dét v v v

a a a

 




   


(.  

  

 لتكن الأشعة :مثال 1 2,0, 4v     ، 2 2, 1,0v     ، 3 1, 1, 1v      3من الفضاء .  

بين ان جملة الاشعة  -   1 2 3, ,v v v .مستقلة خطيا  

   :لنحسب محدد الجملة 
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                  

               

1 2 3

2

1 2 3

2 2 1 2 1 2 1 2 2
, , 0 . 1 . 1 .

0 1 1 0 1 4 1 4 0

4 0 1

0 1 . 6 1 . 8 0 6 8 2 0

i

v v v

dét v v v
        

       
     

 

              

 .  

 الجملة بالتاليو   1 2 3, ,v v v .مستقلة خطيا              

  المصفوفة الـكـيـفـيـةحقلا، و لتكن  IKليكن حساب رتبة مصفوفة:  . p nA M IK. أي:   

       

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

p p p n

a a a

a a a
A

a a a

 
 
   
  
 




   


 .  

p  :إذا كان.  1  n المصفوفة  :(أي عدد الأسطر يساوي عدد الأعمدة) فإنA  تصبح مصفوفة  

 إذن أول خطوة نقوم بها هي حسابمربعة.   dét A فإذا كان:   0dét A  فإن:  rang A n.  

 :نو إذا كا  0dét A  فإن:    1rang A n n    ،في هذه الحالة نقوم بإستخراج مصفوفة i jA 

, :بحيث 1, 2,3,....,i j n ذلك بحذف السطر وi و العمود j من المصفوفة A إحدى   :فإذا كان

 :مثلا ( ددات المصفوفات المستخرجة يختلف عن الصفرـمح 11 0dét A   (فإن:  

   1rang A n   و إذا وجدنا جميع المحددات تساوي صفر فإن:      1 2rang A n n     

  المصفوفةبحذف سطرين و عمودين من  في هذه الحالة نقوم بإستخراج مصفوفات أخرى و ذلك ، 

 A فإن فإذا كان إحدى محددات المصفوفات المستخرجة يختلف عن الصفر:    2rang A n . 

 :و إذا وجدنا جميع المحددات تساوي صفر فإن     2 3rang A n n    ......و هكذا  

  

المربعة  عين رتبة المصفوفة :مثال

1 1 1 1

1 2 2 1

3 5 5 3

3 5 5 3

A

    
     
    
 
    

 .   

 :لدينا .A نقوم بحساب محدد  : الخطوة الأولى  0dét A   لأن العمود الأول يساوي العمود الرابع

  :و منه  4 3rang A   .    
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i  نقوم بإستخراج مصفوفة:  الخطوة الثانية jA بحيث: , 1, 2,3, 4i j   السطرو ذلك بحذفi  و

iنلاحظ أن المصفوفاتA من المصفوفة jالعمود  jA بحيث: , 1, 2,3, 4i j   المستخرجة من

  :محدداتها تساوي الصفر لأنه في كل مرة نجد عمود أو سطر مكرر (مثلاAالمصفوفة

  12

1 2 3

3 5 3 0

3 5 3

A

  
    
  

 :منه و)  .    3 2rang A   .  

 :مثلا بحذف سطرين و عمودينو ذلك A : نستخرج مصفوفة من المصفوفةالخطوة الثالثة

 :فنجد العمودين الثالث و الرابعو  السطرين الثالث و الرابعنحذف 
 

1

2,2

1 1

1 2
A

  
   

   :إذن 

   1

1 1
1 0

1 2
dét A

 
   
 

   :بالتاليو مستقلة خطيا. 1Aمنه الاشعة  و  

       1 2rang A rang A vecteur .  

pإذا كان.  2 n  في هذه الحالة نقوم بإستخراج إحدى عدد الأعمدةأكبر من  عدد الأسطر(أي (

 مصفوفة مربعة iA حتى تصبح iو ذلك بحذف عدد من الأسطر A من المصفوفة  iA المصفوفات

 يختلف عن 1Aو لتكن مثلا ، فإذا كان محدد إحدى المصفوفات المستخرجة ، n من الدرجة

 :فإن الصفر   1rang A rang A n  ،  المستخرجة يساوي  جميع محددات المصفوفاتوإذا كانت

 :الصفر فإن   1rang A n n   ، في هذه الحالة نقوم بإستخراج إحدى المصفوفاتi jA  من

i حتى تصبح j و عمود iو ذلك بحذف عدد من الأسطر A المصفوفة jA من  مصفوفة مربعة

 الدرجة 1n  21 محدد إحدى المصفوفات المستخرجة و لتكن مثلا :فإذا كانA  يختلف عن

 :فإن الصفر     21 1rang A rang A n   ،  وإذا كانت جميع محددات المصفوفات المستخرجة

 :يساوي الصفر فإن     1 2rang A n n    ، ......و هكذا  

 عين رتبة المصفوفة :مثال  3 2

1 2

3 1

1 0

A M 

  
     
  

 .  

 :نعلم ان         0 3 , 2 2 .rang A Min vecteur  لدينا .: 
 

1

2,2

1 2

3 1
A

  
   

 مصفوفة مستخرجة

   :و لدينا ان A من المصفوفة 3iوذلك بحذف السطر الثالث  A المصفوفة من" مربعة" 
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   1

1 2
5 0

3 1
dét A

 
   
 

  :بالتاليو مستقلة خطيا. 1Aمنه الاشعة  و  

     1 2rang A rang A vecteur .  

                                        

p :إذا كان.  3  n  في هذه الحالة نقوم بنفس الخطواتعدد الأسطرأكبر من  عدد الأعمدة(أي (  

  السابقة فقط نستبدل كلمة سطر بعمود. 

 عين رتبة المصفوفة :مثال  
 

 2 3

2,3

2 1 1

0 2 1
A M 

   
    

. نعلم ان: 

   0 2 , 3 2 .rang A Min vecteur  لدينا .: 
 

1

2,2

2 1

0 2
A

  
  

" مربعة"  مصفوفة مستخرجة

3j العمود الثالثوذلك بحذف  A المصفوفة من  من المصفوفة A و لدينا ان:   

   1

2 1
4 0

0 2
dét A

 
   


  :بالتاليو مستقلة خطيا. 1Aمنه الاشعة  و  

     1 2rang A rang A vecteur .   
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     :ثانيالفصل ال

  حل جمل المعادلات الخطية 
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   :. مفاهيم عامة2-1

 المعادلات الخطية جملة، نسمي "  او  "  حقل تبديلي IKكنلي S ذات "n " و معادلة"m" 

   :كل جملة من الشكل ،  IKو بمعاملات من الحقلمجهول 

                         

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

31 1 32 2 33 3 3 3

1 1 2 2 3 3

. . . ... .

. . . ... .

: . . . ... .

. . . ... .

m m

m m

m m

n n n n m m n

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

S a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

    


    
     


     

      
 .  

 يمكن كتابة الجملة -   S  الشكل المصفوفي" على:  : .S A X b " يلي:  كما  

       

 

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 3 3 3

1 2 3

. . .

m

m

m

n n n nm m n

X bA

a a a a x b

a a a a x b

a a a aS x b A X b

a a a a x b

     
     
     
        
     
     

         





      




.  

 حيث: n mA M IK  للجملة "مصفوفة المعاملات"تسمى S ،و هي معطاة  

   1mX M IK يسمى شعاع المجاهيل للجملة S،  

    1nb M IK يسمى شعاع الطرف الثاني للجملة S و عناصره معطاة كذلك. 

 رتبة الجملة S: نسمي رتبة الجملة  S العدد المساوي لرتبة المصفوفة A نكتبو:   

                                 rang A rang S . 

  نميز الحالات التالية:يمكن أن   ملاحظات:

n  أ.  m )فإنعدد المجاهيليساوي  عدد المعادلات (:   rang S n  او  rang S n.  

nب.  m )فإن )عدد المجاهيلأقل من  عدد المعادلات:   rang S n  او  rang S n.   

n ج. m )فإن )عدد المجاهيلأكبر من  عدد المعادلات:   rang S m  او  rang S m.  

  



63 
 

 :جملة المعادلات الخطيةلتكن  :مثال 
2 2 1

: 3 0. 0

0. 1. 2 0. 1

x y z t

S x y z t

x y z t

     
    
     

.  

" الشكل المصفوفي"كتابة  :اولا  : .S A X b  )عدد المجاهيلل من ـأق عدد المعادلات (:   

       
2 2 1 2 1 1 2 1

: 3 0. 0 : 3 0 1 1 . 0 : .

0. 1. 2 0. 1 0 1 2 0 1

x
x y z t

y
S x y z t S S A X b

z
x y z t

t

 
               
                                     

 

 .

     حيث:
1

0

1

b

 
   
  

    ،

x

y
X

z

t

 
 
 
 
 
 

  ،
2 1 1 2

3 0 1 1

0 1 2 0

A

    
     
   

 .  

  . دراسة مجموعة الحلول2-2

  :اتتعريف

جملة المعادلات الخطيةل نسمي حلا -   S  شعاعكل  1 2 3, , ,..., nx x x x من nIK الذي يحقق" "n  

معادلة للجملة  S .  

نقول أن الجملة -   S 0 :إذا كان الطرف الثاني متجانسةb  .  

  الجمل المتكافئة:

  نقول عن جملتي معادلات خطية أنهما متكافئتان إذا كان لهما نفس مجموعة الحلول.

  عدد حلول جملة معادلات خطية:

 معادلات خطية جملة إذا كانت نظرية: S ـب: " "n  معادلات و" "m   مجاهيل على الشكل

المصفوفي : .S A X b الجملة :فإن  S :تقبل إما  

  . حل وحيدا.    

  . لا تقبل حلولب. 

  .ج. عدد لانهائي من الحلول  
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   :. طرق حل جمل المعادلات الخطية2-3

". حل جملة معادلات خطية ذات2-3-1 "n معادلة و" "n :مجهول    

"تتكون من خطيةنعتبر جملة معادلات   "n معادلة و" "n مجهول  1S  :   

                         

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

1 31 1 32 2 33 3 3 3

1 1 2 2 3 3

. . . ... .

. . . ... .

: . . . ... .

. . . ... .

n n

n n

n n

n n n n n n n

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

S a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

    


    
     


     

      
 .  

 يمكن كتابة الجملة -   1S  الشكل المصفوفي" على:  1 : .S A X b " يلي:  كما  

       

 

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 31 3 3

1 2 3

. . .

n

n

n

n n n nn n n

X bA

a a a a x b

a a a a x b

a a a aS x b A X b

a a a a x b

     
     
     
        
     
     

         





      




 . 

   

 لحل الجملة Cramerر ـــرامــطريقة ك .2-3-1-1  1S:   

  إذا كان عدد المعادلات يساوي عدد المجاهيل و رــرامــكـنقول عن جملة معادلات خطية أنها ل

  .ر معدومـيـمحدد المصفوفة المرافقة للجملة غ

 :ذا كانإ -  0dét A  الجملة :فإن 1S  ةمعطى بواسط اوحيد حلاتقبل هي جملة كــرامــر وهي  

  ر التالية:ــرامــقاعدة ك 

       n
nx





   ، ....،2

2x





  ،1
1x





.   

المستخرجة من الجملة A هو محدد المصفوفة  حيث  1S وi  هو المحدد المستخرج من

 A هو المحدد المستخرج من المصفوفة 1 :مثلا b بالعمود i بإستبدال العمود A المصفوفة

  .b بالعمود A بإستبدال العمود الأول في المصفوفة
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حل الجملة . 2-3-1-2 1S  "وب مصفوفةـلـبإستعمال مق ":    

 :إذا كان -    0dét A  المصفوفة  :فإنA 1 :( عـكـوسـة ) اي قابلة للقلبA  موجودة إذن:   

           
   1 1

1

1 1

. . . .

. . .n

S A X b A A X A b

I X A b X A b

 

 

   

   
 .   

 و بالتالي الجملة 1S  1 معطى بالشكل:  " داـــيــلا وحــح" تقبل.X A b .   

 :إذا كان ملاحظة:  0dét A  الجملة فإن  1S دد لانهائي من الحلول أو لا تقبل حلول. ــتقبل ع  

                     .رامر)ــكـ( يمكن تحويل الجملة ل 

   :مثال

  :المعادلات الخطية التاليةجملة لتكن   
1 2 3

2 1 2 3

1 2 3

3 2 14

: 3 2

2 5 2 2

x x x

S x x x

x x x

    
    
    

. 

     

 الشكل المصفوفي -   2 : .S A X b :يكتب على الشكل    

     



1

2 2

3

3 2 1 14

1 3 1 . 2 .

2 5 2 2
XA b

x

S x A X b

x

        
                 
              

 .  

حل الجملة  2S رـــرامــبإستعمال طريقة ك Cramer:    

و   عدد المجاهيليساوي  عدد المعادلات بما أن  22 0dét A   الجملة :فإن  2S رـرامـجملة ك  

 Cramer حلا وحيداتقبل هي  و  
1

2 1 2 3

3

, ,

t
x

X x x x x

x

 
   
 
 

   بالشكل: معطى 
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 

 2
2

3 14 1

1 2 1

442 2 2
2

22 22

x b z

x
dét A

  
  

   
    

   
  

 
 1

1

14 2 1

2 3 1

222 5 2
1

22 22

b y z

x
dét A

  
  

   
    

   
 .  

   
 

 3
3

3 2 14

1 3 2

1542 5 2
7

22 22

x y b

x
dét A

  
  

   
    

   
 .  

 حل الجملة 2S 1 وب مصفوفةـلـبإستعمال مقA:    

 :بما أن -    22 0dét A   المصفوفة  :فإنA 1 :( عـكـوسـة ) اي قابلة للقلبA  موجودة إذن:   

           
   1 1

2

1 1

. . . .

. . .n

S A X b A A X A b

I X A b X A b

 

 

   

   
   . 

 و بالتالي الجملة 2S  1 معطى بالشكل:  " داـــيــلا وحــح" تقبل.X A b.  

   :حيث  :" طريقة المصفوفة المرافقة"  بإستعمال  1A بحسلن 

     
   

1

t tAdj A C
A

dét A dét A
   مع:   

11 12 13

21 22 23

31 32 33

C C C

Adj A C C C C

C C C

 
 

   
 
 

  و  

       1 . , , 1,2,3
i j

i j i jC dét A i j
    .  

       و لدينا:  

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

3 1 1 1 1 3

5 2 2 2 2 5
1 4 11

2 1 3 1 3 2
9 8 11

5 2 2 2 2 5
5 2 11

2 1 3 1 3 2

3 1 1 1 1 3

C C C

Adj A C C C C

C C C

 
 

   
 
 

       
                                                         

 .  
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 :ومنه    
11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 4 11 1 9 5

9 8 11 4 8 2

5 2 11 11 11 11

t t

C C C

Adj A C C C C Adj A C

C C C

          
                     

              

.  

بالتالي نجد: و  
   

1

1 9 5
1

. 4 8 2
22

11 11 11

t tAdj A C
A

dét A dét A


   
                 

  :. يمكن أن نتأكـد من ذلك ان 

   
?

1 1. . nA A A A I   و ذلك .:   

                            

   

   

1

3,3 3,3

3,3 3,3

3,

3 2 1 1 9 5
1

. 1 3 1 . . 4 8 2
22

2 5 2 11 11 11

3 2 1 1 9 5
1

. 1 3 1 . 4 8 2
22

2 5 2 11 11 11

22 0 0
1

. 0 22 0
22

0 0 22

A A

        
                           

        
                              

 
              3 3,3

1
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

.I A A

 
    
  

 

  .  

1: و منه 

1 9 5
1

. 4 8 2
22

11 11 11

A

   
               

 .  

و بالتالي حل الجملة 2S معطى بالشكل :  

    
1

1
2

3

1 9 5 14 22 1
1 1

. . 4 8 2 . 2 . 44 2
22 22

11 11 11 2 154 7

x

X x A b

x



              
                                                             

.   

حل الجملةإذن   2S هو:    
1

2 1 2 3

3

, , 1, 2 , 7

t
x

X x x x x

x

 
       
 
 

 . 
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 حل الجملة. 2-3-1-3 1S سوــل غـويـتحستعمال بإ Gauss:  

 لتكن المصفوفة الموسعة / /A b للمصفوفة الموسعةاو المتدرجة  ئةـالمصفوفة المكاف A b 

 المصفوفة المطبق على سوـبتحويل غ A bعندئذ فإن حل الجملة ،  1S لحل الجملةئ افـمك   

  /
1S حيث :   / / /

1.A X b S .  

  ، نميز الحالات التالية:"  بةـرتـال" عتماد على لإو با

 :تإذا كانأ.     rang A rang A b n  الجملةن فإ 1S ادـيـوحلا ــملك حت.   

 :تإذا كانب.     rang A rang A b n  فإن الجملة 1S منته من الحلولـير تملك عدد غ.  

  :تإذا كانج.     rang A rang A b  فإن الجملة 1S حلول.ك لا تمل 

  لتكن جملة المعادلات الخطية التالية: :مثال 
1 2 3

2 1 2 3

1 2 3

3 2 14

: 3 2

2 5 2 2

x x x

S x x x

x x x

    
    
    

. 

     

 الشكل المصفوفي -   2 : .S A X b :يكتب على الشكل    

     



1

2 2

3

3 2 1 14

1 3 1 . 2 .

2 5 2 2
XA b

x

S x A X b

x

        
                 
              

.   

حل جملة المعادلات الخطية -   2S  سوـغ لــويـتحبطريقة Gauss:   

             :لدينا ان    

   

 

 

1
0

3 2 1

3 1

1
1

2

3 2

2

3 2 1 1 0 0 14

1 3 1 0 1 0 2 3

2 5 2 0 0 1 2 3 2

3 2 1 1 0 0 14

0 11 2 1 3 0 8

0 11 8 2 0 3 34

3 2 1 1 0 0 1

0 11 2 1 3 0

0 0 6 3 3 3

L fixé

A A I b L L

L L

R

A R fixé

R R

A

     
          
       

     
         
       
    

     
   

 
   

 
 
 
 
 
 
 

1

2

3

4

8 .

42

T

T

T

 
  
  

 .  
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او المتدرجة  ئةـالمصفوفة المكافانطلاقا من  -   2A للمصفوفة A:   

           
1

2 / / /
3 2

3

3 2 1 1 0 0 14

0 11 2 1 3 0 8

0 0 6 3 3 3 42

T

A A I b T

T

     
        
      

 
   

 
  و هي مصفوفة مثلثية علوية  

 :و بالتالي         2

3 2 1

0 11 2 3 . 11 . 6 198 0

0 0 6

dét A dét

   
           
  

   :. و منه 

عمدة المصفوفة المتدرجة أمن اسطر او   الأشعةعــدد  
1

2
2

3

3 2 1

0 11 2

0 0 6

T

A T

T

   
    
  

   المستقلة خطيا و 

 الأسطرمن  الأشعة :هي المتبقاةالغير معدومة  1 3, 2, 1u    


و   2 0, 11, 2u   


و  3 0,0, 6u  


 

 الأعمدةاو من  1 3,0,0v  


و   2 2, 11,0v   


و  3 1, 2, 6v    


  :من الواضح أنو .  

     / / 3 .rang A rang A b n vecteur  .  و منه الجملة 2S تقبل حلا وحيدا.  

للجملةاو المتدرجة الجملة المكافئة و  2S :هي   

             
 
 
 

1 2 31
/

2 2 2 1 2 3

3 1 2 3

3 2 14.... 13 2 1 14

0 11 2 . 8 : 0. 11 2 8..... 2

0 0 6 42 0. 0. 6 42... 3

x x xx

S x S x x x

x x x x

            
                   
                

.  

من المعادلة :إذن لدينا  3 3   :ان نجد

42
7

6
x


 


 في المعادل 3x نعوض  ،  2 ان نجد:   

   1 2 2 2

22
0. 11 2 7 8 11 8 14 22 2

11
x x x x


               


   3xو  2xثم نعوض،   

في المعادلة 1 ان نجد:       1 1 1

3
3 2 2 7 14 3 14 4 7 3 1

3
x x x


                


.  

حلول الجملةبالتالي و   2S هي المجموعة:  1 2 31 , 2 , 7S x x x       .  

ن تقوم بنفس المزج الخطي الذي أجريناه و لكن المهم أن تصل إلى ليس بالضرورة بأ ملاحظة:
 نفس النتائج.
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. :الجملة الخطية المتجانسةإن الشرط الكافي و اللازم لكي تقبل  نظرية: 0A X   ذات" "n  معادلة  

"و  "n 0( افهةــر تـيــمجهول حلول غX  (هو أن يكون:   0dét A .  

"حل جملة معادلات خطية ذات. 2-3-2 "n و معادلة "m" :مجهول    

 المعادلات الخطية جملةلتكن  3S ذات " "n  معادلة و"m" مجهول:    

                         

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

3 31 1 32 2 33 3 3 3

1 1 2 2 3 3

. . . ... .

. . . ... .

: . . . ... .

. . . ... .

m m

m m

m m

n n n n m m n

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

S a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

    


    
     


     

      
 .  

 يمكن كتابة الجملة -   3S  الشكل المصفوفي" على:  3 : .S A X b " يلي:  كما  

       

 

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 33 3 3

1 2 3

. . .

m

m

m

n n n nm m n

X bA

a a a a x b

a a a a x b

a a a aS x b A X b

a a a a x b

     
     
     
        
     
     

         





      




.  

  

  :ر)ــرامــملة الى جملة كـجالويل ـ( تح لــطريقة الح .2-3-2-1

   :محددها غير معدوم  و نرمز له بالرمز rA ةـلـبدي مربعة مصفوفة A نستخرج من المصفوفة 

 r نبحث عن أعلى رتبة ممكنة للمصفوفة) A( و ذلك بحذف أسطر و أعمدة من المصفوفة A  

  :حيث 

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

r

r

rr

n n n nr

a a a a

a a a a

a a a aA

a a a a

 
 
 
 
 
 
 
 





    


  .  

، نسمي المجاهيل A المستخرجة من المصفوفة rA عبارة عن رتبة المصفوفة المربعة r لعددا

  ففي هذه"  بالوسائط " فيما تسمى المجاهيل المتبقية " بالمجاهيل الرئيسية "rAالموافقة للأعمدة
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الحالة تتحول الجملة  3S ر ـــرامــالى جملة ك /
3S بمصفوفةrA من r و   معادلةr  ،مجهول

فهي إذا تقبل حلا وحيدا، فإذا كان هذا الحل يحقق كل معادلات الجملة  3S ل فنقول أن الجملة تقب

حلول و إذا كان هذا الحل لا يحقق معادلة واحدة على الأقل من الجملة 3S فنقول الجملة 3S  لا

 تقبل حلول. 

المحدد الرئيسي (هو محدد المعادلات الرئيسية) و تدعى المعادلات غير الرئيسية  rيدعى -

  .لها  تستعمل كوسائطـيـالرئيسي و مجاهالمعادلات التي لا تدخل في تشكيل المحدد 

جملة المعادلات الرئيسية أي المحدد  ر رئيسية منسجمة مع ـيـيجب أن تكون كل معادلة غ -
     يساوي الصفر. b المتكونة أعمدته من عوامل المجاهيل الرئيسية و العمود

. نقول أن الجملة الخطية ملاحظة: 0A X   ذات" "n  معادلة  

   . 0b :إذا كان متجانسةبأنها  مجهول "m"و 

A. الجملة الخطيةلكي تقبل  نظرية: X b  ذات" "n و معادلة"m" يكفي و يلزم أن  ولـلــح مجهول

   لرئيسية.ر رئيسية منسجمة مع جملة المعادلات اـيـتكون كل معادلة غ

  ( عدد المجاهيل أكبر من عدد المعادلات) :1مثال

 :المعادلات الخطية جملةلتكن  
 
 
 

1 2 3 4

4 1 2 3 4

1 2 3 4

1 .... 1

: 2 2 .... 2

3 5 3 5 .... 3

x x x x

S x x x x

x x x x

    


    
     

 .   

  ."عدد المعادلات"أكبر من  "عدد المجاهيل"لاحظ  هنا ان  -

 الشكل المصفوفي - 1 4 : .S A X b :يكتب على الشكل    

     
 
 
 




1
1 2 3 4

2
4 1 2 3 4

3

1 2 3 4
4

1 .... 1 1 1 1 1 1

: 2 2 .... 2 1 2 1 1 . 2 .

3 5 1 3 53 5 3 5 .... 3
bA

X

x
x x x x

x
S x x x x A X b

x
x x x x

x

                                                         

.   

  :على رتبة الجملة ) ( بالاعتماد  ر ـــــرامــكــ. تحويل الجملة ل2 

  :(رتبة المصفوفة هي رتبة الجملة) A لنبحث عن رتبة المصفوفة     
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1  لدينا: 

1 1 1

2 1 1 0

5 1 3
jB 

  
    
  

  ،2

1 1 1

1 1 1 0

3 1 3
jB 

  
    
  

  ،3

1 1 1

1 2 1 0

3 5 3
jB 

  
    
  

 ،  

 4

1 1 1

1 2 1 0

3 5 1
jB 

  
    
  

  .  

4jB حيث:    ،3jB   ،2jB   ،1jB  هي مصفوفات مستخرجة من المصفوفة A  ذلك بحذف في و

 :وبما أن جميع محدداتها تساوي الصفر فإن كل مرة عمود،  3 2rang A   .إذن نستخرج  

 و ذلك بحذف عمودين A مصفوفة أخرى من المصفوفة  3, 4j j  و سطر 3i  مثلا  و لتكن  

 
 

2

2,2

1 1

1 2
A

  
    

 :و لدينا  2 2

1 1
1 0

1 2
dét A

 
     

 
.   

 المعادلة الثالثةأما  الثانيةو  ىالمعادلة الأولهما  "لمعادلتين رئيسيتين "هو المحدد الرئيسي 2 و

  هما ر الرئيسينـيـالمجهولين غو  2xو  1x هما المجهولين الرئيسين :إذن ر رئيسيةـيـمعادلة غفهي 

 3x  4وx  ، منسجمة"  ر رئيسيةـيـالمعادلة الثالثة الغ" . و لدينا كذلك "وسائطـك" يتم إستعمالهما  

 :و الثانية) لأن ىالمعادلتين الرئيسيتين ( الأول مع  
1 1 1

1 2 2 0

3 5 5

  
   
  

 .   

  إذن تتحول الجملة  4S ةـئــر المكافــرامــلجملة ك  / /
4 2: .S A X b 1بحيث نعتبرx  2وx  

  " كوسائط " ،  يتم إستعمالهما 4xو  3xهما"  المجهولين غير الرئيسين" و "  مجاهيل أساسية" 

 :و لدينا 

     
     1 2 3 4 3 41/ / /

4 2 4
3 421 2 3 4

1 .... 1 11 1
: . : .

21 22 2 .... 2

x x x x x xx
S A X b S

x xxx x x x

                                 
. 

  :لها معطى بالشكلـح
 

3 4

1 3 4
1 3 4

2

1 1

2 2
3 .

1

b y

x x

x x
x x x

dét A

   
    

    
  

.  
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 

3 4

2 3 4
2 3

2

1 1

1 2
1 2 .

1

x b

x x

x x
x x

dét A

   
    

    
  

 .  

 للجملة  في المعادلة الثالثة 2xو  1xنعوضو   4S ان نجد:   

            
?

1 2 3 4 3 4 3 3 4

3 4 3 3 4

3 .... 3 5 3 5 3 3 5 1 2 3

9 3 5 10 3 5

x x x x x x x x x

x x x x x

              

      
 .  

 الحلول للجملةوبالتالي مجموعة  إذن محققة    4S هي المجموعة:   

      3 4 3 3 4 3 43 , 1 2 , , : ,S x x x x x x x     .                 

  دد المجاهيل )ـل من عــدد المعادلات أقـ( ع :2مثال

 لتكن جملة المعادلات الخطية:  
 
 
 

1 2 3 4

5 1 2 3 4

1 2 3 4

2 1 .... 1

: 2 1 .... 2

2 5 5 .... 3

x x x x

S x x x x

x x x x

    


    
     

  .  

  .  "عدد المجاهيلاقـــل من " "عدد المعادلات"لاحظ  هنا ان  -

 الشكل المصفوفي -1  5 : .S A X b :يكتب على الشكل    

       
 
 
 




1
1 2 3 4

2
5 1 2 3 4

3

1 2 3 4
4

2 1 .... 1 1 2 1 1 1

: 2 1 .... 2 1 2 1 1 . 1 .

1 2 1 5 52 5 5 .... 3
bA

X

x
x x x x

x
S x x x x A X b

x
x x x x

x

                                                        

.  

  :على رتبة الجملة ) بالاعتماد(   ر ـــــرامــكــالجملة ل. تحويل 2 

   :(رتبة المصفوفة هي رتبة الجملة) A لنبحث عن رتبة المصفوفة     

1  لدينا:   

2 1 1

2 1 1 0

2 1 5
jA 

  
    
  

  ،2

1 1 1

1 1 1 0

1 1 5
jA 

  
    
  

  ،3

1 2 1

1 2 1 0

1 2 5
jA 

  
    
  

 ،  
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 4

1 2 1

1 2 1 0

1 2 1
jA 

  
    
  

4jA حيث:.     ،3jA   ،2jA   ،1jA  هي مصفوفات مستخرجة من  

   :فإن و ذلك بحذف في كل مرة عمود، وبما أن جميع محدداتها تساوي الصفر A المصفوفة  

     3 2rang A  .   

 و ذلك بحذف عمودين A أخرى من المصفوفةمصفوفة  إذن نستخرج  1, 2j j  و سطر  

  3i  مثلا  و لتكن
 2,2

1 1

1 1
B

  
    

 :و لدينا  2

1 1
2 0

1 1
dét B

 
     

 
.  

 ثةالمعادلة الثالأما  الثانيةو  المعادلة الأولىهما  "لمعادلتين رئيسيتين "هو المحدد الرئيسي 2و  

  هما المجهولين غـيـر الرئيسينو  4xو  3x هما المجهولين الرئيسين :إذن معادلة غـيـر رئيسيةفهي 

 1x  2وx  ، منسجمة"  المعادلة الثالثة الغـيـر رئيسية" . و لدينا كذلك "كـوسائط" يتم إستعمالهما  

 :مع المعادلتين الرئيسيتين ( الأولى و الثانية) لأن  
1 1 1

1 1 1 0

1 5 5

  
   
  

 .   

  إذن تتحول الجملة  5S ةـئــر المكافــرامــلجملة ك  / /
5 : .S B X b 3بحيث نعتبرx  4وx  

  " كوسائط " ،  يتم إستعمالهما 2xو  1xهما"  المجهولين غير الرئيسين" و "  مجاهيل أساسية" 

 :و لدينا 

     
     3 4 1 2 3 1 2/ / /

5 5
4 1 23 4 1 2

1 2 .... 1 1 21 1
: . : .

1 21 11 2 .... 2

x x x x x x x
S B X b S

x x xx x x x

                                   
.  

  :لها معطى بالشكلـح 
   

1 2

1 1 2
3 1 2 1 2

1 2 1

1 2 1 1
2 4 2 .

2 2

b y

x x

x x
x x x x x

dét B

   
                   

.  

                                                        
 

1 2

2 1 2
4

1 1 2

1 1 2 2
1.

2 2

x b

x x

x x
x

dét B

   
     

    
   

.   
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 للجملة  في المعادلة الثالثة 4xو  3x نعوضو  5S ان نجد:   

            
?

1 2 3 4 1 2 1 2

1 2 1 2

3 .... 2 5 5 2 2 5 1

2 2 5 5.

x x x x x x x x

x x x x

           

     
 .  

 الحلول للجملةوبالتالي مجموعة  إذن محققة   5S هي المجموعة:   

         1 2 1 2 1 2, , 2 , 1 : ,S x x x x x x     .                                              

   دد المجاهيل )ـر من عـبـدد المعادلات أكـع(  :3مثال

 :جملة المعادلات الخطية التاليةلتكن   
 
 
 

6

2 3 3 ..... 1

: 2 5 ..... 2

3 2 7..... 3

x y

S x y

x y

   

   
   

  .  

  .  "عدد المجاهيلاكــبــر من " "عدد المعادلات"لاحظ  هنا ان  -

 الشكل المصفوفي -1  6 : .S A X b :يكتب على الشكل    

       
 
 
   

 
 

6

2,1
3,2 3,1

2 3 3 ..... 1 2 3 3

: 2 5 ..... 2 1 2 . 5 .

3 2 73 2 7..... 3
X

A b

x y
x

S x y A X b
y

x y

         
                                   

 

.  

  :حيث  

 3,1

3

5

7

b

 
   
  

     ،
 2,1

x
X

y

 
  
 

   ،

 3,2

2 3

1 2

3 2

A

  
    
   

 .  

          
  :عتماد على رتبة الجملة )( بالإ  رـــرامـــكــتحويل الجملة ل  .2 

  :(رتبة المصفوفة هي رتبة الجملة) A لنبحث عن رتبة المصفوفة

 :أن بما 3 2A M   فإن:    0 3 , 2 2 .rang A Min vecteur   ، مصفوفة إذن نستخرج   

 الثالث سطرالو ذلك بحذف  A أخرى من المصفوفة 3i  مثلا  و لتكن
 2,2

2 3

1 2
B

  
    

  و 

 :لدينا  2 3
7 0

1 2
dét B

 
   
 

ن اذ.   2rang B  .  
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  :و منه    2rang A rang B  رتبة المصفوفة ) Aهي رتبة المصفوفة المستخرجة B( .  

ذن تتحول الجملةإ 6S ةـئـر المكافــرامــلجملة ك  / /
6 : .S B X b نعتبر :بحيث x  وy   

   :ولدينا  د وسائطـلا توج و"  مجاهيل أساسية" 

     
   / / /

6 6

2 3 3 ..... 1 2 3 3
: . : .

1 2 52 5 .... 2

x y x
S S B X b

yx y

                                
 .  

 :حلها معطى بالشكل
       

 
1

3 3

5 2 211
6 15 3

7 7 7

b y

x
dét B

 
                     

.  

                                  
 

     
 

2

2 3

10 31 5 7
1.

7 7 7

x b

y
dét B

 
            

    
 .  

 للجملة  في المعادلة الثالثة yو  x نعوضو 6S ان نجد:   

                
?

3 .... 3 2 7 3 3 2 1 9 2 7x y              .  

 الحلول للجملةوبالتالي مجموعة  إذن محققة   6S هي المجموعة:   

         3 , 1S x y    .  

   دد المجاهيل )ــل من عــدد المعادلات أقـع(   :4مثال

     :جملة المعادلات الخطية التاليةلتكن  
 
 
 

7

0 .... 1

: 3 2 4 0 .... 2

2 0 .... 3

x y z t

S x y z t

x z t

    

    
   

.  

  .  "عدد المجاهيلاقـــل من " "عدد المعادلات"لاحظ  هنا ان  -

 الشكل المصفوفي -1  7 : .S A X b :يكتب على الشكل    
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       
 
 
 




7

0 .... 1 1 1 1 1 0

: 3 2 4 0 .... 2 1 3 2 4 . 0 .

2 0 1 1 02 0 .... 3
bA

X

xx y z t
y

S x y z t A X b
z

x z t
t

                                                    

.  

  :حيث 

 3,1

0

0

0

b

 
   
 
 

     ،

 4,1

x

y
X

z

t

 
 
 
 
 
 

   ،

 3,4

1 1 1 1

1 3 2 4

2 0 1 1

A

    
      
    

.  

  :على رتبة الجملة ) ( بالاعتماد  ر ـــــرامــكــ. تحويل الجملة ل2 

   :(رتبة المصفوفة هي رتبة الجملة) A فةلنبحث عن رتبة المصفو 

 :أن بما  3 4A M   فإن:    0 3 , 4 3 .rang A Min vecteur  .   

1  لدينا:و 

1 1 1

3 2 4 0

0 1 1
jA 

  
    

 
  ،2

1 1 1

1 2 4 0

2 1 1
jA 

  
    
  

  ،3

1 1 1

1 3 4 0

2 0 1
jA 

  
    
 

 ،  

   4

1 1 1

1 3 2 0

2 0 1
jA 

  
    
 

4jA حيث:.     ،3jA   ،2jA   ،1jA  هي مصفوفات مستخرجة من  

ف من الدرجة أو الصن A المصفوفة  3 3 ذف في كل مرة عمود، وبما أن جميعـو ذلك بح  

  :فإن محدداتها تساوي الصفر   3 2rang A   . ،مصفوفة إذن نستخرج   

 بحذف السطر الثالثو ذلك  A أخرى من المصفوفة 3i  العمودين الثالث و  3j  و الرابع  

 4j   مثلا  لتكنو
 2,2

1 1

1 3
C

  
    

 :لدينا و   1 1
2 0

1 3
dét C

 
   
 

ن اذ.   2rang C  .  

  :و منه    2rang A rang C  رتبة المصفوفة ) Aهي رتبة المصفوفة المستخرجة C( .  

إذن تتحول الجملة 6S ةـئـر المكافــرامــلجملة ك  / /
7 : .S C X b نعتبر :بحيث x  وy   

   :ولدينا  وسائط  tو  z و"  مجاهيل أساسية" 
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     
   / / /

7 7

0 ...... 1 1 1
: . : .

1 3 2 43 0 2 4 ... 2

x y z t x z t
S S C X b

y z tx y z t

                                    
 .  

 :حلها معطى بالشكل
 

1

1

2 4 3 1 1
.

2 2 2

b y

z t

z t
x z t

dét C

  
              

.  

                           
 

 
 

2

1

1 2 4 3 1 3
.

2 2 2 2

x b

z t

z t z t
y z t

dét C

  
                  

 .  

 للجملة  في المعادلة الثالثة yو  x نعوضو 7S ان نجد:   

        
? 1 1

3 .... 2 0 2. 0.
2 2

x z t z t z t z t z t                 
 

 .  

 الحلول للجملةوبالتالي مجموعة  إذن محققة   7S هي المجموعة:   

       1 1 1 3
, , , : ,

2 2 2 2
S z t z t z t z t

                    
  .  

                               

ل الجملة ــح. 2- 2- 3- 2 1S  سوـــويل غـتحبإستعمال Gauss:  

لتكن المصفوفة الموسعة   / /A b المصفوفة المكافئة للمصفوفة الموسعة  A b س وـبتحويل غ

 المطبق على A b حل الجملة :، عندئذ فإن  1S لحل الجملةئ مكاف  /
1S حيث: 

 / / /
1 : .S A X b .  

  رتبة، نميز الحالات التالية:ـو بالإعتماد على ال

𝒎 : الحالة. 1 < 𝒏  دد المجاهيلـع"ر من ـبـأك "دد المعادلاتـع" :أي"  

 :إذا كانتأ.     rang A rang A b m  فإن الجملة  1S دا.ـيـلا وحــملك حت   

 :إذا كانتب.     rang A rang A b m  فإن الجملة  1S منته من الحلول.ـير تملك عدد غ  
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  :إذا كانتج.     rang A rang A b  فإن الجملة 1S حلول.ك لا تمل  

𝒎 : الحالة.  2 > 𝒏 دد المجاهيلـع"ل من ــأق "دد المعادلاتــع" :أي"  

 :إذا كانتأ.     rang A rang A b n  فإن الجملة  1S منته من الحلول.ـير تملك عدد غ   

  :إذا كانتب.     rang A rang A b  فإن الجملة  1S حلول.                          ك لا تمل  

  المجاهيل ) ددـر من عــبـدد المعادلات أكـع(  :1مثال

                    :جملة المعادلات الخطية التاليةلتكن   
 
 
 

6

2 3 3 ..... 1

: 2 5 ..... 2

3 2 7..... 3

x y

S x y

x y

   

   
   

  .  

  .  "عدد المجاهيلاكــبــر من " "عدد المعادلات"لاحظ  هنا ان  -

 يالشكل المصفوف -1  6 : .S A X b :يكتب على الشكل    

       
 
 
   

 
 

6

2,1
3,2 3,1

2 3 3 ..... 1 2 3 3

: 2 5 ..... 2 1 2 . 5 .

3 2 73 2 7..... 3
X

A b

x y
x

S x y A X b
y

x y

         
                                   

 

.  

  :حيث  

 3,1

3

5

7

b

 
   
  

     ،
 2,1

x
X

y

 
  
 

   ،

 3,2

2 3

1 2

3 2

A

  
    
   

 .  

  
   : Gaussس  وــل الجملة بإستعمال  تحويل غـح -  2 

     

       

   

1 1
0 1 1

2 2 1

3 2 3

1
2 3

2

3

2 3 3 2 3 3 2 3 3

1 2 5 1 2 5 1 2 5 2

3 2 7 3 0 8 8 0 8 8

2 3 3 2 3 3

0 7 7 0 7 7

0 8 8 0 0 0

L R fixé

A A b L fixé A A R R

L L R

T

A T fixé A

T

             
                         
                 

       
         
    

  
   

  
 
 
 

 
1

/ /
2

3

K

K A b

K


   
 





.  

  

 :و منه  2( عدد المجاهيل ) =  :ذنإ       / / 2rang A rang A b rang A b m    .  ومنه  
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 الجملة 6S ادـيـوح لاــح تملك. 

 تتحول الجملة 6S  ةـئـالمكاف للجملة / /A b:  

 
 

 
 

 
 

/ / /
6

2,1
3,2 3,1

2 3 3
2 3 3.... 1 3

: . 0 7 . 7
10. 7 7.... 2

0 0 0

x yx x
S A X b

y yx y

                                        

 . 

 مجموعة الحلول للجملةبالتالي  و 6S هي المجموعة:   3 , 1S x y   .  

  دد المجاهيل)ــل من عــدد المعادلات أقـع( :2مثال

     :جملة المعادلات الخطية التاليةلتكن   
 
 
 

7

0 .... 1

: 3 2 4 0 .... 2

2 0 .... 3

x y z t

S x y z t

x z t

    

    
   

.  

  .  "عدد المجاهيلاقـــل من " "عدد المعادلات"لاحظ  هنا ان  -

 الشكل المصفوفي -1  7 : .S A X b :يكتب على الشكل    

       
 
 
 




7

0 .... 1 1 1 1 1 0

: 3 2 4 0 .... 2 1 3 2 4 . 0 .

2 0 1 1 02 0 .... 3
bA

X

xx y z t
y

S x y z t A X b
z

x z t
t

                                                    

.  

  :حيث 

 3,1

0

0

0

b

 
   
 
 

     ،

 4,1

x

y
X

z

t

 
 
 
 
 
 

   ،

 3,4

1 1 1 1

1 3 2 4

2 0 1 1

A

    
      
    

.  

  :   Gaussس وــل غــويــل الجملة بإستعمال  تحــح -  2 

   

     

   

1
0 1

2 1

3 1

1
1 2

2

3 2

1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

1 3 2 4 0 0 2 1 3 0

2 0 1 1 0 2 0 2 1 3 0

1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

0 2 1 3 0 0 2 1 3 0

0 2 1 3 0 0 0 0 0 0

L fixé

A A b L L A

L L

R T

A R fixé A

R R

          
                 
            

          
               
         

 
  

 
 
 
 

 
1

/ /
2

3

T A b

T

  .  
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   :و منه  2( عدد المجاهيل ) =  :ذنإ

        / / 2 3 4rang A rang A b rang A b n m        .ومنه الجملة  7S  تملك عدد

 .ر منته من الحلولـيـغ

 تتحول الجملة 7S ةـئـالمكاف  للجملة / /A b:   / / /
7 : .S A X b نعتبر :حيثب x  وy   

  :ولدينا  وسائط  tو  z و"  مجاهيل أساسية" 

  

 
 

 
 

   
   

/ / /
7

3,4 3,1
4,1

/ / /
7 7

1 1 1 1 0

: . 0 2 1 3 . 0

0 0 0 0 0

0 ...... 1 1 1
: . : . .

0 2 30. 2 0 3 ... 2

x

y
S A X b

z

t

x y z t x z t
S S C X b

y z tx y z t

 
       
                     

 

                                  

.  

1   :بحل الجملة نجدو 3

2 2
y z t    

 
1و      1

2 2
x z t    

 
.  

 الحلول للجملةوبالتالي مجموعة  7S هي المجموعة:   

       1 1 1 3
, , , : ,

2 2 2 2
S z t z t z t z t

                    
.  
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    :ثالثالفصل ال

  التكاملات
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   : Riemannقابلية التكامل بمفهوم ريمان. 3-1

ليكن ,a b  متراص) من :بمعنى ( "قــلـدود و مغـمح"مجال ، و لتكنf  دالة حقيقية معرفة و

على المجال دودةــمح ,a b.  

 نقول عن تجزئة :1تعريف 0 ,....,n nd x a x b   للمجال ,a b  ولـإذا كان ط ،"  منتظمة" أنها  

b  :جميع مجالاتها هو  a

n

 .11,2,3  :أي,..., : .i i

b a
i n x x i

n
      

 
   :بفرض أن.  

        
1 1

1,2,3,...., : Inf , Sup
i i i i

i i
x x x x x x

i n m f x M f x
 
   

    .  

  العدد ، nd و التقسيم f المتصل بالدالة "لـفـالأس Darbouxو ـدارب "نسمي مجموع - :2تعريف

 :الحقيقي      1
1 1

, . .
n n

n n i i i i
i i

b a
s f s f d m x x m

n
 

      
 

 .   

   :العدد الحقيقي ، nd و التقسيم f بالدالةالمتصل على " الأ Darbouxداربـو  "نسمي مجموع  -

        1
1 1

, . .
n n

n n i i i i
i i

b a
S f S f d M x x M

n
 

      
 

  . 

 :ملاحظة ns f دة ،ـزايـمتتالية مت  nS f  لدينا:و  متتالية متناقصة     1: n nn s f S f  .  

 :و منه نستنتج أن  ns f  و nS f  .متتاليتين متقاربتين   

على المجال Riemann قابلة للتكامل بمفهوم ريماننها إ f نقول عن الدالة :3تعريف ,a b  

 :إذا كان لدينا   
?

lim limn nn n
s f S f

 
 .تكامل،  و تشكل النهاية المشتركة للنهايتينfعلى المجال  

  ,a b و نكتب:      
?

lim lim .
b

n nn n
a

s f S f f x dx
 

   .  

 :أثبت أن الدالة :1مثال  2: :f x f x x    قابلة للتكامل بمفهوم ريمان Riemann على  

المجال     , 0, 1a b   .  

 للمجال "المنتظمة"التجزئة  - 0, 1  معرفة بالشكل:  
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     1

1 0 1
1,2,3,..., : . . 0 . . .i i

b a b a
i n x x i a i i i

n n n n

                        
       

 .  

1 :التقسيم ان أي
. 1n

n
x b n

n n
      
 

    ، .... ،2

1 2
2.x

n n
   
 

  ،1

1 1
1.x

n n
   
 

 ، 0 0x a  .  

                   :إذن

       

 

 

       

2

0

2

1 2

2

2 2

2

0 0 0,

1 1 1
,

2 2 4
,

1 1 1.n

f x f a f

f x f
n n n

f x f
n n n

f x f b f

    

          

   
          

   


       





  .  

 متزايدة على المجال دالةدالة محدودة و  f بما أن 0, 1 فإن:   

 

         

     

     

  
 

  

0 1

1 2

2 3

1

2

0 1
0

2

1 21 2

2

2 22 3

1 1
. 1 .

Inf Inf 0 0 0,

1 1 1
Inf Inf ,

2 2 4
Inf Inf ,

1
Inf Inf .

i i

x x x x
n

x x x x
n n

x x x x
n n

i x x x i x i
n n

m f x f x f

m f x f x f
n n n

m f x f x f
n n n

i
m f x f x f i

n n

   

   

   

    

    

          
   

          
   

         
   


2 2

2
,

i

n














 




  .  

  و من جهة أخرى لدينا: 
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     

     

     

  
 

    

0 1

1 2

2 3

1

2

0 2
1

0

2

1 2
1 2

2

2 2
2 3

1 1
. 1 .

1 1 1
Sup Sup ,

2 2 4
Sup Sup ,

3 3 9
Sup Sup ,

Sup Sup 1
i i

x x x x
n

x x x x
n n

x x x x
n n

i
x x x i x i

n n

M f x f x f
n n n

M f x f x f
n n n

M f x f x f
n n n

M f x f x f i


   

   

   

    

          
   

          
   

          
   

   



 22

2

11 1
. ,

ii

n n n














             




  .  

و منه لدينا: 

   

          

       

21 1 1 1

2
0 0 0 0

22 2 2 2
3 3

3

1 0 1 1
, . . . .

1 . 1 1 . 2 1 11 1
. 0 1 2 3 ... 1 .

6

1 . . 2 1
, .

6.

n n n n

n n i i i
i i i i

n n

b a i
s f s f d m m m

n n n n n

n n n
n

n n

n n n
s f s f d

n

   

   

                   
       

                           
 

  

   

 .  

  :و كذلك ان 

      

     

      

       

21 1 1 1

2
0 0 0 0

22 2 2 2
3 3

3

11 0 1 1
, . . . .

1 . 2 11 1
. 0 1 2 3 ... .

6

. 1 . 2 1
, .

6.

n n n n

n n i i i
i i i i

n n

ib a
S f S f d M M M

n n n n n

n n n
n

n n

n n n
S f S f d

n

   

   

                   
       

                
     

 
  

   

  .  

    :نجد أنو بالمرور الى النهاية  

  
           

           

3

3 3 3

3

3 3 3

1 . . 2 1 . . 2 2. 2 1
lim lim lim lim .

6. 6. 6. 6 3

1 . . 2 1 . . 2 2. 2 1
lim lim lim lim .

6. 6. 6. 6 3

nn n n n

nn n n n

n n n n n n n
s f

n n n

n n n n n n n
S f

n n n

   

   

  
    




       

  .  

 :و بالتالي   
? 1

lim lim
3n n

n n
s f S f

 


  .  
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 على المجال Riemann قابلة للتكامل بمفهوم ريمان fمنه الدالة و  0, 1، و لدينا:   

      
1?

2

0

1
lim lim .

3n nn n
s f S f x dx



 

     
 .  

   :2مثال

    الدالة   1 :

0 :

x
f x

x

 
  




 ر قابلة للتكامل بمفهوم ريمان على المجالـيـغ  0, 1 نلأ:    

        
1 1

0,1, 2,3,...., 1 : Inf 0 , Sup 1
i i i i

i i
x x x x x x

i n m f x M f x
 
   

        ، و منه   

     0ns f   و  1nS f  . اي ان:    0 lim lim 1n nn n
s f S f

 
    .  

 على المجال مستمرة f كل دالة حقيقية :1قضية ,a b من "على " قابلة للتكامل بمفهوم ريمان

  هذا المجال.

 على المجال ةـبـيـرت fكل دالة حقيقية  :2قضية  ,a b من "على  "قابلة للتكامل بمفهوم ريمان

 .هذا المجال

 دودة على المجالـمعرفة و مح دالة f لتكن :Riemann انـمـمجاميع ري ,a b ، و لتكن  

   
0i i n

d x
 

 تجزئة منتظمة للمجال  ,a b . أي نقسم المجال  ,a b إلى " "n   مجال متساوي

,0,1 :  بواسطة النقاط 2,3,..., : .i

b a
i n x a i

n

      
 

   :عرضها نحصل على المستطيلات التيـف. 

    10,1, 2,3,..., : k k

b a
k n x x

n
      

 
  :و أطوالها هي الإرتفاعات  

    1nf x   ،  .... ، 2f x  ، 1f x   ، 0f x.   

   و للتجزئة f المرافق للتابع nR :زو نرمز له بالرم  Riemann مجموع ريماننسمي  تعريف:

 :المجموع التالي       
1 1

1
0 0

. .
n n

n k k k k
k k

b a
R d x x f x f x

n

 


 

     
 

 .  

قابلة للتكامل على المجال" و دودةــمحمعرفة و  دالة fلتكن نتيجة: ,a b  لدينا" حسب ريمان:           

   
1 1

0 0

lim . lim . .
b n n

k
n n

k ka

b a b a b a
f x dx f x f a k

n n n

 

 
 

                       
 .  
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   ملاحظات:

 إن العدد.1 
b

a

f x dx غير مرتبط بالتقسيم d ، و كذلك لا يتغير بتغير قيم الدالة عند عدد غير منته  

   .من النقاط    

 في الترميز xإن المتغير. 2 
b

a

f x dx  متغير "أصم" بمعنى أنه يمكن تعويض الحرف x بأي  

 :حرف أخر أي    ....
b b

a a

f x dx f u du   .  

 :اصطلاحا نضع. 3  0
a

a

f x dx     ،   
b a

a b

f x dx f x dx  .  

  خواص:

 على المجال "مستمرتين"دالتين   gو  f لتكن ,a b ، لدينا: 

1  .        
b b b

a a a

f g x dx f x dx g x dx     .   

2.      : . .
b b

a a

f x dx f x dx      . 

3 .       
c b c

a a b

f x dx f x dx f x dx     .   

 4.     
b b

a a

f g f x dx g x dx     . 

5.       0 0 , ,
b

a

f x dx f x x a b      .  

 :محدودالر ـيـالتكامل غ .3-2

  :البحث عن الدوال الأصلية

f: لتكن  :1تعريف I  دالة معرفة على مجال كيفي I من  للدالة" ة يأصل " ، نسمي دالة 

f  دالة كل :F I   معرفة و قابلة للإشتقاق على المجالI من  ،  تحققو:   
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   /:x I F x f x  .    

 :أمثلة 

 1.   2:F x x ة للدالةـيـدالة أصل: : 2f x x على .    

2.    2: 1F x x   ة للدالةـيـدالة أصل: : 2f x x على .   

3.   :F x Cos x  ة للدالةـيـدالة أصل:  :f x Sin x على .   

4 . :F x Sin x  ة للدالةـيـدالة أصل:  :f x Cos x على .  

5 . : lnF x x  1 :ة للدالةـيـدالة أصل
:f x

x
 على *

.  

  .الدالة الأصلية ليست وحيدة ملاحظة:

Fثابت  :فإن f ن للدالةـيـتـيـدالتين أصل Gو  F إذا كانت نظرية: G Cte .  

F: إذا كانت نتيجة: I  دالة أصلية للدالة :f I  الدوال من الشكل :فإن:    F x Cte    

  ثابت حقيقي. Cte  :  حيث f هي كذلك دوال أصلية للدالة  

f: للدالة "تكامل غير محدود  "نسمي :2تعريف I  و نرمز له بالرمز:  f x dx  كل دالة ،

 :من الشكل F x Cte و نكتب:    f x dx F x Cte  .  

 :التكاملين ملاحظة: 
b

a

f x dx  و  f x dx التكامل ليس لهما نفس المعنى ،:  
b

a

f x dx دد ـهو ع

 :التكاملحقيقي أما  f x dx ة.ــهو عبارة عن دال  

  :على الترتيب، إذن الدوال gو  fللدالتين دالتين أصلـيـتـيـن  Gو  Fلتكن خواص أساسية:

         2

. .
, 0

f G F g
G

G


    ، . .f G g F    ، . ,f     ،f g  

  تقبل دوال أصلية و لدينا:
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1 .           f g x dx f x dx g x dx F x G x      .  

2.       : . .f x dx F x     .  

3 .        . . .f G g F x dx F G x   .   

4 .     2

. .f G F g F
x dx x

G G

      
   .   

F:2  :مثال x x   ة للدالةـيـدالة أصل: : 2f x x على   و  

        3:G x x   2 :ة للدالةـيـدالة أصل: 3g x x على    لدينا:، إذن  

  * 2 3:F G x x x    2 :ة للدالةـيـدالة أصل: 2 3f g x x x  على  ،  

  *    2 3 5. : .F G x x x x   ة للدالةـيـدالة أصل:    3 2 2 4. : 2 . .3 5f g x x x x x x  على ،  

  *
2

3

1
:

F x
x

G x x
   
 

 ة للدالةـيـدالة أصل:   

     
 
3 2 2 4

22 6 23

. . 2 . .3 1
:

f G F g x x x x x
x

G x xx

                 
 

  لىع *.  

   دود:ــ. التكامل المح3-3

 دالة معرفة على مجال f  لتكن  ,a b من  و لتكن ، F دالة أصلية لها على المجال  ,a b.  

 :العدد الحقيقي b و aالعددين  بين  fنسمي تكامل محدود للدالة  -   F b F a  و نرمز له ،  

 :رمزبال 
b

a

f x dx  :و نكتب      
b

a

f x dx F b F a   .  

  ملاحظات:

في الترميز  xإن المتغيرا.  
b

a

f x dx  متغير "أصم" بمعنى أنه يمكن تعويض الحرف x بأي  
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 :حرف أخر أي    ....
b b

a a

f x dx f u du   .  

 :اصطلاحا نضعب.   0
a

a

f x dx     ،   
b a

a b

f x dx f x dx  .  

  خواص:

 على المجال "مستمرتين"دالتين   gو  f لتكن ,a b ، لدينا: 

 .  ا        
b b b

a a a

f g x dx f x dx g x dx      .  

  .ب     : . .
b b

a a

f x dx f x dx      . 

  . ج      
c b c

a a b

f x dx f x dx f x dx     .   

  .د     
b b

a a

f g f x dx g x dx     . 

  .و      0 0 , ,
b

a

f x dx f x x a b     .  

  رق حساب التكامل:ـط .3-4

  مشتقة دالة معروفة. fبسهولة إذا كانت الدالة  f يمكن إيجاد دالة أصلية للدالة الطرق العامة: 

   :أمثلة

           2 / Sin x dx Cos x k           ،          1/ Cos x dx Sin x k  .  

                1
4 / lndx x k

x
           ،            

1

3 / , \ 1
1

n
n x

x dx k n
n



   
 .   

  2

1
5 / tan

1
dx Arc g x k

x
 

  ،  
  

    
/

26 / an ,
1

u x
dx Arct g u x k u x D

u x


   


.   
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           7 / Sh x dx Ch x k              ،                       8 / Ch x dx Sh x k  .

 
2

1
9 / sin

1
dx Arc x k

x


  


  ،  

  
    

/

2
10 / sin ,

1

u x
dx Arc u x k u x D

u x


    


.  

  
2

1
11/ cos

1
dx Arc x k

x


  


 ، 

  
    

/

2
12 / cos ,

1

u x
dx Arc u x k u x D

u x


    


.  

    13 / x xe dx e k                 ،                        
2

1 1
14 / , 0dx k x

x x

         
   .  

 
   2

1
15 / tandx g x k

Cos x


             ،                

   2

1
16 / dx th x k

Ch x


 .  

 
     

/

17 / ln ,
u x

dx u x k u x D
u x

       ،    
     18 / . ln ,

A
dx A x a k x a

x a
   

.  

 
     

 119 / , , 1
1 .

n n

A A
dx k x a n

x a n x a
    

  .  

                           . من اختياري k في كل مرة يكون الثابت

   ل المتغير:ــبديـطريقة ت

: ، و  من Iكيفي دالة معرفة على مجال fلتكن I J   مستمر و قابل للاشتقاق على ي وتقابل

 :بوضع .I المجال x t فنجد  ان:   / .dx t dt و منه نجد العلاقة:   

        /. .f x dx f t t dt   .  

.  :أحسب التكامل :1مثال 2I x x dx   .  

2t :ضعن  x  2 :ان أي 22 2t x x t      2 :و منهdx t dt  ، بتعويض في التكامل نجد:  

    2 4 2 5 32 4
. 2 2 . .2 2 4 ;

5 3
I x x dx t t t dt t t dt t t k k            اي ان.:   

      5 32 4
. 2 2 2 ;

5 3
I x x dx x x k k        .   
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المحدود  أحسب التكامل :2مثال 
2

3

0

I cos x dx



   .  

  :المحدود على الشكل التالي التكاملكتابة  نحول، المتغيربديل قبل ت -  

            
2 2 2

23 2

0 0 0

. 1 sin .I cos x dx cos x cos x dx x cos x dx

  

     .  

 :ضعن -   sint x و منه:  cosdt x dx  ،ولدينا ان:   
 0 sin 0 0

sin 1
2 2

x t

x t
 

   

         

  .  

   :بتعويض في التكامل نجدو  

             
112

3 2 3

00 0

1 1 2
1 1

3 3 3
I cos x dx t dt t t


                   

      .  

                   

    زئة:ــتجـالتكامل بال

 على المجال "قابلتين للإشتقاق بإستمرار" دالتين  gو   fلتكن ,a b فإن:   

     
   

   
           

/

/ /

/

.... ....

. . . .

.... ....

f x f x

f x g x dx f x g x f x g x dx

g x g x

   


     
   

 .  

             / /. . . .
b b

b

a
a a

f x g x dx f x g x f x g x dx    .  

  في الحالة العامة لدينا:  

          . .g x df f x g x f x dg    .   او       . .f x dg f x g x g x df    .  

.  :أحسب التكامل :1مثال xI x e dx .   
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 :بوضع - 
   

   
 

/

/

1

. . 1 . .x x x

x x

f x x f x

x e dx x e e dx

g x e g x e

    


      
   

  .  

 :و منه  . . 1 . ,x x x xI x e dx x e e k x e k k        .  

  :أحسب التكامل :2مثال  
2

0

.sinI x x dx



 .  

 :بوضع - 
   

       
         

/

2 2
2

0
0 0/

1

.sin . cos 1 . cos .

sin cos

f x x f x

x x dx x x x dx

g x x g x x

 


    


        
    

  .  

         
2 2

2 2
0 0

0 0

.sin .cos cos .cos sin 1.x x dx x x x dx x x x

 
 

               .  

   :ةـقـاطـنـدوال الـلل اـامــكـت .3-5

 :ا كل عبارة من الشكلـقـسرا ناطـنسمي ك تعريف: 
 

P x

Q x
 :حيث  P x  و Q x كثيري حدود من  

  xإن مكاملة الدوال الكسرية الناطقة .  
 

P x

Q x
  يك الكسور الى عناصرـكـيعتمد أساسا على تف 

 :بسيطة من الشكل  
 n

a

x b
و  

 2

.

.
m

a x b

x x 



 
   :حيث 

    a  ،b  ،  ، عناصر من  و n  ،m  عناصر من .  

   ور:ــسـكـك الـيـكـفـت 

 إذا كانت درجة البسط :أولا P x ر من أو تساوي درجة المقامـبـأك  Q x   

     deg deg QP x xلـ " القسمة الإقليدية" نقوم بإجراء  :، عندئذ  :  P x على  Q x   

 سنحصل على حاصل القسمة و ليكن  M x و ليكن باقي القسمة  R x الناطق الكسر :و بالتالي  
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  
 

P x

Q x
 الشكل:على يكتب   

     
 

P x R x
M x

Q x Q x
 .  

 حيث درجة  R xل تماما من درجةــأق Q x.    deg deg QR x x.  

ك الكسرــكـفي هذه الحالة نف  
 

R x

Q x
  الى كسور جزئية. 

نقوم بتفكيك :ثانيا 
 

R x

Q x
 يعني تفكيك المقام  Q x الى كثيرات حدود خطية من الشكل:  1.a x b  

 :أو تربيعية من الشكل  2. .a x b x c  حيث: a  ،b  ،c عناصر من  مع إحتمال تكرار كل  

"واحدة منهما إلى  "n تصبح من الشكل  :من مرات أي:  1.
n

a x b    او 2. .
n

a x b x c     

  . n* :حيث 

  :أربعة حالاتهناك 

 :اذا كان :الحالة الأولى           1 1 2 2 3 3. . . . . ...... .n nQ x a x b a x b a x b a x b     ذــدئـنـع:   

 ـرسـكـيكتب ال   
 

R x

Q x
   على الشكل: 

       
         

31 2

1 1 2 2 3 3

....
. . . .

n

n n

R x A AA A

Q x a x b a x b a x b a x b
    

   
.  

 :اذا كان :الحالة الثانية           . . . . . . ..... .
n

n fois

Q x a x b a x b a x b a x b a x b      . ذــدئـنـع:   

 ـرسـكـيكتب ال    
 

R x

Q x
  على الشكل: 

       
         

31 2
1 2 3

....
. . . .

n
n

R x A AA A

Q x a x b a x b a x b a x b
    

   
.  

  :اذا كان :الحالة الثالثة

                 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 3 3 3. . . . . . . . ...... . .n n nQ x a x b x c a x b x c a x b x c a x b x c        .  
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 ـرسـكـيكتب ال :ذــدئـنـع  
 

R x

Q x
   على الشكل: 

    
         

3 31 1 2 2
2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 3 3 3

. .. .
....

. . . . . . . .
n n

n n n

R x A x B A x BA x B A x B

Q x a x b x c a x b x c a x b x c a x b x c

  
    

       
 .  

 

 

   :اذا كان :الحالة الرابعة

               2 2 2 2 2. . . . . . . . . . ..... . .
n

n fois

Q x a x b x c a x b x c a x b x c a x b x c a x b x c           


.  

ـر سـكـيكتب ال :ذــدئـنـع  
 

R x

Q x
   على الشكل: 

     
         

3 31 1 2 2
1 2 32 2 2 2

. .. .
....

. . . . . . . .

n n
n

R x A x B A x BA x B A x B

Q x a x b x c a x b x c a x b x c a x b x c

  
    

       
.  

  :نفرض أن  :خلاصة     2. .
mn

Q x x x a x b    .   

 ـرسـكـيكتب ال :ذــدئـنـع  
 

R x

Q x
   على الشكل: 

  
     2

1 1

.

.

n n
i i i

i i
i i

A x BR x

Q x x x a x b



 


 

  
  .  

                        يتم تعينهم بالمطابقة.  ناصر منــع i  ،iB   ،iA :حيث 

   الدوال الأصلية للكسور الناطقة:

 ليكن 
 

P x

Q x
 ، لقد رأينا سابقا أن سرا ناطقا معاملاته فيـك  

 
P x

Q x
   على شكل ℝيفكك في   

  مجموع دوال على النحو التالي: 

  . . دالة على شكل كثير حدودأ
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 . كسور ناطقة من الشكل:ب
 n

A

x a
 .  

 . كسور ناطقة من الشكل:ج
 2

.

.
n

A x B

x a x b



 
  . 

و بالتالي فإن حساب دالة أصلية للكسر 
 

P x

Q x
يقودنا بالتأكيد لحساب الدوال الأصلية التي هي من  

  ) السابقة.ج) و ب)، أالشكل 

 :حساب تكامل من الشكلا.   nP x dx  . حيث  nP x كثير حدود من الدرجة " "n . 

                
   

 

1 2 3
0 1 2 3

1 2 31 2 3 4 1
0

. . . .... .

. . . . .... . .
2 3 4 1

n
n n

n n

P x dx a a x a x a x a x dx

a a a a
a x x x x x Cte

n


     

      


 
 . 

  :حساب تكامل من الشكل. ب 
 n

A
dx

x a .   

                       
 1

1 .ln , .
A

n dx A x a k k
x a

     
 .  

          
      1

2 , .
1 .

n n

A A
n dx k k

x a n x a
    

    . 

 

 :حساب تكامل من الشكل .ج 
 2

.

. .
n

A x B
dx

a x b x c



 
  . 

  :الشكل لنحسب التكامل من  أولا
2

1

. .
dx

a x b x c


   .  

  نكتب المقام على الشكل القانوني: 22
2

2

4. .
. . .

2 4

b a cb
a x b x c a x

a a

        
   

.  

  :نضع
2

b
u x

a
   
 

و    2

2

4. .

4

b a c
l

a


 ، ثلاث حالاتلدينا  :إذن .  
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1  .0  ، نتحصل على تكامل بسيط  في هذه الحالة:   

         
2 2

1 1 1 1

. . . .
.

2

dx du Cte Cte
ba x b x c a u a u

a x
a

 
                     

  .  

 2 .0    ،2 :في هذه الحالة نضعk l :فيصبح لدينا ،   

     

   

2 2 2

1 1 1 1 1
.

. . 2 ..

1 1
ln ln .ln .

2 . 2 .

dx du du
a x b x c k a u k u ka u k

u k
u k u k Cte Cte

k a k a u k

             


           

  

  .  

3 .0   ،2  :في هذه الحالة نضعk l  فيصبح لدينا ،:  

                   

  22 22 2

2 2

1 1 1 1
.

. . ..
1

1 1 1
. . . tan .

. . 1 .
1

dx du du
a x b x c a ka u k u

k

du
dt uk

Arc g Cte
a k a k t a k ku

k

 
  

      
 

 
             
 

  

 

 .  

  :أحسب التكامل التالي :مثال
2

1

2 3
dx

x x


 لدينا ان .:  

        

   22 2

2 2

1 1 1

2 3 2 1 2 1 2

1 1 1 1 12. . . tan
2 2 2 21 1

1 1
2 2

dx dx dx
x x x x x

dx
x

dx dx Arc g Cte
x x

  
 

      

 
                                   

   

  

 
 .  

                                  

  :الشكل ثانيا لنحسب التكامل من
2

.

. .

m x n
dx

a x b x c


  .  

:البسط  أي في  نستخرج مشتق المقام   . . 2 . 2 .
2 2

المقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧام

m mb
m x n a x b a x b n

a a
      ، و منه نجد:   
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1 2

2 2 2

. 2 . 1
. .

. . 2 . . 2 . .
I I

m x n m a x b mb
dx dx n dx

a x b x c a a x b x c a a x b x c

                   
 

.  

2إرجع إلى الشكل الأول و لدينا:  2Iمنه لحساب و
1 ln . .I a x b x c Cte   .  

 :أحسب التكامل التالي  :مثال
2

2

2 3

x
dx

x x


  .  

                 :لدينا ان

 

2 2 2

22

22

2

2 1 2 2 1
.

2 3 2 2 3 2 3

1 2 2 1
.

2 2 3 1 2

1 2 2 1 2. .
2 2 3 2 1

1
2

1 1 1
.ln 2 3 . tan .

2 2 2

x x
dx dx dx

x x x x x x

x
dx dx

x x x

dx
x

dx
x x x

x
x x Arc g Cte

            

          

 
                   
 

                  

  

 

 
.  

  نرجع لحساب التكامل:
 2

.

. .
n

A x B
I dx

a x b x c




 
 2 :حيثn   

ل نكتب المقام على الشك 0  :    
2 2

2 2 2. .
4

b b
a x b x c x c t k

a

             
    

.  

  :حيث
2

b
t x   

 
و   

2
2

4

b
k c

 
  
 

.   

  يصبح على الشكل:  Iالتكامل إذن

                      

   

2 2 2 2 2

2 2 2 2

.
.

. .2

. .

1
. . .

n n n

n nn n

A b
A t B

A x B A t h
I dx dt dt

a x b x c t k t k

t
A dt h dt I J

t k t k

        
   


   

 

  

 

 .  

  :حيث
 2 2

.n n

t
I A dt

t k



    ،

 2 2

1
.n nJ h dt

t k





  و.

2

A b
h B    

 
.  
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 :نضع nI التكامل لحساب - 2 2y t k  2 :كونـيـف .dy t dt و بالتالي:   

                     
 

     

2 2 2 2

1
12 2

1 2 1 1
. . . . .

2 2

1 1 .
. . . . . .

2 2 1 2. 1

n n n n

n
nn

t t
I A dt A dt A dy

yt k t k

y A
A y dy A Cte t k Cte

n n




         
    

                

  


.  

  فنحصل على: "  كامل بالتجزئةستعمل " التن nJ و لحساب التكامل -

                       

 
 

         

   

   
   

12 2 / 2 2

2 2

/

12 2

2 2 2 2

1
. . 2

1

1 .
. . . . 2 . .

n n

n

n

n n n

f t t k f t n t k t
t k

g t g t t

h t
J h dt h t n t t k dt

t k t k

  

 

       




    




     

 
 



.  

 

     

     
 

 

 
 

 
 

 
 

2

12 2 2 2 2 2

2 2 2
2

1 12 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 1

2 2 2 2

2
1

2 2

1 .
. . 2 .

. ( ) . 1
2 . 2 . 2 . . .

. .
2 . 2 . . . 2 . 2 . .

.
2 . .

n n n n

nn n n n

n n n n nn n

n n

h t t
J h dt nh dt

t k t k t k

h t t k k h t
nh dt n J n k h dt

t k t k t k t k

h t h t
n J n k J J n J n k J

t k t k

h t
n k J

t k



 

 




   

  

  
     

   

      
 

 


 

 

 2 1 . nn J 

  .  

  : العلاقة التالية و بالتالي نجد 
 

 2
1

2 2

.
2 . . 2 1 .n nn

h t
n k J n J

t k
   


  . 

1n بتعويض  2J هذه العلاقة تمكننا من حساب   2 فنجدJ 1 بدلالةJ 1حيث أنJ قيمته معلومة و  

                  :هي 1 1 1 12 2 22 2

2

1 1
. . .

1 1

. tan .

dt
h h k

J h dt dt
k ktt k t

k k

h t
Arc g Cte

k k

 
       

               
       
   

  
 .  
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2n بوضع 3J بنفس الطريقة نجدو ، معلوم  2J و بهذا يصبح التكامل   3 فنحصل علىJ  بدلالة  

 2J .... التي أصبحت معلومة و هكذا .  

  

  

   أشكال أخرى:

 :الشكلامل من ـكـت
2

1

. .
dx

a x b x c



 
 .   

    :نعلم أن 

2

2

2

2
2

4. .
. . .

2 4
u k

b a cb
a x b x c a x

a a

  
        

  
   
 

.  

   

  ومنه لدينا حالتين: 

0a حالة .1 0 : إذن يجب أن يكون   نضع ،:   2

2
2

4. .

4

b a c
k

a


  :و منه نجد   

2 2 2 2 2

2

1 1 1 1 1 1
. .

. .
1

1 1
. . sin .

1

dx dx du
a aa x b x c k u k u

k

du
uk

Arc Cte
ka au

k

                        
 

 
                      
 

  



.  

0a حالة .2   :نضع:   2

2
2

4. .

4

b a c
k

a


  حسب إشارة) (   

2 2

2 2 2

1 1 1 1
. .ln .

. .
dx dx u k u Cte

a aa x b x c k u

    
       
     

 .  

  و لدينا كذلك: 
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2 2 2

2

2

1 1 1
.

. .

1 1 1
. . : 0.

.
1

1 1 1
. . : 0.

.
1

dx du
aa x b x c k u

u
du ArgSh Cte si

ka k au
k

u
du ArgCh Cte si

ka k au

k

    
   

                       
                     

 





.  

 :أحسب التكامل التالي :مثال
2

1

2. 3. 2
dx

x x



  
  .  

 حالة :لدينا 2 0a     2و 4. . 25 0b a c    اي ان:   

        

   

   

   

2
2 2

2 2 2

2 2 2

3 3 9
2 3 2 2 . 1 2 . 1

2 4 16

3 25 3 5
2 . 2 .

4 16 4 4

5 4 3 25 4 3
2 . 1 . 2 . 1 .

4 5 4 16 5 4

x x x x x

x x

x x

                    
     
                        
           

                               
             

2

2

2 25 4 3
2 3 2 . 1 .

8 5 4
x x x

  
  

   
                             

   .  

   بالتالي:و  

        

2 2 2

2

1 1 8

2. 3. 2 25 4 3 4 3
. 1 . 5 . 1 .

8 5 4 5 4

8 1
.

5 4 3
1 .

5 4

dx dx dx
x x

x x

dx

x

 
  

                                                       

  
  
               

  


 .  

4 :بوضع 3
.

5 4
u x

             
4  :و منه 

.
5

du dx  
 

  :إذن لدينا،  
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 

2 2 2

2 2

4
.

1 8 1 8 5
. .

5 42. 3. 2 4 3 4 3
1 . 1 .

5 4 5 4

2 2 2 2
. . . sin

4 2 21 1

2 4
. sin

2 5

dx
dx dx

x x
x x

du du
Arc u Cte

u u

Arc

 
                                                      

      
                    
     
 

  

 

3
. .

4
x Cte

            

  .  

 :اي ان
2

1 2 4 3
. sin . .

2 5 42. 3. 2
dx Arc x Cte

x x

                        
.  

 :الشكل ل منــامـكـت
2

.

. .

m x n
dx

a x b x c



 
  .  

   نستعمل نفس الطريقة السابقة المستعملة في الشكل الثاني فنجد:

  

 
2

2 2 2

2
2

. 2 . . 1
. .

2 2. . . . . .

.
. . . .

2

I

m x n m a x b m b
dx dx n dx

a aa x b x c a x b x c a x b x c

m m b
a x b x c n I

a a

           
        

          
   

  
 .  

  .نرجع إلى الشكل الثالث ( الشكل السابق) 2I لحساب

 :أحسب التكامل التالي :مثال
2

8. 1

2. 3. 2

x
dx

x x

 

  
لدينا ان .:   

                             

 

   
 

   

 

2 2

2

2 2

2

8. 1 8 4. 3
.

2 22. 3. 2 2. 3. 2

8 . 3 1
1 .

2 2 2. 3. 2

4. 3 1
2 . 5 .

2. 3. 2 2. 3. 2

5 2 4 3
2 . 2. 3. 2 . sin .

2 5 4

x x
dx dx

x x x x

dx
x x

x
dx dx

x x x x

x x Arc x

     
         

    
           

  
    

     

                      

 



 

.Cte

 

 

.  
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   :الشكل امل منـــكـت
  2

1

. . . .
dx

m x n a x b x c



  
 .  

1  :نضع

.
t

m x n





1 :ان أي 

.

n
x

m t m

 
  
 

   نرجع إلى الشكل الرابع.ثم   :إذن ، 

  .  :أحسب التكامل التالي :مثال

   :، إذن  :ان أي   :نضع

  .  :إذن

  . :اي ان

  .   :الشكل من  تتكاملا

   .   هو كسر ناطق  بدلالة  :حيث

   :ثم نقوم بتبديل المتغير بوضع ،  ليكن  و   :نبحث عن المقام المشترك للكسور أولا

  . إلى كسر ناطق  ثم نرجع ،  :ان و منه نجد   

2

1
.

.
dx dt

m t

 
  
 

  2

1

1 . 2
dx

x x



 


1 1

. 1
t

m x n x

 
 

 
1 1

1
.

n
x

m t m t

    
      
   

2

1
.dx dt

t

   
 

 

 

2

2 2 2

2 22

2

22

1 1
. . .

1

1 . 2 1 1
1 2 1 2

1 1
. . .

2 1 2 1 1 12 1

1
.

22 2 1 1
1

2

1

2

t dt dt
t t

dx dx
x x

t t

dt t dt
dtt t

dx dx dx
t t t tt t

t

dt dt
dx dx

t t t

             
           

   

              
          

 
 

     
       

 



  

  

 

1
. Arccos .

2

t
Cte

       
   

  2

1 1 1
Arccos .

2 21 . 2

t
dx Cte

x x

         
    



, , ... ,
m r

n sf x x x dx
 
 
 



f1 , , ... ,
m r

n sx x x

1 , , ... ,
m r

n s
k

kx t1. .kdx k t dtf
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    .      :أحسب التكامل التالي  :مثال

  ومنه   :إذن نضع ، العدد هو     :للكسورالمقام المشترك نلاحظ ان  -

   :ولدينا ان.  :. و بالتالي  

   :و منه.     

                    .  

   :يةـو الأس يةـثـلـدوال المثـل الـــامــكــت . 6- 3 

 .  :تكامل من النوع -

  مرتين و تكون دالته الأصلية على " كامل بالتجزئةالتنستعمل "  هذا النوع من التكاملات، لحساب

  .  :الشكل

  . :ل من النوعــامــكــت -

  يمكننا حساب التوابع الأصلية لهذا النوع من ،  و   حدود من الدرجة ثيرـك    

  و بعد الحساب نجد أن التوابع الأصلية هي دة مرات،ـع " التكامل بالتجزئة"  تعمالالتكاملات بإس 

1

2

3

4 1

x
dx

x 


1 3
,

2 4
 
 
 

4k 4kx t t 

34. .dx t dt
 

 

11
4 2 52

3
3 3 3

44 4

4.
4. . .

1
11

tx t
dx t dt dt

t
tx

  



  

5 2
2

3 31 1

t t
t

t t

 
    

 
 

11
4 2 5 22

3 2
3 3 3 3

44 4

2 3
2 3

3

31

4
31 3 3

4 4 4

4.
4. . . 4. .

1 1
11

4
4. 4. . 4. ln 1

1 3 3

4 4 4
4. ln 1 . .ln 1 .

3 3 3 3

tx t t
dx t dt dt t dt

t t
tx

t t
t dt dt t Cte

t

x

x Cte x x Cte

 
       

 
         

  
                             
 
 

   

 

 . . Cos .k xe a x dx

   . . . Cos . . Sin .k xe a x a x   

  .. .k x
nP x e dx

 nP x" "nk
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و يمكن حسابه  ،  حدود من الدرجة ثيرـك  :حيث  :الشكلمن 

  . مع   بسرعة بمقارنة

  .   :أحسب التكامل التالي :مثال

   :. لدينا ان :هي من الشكل  الأصلية للدالة الدالة -

  .  

    :ان نجد  مع  مطابقةب 

                              

    .  

  .   :و منه   :إذن

  .  :ل من الشكلــامـكـتـال

      .او     :التغيرنستعمل  لحساب التكامل -

   . :أحسب التكامل التالي :مثال

   :و منه  :نضع 

     .  

   :يصبح على الشكل و منه التكامل 

    .. k x
nF x Q x e Cte  nQ x" "n

 /F x  .. k x
nP x e

 
 

2 22 4 3 . x

f x

I x x e dx  

f   2 2. xF x ax bx c e  

            / 2 2 2 2 22 . 2 . 2 2 2 . 2 . .x x xF x ax b e ax bx c e ax a b x b c e f x            

 /F x f x

 
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                     .  

  . :اي ان

  .دالة كسرية  حيث . ل من الشكل:ــامــكـت

معطاة  و   ( في كثير من الحالات) و الدوال  :في هذه الحالة نضع

  .                                    بهذا الشكل:

  .   :أحسب التكامل التالي :مثال 

  :بالتعويضو،  و  و    :و منه  :نضع

 
   
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     

       
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  .   

  . :اي ان

  .  ل من الشكل:ــامــكــت

  في هذه الحالة نميز ثلاث حالات:

   .عدد طبيعي  :حيث.   :أي .فردي   : الحالة الأولى.  ا

   .  

  .   :إذن  نضع:

  بارة عن تكامل كثير حدود.ـهذا يعني أن التكامل يصبح ع

  .  : أحسب التكامل التالي .1 :مثال 

     
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 

 
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. . .
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 :ان لدينا 

.  

   :يصبح على الشكل 𝐼و منه التكامل   :و منه نستعمل التغير

                                  .  

   .   :اي ان

                                       

  عدد طبيعي.  :. حيث  :فردي. أي  :الحالة الثانية .ب

.   

  .  :إذن   نضع:

  ثير حدود.ـذا يعني أن التكامل يصبح عبارة عن تكامل كه

  .   :أحسب التكامل التالي :1مثال

   :لدينا ان

 .  

   يصبح على الشكل: 𝐼و بالتالي التكامل   :نستعمل التغير
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                                   .  

  .   :اي ان

   . :أحسب التكامل التالي  :2مثال

   :لدينا ان

       .  

   يصبح على الشكل: 𝐼و بالتالي التكامل   :نستعمل التغير

                                   .  

  .  :اي ان

  .زوجي زوجي  و   :الحالة الثالثة ج.

   :أو نستعمل القواعد التالية ( في كثير من الحالات )  :نستعمل تبديل المتغير  

                                        .  

   . :أحسب التكامل التالي :مثال
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   العلاقات المثلثية التالية: بإستعمال

            .  

                             .  

نجد:  

 .  

  .  :أي ان

    و بالتالي نجد: 

 .  

   . :أي ان 

   .   ل من الشكل:ــامـكـت

   دساتير التحويل التالية:بإستعمال "  مجموع " لىإ"  داءــالج " نحول
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                               .  

  
  

  . :أحسب التكامل التالي  :مثال

  :حسب العلاقة المثلثية التالية :ان لدينا 

     

  .                  و بالتالي: 

                             

  .   :أي ان

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

          

          

          

1
1 sin . . sin . . cos . cos . .

2
1

2 sin . . cos . . sin . sin . .
2
1

3 cos . . cos . . cos . cos . .
2

a x b x a b x a b x

a x b x a b x a b x

a x b x a b x a b x

          

           

          

   Sin 3 . CosE x x dx 

               1 1
2 sin 3 . cos . sin 3 1 . sin 3 1 . . sin 2 sin 4

2 2
x x x x x x           

        

   

1
Sin 3 . Cos . sin 2 sin 4

2

1 1 1
. cos 2 cos 4 .

2 2 4

E x x dx x x dx

x x Cte

   

         
   

 

       1 1
Sin 3 . Cos cos 2 cos 4 .

4 8
E x x dx x x Cte    
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  . المعادلات التفاضلية العادية4-1

   تعريفات: 

   كل معادلة من الشكل:  رتبةمنسمي معادلة تفاضلية من ال -

  .  

  هيو  للمتغيردالة  هي متغير،   دالة معلومة ذات  :حيث

  .  رتبة (أو الدرجة)مإلى غاية ال  المشتقات المتتالية للدالة

  المعادلة التفاضلية." رتبة " تمثل   موجودة في المعادلة "ر درجة إشتقاقـبـأك"  -

                        :رتبة المعادلة التفاضلية  
  تتضمنها المعادلة. ''  لى مشـتـقـةاعـ'' هي    

                
   :1المث    

  .  1  :رتبة المعادلة هي  المعادلة   -     
  .   2  :رتبة المعادلة هي  المعادلة   -     
  .   3 :رتبة المعادلة هي  المعادلة   -     

           
  :درجة المعادلة التفاضلية  

  المعادلة التفاضلية.''  ةـبـقــوة ( او اس ) رت'' هي  
              

   :2مثال 
   1 :. و درجة المعادلة هي 1 :رتبة المعادلة هي  المعادلة  ا .  

  . 2 :و درجة المعادلة هي  2 :رتبة المعادلة هي  المعادلة  ب.  

  .1:هي ودرجة المعادلة 3 :رتبة المعادلة هي المعادلة ج.

" "n

    / / /, , , ,...., 0 ....... 1nF x y y y y 

F 2n  y xx
 / / /, , , ...., ny y y y

 y x" "n

 1

   . ' 3x y x y x 

     2 3 2'' . 'y x x y x x 

        2
''' 2 '' cosy x y x y x x  

    3
' 2 . 5 0y x x y x  

      32 2
'' 1 ' 0y x y x  

        2
''' 2 . '' ' siny x x y x y x x   
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  .معادلة تفاضلية من الدرجة الأولى  المعادلةد. 
  الثانية.معادلة تفاضلية من الدرجة    المعادلة و.
  
  رتبة الأولى:المعادلات التفاضلية من الم. 4-2

  . رتبة الأولى هي كل معادلة من الشكل:مالمعادلة التفاضلية من ال -

  . ن:إذا كا  تملك حلا عاما   التفاضلية نقول أن المعادلة -

   :نقول إن الجملة ،   :شرطا من النوع  ضيف للمعادلةاإذا  -

  ." حلا خاصا "  تملك     

  رتبة الأولى ذات المتغيرات المنفصلة:مالمعادلات التفاضلية من ال .4-2-1

  و مجالين من  و   :بحيث و  " المستمرتين"لتكن الدالتين 

   .  

  )"منفصلة المتغيرات"( أو  "متغيرات منفصلة"رتبة الأولى ذات منسمي معادلة تفاضلية من ال -

  . او    او   كل معادلة من الشكل:

  يكفي  و لحل المعادلة  :ان نجد  :و بتعويض

: ما يلي علىمكاملة الطرفين فنحصل 

 .  

  على الترتيب. و  تين ال للد "  تينالأصليالتين الد" هما  و  الدالتين  :حيث

  .   حل المعادلة التفاضلية التالية:  :1مثال

   لدينا:و  . "منفصلة المتغيرات"معادلة هي   المعادلة التفاضلية -

   /. 0x y x y x 

     / / / cosy x y x x x  

      / , ..... 2y x f x y x

 2 0y x    /
0 0,y x f x y x

 2 0 0y x y

    
 

/

0 0

,y x f x y x

y x y

 




:f I :g J  IJ

 : 0y J g y  

     / .y x h x k y   
 

/ f x
y x

g y
     /.g y y x f x

   / dy x
y x

dx
       . . ..... 3g y dy x f x dx 3

           3 .... . . ,f x dx g y dy x F x G y k k      

FGfg

     / 2 . .... *y x x y x

 *
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                   .  

  .اختياري) ثابت  (   المعادلة التفاضلية هو: العام و منه حل

  

    حل المعادلة التفاضلية التالية: :2مثال

  .  :الابتدائي مع تحقق الشرط          

   لدينا:و  . "منفصلة المتغيرات"هي معادلة   المعادلة التفاضلية -

   

  . و منه الحل العام للمعادلة التفاضلية هو: 

  .  :الشرط الابتدائيحقق ي  الحل العام للمعادلة التفاضلية : تعيين الثابت -

 .   :اي ان 

  . و معطى بالشكل: ه   و منه الحل الخاص للجملة :

                                                                             

    رتبة الأولى:مالمعادلات التفاضلية المتجانسة من ال .4-2-2

   رتبة الأولى كل معادلة من الشكل:ممن ال"  متجانسة"نسمي معادلة تفاضلية  -

       
 

 
 

   

   

2

2

2

2

/

2

2 . 2 . 2 .

ln ,

. , ( )
. , .

. , ( )

Xe
x k

k x
x

k x

dy x dy x dy x
y x x y x x dx x dx

dx y x y x

y x x k k y x e

e e solution positive
y x y x C e C

e e solution négative








     

     

     


 





C  2

. , .x
Gy x C e C 

     /. .... *x y x y x

 1 2y   

 *

           
 

 
 

   
 

/ /.

ln ln , ln .

. , .

Xe

dy x y x dy x dy xdx dx
x y x y x y x

dx x y x x y x x

y x x k k y x k x

y x C x C


        

     

  

 





  . ,Gy x C x C 

C Gy x 1 2Gy   

   1 . 1 2 2Gy C C       

   
 

/

0

.

1 2

x y x y x

y

 


  
  2y x x
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  .دالة حقيقية معرفة على  :حيث   

   :أي أن   نضع:  لحل المعادلة -

   :إذن لدينا.     

    .  

  . :اي ان 

  متغيرات" أصبحت معادلة تفاضلية ذات  رتبة الأولىممن ال المتجانسةالتفاضلية  إذن المعادلة

  ). نرجع إلى طريقة حل المعادلة  :(أي " منفصلة المتغيرات " " او منفصلة 

  .  حل المعادلة التفاضلية التالية: :1مثال

   :) نجد ان(مع  على  بقسمة المعادلة  -

   :بالتاليو    :. و بوضع 

  :. اي ان   

  .  

   على الشكل:  و منه تصبح

  

     / .... 4
y x

y x f
x

 
  

 
f

 4   y x
t x

x


              / /. . . 1
y x

t x y x t x x y x t x x t x
x

     

              

           

 
   

/ /

/

4 . . 1

. .

.

y x
y x f f t t x x t x f t

x

dt x
t x x f t t x x f t t x

dx
dt x dx

f t t x x

 
      

 

     

 


             / 1
4 .

y x dx
y x f f t dt x

x f t t x x

   
           

 3

       2 / 2 2. . 0 .... *x y x x y x x y x   

 *2x0x 

       2

* /* .... : 1 0
y x y x

x y x
x x

   
        

   
   y x

t x
x



             / /. .
y x

t x y x t x x y x t x x t x
x

     

               

           

2

* / / 2

2
2

* .... : 1 0 . 1 0

1 1
. 2 1 .

2 1

y x y x
x y x t x x t x t x t x

x x

dt x
x t x t x dt x dx

dx t x t x x

   
              

   
                  



 *
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                     .  

  .  هو:  و منه الحل العام للمعادلة التفاضلية

  .  حل المعادلة التفاضلية التالية: :2مثال

   :) نجد ان(مع  على  بقسمة المعادلة  -  

  و بالتالي:    :. و بوضع 

  :. اي ان   

  .  

     
  

 

  
   

       
         

22

2

1 1 1 1

2 1 1

1 1 1
ln ,

11

1 1
1 1

ln ln

1
1 , .

ln ln

dt x dx dt x dx
t x t x x xt x

dt x dx x k k
x t xt x

t x t x
x k x k

y x x
t x y x x k

x x k x k

                     


 

     


 
     

 


       

 

  



 *    ,
lnG

x
y x x k

x k
  




       2 / 2. . .... *x y x x y x y x 

 *2x0x 

        2

* /* .... :
y x y x

x y x
x x

   
      

   
   y x

t x
x



             / /. .
y x

t x y x t x x y x t x x t x
x

     

               

       

2

* / / 2

2
2

* .... : .

1 1
. .

y x y x
x y x t x x t x t x t x

x x

dt x
x t x dt x dx

dx t x x

   
          

   
               


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  .   على الشكل:  و منه تصبح

   .  هو:  المتجانسة و منه الحل العام للمعادلة التفاضلية

   رتبة الأولى:مالمعادلات التفاضلية الخطية من ال. 4-2-3

   رتبة الأولى كل معادلة من الشكل:منسمي معادلة تفاضلية خطية من ال -

       . 

  . في  من  على مجال "دالتين مستمرتين"   و    :حيث

  تسمى المعادلة المرافقة للمعادلة   :فإن المعادلة   :  إذا كان -

    .  

   : الطريقة الأولى لحل المعادلة

  .    و منه نجد:  :نضع

  فنجد:   في المعادلة و    نعوض

   .  

   :و منه   بحيث يكون:  نختار

 *

       

     

       
         

2 2

2

1 1 1 1

1 1 1
ln ,

1 1

ln ln

1
, .

ln ln

dt x dx dt x dx
t x x t x x

dt x dx x k k
t x x t x

t x t x
x k x k

y x x
t x y x k

x x k x k

                    


 

     

 
   

 


     

 

  



 *    , .
lnG

x
y x k

x k
 




         / . .... 5y x P x y x Q x 

 P x Q xI

  0Q x      / . 0y x P x y x 

 5

 5

     .y x u x v x         / / /. .y x u x v x u x v x 
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            .  

   و من جهة أخرى يصبح لدينا:

  

  

                .  

   هو:  و منه الحل العام للمعادلة

     .  

  .  :اي ان

   التالية: من المرتبة الأولى حل المعادلة التفاضلية الخطية :مثال

           .  

   بالتالي:و  و      لدينا: 

  و                                          
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                .  

   هو:الخطية من المرتبة الأولى العام للمعادلة التفاضلية  بالتالي الحلو 

    .  

  .  :اي ان 

  

  

 حل خاص) +حل المعادلة بدون طرف ثاني   =( الحل العام: ل المعادلةــالطريقة الثانية لح

   :) المعادلة المرافقة للمعادلة ("  بدون طرف ثاني " نحل المعادلة :  أولا -

                              .  

  . لة المرافقة هو:و منه الحل العام للمعاد

الحل  :فإن  و ليكن  للمعادلة"   ل خاصـح" ج) اإستنت أو إذا أمكن ملاحظة ( :ثانيا -

  هو: ) رتبة الأولى ( المعادلةمالعام للمعادلة التفاضلية الخطية من ال

  .  

  .  :نأخذ المثال السابق :1مثال

  .  و      لدينا: 
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   .   :بدون طرف ثاني  نحل المعادلة :اولا -  

                .  

  . قة هو:ـو منه الحل العام للمعادلة المراف

  

   لأن:  لمعادلةق اـيحق  " ل خاصــح"  هـو   :نلاحظ أن :  ثانيا -

   :. و منه     

  . ( محققة )       

   هو:  معادلةو منه الحل العام لل

       .  

   التالية:من المرتبة الأولى حل المعادلة التفاضلية الخطية  :2مثال

                 .  

  .بسهولة) ذلك (يمكن التأكد من للمعادلة"  حــل خاصهـو"  نلاحظ أن:  :أولا

  ( المعادلة المرافقة): "  دون طرف ثانيــب "نحل المعادلة   :ثانيا
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    .  

  .هو: " للمعادلة المرافقة  " و منه الحل العام

   هو: إذن الحل العام للمعادلة التفاضلية 

              .  

  )التغيير الثابت( هي طريقة   : الطريقة الثالثة لحل المعادلة

                                         Méthode de variation de la Constante   
  نستعمل في هذه ،  للمعادلة التفاضلية الخطية"  ل خاصــح" إذا لم يكن من الممكن ملاحظة  -

  "رـيـدلالة المتغـة بـدال " ر الثابتـبـتـأي أننا نع.  ر الثابتيتغيالطريقة سمى تالحالة طريقة  

   ) و منه:للمعادلة"  المعادلة المرافقة" هو الثابت الموجود في حل  (  فتصبح: 

  .  

   : خطيةالتفاضلية ال فهو يحقق المعادلة ل الخاص ـو بما انه ح 

   :فنجد ان . اي نبحث عن   

  في المعادلة و  نعوضثم     
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  فنجد: التفاضلية الخطية 

 .  

  نجد الحل العام المعادلةو حـل الخاص'' لا" في عبارة   و في الأخير نعوض قيمة

   يكتب على الشكل:  التفاضلية الخطية

     .  

  

  

  . :نأخذ المثال السابق  :1مثال

  .  هو:"  للمعادلة المرافقة" وجدنا سابقا أن الحل العام  :اولا -  

  : ر الثابتيتغيالطريقة نستعمل  :التفاضلية  للمعادلة "الحل الخاص" إيجاد  :ثانيا -  

   و منه:  :نضع 

  .  

   : التفاضلية الخطية فهو يحقق المعادلة و بما انه حـل الخاص  

   :اي ان   

              .  
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  نجد الحل العام المعادلةو حـل الخاص'' لا" في عبارة   و في الأخير نعوض قيمة 

   يكتب على الشكل:  التفاضلية الخطية 

       .  

  .  :اي ان 

  .   :نأخذ المثال السابق :2مثال

  . هو: "  للمعادلة المرافقة" أن الحل العام سابقا نعلم .  1 

  : طريقة التغيير الثابتنستعمل  :التفاضلية  للمعادلة" الحل الخاص" إيجاد .  2 

   و منه:  :نضع 

     .  

   : التفاضلية الخطية فهو يحقق المعادلة و بما انه حـل الخاص  

   :اي ان   

              .  

  نجد الحل العام المعادلةو حـل الخاص'' " الفي عبارة   و في الأخير نعوض قيمة 

   يكتب على الشكل:  التفاضلية الخطية 
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 K K x

       
   1 0, , ?

cos cos

K xK
y x K Cte y x K x fonction de x

x x
      

 0y x **

         /
0 0

1
tan . ..... **

cos
y x g x y x

x


 

          
     

   
 
 

 
 

 
     

   
 
           

/

2

/

/
/

. cos . sin 1
* ... tan .

cos cos cos

sin 1
. tan .

cos cos cos cos cos

1
1 , .

cos cos

K x x K x x K x
g x

x x x

K x x K x K x
g x

x x x x x

K x
K x K x x c c

x x

     
         

      
             

     


         

 K x 0y x

 *



125 
 

       .  

  .  :اي ان 

  :Bernoulliالمعادلة التفاضلية لبرنولي . 4-2-4

   :رتبة الأولىمنسمي المعادلة التفاضلية الخطية من ال

  .يـولـرنـببمعادلة          

   ي:لـونـرــل معادلة بــطريقة ح

   :نجد ان بالدالة  طرفي المعادلة قسمة ب -

   :و منه    نضع:،   

  .  فنجد:    

  .رتبة الأولىمو هي معادلة تفاضلية خطية من ال

  حل المعادلة التفاضلية الخطية: :مثال

            

         

         

/ 2

/ 2

. ln . , 0 .... *

ln1
. , 0.... *

x y x y x x y x x

x
y x y x y x x

x x

   

        
   

   .  

  :هي من الشكل             / . . , 1 .... *ny x P x y x Q x y x n  .   

 :حيث  1
P x

x

   
 

و     ln x
Q x

x

 
  
 

و   2 1n    . 

   نضع:           
1 1 2 1 1nz x y x y x y x

y x
   

    و منه  :      
 

/
/

2

1 . y x
z x

y x


اي ان .:   

       
 

 

   
 

 
 

1 0 , ,
cos cos

, .
cos cos

G

G

x cK
y x y x y x K c

x x

x K c x C
y x C

x x

   
          

   
  

   





       
 1 0 ,

cosG

x C
y x y x y x C

x


    

           / . . ..... * , " 1 "ny x P x y x Q x y x n   

 * ny x

           / 1* ... . .n ny x y x P x y x Q x     1 nz x y x

       / /1 . .nz x n y x y x 
           /1

. . ... **
1

z x P x z x Q x
n


 


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         

 
   

 

     

     

/ 2

/

2

/

/

ln1
* ... . . , 0

ln1 1
. , 0

ln1
. , 0

ln1
. , 0

x
y x y x y x x

x x

y x x
x

y x x y x x

x
z x z x x

x x

x
z x z x x

x x

       
   

                  
         

   
          

   

.  

 :فنجد     / ln1
. , 0

x
z x z x x

x x

         
   

  .رتبة الأولىمو هي معادلة تفاضلية خطية من ال 

 ( أي بدون طرف ثاني):"  المعادلة المرافقة"نحل   -1   / 1
. 0z x z x

x
    
 

.  

                                

     
 

   

   

/ 1 1
. 0 .

ln ln , ln ln .

. , .
Xe

dz x
z x z x dx

x z x x

z x x k k z x k x

z x K x K

                 


     

  





 .  

  هو: " للمعادلة المرافقة" و منه الحل العام  1 . ,z x K x K  .  

 :نلاحظ أن.  2   0 ln 1z x x   للمعادلة التفاضلية الخطية"  ل خاصــح'' هو:   

          / ln1
. , 0

x
z x z x x

x x

         
   

   معادلة هو:لل"  العامل الح"  بالتالي و  

                  1 0 . ln 1 ,Gz x z x z x K x x K      .لكن لدينا:    
1

z x
y x


.  

 الحل العام للمعادلة إذن  * :هو       
1 1

, .
. ln 1G

G

y x K
z x K x x

 
  

 
.  

   :Ricatti يكـــاتي رــــالمعادلة التفاضلية ل  4-2-5
  

   : Ricatti  صيغة  مـعـادلـة ريــكــاتــي )1

   :. حيث :فهي معادلة من الشكل                      2. . ....
dy x

a x y x b x y x c x Ricatti
dx

  
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  .دوال للمتغير ،،         
                 

   : مـعـادلـة ريــكــاتــيل ــطريقة ح) 2    
 الا اذا عرفــنا حلا خاصا لهالا يمكننا حل هذا النوع من المعادلات          1y x ثم القيام  

   :و الذي يغير المعادلة التفاضلية الى  :بتغيير للدالة المجهولة

                       .  

  

  . :اي ان     

      :و المعادلة      

  .في حالة  معادلة بـرنـوليهي      
  

   :ان مع العلم    :اوجد حل المعادلة التالية :مثال

  حلا خاصا.            
   :من الشكل Ricatti  مـعـادلـة ريــكــاتــيهي :المعادلة -

       .  

   :و ذلك بوضع حلا للمعادلة   :بدون اي اشكال ان دنتأك -
   :نجد ان و بالتعويض في  

 a x b x c xx

     1y x y x z x 

                 

             

         
               

         
 

 

1

21
1 1

1 2 2
1 1

1

1 2
1

2
1 1

. .

. 2. .

. .

. 2. . .

. .

dy x

dx

dy x dz x
a x y x z x b x y x z x c x

dx dx
dy x dz x

a x y x y x z x z x
dx dx

b x y x b x z x c x

dy x dz x
a x z x a x y x b x z x

dx dx

a x y x b x y x c x

dz x

d



           

       

    

       

 
 
   
 
  





             2
1. 2. . . .... **a x z x a x y x b x z x

x
    

               

               

2
1

2
1

. 2. . . .... **

2. . . . , 2.... **

dz x
a x z x a x y x b x z x

dx
dz x

a x y x b x z x a x z x m
dx

    

      

 **
               2

12. . . . , 2 .... **mdz x
a x y x b x z x a x z x m

dx
     

2m 

       21 1
' . 2 . 2 ...... 1y x y x y x x

x x
       
 

 1y x x

 1
             2. . ....

dy x
a x y x b x y x c x Ricatti

dx
  

 1y x x 1

           1 ' 1 'y x y x z x x z x y x z x       1
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       .  
  .في حالة  معادلة بـرنـوليهي   :و المعادلة 

   :. و بوضع التحويل :نجد ان بالقسمة على  و

   :نجد ان و بالتعويض في  

    .  

  خطية من الرتبة الاولى . تفاضلية هي معادلة   :و المعادلة 

   :حلها
للمعادلة  رافقة "الملدالة ل"  العام  الحل. 1 4:  Hu x   

   :. أي ان       

  .  

للمعادلة "  الحل الخاص"  .3 4 :   
   :. اي ان طـريقة الـتـغـيـيـر الـثـابـت    باستعمال        

  و نبحث عن المجهول دالة الثابت  :يكتب على الشكل الحل الخاص 
x: لمتغيرل c x  و باشتقاق المعادلة  :    

       

       

       

         

          

 

2

2

2

2 2

2 2

1 1
' . 2 . 2...... 1

1 1
1 ' . 2 . 2

1 1
1 ' . 2 . 2

1 1
1 ' . 2 . 2 . 2

1 1
1 ' . 2 . 2 2 1 . 2

1
'

y x y x y x x
x x

z x x z x x z x x
x x

z x x z x x z x x
x x

z x x x z x z x x z x x
x x

z x x x z x z x x z x z x x
x x

z x

       
 

          
 
          
 

           
 

          

          

               

       

2 2

2 2

2

1
. 2 . 2 .

1 1 1 1
' 2. . 2 . ' . .

1 1
' . . ..... 2m

x x z x z x x z x z x
x x

z x x z x z x x z x z x z x z x z x
x x x x

z x z x z x
x x



    

         

  

 2       21 1
' . . ..... 2 , 2mz x z x z x m

x x
  2m 

 2z x
 
     2

' 1 1 1
. .... 3

z x

z x x z x x
 

         
 

 
 1 1 2 1

2

1 1
.m du x dz x

u x z x z x z x
z x dx z x dx

        3

 
         

     

2

' 1 1 1 1 1
. .... 3 .

1 1
. .... 4

z x du x
u x

z x x z x x dx x x

du x
u x

dx x x

 
      

 

   

 4
     1 1

. .... 4
du x

u x
dx x x

  

     1
. 0......

du x
u x H

dx x
 

       
       1

1 1
. 0...... ln ln . ....H

du x du x
u x H dx u x x c u x c x H

dx x u x x
        

 Pu x

''''

 Pu x     . ......Pu x c x x P

 P
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                   .  

  .   :نجد ان و و بالمقارنة 

  .   :هو للمعادلة الاصليةالحل الخاص  :أي ان

   :هو م للمعادلة التفاضلية وبالتالي الحل العا

.  

   :هو للمعادلة  نجد الحل العام  و بالعودة الى التحويل  

 
  

.  

   . :هو للمعادلة  اي ان الحل العام 

  
  رتبة الثانية بمعاملات ثابتة:مالمعادلات التفاضلية الخطية من ال . 4-3

  كل معادلة من الشكل: ،بمعاملات ثابتةرتبة الثانية من المعادلة تفاضلية خطية م ينسم

           / / /. . . ..... 6a y x b y x c y x f x     

  . في من  I على مجالدالة مستمرة  fو"  ثوابت حقيقية"    c  ،b  ،a :حيث

   المعادلة التفاضلية:  :فإن  :إذا كان -

    

  .  بمعاملات ثابتةرتبة الثانية ممن ال"  المتجانسة " تسمى بالمعادلة التفاضلية

   : ل المعادلة التفاضلية المتجانسةـــح

  يسمى هذان الحلان بجملة و   خطيانحتاج فقط إلى حلين مستقلين   لحل المعادلة -

  الحلول الأساسية. 
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  يكتب على الشكل: "  المتجانسة"  معادلةالحل العام لل

 ثوابت حقيقية أو عقدية. و   :حيث.     

  :اتملاحظ

   فإن:  ن للمعادلةـيـلـح و   :نإذا كا .  1

   :) . اي  الـرونـسـكـي(   )  مستقلان خطيا  ،  ( 

         .  

  يوجد  :فإنه    للمعادلة" ل ـح "  :إذا كان.  2

   جملة حلول أساسية.  :بحيث        

   :. حيث من الشكل: و  نبحث عن -

                                                         .  

  .       تصبح على الشكل:  و منه المعادلة

  "لا ـح"يكون    :و بالتالي ، ادلة للمع"  بالمعادلة المميزة " و تسمى هذه المعادلة

  ." لاــح"  المعادلة  إذا قبلت  للمعادلة 

        . :حل المعادلة المميزة

   .    : ان فنجد  المميزاولا  نحسب  

  :ن هماـيـلـح  و منه للمعادلة المميزة    إذا كان :الحالة الأولى 

  . و     بالتالي:و   و   ،    

   هي من الشكل:  " المتجانسة"  التفاضلية إذن حلول المعادلة
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  ثوابت حقيقية. و   :حيث.        

   :هو" اعفضل مـح "  و منه للمعادلة المميزة   إذا كان :الحالة الثانية

   :من الشكل  نبحث عنل ،    :و منه    

  .  فنجد:     

  هي من الشكل:   " المتجانسة"  التفاضلية حلول المعادلة بالتالي و 

  ثوابت حقيقية. و   :حيث.      

  :هما " ذران مركبان مترافقانــج"  و منه للمعادلة المميزة    إذا كان :الحالة الثالثة

  .  :. حيث     

  .،      لدينا:منه و  

  : من الشكل هي  " المتجانسة" إذن حلول المعادلة التفاضلية 

  .عـقـدية ثوابت  و   :حيث.     

    :بمعاملات ثابتة رتبة الثانيةمالخطية من الحل المعادلة التفاضلية  :1مثال

     .  

  . هي:  المعادلة المميزة للمعادلة -  

  . :و لدينا 

  .  و منه للمعادلة حلين هما:  
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  . و     :وبالتالي

  ل:هو من الشك "  المتجانسة" إذن الحل العام للمعادلة التفاضلية 

  .حقيقية ثوابت  و   :حيث.     

   :بمعاملات ثابتة رتبة الثانيةمالخطية من ال حل المعادلة التفاضلية :2مثال

        .  

   هي:  للمعادلة'' المميزة "المعادلة  -

  "ل مضاعفـح" و منه للمعادلة  و لدينا: 

  .   :هو  

   هو من الشكل: "  المتجانسة"  إذن الحل العام للمعادلة

  .حقيقية ثوابت  و   :حيث.     

    :و    إيجاد الثابتين -

  :و ايضا  من جهة أخرى لدينا:و

                   .  

 هو:  " المتجانسة" للمعادلة التفاضلية عام الحل ال بالتاليو 

 .  

  رتبة الثانية: محل المعادلة التفاضلية الخطية من ال :3مثال

     هي: للمعادلة "  المميزة" المعادلة  -

  . و لدينا: 
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   هما:"  بان مترافقانـلان مركــح"   و منه للمعادلة 

             .  

  .،      و منه لدينا:.  :حيث

  هي من الشكل:   " المتجانسة" إذن حلول المعادلة التفاضلية 

    .  

  :رتبة الثانية بمعاملات ثابتةمحل المعادلة التفاضلية الخطية من ال

                         

  لمعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية بمعاملات ثابتة: ل" الحل الخاص " إيجاد  -

    . وابتـثـر الـيـيـتغالة ـقـريـط  :الأولىالطريقة  

  : "المتجانسة"من الحل العام للمعادلة  انطلاقا  م للمعادلة التفاضليةنبحث عن الحل العا -  

    
                 
   

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

. . . . ..... ,

" ".

H Py x C y x C y x y x C x y x C x y x P

C x et C x deux fonctions de x

    


 .  

 دالتينـلإيجاد الو  - 1C x و 2C x  حل الجملة" يــؤول الى  " S التالية:   

        
         
           

 
 

 
 

/ / /
1 1 2 2 1 1

/ / / / /
21 1 2 2 2

. . 0 ............ 1 ...? ...?
:

...?. . ..... 2 ...?

C x y x C x y x C x C x
S

C xC x y x C x y x f x C x

         
      

.  

ثم نعوض الدالتين   1C x و 2C x  خاصلالحل ا" على  للحصول في المعادلة"   

   يكتب على الشكل:  التفاضلية الخطية لمعادلة" لالحل العام " نجد  الأخيرو في  

 *

   
 

 
   

   
 

 
   

1

2

2 4 2 2
1 .

2. 2. 1 2

1 1

;

2 4 2 2
1 .

2. 2. 1 2

1 1

i ib i
r i i

a

et

où

i ib i
r i i

a

et

 

 

 

 

          
        

 
     



                   

     

 1 2r r

,      .
1 . cos .xy x e x     .

2 . sin .xy x e x 

 *

               
      

1 ..
1 2 1 2

1 2 1 2

. . cos . . sin . . . cos 1 . . sin 1 .

. . cos . sin , ,

xx
H

x
H

y x e C x C x e C x C x

y x e C x C x C C

        

    

         / / /. . . ..... 6a y x b y x c y x f x  

 6 7

 P Py x

 6



134 
 

    .  

  .  من المرتبة الثانية:  حل المعادلة التفاضلية الخطية :1مثال

   :)المعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية بدون طرف ثاني" ( حل المتجانسحل ال"لنبحث عن .  1

       .  

 :نعلم ان

                                                         .  

  .  تصبح على الشكل:  المميزة للمعادلة  و منه المعادلة

   و لدينا:

   حلين هما:  و منه للمعادلة 

                            .  

  .و      لي:وبالتا

   هو من الشكل:   " المتجانسة" إذن الحل العام للمعادلة التفاضلية 

    .  

        بوضع:  ر الثوابتــيـيـنستعمل طريقة تغ ،  للمعادلة التفاضلية"  خاصالحل ال" لإيجاد .  2

     .  

   :التالية "  حل الجملةيــؤول الى "  و  لإيجاد الـدالتينو  -
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C x et C x deux fonctions de x

    



 1C x 2C x S
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       .  

  .  :اي ان         

   :و بإجراء المكاملة نجد ان

                    .  

   :هو  للمعادلة التفاضلية  ل الخاصالحو منه 

       .  

  

              يكتب على الشكل التالي: رتبة الثانيةمللمعادلة التفاضلية الخطية من ال"  الحل العام" بالتاليو 

  .  

  .  :اناي 

 
         
           

 
 

 
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   : لنبحث عن الحل الخاص  :الطريقة الثانية

   . يعتمد على شكل التابع "الحل الخاص"  -

  يكون " حل خاص" نبحث عن  ،  ر حدود من الدرجةـيـثـك  :حيث  .1

   :من  الشكل     

  .  :كان اذا    أ.    

  .  و   :كان اذا  ب.     

  .  و   :كان اذا   . ج  

  . كثير حدود من نفس درجة  :حيث     

  ، نبحث عن  و  ر حدود من الدرجةـيـثـك  :حيث  .  2

    :من الشكل"  ل خاصـح"     

  " للمعادلة المتجانسة.  للمعادلة المميزة"   ذرــليس ج   :اذا كان أ.   

  " للمعادلة المتجانسة.للمعادلة المميزة"  جــذر بسيط  :اذا كان  ب. 

  " للمعادلة المتجانسة.للمعادلة المميزة" جــذر مضاعف  :اذا كان ج. 

  . كثير حدود من نفس درجة  :حيث  

  .  :. حيث.  3

   :يكون من الشكل "  ل خاصــح" نبحث عن  -

   للمعادلة المميزة"  حــلليس   :اذا كان أ.   

  " للمعادلة المتجانسة.      

   للمعادلة المميزة"  حــل  :اذا كان  ب. 

  " للمعادلة المتجانسة.      

 Py x

 f x

   nf x P x nP x" "n

   P ny x Q x0c 

   .P ny x x Q x0b 0c 

   2 .P ny x x Q x0b 0c 

 nQ x nP x

    / .. x
nf x P x e nP x" "n

/ 

    / .. x
P ny x Q x e/" "

    /1 .. . x
P ny x x Q x e/" "

    /2 .. . x
P ny x x Q x e/" "

 nQ x nP x

     / /.cos . .sin .f x A x B x       / *,    

     / /.cos . .sin .Py x A x B x      /" . "i 

     1 / 1 /.cos . .sin .Py x Ax x Bx x      /" . "i 
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  . رتبة الثانية التالية:محل المعادلة التفاضلية الخطية من ال :1مثال

  . :الحل العام من الشكلنعلم ان   -  

   :"  المتجانس حلال"نبحث عن   : أولا -  

   :يكتب على الشكل"   الحل المتجانسفي المثال السابق ان "  انوجد -  

    .  

الحل الخاص" نبحث عن  : ثانيا - Py x ":   

 للمعادلة "الطرف الثانيان "   -   1  :هو من الشكل  

       / ..x x
nf x e P x e  و حدود من الدرجة رـيـثـك  :حيث / 1    ،  

"/ :و بما أن  1"    للمعادلة المتجانسة  للمعادلة المميزة"   ليس جــذر " 1.  

  كثير حدود  :حيث  :من الشكل"  ل خاصـح" نبحث عن  :إذن 

   :و بالتالي  :). اي من الشكل" 0( درجة "  من نفس درجة 

    .  

  :لمعادلة التفاضليةايحقق هو ف"  حـل خاص" هو بما ان :  الثابت لنبحث عن -

   :اي ان .، ،   :حيث   

     .  

  .   من الشكل:" الحل الخاص" و منه 

   :هو  للمعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية" الحل العام" و بالتالي 

 .  

  .  :اي ان 

     / / /3. .... 1xy x y x e 

     G H Py x y x y x 

 Hy x

 Hy x

           3 3
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2. . . . 1 . , , ....x x

Hy x C y x C y x C e C C e C C C H        

  1nP x  " 0 "n 

 Py x    / .. x
P ny x Q x e nQ x

 nP x  ,nQ x k k Cte  

   . .x x
P ny x Q x e k e 

k Py x 1

     / / /3. .... 1x
P Py x y x e   . x
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Py x k e / / . x

Py x k e

      1
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4
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Py x k e e    
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      3 3
1 2 1 2 1 2
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G H Py x y x y x C e C e C e e C C C                
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1
. . , ,
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   حل المعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية التالية: :2مثال

                                                / / / 24 4 ... 2xy x y x y x e  .   

  . :نعلم ان  الحل العام من الشكل -  

  .  :"  الحل المتجانس"نبحث عن   : أولا -  

   .   و لدينا:

  . :هو" حـل مضاعف"   و منه للمعادلة

   هو من الشكل: "   المتجانسة" إذن الحل العام للمعادلة التفاضلية 

    .  

الحل الخاص" نبحث عن  : ثانيا - Py x ":   

 للمعادلة "الطرف الثانيان "   -   2  :هو من الشكل  

       /2 ..x x
nf x e P x e  و حدود من الدرجة رـيـثـك  :حيث / 2    ،  

" :وبما أن  0"   من الشكل"  حـل خاص" بحث عن ـنفـ:      / . 2. .x x
Py x x e x e     

 :حيث  x لمعادلة" فهو يحقق ا حـل خاص" هو  نه بما ايطلب تعيينه و كثير حدود  

ةالتفاضلي  2:      / / / 24 4 x
P P Py x y x y x e   .حيث:   

               

                           

      
          

      
   

/ / 2

/ / / / / / 2

/ / / 2

2

2 .

2 2 4 .

4 4 .

.

x
P

x
P

x

x
P

y x x x e

y x x x x x e

x x x e

y x x e

 

   

  



  

    


  




.   

     G H Py x y x y x 

 Hy x   2 4. 4 0 ....P r r r H   

     22 4. . 4 4. 1 . 4 16 16 0b a c           

 H
 
   1 2
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  
      

 

 H

       . 2
1 2 1 2 1 2. . . . , , ....r x x

Hy x C C x e C C x e C C H    

  1nP x  " 0 "n 

 Py x

 Py x
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 :اي ان

     
             

           
   

/ / / 2

// / 2 / 2 2 2

/ / / / 2 2

/ / 2 2 / /

4 4

4 4 . 4 2 . 4 .

4 4 4 8 4 .

. 1.

x
P P P

x x x x

x x

x x

y x y x y x e

x x x e x x e x e e

x x x x x x e e

x e e x

     

     

 









  

               
        

    

.   

   :المكاملة مرتين نجد انو بإجراء 

       / / / 21
1 , . , ,

2
x x x k k x x k x c k c               

 
 .  و بالتعويض في  

الحل الخاص  Py x نجد ان:      2 2 21
. . . , ,

2
x x

Py x x e x k x c e k c       
 

 .  

 للمعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية"  الحل العام" و بالتالي 2 لي:يكتب على الشكل التا   

                           

       

   

2 2 2
1 2

2 2
2 1 1 2

2 2
1 2 1 2

1
. . . .

2

1
. . , , , ,

2

1
. . , ,

2

x x
G H P

x

x

y x y x y x C C x e x k x c e

x C k x C c e k c C C

x K x K e K K

        
 

       
 
     
 





.  

 :اي ان      2 2
1 2 1 2

1
. . , , .

2
x

G H Py x y x y x x K x K e K K       
 

.   

   حل المعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية التالية: :3مثال

                                         
         

      
   

/

/ / /

0 .

. / / /

sin ... 3

.sin 1 . 0

.sin . , 0 , 1

x

x

y x y x y x x

e x

e x


   

  

  

   

 .  

  :نعلم ان  الحل العام من الشكل -       G H Py x y x y x .  

 :"  الحل المتجانس"نبحث عن   : أولا -     2 1 0 .....P r r r H   .   

 و لدينا:       22 4. . 1 4. 1 . 1 3 0.b a c          .  

 و منه للمعادلة 3  "هما:"  لان مركـبان مترافقانــح  

 Hy x
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   
   

   
   

1

2

1 . 3. 1 . 3 1 3
.

2. 2 1 2 2 2

;

1 . 3. 1 . 3 1 3
.

2. 2 1 2 2 2

ib i i
r i i

a

où

ib i i
r i i

a

 

 

                               




                              

 .  

 :حيث   .
1 .cos .xy x e x   و   .

2 .sin .xy x e x    ،,  .  

 " المتجانسة" إذن حلول المعادلة التفاضلية  3  :هي من الشكل  

            .
1 1 2 2 1 2 1 10 , . . . .cos . .sin . , ,x

Hy x C y x C y x e C x C x C C         .  

 :اي ان 
1

.
2

1 2 1 1

3 3
0 , . .cos .sin , ,

2 2

x

Hy x e C x C x C C
  
 

    
                

 .  

الحل الخاص" نبحث عن  : ثانيا - Py x ":   

 للمعادلة "الطرف الثانيان "   -   3  :هو من الشكل  

     
   / / / /

sin sin 1.

.cos . .sin . , 0 , 1

f x x x

A x B x     

 

     
   .  

 :و بما أن /" . . 1 "i i    للمعادلة المتجانسة  للمعادلة المميزة"   ليس جــذر " 3اي ان .:  

             / /1 3
" . . . 0 . 1 "

2 2
i i i i   

                     
.    

 :من الشكل"  حـل خاص" نبحث عن  :إذن

       .cos .sin , , ....Py x A x B x A B P    ،حيث:   

  " فهو يحقق حـل خاص" هو  بما انه يطلب تعيينهما . و ثابتين من  Aو  B :حيث

لمعادلة التفاضليةا  3:          / / / sin .... 3P P Py x y x y x x   .  

                           
           
       
       

/

/ /

.sin .cos .cos .sin ... *

.cos .sin .... **

.cos .sin ... ***

P

P

P

y x A x B x B x A x

y x A x B x

y x A x B x

     
   
  

.   

 Py x

 Py x
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 :انو بالجمع طرفا الى طرف نجد 

                   / / / sin .cos .sin 0 .cos 1 .sinP P Py x y x y x x B x A x x x             .  

 :نجد انمقارنة او المطابقة و ب
 

0 0

11

B B

et et

AA

  
  
      

  .  

و بالتعويض في الحل الخاص  Py x نجد ان:  

                    .cos .sin 1 .cos 0 .sin cos ....Py x A x B x x x x P      .  

 :اي ان     cos ....Py x x P .  

 للمعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية"  الحل العام" و بالتالي 3 :يكتب على الشكل التالي   

                           

        
1

.
2

1 2 1 1

3 3
. .cos .sin cos , ,

2 2

x

G H Py x y x y x e C x C x x C C
  
 

    
                  

.  

   :اي ان   
1

.
2

1 2 1 1

3 3
. .cos .sin cos , ,

2 2

x

Gy x e C x C x x C C
  
 

    
               

 .  

   حل المعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية التالية: :4مثال

                                         
         

   

   /

/ / /

1 .
1

. /

2 3 4 8 . ......... 4

.

. , 1 , " " 1

x

x

x

n

y x y x y x x e

P x e

P x e n
 





    



   

 .  

  :نعلم ان  الحل العام من الشكل -       G H Py x y x y x .  

 :"  الحل المتجانس"نبحث عن   : أولا -     2 2 3 0 .....P r r r H   .   

 و لدينا:         22 4. . 2 4. 1 . 3 4 12 16 0.b a c              .  

 و منه للمعادلة 4  "هما:"  متمايزين لينــح  

 Hy x
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 
   

 
   

1

2

2 16 2 4 6
3

2. 2 1 2 2

;

2 16 2 4 2
1

2. 2 1 2 2

b
r

a

où

b
r

a

                    


                     

 .  

 :حيث  1.
1

r xy x e  و  2 .
2

r xy x e  .  

"  المتجانسة" إذن حلول المعادلة التفاضلية  4  :هي من الشكل  

         3
1 1 2 2 1 2 1 10 , . . . . , ,x x

Hy x C y x C y x C e C e C C       .  

الحل الخاص" نبحث عن  : ثانيا - Py x ":   

 للمعادلة "الطرف الثانيان "   -   4  :هو من الشكل  

       

   /

1 .
1

. /

4 8 . .

. , 1 , " " 1

xx

x

n

f x x e P x e

P x e n
 

    

   
  .  

 :و بما أن /" 1 "    للمعادلة المتجانسة  للمعادلة المميزة"   ــذرليس ج " 4 .  

 :من الشكل"  حـل خاص" نبحث عن  :إذن

         
/ . 1. . . , , ....

x x
P ny x P x e a x b e a b P

      ،حيث:   

  " فهو يحقق حـل خاص" هو  بما انه يطلب تعيينهما . و ثابتين من  aو  b :حيث

لمعادلة التفاضليةا  4:          / / /2. 3. 4 8 . .... 4x
P P Py x y x y x x e     .  

                                       
      
      
     

/

/ /

. . ........... *

. 2 . .... **

. . ................ ***

x
P

x
P

x
P

y x a x a b e

y x a x a b e

y x a x b e







    
     


 

.   

 :و منه 
         

         
   

/ / /2. 3. 4 8 . .... 4

. 2 . 2 . . 3 . . 4 8 .

4 . 4 . 4 8 .

x
P P P

x x x x

x x

y x y x y x x e

a x a b e a x a b e a x b e x e

a x b e x e



   

 

    

             

     

.  

 Py x

 Py x
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 :و بمقارنة او المطابقة نجد ان
4 4 1

4 8 2

a a

et et

b b

     
  
      

  .  

و بالتعويض في الحل الخاص  Py x نجد ان:  

              
/ . 1. . . 2 . ....

x x x
P ny x P x e a x b e x e P

      .  

 :اي ان     2 . ....x
Py x x e P .  

 للمعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية"  الحل العام" و بالتالي 4 يكتب على الشكل التالي:   

                                    3
1 2 1 1. . 2 . , ,x x x

G H Py x y x y x C e C e x e C C       .  

   :اي ان     3
1 2 1 1. . 2 . , , .x x x

Gy x C e C e x e C C      .  

  

  

  

  

              

   

  

  

  

  

  

  

  



144 
 

 قائمة المراجع

المتتاليات  و الدوال الوحيدة المتغير    1ج الآلي. أبوبكر خالد سعد الله " الرياضيات و الإعلام 1
la cedraie . "2009. 

  
التحليل، الإشتقاق و دساتير المتوسط  2ج الآليعلام . أبوبكر خالد سعد الله " الرياضيات و الإ2

 .la cedraie  ."2010تايلور 
  
 . 2008ديوان المطبوعات الجامعية.  " I. بابا حامد بن حبيب " التحليل 3
  
 الجزء و الثاني الجزء .التحليل .الجامعة في الرياضيات .بيبي الوهاب عبد و حميدة . علي4

 .ةقسنطين جامعة .2001.الثالث
  
 الجزء .الجبر .الجامعة في الرياضيات .لكحل وفهيم حميدة علي .بيبي، الوهاب عبد . 5

 قسنطينة. . جامعة 2001.الأول
 
. قادة علاب " عناصر من التحليل الرياضي التوابع لمتغير حقيقي واحد ". ديوان المطبوعات 6

  .1991الجامعية. 

  

  

  

       

 

  

 

 

 


