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Résumé

Ce mémoire vise a proposer une contribution a l’étude d’un probleme de trans-
mission entre deux fluides de Herschel-Bulkley incompressibles, rigides et viscoplastiques
dans une couche mince bidimensionnelle en régime stationnaire, en supposant que les
coefficients caractéristiques et des indices de loi de puissance des deux fluides sont
différents et en imposant a l'interface de contact fluide-fluide des conditions aux limites
de transmission naturelle, ¢’est-a-dire continuité des vitesses et continuité des contraintes,
ainsi que des conditions sur I'un des deux bords de la couche mince. Le mémoire comporte
trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous introduisons les notions générales de la
mécanique des milieux continus, ainsi que diverses équations et outils mathématiques.
Dans le deuxiéme chapitre, nous montrons ’existence et 'unicité d’une solution faible a
ce probleme de transmission. Dans le troisiéme chapitre, nous nous intéressons a 1’étude

du comportement asymptotique d’un probléme mécanique de transmission.

Mots clés : fluide de Herschel-Bulkley ; transmission ; couche mince ; comportement

asymptotique.

v



Abstract

This dissertation aims to propose a contribution to the study of a transmission
problem between two incompressible, rigid, and viscoplastic Herschel-Bulkley fluids in
a two-dimensional thin layer in a stationary regime, assuming that the characteristic
coefficients and power law indices of the two fluids are different and by imposing on the
interface of fluid-fluid contact conditions at the limits of natural transmission, in other
words, continuity of speeds and continuity of stresses, as well as conditions on one of
the two edges of the layer thin. The dissertation includes three chapters. In the first
chapter, we introduce general notations of the mechanics of continuous mediums, as
well as various equations and mathematical tools. In the second chapter, we show the
existence and the uniqueness of a weak solution to this transmission problem. In the

third chapter, we study the asymptotic behavior of a mechanical problem of transmission.

Key Words : Herschel-Bulkley fluid ;transmission ; thin layer ; asymptotic behavior.



NOTATIONS

Si © est un domaine de R" (n =2,3) , 1 < p < +oo et m € N* on note par :

Q

r
T,(i=1,2)
mes(I[y)

v

Vn,y Ut

C(Q)

Wme(Q)
H™()

I’adhérence de €.

la frontiere de €2, supposée souvent réguliere.

une partie de la frontiere I'.

la mesure de Lebesgue superficielle de T;.

la normale unitaire sortante a I'.

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v sur €.
I’espace des fonctions réelles continues sur €.

{o € L*(Q)»™| Div(o) € L*(Q)"}.

I’espace de Sobolev de parametres m et p.

I'espace de Sobolev de parametres m et p = 2; H™(Q) = W™2(Q).
I’espace de traces d’ordre p.

le dual topologique de l'espace Wr; W} = WﬁH%’p/(F)".

I’application trace.

Si H est un espace de Banach réel, on utilise les notations :

Hl

H" =
Hnxn —
('7'>H’><H
[y
2H

Ty — T

T, —

le dual topologique de I'espace H.

(o= () |meH,i=T u}

{v = (i) lwy =2 € Hod,j=1,...,n}.

le produit de dualité entre I'espace H' et 'espace H.

la norme de 'espace H.

I’ensemble de toutes les parties de H.

la convergence forte de la suite (x,,) vers I'élément x dans H.

la convergence faible de la suite (z,,) vers I’élément = dans H.
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Pour une fonction f, on note :
dom(f) le domaine de f.
epi(f) I’épigraphe de f.

;ZZ_ la dérivée de f par rapport a la i-eme composante x;.
1! la dérivée de f par rapport au temps.

% la dérivée particulaire de f.

Vf le gradient de f.

1
D(f) la partie symétrique du gradient de f |, D(f) = i(Vf + VTF).
div(f) la divergence de f.
of le sous-différentiel de f.

Autres notations :
lim inf la limite inférieure.
Sh I’espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 sur R”.

Div(es) la divergence du tenseur o € S,,.

o le déviateur du tenseur o € S,,.
tr(o) la trace du tenseur o € S,,.

0 le tenseur identique.

D.p presque partout.

|| la norme Euclidienne de R" et S,,.

le produit scalaire Euclidien de R" et S,,.
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INTRODUCTION

Un fluide de type Herschel-Bulkley qui est un milieu visco-plastique, vérifie les lois
générales de la mécanique des milieux continus et a une loi de comportement non linéaire
particuliere. Il est utilisé pour modéliser plusieurs types de fluides, comme par exemple
des peintures et la lave volcanique, d’ou le grand intérét de son étude.

Dans les écoulements de faible épaisseur, lorsque I’épaisseur diminue, I'influence re-
lative des effets de surface par rapport aux effets de volume augmente. Il convient alors
d’accorder une importance particuliére a ce qui se passe a l'interface fluide solide et qui
induit les conditions aux limites a imposer aux équations décrivant 1’écoulement.

Usuellement, la plupart des travaux mathématiques concernant les équations de
Navier-Stokes supposent des conditions d’adhérence aux parois, plus rarement des condi-
tions de glissement ou des conditions en pression. Dans le cas des écoulements de faible
épaisseur, on sait justifier [2, 6, 21] par des techniques asymptotiques I’approximation des
équations de Navier-Stokes par une équation dite de Reynolds, laquelle prend en compte
implicitement les conditions limites aux parois.

L’étude du comportement asymptotique a déja été faite et des résultats ont été obtenus
pour plusieurs fluides. Le premier résultat, di a Bayada et Chambat [5] justifie I'équation
de Reynolds, obtenue a partir deséquations de Stokes considé rées dans un domaine mince.
L’écoulement du type Nazarov-Stokes est traité par Assemien, Bayada et Chambat [4],
ainsi que par Nazarov [37] pour différentes conditions aux limites du domaine d’étude.

Pour les problémes non linéaires, plusieurs résultats sont connus, mais aucun n’englobe
le cas du fluide de Bingham Ainsi, 1’ écoulement d’un fluide dont la viscosité est donnée
par une loi de puissance a été traité par Mikelic et Tapiéro [30, 31] et par Bourgeat,
Mikelic et Tapiéro [9] Par ailleurs, Taous [46] a é tudié une classe des fluides & viscosité
non linéaire, le modele de viscosité étant celui de Litvinov [30] En fin Bunoiu et Saint
Jean Paulin [14] ont étudié une classe des fluides & viscosité non linéaire, parmi les quels
ont trouve les fluides du type Cross, Carreau et Williamson. Les auteurs de [12], [13] ont

étudié le méme probleme, dans lequel seules les conditions de Dirichlet sur la frontiere
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ont été considérées.

Ce mémoire a pour objet I’étude d'un probleme de transmission entre deux fluides
incompressibles, rigides et viscoplastiques de Herschel-Bulkley dans une couche mince
bidimensionnelle en régime stationnaire, en supposant que les coefficients caractéristiques
et des indices de loi de puissance des deux fluides sont différents et en imposant sur
I'interface de contact fluide-fluide des conditions aux limites de transmission naturelles,
autrement dit continuité des vitesses et continuité des contraintes, ainsi que des conditions
sur 'un des deux bords de la couche mince.

Cependant, nous abordons ici un probleme de transmission entre deux domaines bidi-
mensionnels Q5 et €5 en couche mince (les épaisseurs relatives au parametre ), et nous
supposons qu’il n’y a pas de séparation entre les domaines pendant le processus, c’est-a-
dire que le contact est bilatéral. Nous avons donc la méme difficulté induite par I'absence
des hypotheses de symétrie que dans le probleme du revétement. On cherche a connaitre
le comportement asymptotique des fluides lorsque € tend vers zéro.

Le travail est composé comme suit :

Le premier chapitre, aborde brievement des notions générales pour faciliter la
lecture de ce mémoire. Aussi bien que pour la bonne compréhension des problemes
traités dans la suite. Nous commencons par un rappel des notions générales de la
mécanique de milieux continus : on introduit mathématiquement par 1’établissement
d'un systéme d’équations aux dérivées partielles posé sur un domaine de R? . Ce
systeme comprend la loi de comportement du fluide, I’équation du mouvement et
du corps ainsi que les conditions initiales et aux La limites auxquelles il est soumis.

La loi de comportement du fluide de Herschel-Bulkley traitée dans ce mémoiredonnée par :

& = pue”| D(u)|P"2D(u) +ge‘gEZ;| s IDwWIA0|

7 < ge si [D(u)| =0

ol o désigne le déviateur des tenseur des contraintes o, u représente le champ des
vitesses, D(u) désigne le tenseur taux de déformation, ue?, ge > 0 sont les coefficients
qui caractérisent le modele de Herschel-Bulkley et qui représentent respectivement : la
consistance (la viscosité) et le seuil de plasticité, le parametre p, 1 < p < 2, est l'expo-
sant de loi de puissance du matériaux (représentant I'indice de rhéofluidification, indice
d’écoulement, de viscosité).

Ce modele est une mixture du modele de Bingham et du modele en loi de puissance
(proposé par Herschel et Bulkley en 1923). Lorsque p = 2, on retrouve les fluides de
Bingham, lorsque g = 0, on retrouve une loi de puissance (rhéofluidifiant), et lorsque
p =2 et g =0, on retrouve le modele de Navier-Stokes (Newtonien).

Nous présentons ensuite les espaces fonctionnels et principales notations utilisés Pour

finir nous rappelons, quelques résultats classiques de ’analyse fonctionnelle non linéaire :

Probleme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley 2
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on introduit les fonctions convexes, les opérateurs fortement monotone, les inéquations
variationnelles elliptiques.

Dans le deuxieéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude d’un probleme de transmis-
sion entre deux fluides incompressibles, rigides et viscoplastiques de Herschel-Bulkley dans
une couche mince qui occupent deux domaines bornés 2] et €25 en dimension deux avec
contact bilatéral et des conditions aux limites de transmission naturelles, en supposant
que les coefficients caractéristiques des deux fluides sont différents. Dans ce cadre, on dé-
crit la position du probléme et les conditions aux limites, concernant le champ de vitesse,
et le champ des contraintes qui nous permettent de faire la formulation variationnelle
du probleme méca-nique de départ, puis nous étudions 'existence et I'unicité de solution
faible du probleme.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse a I’étude du comportement asympto-
tique d’un probleme de transmission lié par les fluides incompressibles, rigides et visco-
plastiques de Herschel-Bulkley en régime stationnaire avec des viscosités différentes py, et
2, dans des domaines €2, 25 supposés minces, avec des conditions aux limites de trans-
mission naturelles a l'interface de contact entre deux domaines. Nous commengons par
décrire le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler, et la formulation variation-
nelle du probléme concernant le champ de vitesse et le champ de la pression. Ensuite, nous
utilisons les différentes inégalités de Poincaré, Korn, Cauchy-Schwartz, Young et Holdre
pour obtenir des estimations a priori.

Ce qui nous permet de faire un passage a la limite afin d’obtenir le probleme limite .

Dans ce cas nous avons obtenu [43] :

9 ﬂ‘%ﬁpﬂaﬁﬁ+@ sign [ 2L 4 #2 a772\11)272(%—2\1+@ sign [ 202t
oy \ 2% | oy gy 2 I T, ) T om Ty oy | 2 PPN Ty
- I s (WP () x WPy
—f11—%+f21—@ ans( () x F2(2))'

Ou py et uo sont les consistances de milieux €2y et €2y respectivement, g; et go sont
le seuil de plasticité de milieux €2y et {25 respectivement, ﬁ\l est la premiere composante
de la fonction ﬁ qui représente une densité massique des forces extérieures de milieux €;
(1 =1,2). u; est la premiére composante de la fonction w; (i = 1,2) et ((u1,0), (uz1,0)),

(p1,p2) sont le champ de vitesse et la pression des problemes limites dans 5 U £2,.

Probleme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley 3



CHAPITRE 1

MODELISATION ET OUTILS MATHEMATIQUES

Le but de ce chapitre est d’introduire les outils mathématiques et mécaniques néces-
saires pour une bonne compréhension de la suite des problemes traités. Il comporte deux
sections.

Dans la premiere section, nous commencons par un rappel des résultats essentiels de
la théorie des milieux continus et la loi de comportement du fluide de Herschel-Bulkley.
Ensuite, nous présentons le systeme d’équations aux dérivées partielles qui modélisent
quelques problemes aux limites décrivant le comportement du fluide dans le cas station-
naire, et ce dans un domaine borné en dimension deux. Enfin, nous décrivons les différentes
conditions de contact qui interviennent dans tout le document.

La deuxieme section est consacrée aux espaces fonctionnels. On y introduit des espaces
de types Sobolev associées a 'opérateur déformation et a 'opérateur divergence. Ensuite
nous rappelons les résultats classiques de I'analyse fonctionnelle non linéaire. On y présente
ici quelques résultats fondamentaux concernant les fonctions convexes et les inéquations

variationnelles elliptiques.
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1.1 Modélisation

L’objet de cette section est d’établir le cadre physique et mathématique décrivant des
problemes de contact en mécanique des solides et des fluides utilisés dans cette theése en
suivant [7, 15, 18, 23, 44] et [45]. Ceci se traduit mathématiquement par 1’établissement
d’un systéme d’équations aux dérivées partielles posé sur un domaine de R? (d = 2, 3). Ce
systeme comprend la loi de comportement du matériau ou fluide, ’équation du mouvement

du corps ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

1.1.1 Les équations de conservation

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné € de R? pendant un
intervalle de temps ]0,T[. Lorsque 'hypothése des milieux continus est vérifiée, nous
considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné €2 de R? pendant un intervalle
de temps |0, 7| régi par les principes de la thermomécanique des milieux continus qui
permettent d’établir les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement.

Nous allons préciser ici I’ensemble des équations correspondantes, dans €2, on a :

L’équation de conservation de la quantité de mouvement

Soit u(x,t) le champ des vecteurs vitesse a l'instant ¢ €]0, T[ des points x = (21, x2) €
Q2 du milieu continu en mouvement par rapport au repére (ox), o(z,t) de composantes
o (I,m = 1,2), est le tenseur des contraintes. La loi fondamentale de la mécanique
des milieux continus exprimant 1’équivalence entre le tenseur des forces extérieures et le
tenseur des accélérations pour un systeme matériel quelconque, conduit a I’équation du

mouvement suivante :

p(?z—ku-Vu):Diva'—f—f (1.1)

ou le vecteur f, de composantes f; (I = 1,2), représente une densité massique des
forces extérieures, p = p(z,t) est la densité du milieu au point z € et Div désigne

I'opérateur divergence, c¢’est-a-dire

8alm

Dive =
oz,

(1=1,2) (1.2)

L’équation de conservation de la masse

La forme locale de la conservation de la masse s’applique seulement sur un point
r = (x1,22) € Q de 'élément de volume d€2 du milieu. L’expression générale de I’équation

de conservation de la masse s’écrit :

Probleme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley 5



Racheda Goug 1.1. MODELISATION

gﬁ—i—u-Vp—i-pdiv(u) =0 (1.3)

Le processus d’évolution modélisé par (1.1) contient un terme non linéaire par rapport
aux composantes de la vitesse, dans certaines situations I’équation (1.1) peut se simplifier.
S’il s’agit d’un probleme statique, le premier membre des équations (1.1) est identiquement

nul et on les appelle équations d’équilibre :

Dive + f = 0. (1,4)

Elles sont alors linéaires par rapport aux composantes oy, du tenseur des contraintes.
Cette situation s’applique également lorsque le champ de vitesse u varie tres lentement
par rapport au temps dans le cas ou les deux termes p% et pu - Vu sont négligeables

(processus quasi-statique).

L’hypothése d’incompressibilité du volume pour les milieux fluides

Un fluide est dit incompressible lorsque son volume demeure constant sous 1’action
d’une pression externe. L’hypothese d’incompressibilité, tres réaliste physiquement, se

traduit par :

TrD(u) =0
ou D(u) est le tenseur des taux de déformation, de composantes :

1 8ul aum
Dpp(u)y===——4+——1], 1<I,m<2 1.5
im (%) 2<0xm+3xl> =hm (15)
Le milieu est dit homogene si sa densité est indépendante de x. Donc I'équation de

conservation de la masse se réduit a :

o _

=0
ot ’

p constante indépendante de z et ¢. Il est méme possible de poser p = 1, ce qui est
fait dans la suite, et revient simplement a choisir I'unité de densité de la masse.

Dans le cas du milieu non-isotherme, I’équation de conservation de 1’énergie du pre-
mier principe de la thermodynamique. Cependant, nous considérerons toujours que la
température du milieu sera constante dans tous les problemes posés dans cette these.

D’un point de vue mathématique, nous disposons de trop d’inconnues par rapport
au nombre d’équations. Il est facile de voir que les fonctions inconnues sont au nombre
de cing, représentées par les composantes oy, (I, = 1,2) du tenseur des contraintes
(symétrique) et les composantes u; (I = 1,2) de la vitesse. Donc les équations précédentes

sont insuffisantes pour décrire les mouvements des milieux continus, elles doivent étre

Probleme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley 6
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complétées par d’autres relations que I'on appelle lois de comportement, qui sont des
relations ethesentre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations et leurs
dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour établir une
loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidimensionnels
constituent le point de départ dans 1’établissement de ces lois. Nous présentons ci-dessous
la loi de comportement viscoplastique du fluide de Herschel-Bulkley traitée dans cette

these.

1.1.2 Loi de comportement du fluide de Herschel-Bulkley

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu
continu. Bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine est
souvent expérimentale et ¢’est toute une série d’essais physiques qu’il faut réaliser pour ob-
tenir une loi de comportement. On présente ici une description de la loi de comportement
viscoplastique du fluide de Herschel-Bulkley traité dans cette these en suivant [18],[22]
. Le modele de Herschel-Bulkley est caractérisé par la propriété suivante : le matériau
commence a s’écouler seulement si les forces appliquées dépassent une certaine limite, dit
seuil de plasticité. Pour décrire ce modele, on a besoin de certaines notations.

Soient u le champ des vitesses et D le tenseur taux de déformation défini par :

1 t
D(u) = 5 (Vu+ V'u) (1.6)
On consideére aussi son déviateur
. 1
D =D — —tr(D)o, (1.7)
n

ou tr(D) représente la trace de D et § le tenseur identique. On note par o le tenseur

des contraintes de Cauchy et son déviateur

G=0+pd (1.8)

Dans I’équation (1.8), le scalaire —p = %tr(a) représente la partie sphérique du tenseur
des contraintes. On peut identifier p avec la pression. En plus des déviateurs D et o, un
autre tenseur S est introduit comme étant la partie des contraintes qui correspond aux
propriétés plastiques du matériau. Pour décrire un tel processus, on utilise une collection
de fonctions régulieres t — (5(15),5(25), S(t)) pour t € [0,T] ou T" > 0 est la durée du

processus. Le modele rigide viscoplastique de Herschel-Bulkley suppose que

6 =S5+ u|D()|? D (1.9)

f(S)=1SP-¢* <0 (1.10)
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D = X\28 (1.11)

Ot p est le coefficient de viscosité, % est le seuil de plasticité pour le cisaillement pur

et A est une fonction telle que :

At)=0 sif(S)<0ouf(S)=0et f(S) <0,
At) >0 sif(S)=0et f/(S)=0.

(1.12)

Dans (1.12), f/(S) désigne la dérivée par rapport au temps de la fonction ¢ — f(S(t))
et (1.10) est la condition de Von Mises. En tenant compte de (1.10), I'invariant S, = 3|5/
ne doit pas dépasser la carré du seuil de plasticité pour le cisaillement pur %.

D’apres (1.11) et (1.12), il vient que le déviateur du tenseur taux de déformation peut
varier seulement si S reste sur la surface f(S) = 0, en se déplagant le long de cette
derniéere. Pour tout autre processus, D est nul. C'est la raison pour laquelle |S| = g est
appelé condition d’écoulement.

Dans le modele de Herschel-Bulkley, on suppose toujours I'incompressibilité du volume,

c’est-a-dire

tr(D) =0, (1.13%)

pour n’importe quel processus de n’importe quelle durée 7' > 0.
Le modele de Herschel-Bulkley peut étre considéré en utilisant seulement les tenseurs
D et D. En effet, de (1.9) et (1.11), on a

&= (1+2u/D(u)P2N)S, (1.13)
5] = (1 +2u[D(u)[P2N)|S]. (1.14)

Si |g| > g, alors de (1.10) et (1.14) on déduit que A > 0 et de (1.12) on a |S| = g > 0.

L’équation (1.14) entraine que

1 o] >
[ — RS
2p| D ()= ( g
De (1.11) et (1.13), on a

g.

= 0' f— PR ——
L+ 2pu[D(w)[P=2A~ plD(u) P2 o]

Comme tr(D) = 0, on aura d’aprés (1.7) que D = D. Par conséquent

o1 A
b= pwp <1 |a|> |
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Supposons maintenant que |g| < g. Alors si |[S| = g, de (1.14) on obtient A = 0, et si
|S] < g, de (1.12) on aura aussi A = 0. D’ou finalement D = 0. Ainsi, on obtient la loi de
comportement du fluide de Herschel-Bulkley suivante :

i - i ~ . ~
pm (]' |g|) g Sl |U| > 9,
0 si|o] <g.

(1.15)

On peut aussi inverser 'équation constitutive (1.15). Si |D| = 0, d’apres (1.15), on a
|o| < getsi|D|#0,onals|>g.
Par ailleurs, on sait que |6| = 2u|D(u)[P~2|D| + g, donc si on combine cette formule

avec (1.13*) I’équation constitutive (1.15) s’écrit :

D
o = u|D(u)|P~2D + g— si |D| #0,
MDD + gD 5 1D] # -

o] <g si |D| = 0.

I est facile de voir que les deux lois constitutives (1.15) et (1.16) sont équivalentes.
Par conséquent, on considére (1.16) comme étant la loi de comportement du fluide de
Herschel-Bulkley. Par ailleurs, les expériences physiques ont montré que les coefficients
qui caractérisent le modele mécanique de Herschel-Bulkley, autrement dit la viscosité p
et le seuil de plasticité g, dépendent de la température, ce qui explique le comportement
thermique de fluide de Herschel-Bulkley.

Remarque 1.1 Si dans la loi de comportement (1.16), on prend g = 0 et p = 2,
on obtient la loi de comportement d’un fluide visqueux incompressible Newtonien. Par
conséquent, pour g suffisamment petit, le fluide de Herschel-Bulkley peut étre considéré
comme un modéle voisin des fluides visqueur Newtoniens. Si g est strictement positif,
on obtient la loi de comportement du fluide de Bingham, on observe des zones rigides
au sein de [’écoulement. Quand g croit, ces zones rigides augmentent et peuvent bloquer
complétement [’écoulement. Cette propriété s’appelle propriété de blocage. Le fluide de
Herschel-Bulkley posséde la particularité supplémentaire, mise en évidence par la loi de
comportement (1.16); tant que le seuil g n’est pas atteint, le fluide se déforme comme
un milieu rigide sans couler. On explique physiquement ce phénomeéne par le fait que
ces fluides sont pour la plupart des suspensions de particules quasi sphériques dans un
solvant. Quand les particules sont faiblement concentrées, le seul effet de leur présence
est d’augmenter la viscosité proportionnellement a la concentration des particules. Si on
augmente toujours la concentration, les particules finissent par se toucher. Le solvant
n’occupe plus que les interstices. Le liquide devient pateux a cause des forces entre les
particules en contact. Pour provoquer son écoulement, il faut vaincre toutes ces forces, ce

qui permet d’expliquer Uexistence du seuil g. Un tel comportement s’observe dans le cas
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de certaines huiles ou de certaines boues, utilisées dans la technique des forages pétroliers
ainsi que dans certaines peintures. On ['utilise aussi pour décrire l’écoulement a haute
température de certains corps solides, par exemple le processus de moulage de métaux.

Pour plus d’ezemples, on revoit auz ouvrages [3], [20] et [22].

1.1.3 Conditions aux limites de contact

Nous présenterons les différentes conditions aux limites utilisées pour la fermeture du
probléeme que nous utilisons par la suite dans cette these. Supposons dans cette section

que le milieu occupe un domaine 2 de R? donné par

Q:{(x,y)€R2:0<a:<1, O<y<h(:1:)},

de frontiere réguliere notée I' = I'; U I'y, ou I'; est la frontiere inférieure d’équation
y = 0, I'y est la frontiere supérieure d’équation y = h(z). On suppose que h: |0, 1[— R
est une fonction de classe C*.

I, la surface ol on a des conditions imposées en vitesse (condition de Dirichlet) :
u=0.

Contact bilatéral entre deux domaines

Supposons dans ce paragraphe que le milieu occupant deux domaines €, et s de R?
ol les deux domaines sont en contact bilatéral, i.e. il n’y a pas de séparation entre deux
corps pendant le processus, il s’agit d'un contact bilatéral. En posant ; =]0, 1[x]0, hy(x)[
et Qp =0, 1[X]hy (), ha(z)[, ot h; 3]0, 1[— R%, est une fonction de classe C*, i = 1,2.

Les frontieres des €2, €25 seront notées 0€2; = I'yUI'; et 0€2y = 'y UI'y respectivement.
[y est la surface bilatérale définie par y = hy(x). 'y est la surface inférieure définie par
y = 0 et I'y est la surface supérieure définie par y = hy(x). On note par n le vecteur normal
extérieur unitaire sur la frontiere I'g orientée vers 'extérieur de €2; et vers l'intérieur de

Q5.

— Sur la surface inférieure et supérieure, nous supposons
u; =0, sur I';, . =1, 2.
— Sur la frontiere bilatérale entre deux domaines, nous supposons
uy —up =0 surll,

om—oon =0 sur I,

autrement dit continuité des vitesses et continuité des contraintes.
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1.2 QOutils Mathématiques

On introduit dans cette section les espaces de type Sobolev utilisés en mécanique et
associés aux opérateurs divergence et déformation, leurs principales propriétés notamment
les théoreémes de trace. On adopte ici la convention de l'indice muet, et un indice qui suit
une virgule indique une dérivation partielle par rapport a la composante correspondante
de la variable. Toutes les notations ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans ce

mémoire sont introduits dans cette section.

1.2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette sous-section, nous faisons quelques rappels sur les espaces de fonctions
a valeurs réelles. Nous allons aborder les espaces des fonctions continues, contintiment
différentiables, les fonctions p-intégrables, les espaces de Sobolev, qui nous permettront
d’introduire les espaces spécifiques a la mécanique au prochain paragraphe. Nous rappe-

lons par la suite les définitions et quelques propriétés de ces espaces. [1, 10, 11, 18]

Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces vectoriels normés qui sont bien adaptés a la
résolution de nombreux probléemes d’équations différentielles aux dérivées partielles.
Ce paragraphe contient quelques rappels. Nous aurons également 1’occasion de clarifier

quelques notations usuelles.

Espaces de Lebesgue L?((2)

Définition 1.1. Soit p un élément de [1,400] et © un ouvert de R", on appelle espace
de Lebesgue, et on note LP(2), espace vectoriel des (classes d’équivalence de fonctions,

au sens de 1’égalité presque partout) u de Q dans R, Lebesgue mesurable, vérifant [47] :
(i) Sil1l<p<+oo, [|u(z)Pdr < +o0
Q

(ii) Sip = 4oo,supess|u(z)| < +oo
x€Q)

ou supess |u(z)| =inf{M >0 / |u(z)] <M p.p.}

e

a) Norme de LP(Q2)
L’application de LP(2) dans R, :

1

P
ooy = <f \u(xwdx) 1<p<to
u +— Q

lull () = supess [u(z)],  p=+oo
€
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définit une norme sur LP(2), norme pour laquelle LP(2) est un espace de Banach [11].
Pour p = 2, L*(2) est I'espace des (classes de) fonctions u de carré sommable sur €,

i.e. mesurable et telles que :

(NI

Jull o) = ( / |u<x>|2das) <o (12)
Q

L?(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(u,v) 2(0) = /u(:v)v(x) dx (1.3)
0

associé a la norme (1.3), ot (u,v)2(q) désigne le produit scalaire dans L*(12).

b) Inégalité de Holder

Soit (p,q) un couple de [1, +o0]? tel que 2% + % = 1. L’application suivante :

LP(Q) x LYQ) - R, (u,v) +— /u(aj)v(aj) dxdx
Q
est bilinéaire continue & valeurs dans L'(Q), et

(u,v) < |ullzr@) - |v]lage)
c) Inégalité de Young

i 1,1 __ * 1.0 4 lpg
801tp,q>1,avecp—|—q—1, alors Va,b € R7; abgpa +qb

d) Dual de L*(Q)
Pour tout réel p dans [1,4+o00], le dual de LP(Q2) est isomorphe algébriquement et

topologiquement a L4(€2), avec % + % = 1. I’application de dualité est définie par :

LP(Q) x LY(Q) —» R, (u,v) — /u(x)v(a:) dxdx.
0

Pour tout réel p dans |1, 4o00], le bidual de LP(£2), ou encore le dual de son dual L%(f2),
s’identifie algébriquement et topologiquement a LP(€2). On dit que LP(2) est réflexif [1].

Théoréme 1.1 (Théoreme de la convergence dominée de Lebesgue). Soit (u,) une suite

de fonctions de L'(€2). On suppose que :

(i) up(z) = u(zx) p.p. sur Q,
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(ii) il existe une fonction v € L'(2) telle que pour chaque n, |u,(x)| < v(z) p.p. sur Q.

Alors u € L'(Q) et ||un, — ul|10) — 0. (pour plus de détails renvoyons a [24]). Le ré-
sultat suivant, qui est presque 'inverse du théoreme de convergence dominée de Lebesgue,
il est d'une certaine importance dans 1’étude des équations non linéaires, il établit une
certaine relation entre la convergence dans le sens de la norme de L'(2) et la convergence

presque partout sur 2.

Définition 1.2. Un point # du domaine de définition d’une application v € L'(R")
Lebesgue-intégrable est dit point de Lebesgue de u si

1

I sy ] MO - u@lan =0

B(z,r)

ou B(x,r) désigne la boule de R™ centrée en x et de rayon r > 0, et \ désigne la

mesure de Lebesgue.

Théoréme 1.2. Soit (u,), une suite de fonctions intégrables telle que u, — u dans

LY(©). Alors, il existe une sous-suite (u,, )r et v € L'(Q) telle que
u, = v p.p. dans Q et |u,, | < ovp.p. dans €.

Proposition 1.1. Soit (f,,) une suite telle que u,, — u dans LP(£2), et soit (v,) une suite

telle que v, — v dans L4(Q2). Alors :

e (||un|lp) est bornée.
o liminf ||u,||, > |jull,.

o [u,v, = [uv.
) 9)

Espace de fonctions test D(()

Définition 1.3 (Support d’une fonction). On appelle support d’'une fonction u, et
on note supp u, le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel u est nulle. C’est aussi

la fermeture de I’ensemble des points z € R" pour lesquels : u(x) # 0.

Définition 1.4 (Espace D(Q2)). On appelle espace des fonctions test, et on note D(£2),
I’espace vectoriel des fonctions indéfiniment différentiables sur € et a support compact
dans €2, i.e.

D(Q) ={u e C®(Q) | IK compact, K C €, tel que suppu C K}

(Certains auteurs utilisent la notation C5°(€2) ou bien C2°(Q2) au lieu de D(2) [1],[11]).
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On munit D(2) de la «pseudo-topologie» suivante [28] :
Soit (un)nen une suite d’éléments de D(2). On dit que u,, converge vers 0 dans D((2)

(en notation : u, — 0 dans D(2)) si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) 1l existe un compact K de €2 tel que suppu,, C K, pour tout n € N.

(ii) Pour tout multi-indice de dérivation o € N"| la suite (D%u,,) converge vers 0 uni-

formément sur K. Autrement dit :

sup | D%y (x)] — 0 lorsque n — oo
e

n
La notation D*u, pour a = (a;)1<i<, € N", désigne la dérivée d’ordre |a] = Y a;,
i=1
elle est définie par :

dlely

or{ ... 0xen’

D% =

Remarque 1.1.

1. Si w € D(Q), comme supp D*u C suppu, on aura aussi D € D(Q2), quel que soit
a € N™. Pour la méme raison, si u, — 0 dans D(Q2), alors D%u,, — 0 dans D({2)

quel que soit @ € N".

2. On dira que u,, — u dans D(2) si et seulement si u,, —u — 0 dans D(2).

Proposition 1.2. Soit p € R; 1 < p < +o0, alors D(2) est dense dans LP(Q) [11].

Définition 1.5 (Espace D(Q2)). Soit  un ouvert de R™; D(Q) désigne I'espace des
restrictions a  des fonctions de D(R™), ces fonctions a support compact inclus dans
Q.[26]

Espace des distrubutions D'((2)

Définition 1.6 On appelle distribution toute forme linéaire continue sur D(€2), et on
note D'(€2) 'ensemble des distributions.

Définition 1.7 Soit T' € D'(Q2) et o € N”, la dérivée DT est définie par :
(DT, u) = (—=1)°NT, D), Yu e D(Q).
La notation (T, u), pour tout (T, u) € D'(2) x D(2), désigne I'image de u par T

Proposition 1.3. SiT € D'(2) et « € N*, alors DT € D'(2).
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Définition 1.8. Soit (7},)en une suite d’éléments de D'(€2). On dit que 7T,, converge
vers 0 dans D’'(2), notée T,, — 0 dans D'(Q2) si et seulement si :

(Th,u) =0, Yue D(Q)

Espaces de Sobolev

Dans toute la suite, {2 C R est un domaine borné, 1 < p < oo et m € N. On rappelle
que W™P(Q) est I'espace

Wme(Q) = {fu € LP(Q) | Du € LP(Q), 0 < |a| <m},

ou D%u désigne la dérivée d’ordre o € N™ de u au sens des distributions.

Si 1 < p < oo, alors W™P(Q) est un espace de Banach réel pour la norme

||U||W'””’(Q):( > ”DauHII),P(Q)> , Yue WHP(Q).

0<|a|<m

On note aussi par (W™?(Q))’ I'espace dual de W™P(Q), avec }% + :r% =1
Pour m = 1, on définit I'espace de Sobolev W*?()

ou

Wir(Q) = {u € L/(Q): Vi, 1<i<n,

e Lp(ﬂ)} ,

7

muni de la norme induite,

p

ou
8$i

[ullwir) = (HUII’ip(Q) +2
i=1

P
, sil<p<oo.
LP(Q)

En particulier, I'espace de Sobolev H™(2) = W™?(Q) est un espace de Hilbert pour

le produit scalaire, et la norme induite, respectivement,

(11, V)Hm(ﬂ) = Z (Do‘u, DaV)L2(Q), Vu, VA Hm(Q),

0<|a|<m

2
||U||Hm(sz)=( > ||D“u||i2(9)) , Vue H™(Q).

0<]al<m

pour s réel positif quelconque, on définit ’espace de Sobolev H*(€2) comme étant I'espace

intermédiare d’ordre 6 entre H™(Q2) et H°(Q2) = L*(Q)

H*(Q) = [H™(Q), L2 ()]s, (1—-0m=set0<0<1
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D’autre part, W™ (Q) est un espace de Banach pour la norme

[[ul[wmeeo (@) = o Tax (supess|D™ul), Vu € W™>(Q).

Nous utiliserons trés souvent dans les raisonnements, les théoremes de compacité et en

particulier celui de Rellich, les injections de Sobolev et le théoreme de trace de Sobolev.

Théoréme 1.4. (Injections de Sobolev) Soit §2 un ouvert Lipschitzien de R" et 1 < p <

Q.

(i) Sip € [1,n[, alors W'P(Q2) s’injecte continuement dans L%(Q) avec ¢ € [1, 22 ].

) n—p

(ii) Sip = n, alors W'™(2) s’injecte continuement dans L%(Q) ceci Yq € [n, +-o0].
(iii) Si p €]n, +oo[, alors W*(Q) s’injecte continuement dans C(2).

Théoréeme 1.5. (Théoréme de compacité de Rellich) Soit € un ouvert borné et
Lipschitzien de R" et p € [1, +oo[ Alors W"P(Q) s’injecte compactement dans L?(2).

Théoréme 1.6. (Compacité LP — L?). Soit ©Q un ensemble de mesure finie de
R™ et 1 < ¢ <p<o0.85i(u,),>1 est une suite qui converge presque partout vers u et qui

est bornée dans L, alors u, — u dans LY.

Lemme 1.5 Soit © un ouvert borné de R} x Ry, et g,,, g des fonctions de LI(0), avec

1 < q < o0, telles que

ng”L‘l(e) <c¢ et g, —gp.p. dans O.

Alors :

g, — g dans O faible.

Théoréme 1.7 (Théoréme de trace de Sobolev) Soit € un ouvert borné et Lipschitzien

de R™. Alors, 'application :

D(Q) — D) :u—u/r

se prolonge par continuité en une application linéaire continue :

W'?(Q) = L’(T) : u — ~(u) = u/r,

oil v est appelée 'application trace sur W(Q).

Probleme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley 16



Racheda Goug 1.2. OUTILS MATHEMATIQUES

Soit 1 < p < co. On appelle espace de traces, ’espace vectoriel

WP (T) = 1(W(Q)) = {y(u),u € W (@)},

que ’on munit de la norme

€1l -3y = i0F { ltllwrey / v(w) = £}

1
L’espace W' 57 est un sous-espace de LP(I') ; de plus, c’est un espace de Banach, qui

est réflexif lorsque 1 < p < co. On constate aisément que I'application :

v WP (Q) — WIToP(T)

est continue avec une norme inférieure a 1.

Théoréme 1.8 (Injections de Sobolev pour les espaces de traces) Soit 2 un ouvert borné
et Lipschitzien de R", et soit 1 < p < .
(i) Sip € [1,n], alors Wk%’p(l") s’injecte continuement dans L?({2) avec q € [1, w}
et compactement dans LP(T").
(ii) Sip=n, alors Wl_%’p(F) s’injecte continuement dans L%(£2) ceci Vg € [1, +o0].

(iii) Sip €]n,+oo|, alors Wl_%’p(l") s’injecte continuement dans C(T").

1.2.2 Opérateurs divergence et déformation

non

Nous désignons par S, 'espace des tenseurs d’ordre deux sur R™ (n = 2, 3), et par
et | - | représentent respectivement, le produit scalaire et la norme Euclidienne sur R™ et
Sh-

Ainsi,

n 1
u-v=> wy, [u=(u-u)?2, VuveR"
=1
n 1
o-T= Z OimTmi, |o|=(c-0)2, Vo,7€S,.

I,m=1

On utilise les notations suivantes :

LP(Q)2" = {0 = (oum) | Otm = oy € LP(Q), I,m =1,n}
W(Q)" = {u= ()| u e W*Q), I =Tn}
={ue(@"| D) e 7"}

H,

{o e (" | Div(o) € L/(Q)"}
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ot D : Whr(Q)" — LP(Q)™ " et Div : H' — LP(Q)" sont les opérateurs de déforma-

tion et de divergence définis par

D(w) = (Din()) : Din(w) = 3t + ) €6 Di(0) = (01ne)

Comme la frontiere I' est Lipschitzienne, le vecteur normal sortant v a la frontiere est
défini p.p.

Pour tout champ de vecteurs v.€ W?(0)", nous conservons la notation v pour désigner
la trace de v sur I'. On note par v, et v, les composantes normale et tangentielle de v

sur la frontiere, données par les formules :

V,=V-U, V,=V-—V,l,

Désignons par v 'application trace
v WH(Q)" — LP(D)",
et faisons introduire les notations

Wr = W' P(D)" = (WH2(Q)") et W =W (D)
et par (-, -)wpxwy le produit de dualité entre Wi et Wr. Pour tout o € Hy, il existe
un élément noté ov € Wi, tel que la formule de Green suivante soit satisfaite :
(v, YV )wrxwr, = (0, D(V))Le)nxn + (Div(o), v)Le@)n Vv € WP (Q)",

En outre, si o est assez régulier (par exemple C!), nous avons

(v Whweewy = [Lovevdy Vv e W@,
I

ou dv représente I'élément de surface. Nous définissons de fagon analogue les compo-

santes normale et tangentielle de o sur la frontiere I' par les formules :

o, =0V -V, O0,=0V—0,U.

Tout au long de la mémoire dans les probléemes mécaniques, I' est partitionnée en deux
parties mesurables I'; et I'y, telles que mes(I'y), mes(T'y) > 0.

Nous aurons besoin de I’espace des déplacements admissibles

Wr = {V € WH(Q)" : v = 0 sur 1"}.
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L’inégalité de Korn généralisée s’applique sur Wr : il existe une constante C' > 0,

dépendant uniquement de 2 et T, telle que
HD(V)HLP(Q)?XR > C||lvl[fwrr@n Vv e Whr(Q)™,

1.2.3 Elément d’analyse non linéaire

Dans cette sous-section, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans
les espaces de Banach et quelques résultats concernant les inéquations variationnelles
elliptiques qui interviennent dans 1’étude des probléemes de ce mémoire. Dans le premier
paragraphe de cette sous-section, H désigne un espace de Banach réflexif muni de la norme
|| [l On note aussi par H' I'espace dual de H et par (-, -)gxp le produit de dualité entre
H’ et H.

Convergence faible

On dit que la suite (x,), C H converge faiblement vers z € H et on note x,, — x si

<l7xn>H/><H — <l7x>H’><H Vl € H/.

Dans ce cas, x s’appelle limite faible de la suite (x;,),.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il résulte que si z,, — x, alors z,, — z. La
réciproque n’est pas toujours vraie. De plus, puisque I'espace de Banach est réflexif, on a

le résultat suivant :

Théoréeme 1.1 (de Bolzano- Weierstrass) Soit (z,), une suite bornée de H. Il existe

alors un élément x € H et une sous-suite de (x,),, notée (z,),, telle que =, — .

Fonctions convexes et semi-continuité

Nous commencons ici par quelques préliminaires sur les fonctions convexes et les fonc-
tions semi-continues inférieurement. Ensuite, nous donnons une généralisation de la notion
de gradient aux fonctions convexes, voir plus détails [10, 19].

Soit ¢ une fonction définie sur un espace vectoriel réel E et a valeurs dans | — 0o, +00].

La fonction ¢ est dite propre si elle n’est pas identiquement égale a oo, c’est-a-dire s’il

existe x € E tel que p(z) < oo. La fonction ¢ est dite convexe si

oltr+ (1 —t)y) <tp(r)+ (1 —t)e(y) Vr,y € E, tel0,1].

La fonction ¢ est dite strictement convexe si cette derniere inégalité est stricte pour

tout x,y € E tels que = # y.
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On définit le domaine et ’épigraphe de p,respectivement, par :

dom(p) = {z € E [ p(z) < +o0},

epi(p) = {(z,0) e EXR [ p(z) < a}.

Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants :

(i) ¢ est propre si et seulement si dom(y) # 0.
(ii) Le domaine de ¢ est un convexe de E si ¢ est convexe.

(iii) ¢ est convexe si et seulement si epi(y) est un ensemble convexe dans E x R.

Une fonction ¢ définie sur un espace topologique E et & valeurs dans | — oo, +00] est

dite semi-continue inférieurement si :

Vo € R, I'ensemble {z € E tel que ¢(x) < a} est fermé.

Nous donnons ici quelques propriétés des fonctions semi-continues inférieurement.

Lemme 1.1 Soit ¢ : H — R. Alors

(i) ¢ est semi-continue inférieurement si et seulement si epi(y) est fermé dans H x R.

(i) ¢ est semi-continue inférieurement si et seulement si pour tout x € H et tout € > 0,

il existe un voisinage V, de = dans H tel que ¢(u) > ¢(z) — € pour tout u € V.

Il en résulte en particulier que si ¢ est semi-continue inférieurement et si x, — =,

alors

liminf p(z,) > ¢(z).

Ce lemme nous conduit au résultat suivant :

Théoreme 1.2 Soit ¢ : H — R une fonction convexe et propre. Alors ¢ est semi-
continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue inférieurement pour la
topologie faible de H.

Une fonction ¢ : H —] — 00, +00] est dite Gdteauz-différentiable en un point u € H
s'il existe un élément V(u) € H' tel que

pu+tv) = p(u)

lim = (Vo(u),v)wxa Vv e H. (1.17)
L’élément Vp(u) est appelé la différentielle au sens de Gateauzr de ¢ au point u.
La fonction ¢ est dite Gateaux-différentiable si elle est Gateaux-différentiable en tout
point de H. Dans ce cas, U'opérateur u — V(u) : H — H’ s’appelle le gradient de la

fonction .
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La convexité des fonctions Gateaux-différentiables peut étre caractérisée de la fagon

suivante :

Lemme 1.2 Soit ¢ : H —] — 00, +-00] une fonction Gateaux-différentiable. Alors ¢ est

convexe si et seulement si
p(v) = p(u) > (Vo(u),v — uywxu  Yu,v € H. (1.18)

L’inégalité (1.18) suggere une généralisation de la notion de gradient aux fonctions
convexes.

On dit que la fonction ¢ : H —] — 00, +00] est sous-différentiable en un point
u € H ¢’il existe f € H' tel que

o) —e(u) > (f,v—u)mxy Yve H. (1.19)

L’¢élément f est appelé sous-gradient de ¢ au point u, et I’ensemble des sous-gradients

de ¢ en u est appelé le sous-différentiel de ¢ en u et est noté dp(u) :
do(u) ={f eH : o) —p(u) > (fiv—uwmwxua Yve H}. (1.20)
On note par dom(9dyp) 'ensemble défini par :
dom(dp) = {u € H: dp(u) # 0}. (1.21)
En utilisant (1.20), (1.21) et la définition du domaine d’une fonction, il résulte :
dom(0p) C dom(yp). (1.22)

La fonction ¢ est dite sous-différentiable si elle est sous-différentiable en tout point de
H, c’est-a-dire dom(9dp) = H.

Lemme 1.3 Soit ¢ : H —] — 00, +00| une fonction sous-différentiable. Alors ¢ est
convexe, propre et semi-continue inférieurement.
Dans le cas d'une fonction convexe, le lien entre 'opérateur gradient et le sous-

différentiel est donné par :

Lemme 1.4 Soit ¢ : H —| — 00, +-00] une fonction convexe et Gateaux-différentiable.

Alors ¢ est sous-différentiable et on a

dp(u) ={Vep(u)} VueH.
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Opérateurs fortement monotones et inéquations variationnelles

Soient H un espace de Banach réflexif et séparable, A : H — H' un opérateur non
linéaire, ¢ : H —] — 00, +00] une fonction propre, et f € H'. Un nombre considérable
de problemes aux limites en mécanique des milieux continus se ramenent aux probléemes

suivants. Trouver u € H tel que
(Au, v — Wwxu + o) —o(u) > (f,v — ), VveH, (1.23)

ou (-, yaxu est le produit de dualité entre H' et H.
Le probleme (1.23) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espece

sur H. L’opérateur A est dit :

(i) Strictement monotone si

(Au—Av, v —u)gxg >0 VYu,veH,
(Au—Av,v—u)gyu=0= v =u.

(ii) Coercif si

A ,
m AR Waam (1.24)
lulg—+eo  |lullm

(iii) Hémi-continu si la fonction réelle
t— <A(u + t’U), V>H/><H

est continue pour tout ¢ € R.

En ce qui concerne le probleme (1.23), on a le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 1.3 [10, 29] Soit A : H — H’ un opérateur strictement monotone, borné,
hémi-continu et coercif, et soit ¢ une fonction convexe et semi-continue inférieurement
pour la topologie faible de H. Alors I'inéquation variationnelle elliptique de seconde espece

(1.23) admet une solution unique.
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CHAPITRE 2

RESULTATS D’EXISTENCE POUR UN PROBLEME DE
TRANSMISSION GOUVERNE PAR LE FLUIDE DE
HERSCHEL-BULKLEY

Dans ce travail, on a montré I'existence et 'unicité d’une solution faible de ce probléme
de transmission. Ce chapitre est organisé de la maniere suivante.

Dans la sous-section 1, nous présentons le probléme mécanique de transmission en
régime permanent pour les deux fluides de Herschel-Bulkley. En outre, nous introduisons
quelques notations et le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler. Dans la sous-
section 2, nous obtenons la formulation variationnelle du probleme. Nous montrons dans la

sous-section 3 'existence et 1'unicité d’une solution faible de ce probléme de transmission.
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Racheda Goug 2.1. POSITION DU PROBLEME

2.1 Position du probleme

Nous considérons deux fluides de Herschel-Bulkley rigides, viscoplastiques et incom-
pressibles occupant deux domaines bornés Qf et Q5 de R% On note par € (0 < & < 1) est
un petit qui tend vers zéro, avec ses fronticres 995 et Q5 sont de classe C'! et sont divisées

en trois parties mesurables : I'§, 'S, et I'§, telles que mes(I']), mes(I'5) > 0, données par :

O =TSUTS et 005 =T5UTS

ou
— T est l'interface de contact fluide-fluide définie par xo = ehy(xy),
— I'{ est la surface inférieure définie par xo = 0,
— T est la surface supérieure définie par zo = ehy(xy).

Tels que h; :]0,1[— R* (i = 1,2) est une fonction de classe C*(]0, 1).

On désigne par €2° le domaine = )] U 25 et on suppose que :

Qi = {(.Tl,xg) S ]R2, O<zi<letO<a< €h1($1)},

et
Qf = {(xl,xz) ER*, 0<azy<let chy(n) << ehl(xl)}.

Les fluides sont soumis a des forces volumiques données, de densités f; et f5 respec-
tivement.
On note par S? I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R?, et par “-” et
“| - |” respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S?. Ainsi, pour
tout u,v € R?, u-v =u = 3 S? = =
, ,u-v=wuy, |ul = (u-u)z, et pour tout 0,7 € S*, 0T = OppTim, |o| =
1. . - . .
(0-0)2. Ici et ci-dessous, les indices [ et m sont compris entre 1 et 2, et la convention de
sommation sur les indices répétés est adoptée.

Aai ~E Axri ] g __ ) A .
On désigne par 5 le déviateur du tenseur des contraintes of = ((05 ) ), donné par :

tr(o?)

0i = ((67)um),  (07)im = (07)im — —

Spmy 0 =1,2.

Ot 0 = (0yy,) est le tenseur identique.

Soit 1 < p; < 2. Nous considérons les tenseurs de taux de déformations définis pour
chaque u§ € WP(Q5)? par

D(u7) = (Dim(u7)),  Dim(ui) = 5 ((u))im + (05)mt) ;i =1,2.

N |
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On note par n le vecteur normal extérieur unitaire sur la frontiere I'y orientée vers
Iextérieur de 2] et vers l'intérieur de 25.

2

Pour chaque champ des vecteurs v € WhP(QZ)? on écrit aussi v pour sa trace sur

001 =1,2.
Le probleme de transmission en régime permanent pour les deux fluides de Herschel-

Bulkley est donné par le probleme mécanique suivant :

Probléme (P.2.1) : Trouver le champ des vitesses ué = (us), u5,) : Q5 — R?, le champ

des contraintes of = (05,05) : Q0 — Sy, i = 1,2 tels que

Divoi + ff =0 dans Qf, (2.1)
Divos+ f5 =0 dans €5, (2.2)
pe 1 e\|P1— € D(ug ; €
55 = men [D())"* Dwi) + sy si [D(h)] #0
! dans 7, (2.3)
05] < gre si [D(ui)] =0

5% = 12 |D(E) 77 D) + e i |D(u)] 0

dans(2s, (2.4)

|05 < 928 si [D(u3)] =0
divu; =0 dansQf, (2.5)
divu; =0 dans €S, (2.6)
u; =0 surl¥, (2.7)
us; =0 surls, (2.8)
uj —u; =0 surly, (2.9)
o;-n—o;-n=0 surlfy. (2.10)

Ici, 'écoulement dans les domaines €5 et €5 sont respectivement données par (2.1)
et (2.2) ou les densités sont supposées égales a un pour les deux fluides. Les équations
(2.3) et (2.4) représentent, respectivement, la loi de comportement des deux fluides de

Herschel-Bulkley ou pi?*, u5?? > 0 et g€, goe > 0 sont respectivement la viscosité et le
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seuil de plasticité du fluide de Herschel-Bulkley. Le parameétre p tel que 1 < p; < 2 est
I'indice de puissance du fluide. (2.5) et (2.6) représentent la condition d’incompressibilité
pour deux fluides respectivement. (2.7) et (2.8) représentent la condition sur la vitesse sur
les frontieres I'§ et I'§ respectivement. Enfin sur la frontiere I, (2.9) et (2.10) représentent
la condition de transmission pour l'interface liquide-liquide.

On introduit le cadre fonctionnel suivant :

V() = {Ui € Whi(QF) : divy; = 0dans Q et v; = Osur Ff}, i=1,2.

Ve ={(v1,v9) € V(7)) x V(Q3) : v — vy = 0 sur I'g}.

-

V(£25),i = 1,2 qui est un espace de Banach pour la norme induite

[vllviasy = l0lleqs):

et V. devient un espace de Banach pour la norme suivante :

[ (v1,va)|lve = ||Ul||V(Q§) + ||U2||V(ﬂ§)a

ou

OV, g
HUHWLP(QS):(HUHIip(Qs)JF Z ||axl||ip(ﬂe)> :

1<l,;m<2

On désigne par (-, -)yeyye le produit de dualité entre V¢ et V©,
Dans toute la suite, on désignera par ¢ des constantes positives diverses (probablement

différentes) dépendant seulement des données du probleme. Notons par p’ le conjugué de

p, c’est-a-dire % + ]% =1.

2.2 Formulation variationnelle du probléme

Nous allons dériver dans cette section une formulation variationnelle du probléeme
mécanique (2.1)-(2.10).

Lemme 2.1. Supposons que (ff, f5) € V&', Soit (u§, u§) solution de (2.1)-(2.10), alors

elle vérifie le probleme variationnel suivant :

Trouver (uj,us) € VF, telle que
<¢(ui7u§)7 (Ul - uiv? - u;))VE/XVE + ‘](Ulv U2) - J(”iv ug) (2.11)
> /QE fi - (vy —uf)dry des + /QE fs + (vg —uj)deydas Y(vy,v9) € VE,
1 2
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ou
p:VE= VT (uf,uf) — o((uf, u3); (v1,v9)) € VE

(S, 1iE), (01, 02))yereye = e /Q D) P2 D). D(v1) dydacs

1

+ 1peP? /Q D)2 D(u5).D(w2) drd

2

JiVES R o) = gie [ ID()] dedes +gaz | D(va)] dasdes

1 2
Démonstration. Supposons que (uj,u5) solution de (2.1)-(2.10) soit suffisamment ré-
guliere. En multipliant 1’équation (2.1) par v; — u, et ’équation (2.2) par ve — u§, ou
(v1,v9) € VE, et en utilisant la formule de Green sur chaque sous domaine Q5,7 = 1,2, on
obtient

/ o;D(vy — i) drydzy + / 05D (ve — u5) drydxs
o5 03

1

— oini(v; —u ds—/ osne (v — u5) ds
e Tt = i) ds = [ ofnaes — )

2

—/ fi(v dq:ldQJQ—i—/ fo(vg — ug) drydzs,  V(vi,vg) € VE (2.12)

En utilisant maintenant les conditions aux limites (2.7)-(2.10), on trouve

/ oing (v — d8—|—/ o5na(vy — u3) ds

—/ oini(v ds—l—/ oini(vy —uj) ds

—I—/ o5nae(ve — uj ds+/ o5na(ve — uj) ds
I I'5

= oin(vy — u§ ds—/ osn(vy — u5)ds
. ointe =) ds = [ omn(es = u)

0

= 0.
Donc (2.12) devient comme suit
/ o7.D(vy — uf) dzy dxs +/ 05.D(vy — u3) dzy dxs

—/ o dxld:c2+/ F(vs —1iS) dwy ds,  V(v1,03) € VE.
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Par ailleurs, on aura, en utilisant la définition de o5,7 = 1,2 et les conditions d’incom-

pressibilité (2.5) et (2.6)

/ 05.D(vy — uf) doydzy —I—/ 05.D(vy — uS) dydzy
o5 95

t 15
= /QE (Uf - r(201)5> D(vy — uj) dridxs

((75 — tr(02)5> D(vg — u3) dxidxs

I
S~

_01.D(v1 — ug) dwrdas + /QE 05.D(vy — u3) dzydz,.
2

Alors

1

/QE o7.D(vy — ui) dzydzy + /93 05.D(vy — u3) dzyday
< e /Q D) D (). D vy — ) dardry
+ pioe? /Qg |D(u5) P22 D(u5).D(vy — uf) dydas
+ g1 /Qi |D(vy)| dzydzs — gre /Q’i |D(ui)| dzxidxs

+ 925/ |D(ve)| dxydzy — 925/ | D (us3)| dzydxs.
9 9
Par consequent

<¢(ui> u;)a (Ul - uia Uy — ug»\/f’xvf + J(Ul, UQ) - J(Ui, u;)

> /QE fi(vy —ui) deydxs + /QE f5(vg — us) deyday V(vy,v9) € VE.
1 2

La preuve est terminée.
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2.3 Résultats d’existence et d’unicité

Théoréme 2.1. Supposons que (ff, f5) € V. Alors il existe un unique u® = (u§, u) €
V¢ solution du probléme variationnel (2.11).

Démonstration. On peut facilement prouver que 'opérateur ¢ peut s’écrire

<¢<Ui, u3)7 (U17U2)>VEI><V€ = <dJ1(D<ui))7 D<v1)>Lp,1 (Qf)‘s‘prl (in:)zsl

+(dJ5(D(u3)), D(v2))

LP2(Q5)4x LP2 (0254

ou la fonctionnelle J;, i = 1,2, est définie par

T I C Sy — R, o Jio) =L

Z.Epi ] .
/ lo|Pt deydxy,  1=1,2,
bi JQ;

et d représente la dérivée au sens de Gateaux.

. . . e 4
Cette fonctionnelle est convexe et semi-continue inférieurement sur LP(€5);, et

Gateaux-différentiable. Sa dérivée au sens de Gateaux au point o € LP(€) );1 est
i i—2
(dJi(o), T>Lp;(Qf)§XLpi(Q§)g = /m wiel o[ o - T dxy dz,,
Vre LP(Q)E i=1,2.
En effet, on a
i i —2
<dJi<O-)’T>Lp§(ﬂf)§><Lpi(Qf)§ - /ijf paet|o|" 0.1 dzy2)
< / |pseP||o|P 7| davyday
05
L 1
' (pi—1) g D "
<c (/ |or [P i d:vldx2> </ |77 da:ldx2>
QF Qe

Or on sait que 1 < p; <2 = 0 < p —1 <1, de plus il existe une constante

strictement positive d de sorte que
Slo| > 1, Vo e LFi(Q5)I\ {0}, i=1,2.
Cela entraine l'existence d'une constante C(p,d) vérifiant 'inégalité

1470} g e < C0 D)0l Wo € Q) i=1,2,

HLPQ (929)

Probleme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley 29



Racheda Goug 2.3. RESULTATS D’EXISTENCE ET D’UNICITE

D’apres le lemme (1.2) et la propriété (1.18), J;(o) est convexe si et seulement si
<dJZ'(O'1), 09 — 01>Lp/(Qf)gXLp(Q?)g S Ji(O'g) — JZ‘(O'l), v0-170-2 c LP(Qf);l, 7= 1, 2
En utilisant I'inégalité de Young, on aura

<d<]i(0'1>, 09 — O'1>

. /Liéfpi 01 pi dl‘ldl’g
i

pi_l|0’2| delde —/ /Liépi 01
953
K2

LP3(Q5)4x LPi (Q)4 S/Q
pi— 1

1
S / /ubiépi|0'1|pi d!Eldl'Q + */ Miépi|0'2|pi dl‘ldl’Q
bi  J95 Di JQ5

e
Q¢
3

1 1
< */ e | oo|Pt dzydas — */ el
Pi JO5 Dbi JQ5

< Ji(oz) = Ji(01), Voi,00€ Lpi(Qf);L, 1=1,2.

01 i d.’I]ldIQ

09 01 Pi dl‘ldl'g

Par conséquent, dJ; est semi-continue et monotone, de plus d.J; est strictement mono-
tone et bornée, 1 = 1, 2.
A cette fin, on a

(dJilon) = dJio2).01 = 02) 1 ey sy

> pie | (jon] = loal)(lo

k3

Vo, 00 € LP(Q5)Y, i=1,2.

p¢—1> dl’ldl’g,

pi—1 ’0.2

Donc si 01 # 09, nous avons (dJ;(o1) — dJ;(03), 01 — 02) > 0, ce qui signifie

L¥5 (95) 4 x LPi (25)4
que dJ; est strictement monotone, i = 1,2. D’autre part, pour tout (uj,u5), (vi,vs) € V=,

nous avons
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1

@05, (00| < s ([ DGO V) ( [ 1D i
. 1 L
P2

+ [1/25192 ( |p2 dl’ldl‘2> ’ (/ |D(U2)|p2dl’1dl‘2>

95 95

7} .
1 p1

< P! ( / (u])|P dzydxy ) Ul)]pldxld:@)

1

/ ‘D(’Ug)‘pgdfﬂld.?ig) -
QE

2

/

p2 \ P2
+ poeP? ((/ (ug ]mdxldx2> )

anyllonllvas) + pae™[lusly

S~

mm
~—

< e’|uil] ap llv2llvies)

‘S S\ S\L—t
w\\.?

P

< P fJugly) QE)H(Ulv va)|lve + #25102HU2H v

P

ag) [l (01, v2) v

P1 P2
(mEW%Wmm+Mﬁ Mﬂvm)uwhwww.

Alors,

3
=

PZ

~|

ve < M15p1||U1||1P/IQE +M25p2||u2||v Qs)

[p(u, us)l

Ce qui prouve que 'opérateur ¢ est borné sur Ve.

Maintenant, d’apres 'inégalité généralisée de Korn, il existe une constante ¢ > 0 telle

que

(005, u5), (05, 5y e = € (513 + 5 sy ) o V(5 5) € V2.

Alors

(B(us, u5), (u5, u§))yerseye  NUillVqey + 14311V qs)
| (uf, u5)||ve — lusllvias) + ludllvias)

v( 17 Q)EVE

Par passage a la limite quand ||(u§, u§)||v= — 400 nous trouvons

<¢<U§, ug)? (Ufi, u;))VE/XVE Z c 111’11 rpl COSpl 0 + sz‘ Sinp2 ‘9 = 400.
Uy, u Ve r—400,0€ 0,5 T COS T Sin
[ (ui, us) | 0.3 0+ rsind

Il s’ensuit que l'opérateur ¢ est coercif sur V.
Par ailleurs, la fonctionnelle
j:VeE—=R
(v1,v9) > j(v1,v9) = g1 /QE |D(v1)|dzydzg + goe /QE | D(vg)|dzdz,,
2

1
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est continue et convexe sur V¢, elle est donc semi-continue inférieurement sur Ve.
En effet, pour montrer la continuité de j il suffit de considérer une suite (vy,, vo,) € V°
qui converge vers (vy,v9) dans V¢, et utiliser I'inégalité de Holder et la continuité de ¢y, go

sur V¢ pour obtenir

|7 (U1, Vo) — J(v1,02)] <

€/ gllD(UlnﬂdIldIQ - 8/ gl’D(Ul)’dxlde
& &

+

5/ gg|D(’U2n)‘d$1dI2 — 5/ 92|D(’U2)|dl’1dl’2
03 Q3

‘D(’l]ln — Ul)’pld.l'ldan) "

1
< giemes(Q5)* (/
QE

1

1
+ ggsmes(Qg)g (/ | D(voy, — v2)|p2d:1:1dx2) i
QE

2
< c (o = villvies + vz — vallvies))

< c||(v1y, — v1, Vo, — V)] ve-

De plus, pour la convexité, on a pour toute (uj,u3), (vi,v2) € VE, t € [0, 1]

Gt + (1= or, 15 + (1 — Hwy) = /Q gie| Dt + (1 — £)o)|darrdzs
+ /QE g2e| D(tus + (1 — t)vg)|dzdas
< [ gelD@d)ldmde, + [ gie|D((1 — o) |daide,
1 1

+ /Qs goe| D (tus)|daydas + /QE g2e| D((1 — t)vy) |dzyday
2 2
<t (/Qs 915|D(Ui)|d$1d$2 + /QE gg€|D(u§>|dx1d$2>
1 2

+ (1 —1) </QS gi1e|D(vy)|dzydzy + /QE ggelD(vg)]dazld@)
1 2
< tj(ug, uz) + (1= 6)j(v1, v2).
Par conséquent le résultat d’existence et d’unicité de la solution résulte des théoremes

classiques, sur les inéquations variationnelles avec opérateurs monotones et fonctionnelles

convexes|[10].
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CHAPITRE 3

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN PROBLEME
DE TRANSMISSION ENTRE DEUX FLUIDES DE
HERSCHEL-BULKLEY DANS UNE COUCHE MINCE

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de comportement asymptotique d’'un pro-
bléme mécanique de transmission entre deux fluides incompressibles, rigides et viscoplas-
tiques de Herschel-Bulkley dans une couche mince bidimensionnelle en régime stationnaire
avec des viscosités différentes, et les conditions aux limites de transmission naturelles a
I'interface de contact. Ce chapitre est organisé de la maniére suivante :

Dans la section 1, nous introduisons quelques notations et le cadre fonctionnel dans
lequel nous allons travailler. Dans la section 2, nous présentons le probleme mécanique et
sa formulation variationnelle. Dans la section 3, nous nous intéressons au comportement
asymptotique, pour cela nous prouvons quelques résultats de convergence concernant la
vitesse et la pression lorsque 1’épaisseur tend vers zéro. En outre, I'unicité d’une solution

limite a également été établie.
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Racheda Goug 3.1. INTRODUCTION ET CADRE FONCTIONNEL DU PROBLEME

3.1 Introduction et cadre fonctionnel du probleme

On note I I'intervalle ouvert I =|0,1[. On introduit la fonction h; : I — R tel que
h; € CY(I),i=1,2.

Nous considérons les domaines suivants :

Y ={(z,y) eER? |z eclet0<y<hix)}

Qf = {(21,20) ER* |21 €T et 0 < zp < chy(71)},

Qo ={(z,y) eR* |z €Tet hi(zx) <y < hao(z)},

Q5 = {(71,22) €R? | 21 €T et ehy(my) < 73 < cha(z1)},

ou € > 0 est un petit parametre qui tendra vers zéro. Remarquez que si (x, z5) € €25,
alors on a (x,y) = (1, 2) € Qy, i =1,2.
Cela nous permet de définir, pour chaque fonction ¢ : € — R, la fonction ¢5: Q; - R

donnée par

g/p\i(x,y) = @i (z1,22), 1=1,2.

Pour 1 < p < 2, notons par p’ le conjugué de p, c’est-a-dire % + z% = 1, et soit
fi = (fi1, fi2) € LP(€;)? une fonction donnée. Nous définissons la fonction f& € LF (Qf)?
telle que J/CE =fi,i=1,2.

Pour chaque domaine ¢, nous supposons que sa frontiére 9 est de classe Ct, i = 1,2
et est divisée en trois parties I'y, I'] et I'j mesurables, telles que mes(I']), mes(I') > 0,

données par
00 =T Ul et 0095 =T5UTs,

ou I'§ est la frontiere bilatérale définie par xo = ehy(z1). La surface inférieure I'] est définie
par xo = 0, la surface supérieure I'§ est définie par x5 = chso(x;). Nous désignons par ¢
le domaine f U €25.

On note Sy 'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R? et par "." et | - |
respectivement, le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S,. Ainsi, pour tout
w,v € R u-v=wuy, |u| = (u-u)2, et pour tout ,7 € S, 0+ T = Oy Tim, |o| = (0 - 0)=.
Ici, les indices [ et m sont compris entre 1 et 2 et la convention de sommation sur des

indices répétés est adoptée.
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On introduit le cadre fonctionnel suivant :

Wﬁp(Qf) = {vi € WHPi(Q5) 1 v; = 0 sur Fi} :
WEE() = {vi € WPi(Q5)? : div(v;) = 0 dans Qf},
Wi (Q;) = {vi € WPi(Q,)? : div(v;) = 0 dans Ql} :
) = {t € 27(@0): [ wilonan) dondns 0},
1560 = { i € Q0+ [ gile,y) dudy = 0},
) 8901‘ ) .
Wp,(Qz) =qp; € Lpl(Ql) : aiy S Lpl(QJ , 1=12.
WP = Wp1 (Ql) X sz(Q2)7 (31)

v1 = vg sur Iy,
e __ P1,€ 5 D2,€ €\ . _
Wdiv — (’Ul,'UQ) E Wdiv (Ql) X WdiV (QQ) . 'Ul — 0 sur Fl, 9
v9 = 0 sur I'y

We = {(Ul,vg) € erip1<9i)2 X erép2(Q§)2 U] = Uy Sur FO}.

Tous ces espaces sont des espaces de Banach.
On désigne par (-, -)yper, p- le produit de dualité entre We et W¢, et par || - ”WI’I’(QE)
r; 4

la norme de 'espace Wll;pi(Qf), 1 =1,2.

3.2 Le modeéele et sa formulation variationnelle

Nous considérons deux fluides de Herschel-Bulkley rigides, viscoplastiques et incom-
pressibles qui occupent les domaines €2 et €25. Les deux fluides sont en contact bilatéral,
le long de la partie commune I'.

On note par u§ = (u5;, u5,) le champ de vitesse, par o5 = (05, 05,) les tenseurs des
contraintes et par D(u5) les tenseurs de déformations linéarisées, i = 1, 2.

Nous modélisons les matériaux avec le tenseur de contrainte total de Cauchy

o5 (uf) = =pi I + o (u),

ou 315 désigne la partie déviateur, et p; la pression, ¢ = 1,2. Le fluide est supposé étre
incompressible, rigide et viscoplastique, et la relation entre c}f et D(uf) est donnée par le
modele de Herschel-Bulkley :

D(u5) .
= si |D(uf)| # 0,
| D(uf)] D) i=1,2,

07| < gie st [D(u;)] = 0

D(u;)

0f = ie” P2D(uf) + gie
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ou g;e est le seuil de plasticité, p;eP est la viscosité (g; > 0 et u; > 0 sont des constantes
indépendantes de €), p représente I'indice de loi de puissance, u{ est le champ de vitesse

et
€ _1 5 eNT .
D(uf) = 5 (Vi + (Vui)T), i=12.

On note par n le vecteur normal extérieur unitaire sur la frontiere I'y orientée vers

I'extérieur de €2 et vers l'intérieur de €25.

— L’équation de conservation de la quantité de mouvement
Divo; + ff =0 dans Q;, i=12

. e . e (1 , "y
ou le vecteur ff, i = 1,2 de composantes f; (j = 1,2), représente une densité
massique des forces extérieures.

— L’équation d’incompressibilité
divu; =0 dans Q;, i=1,2.

Nous décrivons les conditions aux limites sur la frontiere 0€2;. Nous supposons que :

— Sur la surface inférieure et supérieure, on a

u; =0, i=12surl}

— Sur la frontiere bilatérale entre deux domaines, on a

uj —us = 0sur I,

5 5 _ 5
o;-n—o,-n= 0surly,
autrement dit, nous supposons la continuité des vitesses et la continuité des
contraintes.

Le probleme de transmission en régime stationnaire pour les fluides de Herschel-

Bulkley en couche mince est donné par le probléme mécanique suivant :

Problem (P.3.1) Trouver le champ des vitesses u$ = (u$), us,): Qf — R? le champ des

contraintes 0§ = (05,,05): €5 — Sy et la pression pi: Qf — R, i = 1,2 tels que

Divo; + ff =0

Pt dans (3.2)
divu; =0
Divos+ f5 =0

21 dans 5 (3.3)
divus =0
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FH(u5) = o5(u) + pi Lo

5% = e | D) 2D (us) + gm S IDM) A0 dans 0 (34)
05| < gie si |D(ug)] =0

FE(u5) = 75(u5) + Pl

75 = 1o” | D(ug) 22D (u) + gm D) £0b dams 05 (35)
75| < goe si [D(u3)] =0

u; = Osur I']
e _ 5
uy = Osur I
uj —u5 = Osur I

5 e _ 5
o] -n—o,-n=_0surlj.

Dans toute la suite, on désignera par ¢ des constantes positives diverses (probablement
différentes) dépendant seulement des données du probleme. Notons par p’ le conjugué de

) NI K 1 1 _
p c’est-a-dire s Ty = 1.

Formulation variationnelle

En multipliant I’équation (3.2) par v; —uj, et ’équation (3.3) par vy —us5, et en utilisant
1 2

la formule de Green sur chaque sous-domaine €25, ¢ = 1,2, et par addition, on trouve

/ o7.D(vy — uf) dzy dxs +/ 05.D(vy — u3) dzy dxs
Qs Qs

i

—/ oini(vy —uj)ds —/ osng(vy — uj) ds
o0z 005

2

:/QE fi(vy — ui) doy dxs + /QE f5(ve — u) doy dxe,  Y(v1,v9) € WE.
1 2
En tenant compte des conditions (3.2)-(3.9), on trouve la formulation faible :

Trouver (uf,u3) € Wi, et (p5,p3) € LE (Q5) x LY (23) tel que
¢((ui= ug), (Ul - U‘i, Vg — ug)) - Z <p§> diV(UZ' - uf)> + J(Ula UQ) - J(uia ug)

1<i<2
> Jo: Ji-(v1 —uf) dawy dws + Jog f5.(v2 — u5) doy dza,  V(vi,v2) € WE,
(3.10)
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ou

Ol(u5,u5), (v1,2)) = pue” [ D) 2D (ws).D(v1) dardls

1

+ 1P /Q D)2 D(u5).D(vs) dar1drs,

2

(i, div(e) = [ pfdivie) dudes, i =1,2

j(U17U2) = g1¢€ /QE |D<U1)| dlEldl'Q + got /QE |D<UQ)‘ dxldl‘g.
1 2

On sait que ce probléme variationnel a une solution unique (us, u5) € W§, et (p5, p5) €
LPV(Q5) x LP?(25), voir pour plus détails [5, 32, 33, 44, 46].

3.3 Comportement asymptotique

Dans cette section, nous établissons quelques résultats concernant le comportement
asymptotique de la solution lorsque € tend vers zéro. Nous commencons par rappeler les

lemmes suivants, voir [8, 10, 13, 19, 34] :

Lemme 3.1

1. L’inégalité de Poincaré. Pour chaque v; € W, (Q)?, nous avons

ove

(]

 =1,2. 3.11

€

X . Oe <

i ©)2 >
||1) ||Lp1(Ql)2 g

)

LPi (Q5)2

2. L’inégalité de Korn. Pour chaque v; € W,7i(Q)?, il existe une constante positive

Cy indépendante de ¢, tel que
||vvf||Lpi(Qf)4 S Cg”D(U?)HLm(Qf)AL, 1= ]_, 2. (312)

Lemme 3.2 (Minty). Soit £ un espace de Banach, A : E — E’ un opérateur monotone

et semi-continu, J : £ —] — 00, +00| une fonctionnelle propre et convexe. Soit u € E et
fer.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(Au;v —u)prxp + J(v) — J(u) > (f;v —wypxp, YveEE.
(Aviv =Wy prwp + J(v) = J(u) > (fiv—uw)pwE, YveEE.

Les principaux résultats de cette section sont énoncés par la proposition suivante.
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Proposition 3.1 . Soit (uj,u5) € W§, et (p5,p5) € Lg/(Qi) X Lgl(Qg) la solution du
probléme variationnel (3.10). Alors, il existe (uy, uz) € W, (Q21)? x W, (22)* et (p1,p2) €
Lgll(Ql) X LSIQ(QQ) tels que

(us,u5) — (U1, uz)  faiblement dans Wy, (Q1)% x W, ()2, (3.13)
Wn Ouen
8u12’ U2 (0,0) faiblement dans LP*(§2;) x LP*(Qy), (3.14)
dy Oy
(p5,p5) — (P1,D1)  faiblement dans Lg/l(Ql) X ng (Qs). (3.15)

Démonstration.En choisissant (vy,ve) = (0,0) comme fonction de test dans 'inégalité

(3.10), on en déduit que

™ || D (ud) |7 Ir(os)t T p12e™ || D (u3) |75 LP2(Q5)4
g/ fiu§ dzy dxg + / fsus dxy dxs.
Q1 Q5

En utilisant les inégalités de Poincaré, Korn et par passage aux variables x et y, on
obtient

il oy + 3]l 2oz < e (3.16)
7€ €
| 9ui | Ous < (3.17)
ay Lr1()2 89 LP2(Q)2
ous ous
| aU1 | aUZ <= (3.18)
Ll Lrr ()2 Tllpr2y)2 €

De plus, nous utilisons les conditions d’incompressibilité (3.2), (3.3) et la formule de
Green, pour toute fonction (5, p5) € WP (Q5) x Wi (Q5)

Oy —~ OuSy —~
/ Y12 ©f dx dy + / Y22 w5 dx dy
o 0y dy

:5/ una 1d:cdy+e/ una 2 dx dy.
o 0 Qo Ox

Ce qui donne, en faisant usage de (3.1)

e e
‘ Ouia + | Ouzy < ce. (3.19)
Y ||yt @) oY |14 ()
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On peut alors extraire une sous-suite encore notée par (i, ti2) telle que

(us,u5) — (u1,uz) faiblement dans LP'(Q)% x LP2()?, (3.20)
(%1;1, %1;2) - (%1;1, %“;) faiblement dans L' (€)% x LP2(Q)2, (3.21)
Qusy Ousy .

5 ou ) (0,0) faiblement dans LP*(€;) x LP2(£). (3.22)
Y Y

Soit maintenant (v§,v5) € WP (Q5)2 x WP (Q5)2, en employant (u§ — v§,u§ — v5)
comme fonction de test dans I'inégalité (3.10), en utilisant les conditions d’incompressi-

bilité (3.2) et (3.3) ainsi que la formule de Green et I'inégalité de Holder, on obtient

/QE Vpiv‘i d(L’l dl’Q + AE Vp‘;v; dl‘l d(L’Q
2

1

< pen ( /
QE

1

1
7

| D(ui)|P* dxy d$2> B (/QE

1

1
|D(v5)[P* day dm2> 1

N N Py
+ 915”'1+1Mea3((2§)p'1 (/ | D(v])[P* day d:z:2>
QE

1

4 el T2t g o g+ 215t Bl

+ froc?? </
QE

2

1
/

\D(uS) | da dx2> " ( /Q 5

1

D(05) [ das da;2> -

D (5) [ d da:2> " (3.23)

2

o+ .
+ goe™2 Meas(€)5)"2 </
QS

D’autre part, il est facile de vérifier que, apres quelques manipulations algébriques, on

trouve

1
Py —
|D(Uf)|pl dl’l dl’g) < E:“pii_l“'l)f”Wl},pi
i

(],

1

@y =12 (3.24)

Par conséquent, de (3.17), (3.18), (3.23) et (3.24), il s’ensuit que

/ Vpiv] dzy dxg + / Vp5v5 dxy dxs
o 25

< e (||v;||WF1,1m e+ Hv§||WF1;72(Q2)2> . (3.25)
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En passant aux variables = et y dans le c6té gauche de (3.25), on retrouve les estima-

tions suivantes :

el sl ., < ,
1pill o + ||p2||L§2(92) <c (3.26)
ops ops
p 1 p 2 <e (3.27)
‘”1(91 WP (Qg)
ops op5
p1 ‘ P < ec. (3.28)
w7 () O ||yy—14

Par conséquent, nous pouvons extraire une sous-suite encore notée par (p$,p5) telle
9 15172

que

(75, 15) — (B1,7%) faiblement dans L2(Q;) x L2?(9,), (3.29)

La preuve est terminée. Cette preuve permet également de déduire que la pression

limite vérifie (p1(z,y), p2(x,y)) = (Pi(z), p2(x)). U

Proposition 3.2. La vitesse limite donnée par (3.13) vérifie
hi(x) . ha(x) .
/0 ur(x,y) dy —i—/h . o (z,y)dy =0, Vxel. (3.30)
1(x

Demonstration. Nous savons des conditions d’incompressibilité (3.2) et (3.3) que

. div uf(xy, 2)p1(z1) dry des + /QE div us(z1, x2)pe(x1) dry drs =0,  Y(¢1,p2) € D(I)Q.
1 1

Cela implique, en utilisant la formule de Green

dyq dps
/Q U§1<$1,$2>d ($1)d$1 dl’2+/ U21 $1,.’E2)d (l’l)dl'l d[BQ

1

8u12(x1,:132) 8u22(a:1,x2)

= (I'l) dl’l dl’g +

dxy dzs.
Qs 0xs Qs 0s a(1) dry

Par conséquent, par passage aux variables x et y, en utilisant le théoréeme de Fubini

et la formule de Green, nous pouvons déduire

1 d hi(z) ___ 1 d ha(z) ___
~[e (g [ w G dy)de = [Coatw) ([ i) dy ) de

=0, Y(p1,p2) € D(I)*.
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Alors,

! d [ r() ha(z)
/ o(r) . / ugy (7, y) dy+/ uy (z,y)dy | | = 0.Ve € D(I).
0 T 0 hi(z)

d hl(l‘) /\ hQ(CC) o
I /0 uir (7, y) dy+/hl(x) usi(z,y) dy | = 0.

De plus, le fait que (us,, ug;) € LP(Q) x LP2(Qy) et (hy, hy) € CY(I) x C(I) donne,
en utilisant I'injection de Sobolev W?i(I) c C°(I),i = 1,2

(=) ha(z) 0/
[ ey [ g dy € )
1(x

Ainsi, par passage a la limite lorsque ¢ tend vers zéro, en tenant compte des conditions
aux limites (3.6), (3.7) et (3.8), la propriété (3.30) peut étre déduite.

Nous extrayons dans la proposition ci-dessous 1’équation vérifiée par la solution limite
(1, W) € W2 et (1, 2) € L () x LE ().

Proposition 3.3. Si (85/;\1, a%}) # (0,0), alors le point limite (411, ug1) et (p1, pa) donné

par (3.13) et (3.15) vérifie le probleme limite

O (i |oum|" oun VR (O g [0 [P Ow V20
oy \ 2% | oy dy 9 N dy 2% | Oy Jy 9 259 oy
— dp —~  dp ,

—f - d71+ fg—d—;, dans (W7 (1) x WP () (3.31)

Démonstration. Introduisons I'opérateur ® défini comme suit

W — W,

(@(ui u5), (05, 05))wer e = me? | (D@ 2D(u) D(e) do da

1

+ poe!? /Qs |D(u$) |2 D (ug) D(vs) dxy das.

2

Il est facile de vérifier que ® est monotone et semi-continu. De plus, nous savons que

la fonctionnelle
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(vi,v5) € W& — g1 /Q |D(v])| dzy dxg + goe /Q | D(v3)| dzy dxg
1 2

est propre et convexe. Alors, I'utilisation du lemme de Minty permet d’affirmer que
(3.10) est équivalent a l'inégalité suivante

pae™ /Qi |D(Ui>|p1_2-D<UT)D(Ui — i) dwy dwy + g1 /Qi |D(v)| day dao
~ e [ 1D dor o+ [ DS 2D(5)D(05 = 18) oy da
+ goe /Qg |D(v5)| dxy dxe — goe /Qg D(u3) dxy dxs
> [, 0T - ) doy oz + / podiv(vs — ) dey dag
f2 (v — u3) dwy dus +/ podiv(vy — u3) doy dzy,  V(v7,03) € WE.

Notre but est maintenant de passer a la limite lorsque € tend vers zéro. Pour cela,

nous utilisons la proposition (3.1) et la faible semi-continuité inférieure de la fonctionnelle
convexe et continue

(vi,v3) € W& — gle/gs |D(v])| dzy dag +gge/ﬂs |D(v3)| dzy das.
1 2

On trouve l'inégalité limite suivante

p1=2
1o ? ool 2 1007 0(ons — w7y) Oy O(ny
,Ul |: 11 _|_ 12 ] % | = 11 (11 11) + 12 (12

_ @)] dx dy

Oy oy 2 Oy dy dy dy
+g1/ [2 81}11 (%12 ] dzdy — g [ ag/yl\l 2 35;\2 2] % dz dy
b /Q2 [; 87);1 ’ a1)22 ] ;ag; a(@\la; Us1) " 08"0/;2 8(@@; ?72\2)1 dz dy
+ 9o /92 [; 81)21 (%22 ] dx dy — go o, [; aggj\l : 866;\2 2] : dx dy
Z/Ql}’:(vl ul)dxdy+/ prdiv vl—ul)dxdy+/ f2 (U3 — ug) dx dy

+ A Dadiv(vs — ug) de dy, Y(v1,v3) € W&,
2

(3.32)
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En outre, de (3.13) et (3.14) nous trouvons

Oty Ot
( a;’ af) = (0,0) dans Q; x Q.

Il suit, en gardant a lesprit (3.30), que u(z,y) = (ui(x,y),0) et uz(x,y)
(w21 (2, ), 0.

Cela permet également de choisir (U132, 023) = (0,0) dans (3.32). Considérons mainte-
nant 'opérateur ® tel que

@:WP%W;,
(T ). (55 T
_ ’fi/ AT T TN dy + ”2/ Oz [ 0t 05 dz dy.
272 Ja, | Oy dy Oy 2% dy dy Oy

Il est clair que 'opérateur @ est monotone et semi-continu et la fonctionnelle

Jun
Oy

dvg1

I V2
% PR
(011, 021) € W, 431 ‘/Ql ay

2

2
dx dy +\/_92/
Q2

5 dx dy

est propre et convexe.

Par conséquent, nous en déduisons en utilisant encore le lemme de Minty (3.2)

L |oan P oun (o — o) V2 Oty
1 dz dy + X2 / T g d
221/ Ay oy oy Tyt oy vy
V2 Ot o [ |0 7272 Otigy 0(va1 — Oizn)
B 791/ / Ze dx dy
2 | Oy 2% Ja, | Oy dy dy
\/§ 81)21 \/§ a%\l
vz V| 1 dy — Y2 / dzd
+292/18 xay 29292 ay T ay
> / f1.(v11 — uny) de dy —/ 7("011 —upy) dx dy
+/ f2 Vg1 — Uz ) dx dy — / U21 —Ugy)dxdy  V(vig,v21) € W) (3.33)
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Cela donne, via la formule de Green

— —2 A —
. 0 ([omaf™ "9 e g+ Y2 / i) gy g
2% Ja, ay( oy oy (011 — ) dv dy + 2 7 Jo, 0y v
V2 Oun Mz o (|owm [** oun
I dx d / Vg1 — Ugp) dr d
5 g1/1 ay T dy — o, ay oy oy (Vg1 — Ug1) dz dy
V2 0vg1 \/§ 0vg1
v dody — Y2 / dz d
+292/92 ay T ay 29228y T ay

- dor
Z/Q fl(U11—U11)d$dy—/Q ﬂ(vn—uu)dxdy

T~ dp S

-+ / f2('021 — UQ1> dl’ dy — 2 (’021 — UQ1> dl’ dy, V(Un, Ugl) (- Wp. (334)
2 Q, dx

a cause du fait que Wllz?p "(£2;) est dense dans WP (€2;),voir [8, 14], on peut prendre vy; =

U % 1 et Tor = Uz % gy dans (3.34) ot (1, 2) € WEPH(Q1) x WP () pour obtenir

les inégalités suivantes :

p1=2 A .

B /Ll/ 2 8u11 D 8u11 dr d @ / 8(u11+g01) de d
2% Ja, 8@/( dy dy praxay + 2 9 o dy Ty
V2 dun pe [0 [|0T |7 O

_ vz o dy — - / < da d
2 91/ 0y vy 2% Ja, 0y \| Oy dy P2 ardy

5 _

Lo B iy o 9

dpy
Z/Qflgmdxdy— T@ldfdy+/ Fapo du dy — /—gdexdy,

Q1
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et
o Pp1=2 A _
,u1/ o (|ou|" " dun V2 / O(uy )
- = — dz d — dx d
2% Qlay<8y oy golxy+2g1 o oy Ty
V2 [ Ot oy 0 (|owa ™ omr
291 o | dy 2% Jo, oy \ | 8y gy | 2
_ 2 T
—|— — 0o qu ('02 dx dy — \/_gQ/ Otz dx dy
2 Q| Oy

J5 o J5s
> —/ fien dxdy+/ ﬂ@l dxdy—/ fzsozdxdy+/ 2 0y du dy,
Q1 o, dx Qo 0, dx
V(1. pa) € WEPH(Q) x WiP2(Q,). Remplacer dans ces deux inégalités la fonction de test

(o1, p2) par (Ag1, Adp2), A > 0, en divisant les inégalités obtenues par A. Le passage a la

limite quand A tend vers 0 implique, sous I’hypothese au—/ﬁ, otz 0,0), que
dy dy

dun |”

—2
% oun V2 durr ) (O¢1
do dy + Y2 / dr d
dy 8y>¢1xy+291981gn<8y 8y Ty
ouq ddy — Mi/ 2 Otz pa—2
dy 2% Jo, Oy y

+ 792 /92 sign By 8y dx dy — 292/2

- dpi - ds
> / fiprdx dy —/ —(pl dx dy+/ fopo dx dy —/ —pQgOQ dx dy,
o) Q. dx Qs Q, dx

_&/ 3
2% Jo, Oy

=
291Ql

et

om0 (0w | oun V2 - (Oun ) (Oer

7 /Q1 By ( By By prdxdy + 5 g1 /91 stgn By Dy dxdy
V2 durt py [0 (|0 PP oum

=50 = L\ (o | o) ey

Oty

* P& /92 san oy 8y drdy PR /92 oy

_— - doy
> —/ fien dxdy+/ ) dxdy—/ f2802d$dy+/ ﬂ@z dx dy,
(of) Q, dz Q Q, dr

dxdy

V(1. pa) € WEPH(Q1) x WEP?(Qy). Par conséquent, on obtient en combinant ces deux

inégalités et en utilisant une intégration simple par parties

Probleme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley 46



Racheda Goug 3.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

— ﬁ _ L} dtiny " Oty —i—ﬁ sign Oty | dx d
o Dy o By By B g181g By Y1 Y
— ﬁ _ iz |0tz " Otay + @ sign Ot1 _ dx d
0. Dy o2 By By 9 g251g By P2 Y

—  dpy —~  dpy
[ (- soldrcdw/ o P2 0y ddy,
Q1 dl’ QQ dﬂj

Y(p1,p2) € WEPH Q1) x WP (Qy). Considérons

min(pr, w1 dans €y
p € Wy P(Q) s o = ,
©2 dans QQ

et
O | |oun|" 0w\ V2 <8®>
_ . + ——g;sign dans 2
ai=4 Oy [(2; ay | oy )T 27 gy '
0 dans €,
dans
o2 = _ O | 2 |tz " ot —i—@ sign Otz dans €y
oy |\ 2% | dy dy g %18 oy 2
—~ dpy
~ — — ] dans Q
by = (fl dl’) e
0 dans s
N 0 dans
by = ——  dm ;
’ <f2 — dpx2> dans €29
Alors
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/Q(&EJrELE)sodxdy:/Q (51+55)s01dxdy+/9 (a1 + az)p2 dz dy
1 2

:/ zmoldxdw/ azsolda:dw/ aﬁwzdxdw/ Gap da dy
(o5 Qo Qo Q2

= —g L aﬁﬁpizaﬁl\l —i—@ sign Ot dz d
o, Oy |\ 2% | Oy oy g %18 oy pLavay

) Oum |* " 0tz | | V2 (Oum
+ /Qz _8y {( 2 [Ty ay + Tglslgn Dy po dx dy

— dp — dpy
- P ded / _ 2 ded
o <f1 dx>901 vdy+ ) <f2 dx)soa z dy
:/ lisoldmdy+/ batpa da dy
Ql QQ

= /Q(l;l + 1;2)(,0 dx dy’ V(p c W()Lmin(il’lypz)(ﬂ»

Ce qui donne finalement (3.31).
Désormais, nous désignerons par (U1, uz1) € W, et (p1,p2) € Lgﬁ(Ql) X Lgé(Qg) et la
solution du probléme limite (3.31). O

La proposition suivante montre I'unicité de la solution limite (w17, p1) et (a1, pa)-

Proposition 3.4. Le probléme limite a une solution unique (Upy,uz1) € W, et
(p1,p2) € L' (1) x L2 () avec la condition (8.30).

Démonstration. Supposons que le probleme limite (3.31) a au moins deux solu-
tions (@i, w31) € Wy, (51,52) € Lb'(Q) x L (Q) et (ion, i) € W, (51 a) €
LE(Q)) x LE(Q). En particulier, (a1, @), (51, p2) et(T, ia1), (1, p3) sont solution de
la formulation faible (3.33).

Alors

P1=2 A A _ .
&/ oup | 8ulla(vll_aull)d d ﬁ / 0vn de d
2% Ja, | Oy dy dy Tay + 9 N 0 | Oy vy
SV [ |0 o [ |2 " O O — O

2 7 Ja, | Oy 2% dy y Ay

V2 0vy V2 Ougy

Ve 9021 gy dy — Y2 / dr d
+292/92 oy T ay 29292 oy T ay

dpl
fl(Un - Un) dx dy — / 1111 - Un) dx dy

+/92 ot — i) dody — %@—@) dr dy, (3.35)
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et
- _9 — -
1 Oy, [ Oy O(v7; — Oy ) @ / oo
2% /ﬂl dy dy dy d dy + g N Q| Oy da dy
V2 iy p2 / Otz | 01 0031 — 0m) ,
2 M Ja, | oy 2% Jo, | dy Oy Oy Y
V2 0091 V2 Oy
ve IV 1 dy — Y2 / dz d
+292/92 gy | Gl = 50 || 7| drdy
> A fi(vny —Un)dfdy—/ 7(1)11 — Uy ) dx dy
1
T — — d
+/Q f2(U21—U21)d9€dy— 0 d];:(vgl—ugl)dxdy

(3.36)

V(v11,021) € W,. En employant 011 = Uiy, Ua1 = Ugi et U1 = Uy, Va1 = Vg1 comme

fonctions de test dans les deux inégalités précédentes, respectivement. En soustrayant les

deux inégalités obtenues, on peut déduire

—— 72 — — — — — —_—
H1 Juq; ” Juq; Jun e Junn a(un - Un)
- — dx dy
2% Ja, \| Oy Ay oy oy dy
S _2 S — _ — — —_—
M2 / Oy - gy Oy pa=? Oy 8(1@1 - U21) d
) - x dy
2% Ja, \| Jy Jy dy dy dy
d(p1 — pl) d(pz — p2)
< _— — dx d _— - dx d 3.37
= o, I (ury — uny) de dy + 0 I (21 — Up1) da dy. (3.37)
Observez que pour chaque z,y € R,
(Jef =z =y y) (x —y) > C’x_—yi,., l<p <2i=12
(2] + [y[)>—»
Cela conduit, en utilisant (3.37), a
’ 3(§—U11) ’ 3(u721—U21)
E] F]
;Pll /Q [— ’ _ 2—p1 dl'dy + :1’22 /Q — - — 2—p2 dl'dy
2 1 ou ou 2 2 ou ou,
(%5 1257 (%5 25
d
< M(Un — w1)dady + / 7]?2)(1621 — Uy )dxdy
Q dx
dFi—F) (e —
= _ — dy| d
0 [ dz /0 (17 — upp)dy | do
d(pQ E) ha() e —
— — dy| dx.
i 0 [ dx /hl(at) (o1 = tr)dy| du
Probleme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley 49



Racheda Goug 3.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

L’utilisation de la condition (3.30) donne

2 2

B(tig1—1i21)
dy

— |\ 2—Pp2
+ Ouazi
Oy

A(u11—u11)
9y 2
drdy + +2 /
oirs )2"’1 I Q<

Oy

— dxdy = 0. (3.38)
Do)
9y

duny
dy

+

&/
22)2191<

Ce qui donne, en gardant a l'esprit (3.38)

O — ) O — )\
( ) e ~ (0,0).

Depuis (i (v, b (7)), Wi (x, ha(x))) = (@i (x, hi(x)), 531(x, ha(x))) = (0,0), on en
déduit que (uiy, Us1) = (U1, Usr) a.e. dans 5 x . Enfin, pour prouver I'unicité de la
pression, nous utilisons 1’équation (3.31), avec les deux pressions (p1, p1) et (P2, p2). Nous

trouvons

A=) _, -7

= 0.
dx dx

Ensuite, en raison du fait que (py, p;) € Lgll(Ql) XLS/Q(QQ), (D2, p2) € Lgll (Qy) X LS/Q (Qs),

le résultat peut étre facilement déduit. [
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

E mémoire, on a étudié I'existence et I'unicité de la solution d’un probleme de trans-
mission entre deux fluides de Herschel-Bulkley incompressibles, rigides et visco-
plastiques dans une couche mince bidimensionnelle en régime stationnaire, en supposant
que les coefficients caractéristiques et des indices de loi de puissance des deux fluides sont
différents et en imposant a l'interface de contact fluide-fluide des conditions aux limites
de transmission naturelle, ¢’est-a-dire continuité des vitesses et continuité des contraintes,
ainsi que des conditions sur 'une des deux bords de la couche mince.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle (ou
I'inéquation de la formulation variationnelle), et on utilise les techniques sur les inéqua-
tions variationnelles avec opérateurs monotones et fonctionnelles convexes introduites
dans pour obtenir l'existence et 'unicité d’une solution faible. L’étude du compor-
tement asymptotique d'un probléme mécanique de transmission entre deux fluides
incompressibles, rigides et viscoplastiques de Herschel-Bulkley dans une couche mince
bidimensionnelle en régime stationnaire avec des viscosités différentes, et les conditions
aux limites de transmission naturelles a 'interface de contact constitue une partie tres

importante dans ce mémoire.

Travaux perspective

1. En considérant le cas ou les coefficients caractéristiques des deux fluides sont diffé-

rents et variantes.

2. L’étude d'un probléeme mécanique de transmission entre deux fluides incompres-
sibles. rigides et viscoplastiques de Herschel-Bulkley dans une couche mince tridi-

mensionnel.
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