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 ˓شكرات

كل من ساهم في    ىلإتقدم بجزيل الشكر  أني  فـإما بعد  أبسم االله واالله المستعان  
احد مراحلها وما يزيد    بانتهاءت لتوها  أمساعدتي داخل هذه التجربة العلمية التي بد

سيهما  أقبل ر أن  ألا  إلي من نفسي فـلا يسعني  إعز  أوجود والدين هما    من عزة نفسي هو
واعظم    كاسمهام هي مباركة  أولا تكفي صفحات الدنيا لشكرهما فسبحان الذي حباني ب

بي محمد بن عالم جليل عبد الرحمن بمسند  أوالحمد الله علي    - الام  –منزلتا من لقبها
من  الرجال الزهد والحمد الله سمياني بالطاهر علي اشرف الخلق لست بالعلم جاهر  

  كن كل الاحترام والشكر الجزيلأ) مسلمي(رئيس القسم    ىلإوالشكر لكل الكرام  
الجميل  اما الباقي فهو اعتراف ب   بانتظامختاري على علمه الراسخ  للأستاذ عبد القـادرم

ستاذ بن يطو بن عبد الرحمن على وقوفهما بجانبنا  والأ) عبدالسلام نوال( للأستاذة
رحب    ىشكرجميع زملائي وزميلاتي علأشكرهما شكرا خاصا كما  ولذلكأومساعدتنا  

صدرهم والشكر كذلك موصول الي الاستاذ المحترم عباسي يوسف الذي لا يكفي في  
علي يد ثلة من العلماء انا    ين شخصن يكوّ أف الكبير  نه لمن الشر إحقه ثناء وفي الاخير  

.محظوظ كل الحظ لمسايرتهم وشكرا  

 الطاهر قويدري
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Introduction 

 

Les équations différentielles avec un argument retardé  est  une branche des 
équations différentielles avec un argument dévié sont des équations différentielles  
où la fonction inconnue et ses dérivés entrent, de façon générale, sous différentes 
valeurs de l'argument. Par exemple, x’ (t) = f (t, x (t), x (t-7)). 

La première équation isolée de ce type est apparu dans la littérature dans la seconde 
moitié du XVIIIe siècle (Kondorse 1771), mais une étude systématique d'équations 
avec un argument dévié a commencé seulement au XXe siècle (Surtout dans les 
quarante dernières années Myshkis-AD dans l'Union soviétique, EM Wright et R. 
Bellman dans d'autres pays) en rapport avec les exigences de la science appliquée. 
Les équations différentielles avec un argument dévié ont de nombreuses applications 
dans la théorie du contrôle automatique, des systèmes d'auto-oscillation de la 
théorie de l'étude des problèmes liés à la combustion en mouvement fusée, le 
problème de la planification à long terme dans l'économie, une série de problèmes 
biologiques, et dans de nombreux d'autres domaines de la science et de la 
technologie, dont le nombre est grand. L'abondance des applications stimule un 
développement rapide de la théorie d'équations différentielles avec un argument 
déviant et, à l'heure actuelle, cette théorie est l'une des branches développement le 
plus rapide de l'analyse mathématique. 

Dans le contenu de cette  thèse on va étudier les équations différentielles avec un 
argument retardé du premier ordre constitué de trois chapitres : 

le 1er chapitre est pour établir le théorème du point fixe est quelques propositions qui 
nous aide pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution de problème.    

Dans le 2émechapitre on va étudier des généralisations sur les équations différentielles  
du  premier ordre et en annonçons  le théorème de l’existence et l’unicité de la 
solution d’un problème de Cauchy. 

Dans le 3émechapitre on va poser le problème de l’équation différentielle avec un 
argument retardé et on va étudier la solution du problème, la méthode de résolution 
et quelques exemples d’applications. 
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Définition 1 (espace vectoriel) :  
Etant donné un  corps commutatif K, d’élément neutre  0୏   et  e  ,on dit qu’un 
ensemble E   muni d’une opération interne et d’une opération externe  , a une 
structure d’espace vectoriel si : 

 : .Est un groupe commutatif pour l’opération interne i.e ܧ -
ܧ:+ × ܧ

																						
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ   ܧ

,ݕ,ݔ∀ .1 ݖ ∈ ݔ)																							ܧ + (ݕ + ݖ = ݔ + ݕ) +  (ݖ
2. ∃0ா	 ∈ ݔ∀;ܧ ∈ 	0ா													ܧ + ݔ = ݔ + 0ா	 =  ݔ
ݔ∀ .3 ∈ ᇱݔ∀;ܧ ∈ ݔ														ܧ + ᇱݔ = ᇱݔ + ݔ = 0ா	

								
ሳሰ ᇱݔ) =  (	ݔ−

ݕ,ݔ∀ .4 ∈ ݔ																										ܧ + ݕ = ݕ +  ݔ
 : Vérifie les propriétés suivantes pour la loi externe ܧ -

. ܭ: × ܧ
																						
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ   ܧ

ݔ∀ .1 ∈ ߚ,ߙ∀;ܧ ∈ (ݔߚ)ߙ											ܭ =  ݔ(ߚߙ)
ݔ∀ .2 ∈ ݔ݁																																	ܧ =  ݔ
ݔ∀ .3 ∈ ߚ,ߙ∀;ܧ ∈ ߙ)													ܭ + ݔ(ߚ = ݔߙ +  ݔߚ
ݕ,ݔ∀ .4 ∈ ߙ∀;ܧ ∈ ݔ)ߙ													ܭ + (ݕ = ݔߙ +  												ݕߙ

 

Remarque :  

On dit que (K, +, . )  est un corps commutatif si : K  est un groupe commutatif pour la 
première et la deuxième  loi et vérifie les conditions suivantes : 

ܭ:+ ܭ×
																						
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ   ܭ

. ܭ: × ܭ
																						
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ   ܭ

1. ∀ܽ, ܾ, ܿ ∈ ܾ)ܽ										ܭ + ܿ) = ܾܽ + ܽܿ  
2. ∀ܽ, ܾ, ܿ ∈ ܾ)									ܭ + ܿ)ܽ = ܾܽ + ܿܽ  

Exemples : 

ℝ௡  est un espace vectorielle sur le corps  ℝ.∁(I) l’ensemble de fonctions continues 
sur un intervalle fermé ܫ est un espace vectoriel dans le corps ℝ. 

 

Définition 2 (espace normé) :  

Soit E un espace vectoriel sur le corps  ℝ  on appelle  norme sur E ,une application de 

E
																
ሱ⎯⎯⎯ሮ ℝା 

x
											
ሱ⎯ሮ ‖x‖ 

  et qui vérifie :   ∀x, y ∈ E						∀α ∈ ℝ 
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‖ݔ‖ .1 = 0
													
ሳልልሰ ݔ = 0 

ݔ‖ .2 + ‖ݕ ≤ ‖ݔ‖ +  ‖ݕ‖
‖ݔߙ‖ .3 =  ‖ݔ‖|ߙ|

Définition 3 : 

Une fonction φ d’un espace vectoriel E dans un intervalle [a, b] ⊂ ℝ dite 
bornée si : 

∃݇ > ݔ∀		0 ∈ |(ݔ)߮|					ܧ < ݇ . 
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Chapitre 1 : 
Quelques Notions topologiques 
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1)Ouvert fermé voisinage : 
 

1.1-Définition (espace métrique) :  

On dit qu’un ensemble E (E≠ ∅)	est un espace métrique s’il existe une 
application : 

d: E × E
																							
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ℝା   Qui vérifie les propriétés suivantes : 

1. La séparation : 

                                 ∀x, y ∈ E			d(x, y) = 0
												
ሯልሰ x = y  

2. La symétrie : 

                                          		∀x, y ∈ E	d(x, y) = d(y, x)  

3. L’inégalité triangulaire : 

                                    ∀x; y; z ∈ E	d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)  

Notation : Un espace métrique E de distance d est noté par (E, d). 

Exemple : 

Un espace normé  E dans le corps K   est un espace métrique avec la distance : 

∀x, y ∈ E	d(x, y) = ‖x − y‖ . 

 

 soit (E, d) un espace métrique 
 soit un ensemble A⊂E 

1.2-Définition  :  

On appelle une boule ouverte de centre x଴ ∈ E et de rayon r ≥ 0 l’ensemble 
définit par : 

B(x଴, r) = {x ∈ E: d(x, x଴) < r} 

On appelle une boule fermé de centre	x଴ ∈ E et de rayon r ≥ 0 l’ensemble 
définit par : 

B୤(x଴, r) = {x ∈ E	: d(x, x଴) ≤ r} 
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On appelle une sphère de centre	x଴ ∈ E et de rayon r ≥ 0 l’ensemble définit 
par : 

S(x଴, r) = {x ∈ E: d(x, x଴) = r} 

1.3-Définition :  

Dans E  on dit que A est une partie ouverte de E si et seulement si 

∀x ∈ A	;∃r > 0 ∶ B(x, r) ⊂ A 

1.4-Définition :  

A et dit fermé si : ∁୉A  est une partie ouverte. . 

1.5-Définition :  

On dit que  A est borné si le diamètre de A est fini 

I.e.    
d(A) = sup

୶,୷∈୅
d(x, y) < ∞ 

1.6-Définition :  

On appelle voisinage de x ∈ E toute partie contenant un ouvert contenant  x. 

I.e.    A	voisinage	de	x
													
ሯልልሰ ∃O(ouvert); x ∈ O ⊂ A. 

Remarque : D’après la définition    B(x଴, r) ⊂ B୤(x଴, r) doncB୤ est un voisinage de  
x଴ . 

2) Espace complet : 
 

2.1-Définition 1 (suite convergente) :  

Dans un espace métrique (E, d) une suite : 

x:ℕ
																						
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ E

n
																							
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ x(n) = x୬

 

Est  dite convergente si et seulement si : 

                               ∃! l ∈ E	,∀ε > 0;∃n଴ ∈ ℕ;∀n ≥ n଴
													
ሳልልሰ d(x୬, l) < ε 

on	écrit ∶ 	lim
୬
	
→ାஶ

x୬ = l 

2.2-Définition  (suite de Cauchy) :  
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Dans un espace métrique(E, d) une suite (x୬) est dite de Cauchy si et selment si : 

																						∀ε > 0;∃n଴ ∈ 	ℕ	; 	∀	p > q ≥ n଴
								
ሳሰ d൫x୮, x୯൯ < ε  

 

2.3-Définition  (espace complet) :  

On dit qu’un espace métrique (E, d) et un espace complet si et seulement si toute 
suite de Cauchy et convergente. 

 

2.4-Définition  (fonction Lipchitzienne, contractante) :  

Soit (E, d୉) et (F, d୊)deux espaces métriques et  f une fonction : 

f: E
																					
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ F  Dite Lipchitzienne si : 

                 ∃! L > 0				d୊൫f(x), f(y)൯ ≤ Ld୉(x, y)		∀x, y ∈ E		  

Si 0 < L < 1						f  est dite  contractante. 

2.5-Définition 2 (fonction continue) :  

Soit (E, d୉) et (F, d୊)deux espace métrique et  f une fonction : 

f: E
																					
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ F  Dite continue au point  x଴ si : 

∀ε > 0;∃δ > 0;∀x ∈ E	; d୉(x, x଴) < δ
								
ሳሰ d୊൫f(x), f(x଴)൯ < ε  

on	écrit ∶ 	lim
୶
										
ሱ⎯⎯ሮ୶బ

f(x) = f(x଴) 

2.6-Proposition 1 :  

Soit I un intervalle fermé borné de ℝ.	Alors	l’ensemble	des	fonctions	continues	
Sur I dans ℝ	est	complet	pour	la	distance	ρ définit par : 

∀f, g ∈ ∁(I)				ρ(f, g) = sup
୲∈୍

|f(t) − g(t)| 

 

Preuve : [1] 

Démontrons que ρ et une distance : 

ρ: ∁(I) × ∁(I)
																							
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ℝା  

La séparation: ∀t ∈ I;∀f, g ∈ ∁(I) 
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ρ(f, g) = 0
									
ሯሰ sup

୲∈୍
|f(t) − g(t)| = 0

									
ሯሰ 	∀t ∈ I 	|f(t) − g(t)| = 0 

																																																									
									
ሯሰ∀t ∈ I			f(t) = g(t)	 

La symétrie :	∀f, g ∈ ∁(I) ;∀t ∈ I ∶ 	|f(t) − g(t)| = |g(t) − f(t)| 

																									
							
ሳሰ sup

୲∈୍
|f(t) − g(t)| = sup

୲∈୍
|g(t) − f(t)| 

L’inégalité triangulaire :	∀f, g, h ∈ ∁(I) ; 

∀t ∈ I	 	|f(t) − g(t)| ≤ |f(t) − h(t)| + 	|h(t) − g(t)|  

≤ sup
୲∈୍

|f(t) − h(t)| + sup
୲∈୍

|h(t) − g(t)| = 	ρ(f, h) + 	ρ(h, g) 

Alors on a 

∀t ∈ I	 	|f(t) − g(t)| ≤ 	ρ(f, h) + 	ρ(h, g)  
							
ሳሰ sup

୲∈୍
|f(t) − g(t)|≤ 	ρ(f, h) + 	ρ(h, g) 

							
ሳሰ 				ρ(f, g)≤ 	ρ(f, h) + 	ρ(h, g) 

Donc	ρ  est une distance de	∁(I). ((∁(I),	ρ )est un espace métrique) 

Démontrons que  ∁(I) est un espace complet : 

Soit (f୬)୬∈ℕ une suite de Cauchy alors :	∀t ∈ I 

	∀ε > 0;∃n଴ ∈ 	ℕ	; 	∀	p > q ≥ n଴
								
ሳሰ sup

୲∈୍
หf୮(t) − f୯(t)ห < ε  

Puise-que la suite (ܖ܎)ܖ∈ℕ est une suite de Cauchy dans l’espace complet ℝ	
alors elle converge dans ℝ	. 

Supposons que  	lim୬
	
→ାஶ f୬ (t) = f(t)  a valeurs dans ℝ. 

Vérifions maintenant que f est une fonction continue dans I : 

Passant a la limite dans la suite  de Cauchy : 

∀ε > 0;∃n଴ ∈ 	ℕ	; 	∀	p > q ≥ n଴
								
ሳሰ lim୮

				
→ାஶ ൬sup

୲∈୍
หf୮(t) − f୯(t)ห൰ < ε  
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൬ lim
୮
				
→ାஶ

൬sup
୲∈୍

หf୮(t) − f୯(t)ห൰
							
ሯሰ∀t ∈ I lim

୮
				
→ାஶ

หf୮(t) − f୯(t)ห

																							
							
ሯሰ∀t ∈ I ฬ lim

୮
	
→ାஶ

f୮(t) − f୯(t)ฬ
	
⇔

sup
୲∈୍

ฬ lim
୮
	
→ାஶ

f୮(t) − f୯(t)ฬ
	
⇔ sup

୲∈୍
ฬ lim
୮
	
→ାஶ

f୮(t) − f୯(t)ฬ൰ 

∀ε > 0;∃n଴ ∈ 	ℕ	; 	∀	p > q ≥ n଴
								
ሳሰ sup

୲∈୍
หlim୮

	
→ାஶ f୮(t) − f୯(t)ห< ε  

∀ε > 0;∃n଴ ∈ 	ℕ	; 	∀q ≥ n଴
								
ሳሰ sup

୲∈୍
หf୯(t) − f(t)ห≤ ε  

D’où la suite (f୬)୬∈ℕ converge uniformément dans ℝ	alors	la	limite	f est continue 

Alors ∁(I) est un espace complet. 

 

 

2.7-Proposition 2 :  

Soit (E ,d) un espace complet  B୤(a, r)  une boule fermée  bornée dans E alors 
(B୤(a, r), d) est un espace  complet. 

Preuve :    

La boule B୤(a, r)   est borne  .i.e.      r < +∞ 

1. d est une distance pour l’ensemble B୤ car  B୤ ⊂ E  alors  (	B୤, d) est un  
espace métrique. 

2. soit (x୬)୬∈ℕ  une suite de Cauchy dans B୤: (x୬)	 ∈ B୤ ⊂ E 

∀ε > 0;∃n଴ ∈ 	ℕ	; 	∀	p > q ≥ n଴
								
ሳሰ d൫x୮, x୯൯ < ε  

Puise-que  B୤ ⊂ E alors cette suite converge et on a : 	lim୬
	
→ାஶ x୬ = l  

Reste à vérifie que l ∈ B୤ on a : 

∀ε > 0;∃n଴ ∈ ℕ;∀n ≥ n଴
													
ሳልልሰ d(x୬, l) < ε  

Pour n ≥ n଴   d(a, l) ≤ d(a, x୬) + d(x୬, l) < r + ε 

Pour ε → 0 on a    d(a, l) ≤ d(a, x୬) + d(x୬, l) ≤ r		d’où  d(a, l) ≤ r  

Alors l ∈ B୤ donc (	B୤, d) est un espace complet. 
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3)Théorème du point fixe : 
  

3.1-Définition (point fixe) : 

Soit f une fonction :f: E
																	
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮEou E est un espace métrique On dit que  x଴ ∈ E	 est 

un point fixe de f si : 

                                     	f(x଴) = x଴  

Exemple : 

La fonction f(x) = x		à		x = 1	comme	point	fixe. 

 

3.2-Théorème (théorème du point fixe) : 

Si f est une fonction contractante d’un espace complet E dans E , alors f admet un 
point fixe unique. 

 

Preuve : 

 

a) Unicité : 

Supposons qu’ils existent  deux points fixes x଴, xଵ 

x଴ = f(x଴), xଵ = f(xଵ) 

On à alors  

d(x଴, xଵ) = d(f(x଴), f(xଵ)) ≤ Ld(x଴, xଵ)        f est contractante 2.4-CH1 

 

0 < L < 1 

D’où 

d(x଴, xଵ) − Ld(x଴, xଵ) ≤ 0
														
ሳልልሰ d(x଴, xଵ)(1 − L) ≤ 0 et	1 − L > 0 

															
ሳልልልሰ d(x଴, xଵ) ≤ 0	 et on a d’autre parts  d(x଴, xଵ) ≥ 0 
																	
ሳልልልልሰ d(x଴, xଵ) = 0

																
ሳልልልሰ x଴ = xଵ  d’où l’unicité. 
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b) Existence : 

Soit (x୬)୬∈ℕ une suite de E définit par la relation de récurrence suivante : 

൜
x଴	arbitraire	de	E

x୬ାଵ = f(x୬),∀x ∈ E 

 ∗ on à 

∀m ∈ ℕ		d(x୫ାଵ, x୫) = d൫f(x୫), f(x୫ିଵ)൯ ≤  

                                                                                  
Ld(x୫, x୫ିଵ) = Ld൫f(x୫ିଵ), f(x୫ିଶ)൯ 

                                                                                       ≤ Lଶd(x୫ିଵ, x୫ିଶ) 

                                                                                  … ≤ L୫d(xଵ, x଴) 

D’où :            	d(x୫, x୫ିଵ) ≤ L୫d(xଵ, x଴)    f est contractante 2.4-CH1 

a) Montrons que (x୬)୬∈ℕ est une suite convergente dans E 

Soit p ∈ ℕ∗ 

d൫x୬ା୮, x୬൯ = d(f൫x୬ା୮ିଵ൯, f(x୬ିଵ))  par définition de (x୬)୬∈ℕ 

D’après l’inégalité triangulaire de d def1.3.A 

	≤ d ቀf൫x୬ା୮ିଵ൯, f൫x୬ା୮ିଶ൯ቁ + d ቀf൫x୬ା୮ିଶ൯, f൫x୬ା୮ିଷ൯ቁ + ⋯+ d(f(x୬), f(x୬ିଵ)) 

D’après (∗)	étoile		 

≤ (L୬ା୮ିଵd(xଵ, x଴) + L୬ା୮ିଶd(xଵ, x଴) + ⋯+ L୬d(xଵ, x଴)) 

≤ L୬(L୮ିଵd(xଵ, x଴) + L୮ିଶd(xଵ, x଴) + ⋯+ d(xଵ, x଴)) 

≤ L୬d(xଵ, x଴)(L୮ିଵ + L୮ିଶ + ⋯+ 1) 

≤ L୬d(xଵ, x଴)
1 − L୔

1 − L
 

Passant  à  la limite quand p tend vers l’infinie 

≤
L୬

1 − L
d(xଵ, x଴) 

D’où 
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d൫x୬ା୮, x୬൯ ≤
L୬

1 − L
d(xଵ, x଴) 

         Donc d൫x୬ା୮, x୬൯
																							
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 0 quand  n

																											
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ + ∞	alors (x୬)୬∈ℕ est une 

suite de Cauchy et puise-que E est un espace complet alors (x୬)୬∈ℕ est 
convergente 

 lim୬
	
→ାஶ x୬ = l 

Donc pour  n
																											
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ + ∞	      l = f(l) d’où  l est un  point fixe de f. 
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Chapitre 2 : 
Généralisation sur les équations 

différentielles ordinaires du 
premier ordre 
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1) Equation différentielle ordinaire : 
1.1-Définition:  
Une Equation Différentielle Ordinaire (EDO) scalaire est une équation mettant en 
jeu une fonction d’une variable scalaire u(t): I ⊂ ℝ → ℝ ainsi que ses dérivées 
jusqu’à l’ordre	m	 > 	1, ∶ 

F൫t, u, uᇱ, uᇱᇱ, . . . , u(୫)൯ = 	0												(1.1) 
 
Où ݑ(୫) représente la dérivée d’ordre m de u par rapport à	t	et	F est une fonction 
suffisamment régulière de I × ℝ୫	dans	ℝ. 
 
L’ordre d’une EDO, défini comme le plus grand ordre de dérivation présent dans 
l’équation, est donc égal à m dans ce cas. 
 
2) Equations différentielles ordinaires du premier ordre : 
 
 
2.1Définition : 
 (Problème de Cauchy.) Une équation différentielle ordinaire  avec condition 
initiale s'appelle problème de Cauchy. 
Un problème de Cauchy est donc un problème où, pour  ܫ un intervalle fermé de ℝ		
f ∈ C଴(I × ℝ;ℝ), t଴ ∈ I	et	x଴ ∈ ℝ donnés, il faut trouver une (ou les) solution(s) x 
de : 
 

ቐ
dx
dt

= f(t, x)

x(t଴) = x଴
 

 
  i.e. il faut trouver une (ou des) fonctions(s) φ telles que : 
 

ቊ φ
ᇱ(t) = f൫t,φ(t)൯

φ(t଴) = x଴															
 

2.2Théorème : 
Soit le problème de Cauchy suivant : 
 

(1) = ቊ x′(t) = f൫t, x(t)൯
x(t଴) = x଴															

 

pour ܫ un intervalle fermé de ℝ	f ∈ C଴(I × ℝ;ℝ), t଴ ∈ I	et	x଴ ∈ ℝ  
si pour tous ݐ ∈  f est Lipchitzienne  pour la  deuxième variable alors le  ܫ
problème (1) admet une solution unique	x(t): ܫ

											
ሱ⎯ሮ ℝ . 

 
 
preuve :	[1] 
f satisfait la condition de Lipchitz pour la 2éme variable : 
I.e. 
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ݐ∀	  ∈ ,ଵݔ∀,ܫ ଶݔ ∈ C(I)	,∃! L > 0		|f(t, (ଵݔ − f(t, |(ଶݔ ≤ L|ݔଵ − ,ଵݔ∀		|ଶݔ ଶݔ ∈ ℝ௡		  

Soit 0 < ℎ < ଵ
௅
  et posant  

ݐ∀ ∈ ௧ܫ						ܫ = ܫ ∩ ݐ] − ℎ, ݐ + ℎ] donc ܫ௧ est un intervalle fermé et borné et 
ݑ∀ ∈ ݑ|		௧ܫ − |ݐ < ℎ et ܫ௧ ⊂  .ܫ

Soit l’ensemble ∁(ܫ௧ 	)des fonctions continues Sur ܫ௧  dans ℝ	on définit la distance ρ 
par : 

∀φ,ψ ∈ ρ(φ,ψ)				(௧ܫ)∁ = sup
୲∈୍

|φ(t) −ψ(t)| 

L’ensemble(∁(ܫ௧), ρ) définit un espace métrique complet d’après 2.6 ch1. 

Puisque la valeur initial t଴ ∈ I soit φ ∈ ∁൫ܫ୲బ൯ on associe a φ la fonction 
	f ∈ C଴(I × ℝ;ℝ)  définit par : 

ݑ ∈ ୲బܫ
	
→ f൫u,φ(u)൯ 

Et ensuite on associe a φ la fonction A définit par 

ݑ ∈ ୲బܫ
	
→ A൫φ(u)൯ = x଴ + න f൫t,φ(t)൯dt	

୳

୲బ

 

On remarque que :         ܣ: ∁൫ܫ୲బ൯
											
ሱ⎯ሮ ∁൫ܫ୲బ൯ 

A est une fonction contractante : 

En effet : 

 Soit	φ,ψ ∈ ∁൫ܫ୲బ൯	 

	ρ(A(φ), A(ψ)) = sup
୲∈୍

|A(φ(t)) − A(ψ(t))| 

																																													= sup
୲∈୍

ቮන f൫t,φ(t)൯dt	
୳

୲బ

− න f൫t,ψ(t)൯dt	
୳

୲బ

ቮ 

																															≤ sup
୲∈୍

නหf൫t,φ(t)൯ − f൫t,ψ(t)൯หdt	
୳

୲బ

 

																≤ sup
୲∈୍

න L|φ(t) − ψ(t)|dt	
୳

୲బ

 



Equations  différentielles à argument retardé. Page 18 
 

																						≤ sup
୲∈୍

ܮ න sup
୲∈୍

|φ(t) − ψ(t)| dt	
୳

୲బ

 

≤ ℎρ(φ,ψ)ܮ < 1 

(car : 0 < ℎܮ < 1) donc A est une application contractante. 

Appliquant le théorème du point fixe (3.2 CH1.)  

Donc : ∃!φ଴ ∈ ∁൫ܫ୲బ൯ tell que :	A(φ଴) = φ଴ 

Et on a 

ݑ∀ ∈ (ݑ)φ଴	୲బܫ = x଴ + න f൫t,φ଴(t)൯dt	
୳

୲బ

 

Passons a la dérivée  on obtient :∀ݑ ∈  ୲బܫ

൜φ଴′(ݑ) = f(t,φ଴(ݑ))
φ଴(t଴) = x଴															

                                           (1.1) 

i. φ଴ est l’unique solution définit sur ܫ୲బ. 
ii. On remarque que ℎ ne dépend pas de point  ݐ. 

iii. On remarque aussi qu’à chaque ݐ ∈  correspond une fonction φ଴définie  ܫ
sur ܫ୲. 
      Posons 	ܫ = [ܽ, ܾ] 

iv. On peut après application successive de résultat (1.1) avec un choix de la 
valeur initial on arrive a construire une solution sur ܫ  après un nombre de 
pas en effet : 

1) Si t଴ + ℎ ≥ ܾ  , la solution φ଴ est définie sur [t଴ − ℎ, ܾ] . 
2) Si t଴ + ℎ < ܾ , on applique le résultat  à la  même équation 

différentielle avec la condition initial tଵ = t଴ + ℎ,	x(tଵ) = φ଴(t଴ + ℎ) 
on obtient une solutionφଵsurܫ୲బା௛ est   ߶ଵdéfinit sur l’intervalle 
୲బܫ  ∪ ୲బା௛ܫ = [t଴ − ℎ, t଴ + 2ℎ] ∩ [ܽ, ܾ] 

Tell que :߶ଵ = ቊ
φ଴(ݐ)		ݎݑݏ		ܫ୲బ	
φଵ(ݐ)		ܫݎݑݏ୲బା௛

           

Ainsi de suite  on forme d’après un nombre ݊଴ de pas une solution 
unique ߶௡బ définit sur tous l’intervalle [t଴ − ℎ, ܾ] . 
A ce moment on passe à gauche de t଴ en commencent par le point 
t଴ − ℎ . 

1)  Si t଴ − ℎ ≤ ܽ on s’arrête  et la solution est donc  ߶௡బ définit sur tous 
[ܽ, ܾ]. 
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2) Si t଴ − ℎ > ܽ considérons la même équation différentielle avec la 
condition initial     zଵ = t଴ − ℎ,	x(zଵ) = φ଴(t଴ − ℎ) on obtient une 
solution ߶௡బାଵ définie sur l’intervalle [t଴ − 2ℎ, b] ∩ [ܽ, ܾ]. 
Par suite on arrive à construire une solution unique  ߶ définie sur 
tout l’intervalle [ܽ, ܾ]. 

Remarque 1 : Pour un ܮ assez grands h sera très proche à 0 et le ݊଴ tend vers 
l’infini .On a  pour tous ݊ ∈ ℕ  t଴ + ݊ℎ ≤ ܾ (majoré) d’après 2) et t଴ + ݊ℎ est une 
suite croissante car ℎ > 0et quand n tend vers l’infini cette suite et convergente et 
sa limite sera égale à b , de même pour la suite t଴ − ݊ℎ cette dernière sera 
décroissante et minorée. 

 
3) Équations différentielles linéaires du premier ordre  
 
 
L'équation différentielle linéaire s'écrit simplement : 
 

dx
dt

= a(t)x + b(t) ∈ K, x(t଴) = x଴ ∈ K,													(2.1) 
 
Où a et b sont deux fonctions continues de I dans K, et où t଴ ∈ I	et	x଴ ∈ K sont 
donnés. Une solution est alors une fonction φ	telle	que	φ′(t) 	= 	a(t)φ(t) 	+ 	b(t) 
pour tout t	 ∈ 	I et telle que φ(t଴) = x଴ 
On rappelle que la méthode de résolution est 
 

1- On cherche les solutions φ୦ de l'équation homogène : 

dx
dt

= a(t)x.																		(2.2) 

2- Puis on cherche une solution particulière φ୮ de : 

dx
dt

= a(t)x + b(t).																				(2.3) 

3- La solution est φ = φ୦ + φ୮ telle queφ(0) = x଴. 

3.1 Solution homogène 
Les solutions sont de la forme, pourt଴; 	t	 ∈ 	I ∶ 
 

φ୦(t) = Ce∫ ୟ(த)ୢத౪
౪బ ,																(2.4) 

 
où C	 ∈ 	ॶ. Et toute fonction de cette forme est solution. Vérification 
immédiate. 
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Définition : La fonction t	 ∈ I	 → 	Ce∫ ୟ(த)ୢத౪
౪బ ; (pour C	 ∈ ॶ quelconque) est 

appelée solution  générale de l'équation différentielle linéaire homogène (2.2). 
En particulier, pour la condition initiale φ୦(t଴) = x଴ la solution homogène est : 
 

φ୦(t) = x଴e∫ ୟ(த)ୢத౪
౪బ 														(2.5) 

 
Remarque 1 : On en déduit en particulier que si x	 = 	 φ୦ est non nul en un point, 
alors x est non nul en tout point (la fonction exponentielle ne s'annule pas), et en 
particulier x garde un signe constant. Et si x est nul en un point, alors x	 ≡ 0 est 
solution, et l'unicité de la solution indique que c'est l'unique solution. Et on vérifie 

immédiatement que Ce∫ ୟ(த)ୢத౪
౪బ  est solution, et donc on a trouvé toutes les 

solutions. 
 
Remarque 2 : Une autre méthode pour trouver la solution est de séparer les 
variables, en écrivant: 

dx
x

= a(t)dt 
dès que x	 ≠ 	0. On en déduit formellement que pour t	 ∈ 	I (avec I intervalle où a 
est continue) : 

log x = න a(τ)dτ + c	
୲

୲బ
si	x > 0, log(−x) = න a(τ)dτ + c

୲

୲బ
	si	x < 0, 

où c’est une constante quelconque, soit : 

x(t) = Ce∫ ୟ(த)ୢத౪
౪బ  

où C = ±eୡ est une constante réelle. La fonction t	 → 	x(t)  devant être dérivable, 

on en déduit que la solution maximale définie sur  ℝ est  x(t) = Ce∫ ୟ(த)ୢத౪
౪బ   pour 

une constante C	 ∈ ℝ. 
 
 
3.2 Solution particulière : 
Pour trouver une solution particulière de (2.1), on utilise la méthode baptisée 
'méthode de variation de la constante' : si on note 

φᇱ
୮(t) = e∫ ୟ(த)ୢத౪

౪బ  
 
la solution homogène pour la condition initiale x(t0) 	= 	1, on remarque que cette 
fonction ne s'annule jamais. Ainsi pour trouver une solution φ୮(particulière) de 
(2.1) : 
 

φ୮
ᇱ (t) = a(t)φ୮(t) + b(t),						∀t ∈ I,															(2.6) 

 
il suffit de trouver une fonction C ∶ 	t	 ∈ 	I	 → 	α(t) 	 ∈ ॶ  telle que sur I 
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φ୮(t) = C(t)φ୦ଵ(t)															(2.7) 
 
On fait ainsi un changement de fonction inconnue : la nouvelle fonction inconnue 
est t → C(t) 
Remplaçant φp(t) par C(t)φh1(t) dans (2.6), on trouve : 
 

Cᇱ(t)φ୦ଵ(t) + C(t)φ୦ଵ
ᇱ (t) = a(t)C(t)φ୦ଵ(t) + b(t).										 

 
Mais φ୦ଵ satisfaisant à l'équation différentielle homogène, et il reste : 
 

Cᇱ(t)φ୦ଵ(t) = b(t) 
 
d’où, pour t0	 ∈ 	I : 
 

C(t) = න
b(τ)
φ୦ଵ(τ)

dτ + c =
୲

୲బ
න b(τ)eି∫ ୟ(ୱ)ୢୱಜ

౪బ dτ
୲

୲బ
+ c 

 
 
avec c ∈ ॶ une constante d'intégration. D'où φp(t) 	= 	C(t)φh1(t) ∶ 
 

φ୮(t) = ቆන b(τ)eି∫ ୟ(ୱ)ୢୱಜ
౪బ dτ

୲

୲బ
+ cቇ e∫ ୟ(த)ୢத౪

౪బ  

 
En particulier pour c = 0 on a une solution particulière : 
 

φ୮(t) = ቆන b(τ)eି∫ ୟ(ୱ)ୢୱಜ
౪బ dτ

୲

୲బ
ቇ e∫ ୟ(த)ୢத౪

౪బ 								(2.8) 

qui correspond à la solution vérifiant	φ୮(t0) 	= 	0. 
 
Remarque 1 : Cette solution particulière s'écrit aussi : 
 

φ୮(t)න b(τ)eି∫ ୟ(ୱ)ୢୱಜ
౪బ dτ

୲

୲బ
													(2.9)							 

Attention : pour dériver φp on commencera par réécrire φp sous la forme (2.8) 
(produit de fonctions), alors que la forme (2.9) se présente comme : 

φ୮(t) = න g(t, τ)dτ
୲

୲బ
 

et n'est pas dérivable directement (t est à la fois borne de l'intégrale et paramètre 
de l'intégrant) pour g quelconque, voir annexe. On peut donc éviter d'utiliser 
l'écriture (2.9), et privilégier l'écriture (2.8). 
 
3.3 Conclusion : 
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Avec (2.5) et (2.8), ayant φp(t0) 	= 	0 dans (2.8), on impose C	 = 	x0	pour la 
solution homogène, et la solution de (2.1) est donc : 
 

φ(t) = x଴e∫ ୟ(த)ୢத౪
౪బ + ቆන b(τ)eି∫ ୟ(ୱ)ୢୱಜ

౪బ dτ
୲

୲బ
ቇ e∫ ୟ(த)ୢத౪

౪బ . 

 
 

4)Equation différentielle homogène : 

On appelle équation différentielle homogène (du premier ordre) toute équation 
différentielle qui peut se mettre sous la forme : 

yᇱ = f ቀ
y
x
ቁ. 

 

 

Intégration à l’aide d’un paramètre 

On démontre que l’une des courbes intégrales d’une équation différentielle 
homogène admet au point M situé sur la droite y = tx une tangente dont le 
coefficient directeur est f(t). 
C’est au moyen du paramètre t que l’on peut représenter paramétriquement les 
solutions de l’équation différentielle. 
On pose donc t	 = ୷

୶
⇔ y	 = 	tx d’où la forme différentielle : dy = xdt + tdx 

On a d’autre part : ୢ୷
ୢ୶
	= 	f(t) 	⇔ 	dy	 = 	f(t)dx 

En écrivant l’égalité de ces deux expressions de dy il vient : 
xdt + tdx = f(t)dx	soit	encore: xdt = (f(t) − t)dx 

Il s’agit alors d’une équation à variables séparables : 
dx
x

=
dt

f(t) − t
⇒ ln|x| = න

dt
f(t) − t

+ K	 ⇒ x(t) = λe∫
ୢ୲

୤(୲)ି୲, λ = Cୱ୲ୣ. 

En notant G(t) 	= e∫
ౚ౪

౜(౪)ష౪ on obtient alors une représentation paramétrique des 
intégrales de ce type d’équation : 
 

G(t) = e∫
ୢ୲

୤(୲)ି୲ ൜ x = λG(t)
y = λtG(t)	λ = Cୱ୲ୣ 
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Chapitre 3 : 
Equations différentielles à 

argument retardé du premier 
ordre. 
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1)Position de problème : 
 

Un problème de valeur initiale pour l’équation différentiel avec un argument 
retarde est donnée par : 

(P) = ቊ
xᇱ(t) = f(t, x(t), x൫t − τ(t)൯)	si	t ∈ [t଴, t଴ + h]
x(t) = φ(t)					si		t ∈ E୲బ																																									

 

Ou  h > 0 et t଴ ∈ ℝ 

Tell que : 

i. t଴ : appelle point  initial t଴ ∈ ℝ. 
ii. τ : appelle fonction de retardement  qui vérifie : 

τ:ℝ
																			
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ℝ   Continué et pour  I = [t଴, t଴ + h]	,∀t ∈ I	, τ(t) > 0	. 

iii. E୲బ : appelle l’ensemble initiale tell que : 

E୲బ = {t − τ(t) ∶ t ∈ I	et	t − τ(t) ≤	 t଴} ∪ {t଴}  

E୲బ ≠ {t଴} ∶ car ∶ t଴ ∈ I	; τ(t) > 0
						
ሳሰ −τ(t଴) < 0

						
ሳሰ t଴ − τ(t଴) < t଴  

						
ሳሰ t଴ − τ(t଴) ∈ E୲బ 

On peut aussi écrire sous la forme suivante : 

E୲బ = ({t − τ(t) ∶ t ∈ I	} ∪ {t଴}) ∩ ]−∞, t଴]  

൫car	∀α ∈ E୲బ	,α ≤ t଴	,α ∈ ]−∞, t଴]	, E୲బ ⊂ ]−∞, t଴]	൯   

Au cas ou τ(t) = τ (τ est une constante positive) 

E୲బ = ({t − τ(t) ∶ t ∈ I	} ∪ {t଴}) ∩ ]−∞, t଴]  

E୲బ = (ൣt଴ିτ , t଴ − τ + h൧ ∪ {t଴}) ∩ ]−∞, t଴]  

E୲బ = ൣt଴ିτ , t଴൧ . 

iv. φ : appelle la fonction initiale qui vérifie : 

φ: E୲బ
												
ሱ⎯⎯ሮ ℝ  Continue  dans    E୲బ. 
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v. f : Fonction  continue sur un voisinage V de point (t଴, b଴, bଵ) ∈ ℝଷ ; 

	b଴ = φ(t଴); bଵ = φ൫t଴ − τ(t଴)൯ 

Et satisfaite  la condition de Lipchitz pour la 2  et la 3  variable 

∃L > 0	∀(t, xଵ, yଵ), (t, xଶ, yଶ) ∈ V	,
|f(t, xଵ, yଵ) − f(t, xଶ, yଶ)| ≤ L(|xଵ − xଶ| + |yଵ − yଶ|) 

Exemple : 

Soit τ(t) = (cos t)ଶ	, t଴ = 0	 dans ce cas  E଴ = [−1,0] et le problème initial sera 
écrit sous la forme suivante : 

൜x
ᇱ(t) = f(t, x(t), x(t − (cos t)ଶ))	si	t ∈ [0, h]

x(t) = φ(t)																															si				t଴ ∈ [−1,0] 

2)Existence et unicité de solution pour le problème : 

 

Soit : 

f: V(୲బ,ୠబ,ୠభ)
																				
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮℝ	; 	V(୲బ,ୠబ,ୠభ) ⊂ ℝଷ Est un voisinage du point 

(t଴, b଴, bଵ) = ቀt଴,φ(t଴),φ൫t଴ − τ(t଴)൯ቁ Peut-être définit par la boule fermée et 

bornée suivante : pour  0 < α < +∞  

B୤((t଴, b଴, bଵ),α) = ൝
ቀt, x(t), x൫t − τ(t)൯ቁ ∈ ℝଷ:

൫|t − t଴| + |x(t) − b଴| + หx൫t − τ(t)൯ − bଵห൯ ≤ α
ൡ  

∃α > 0  

									
ሳልሰ ቐ

|t − t଴| ≤ α																																										
|x(t) − φ(t଴)| ≤ α																													
หx൫t − τ(t)൯ − φ൫t଴ − τ(t଴)൯ห ≤ α

  

D’où  on peut extraire les conditions suivante sur x(t) : 

(C) = ൜
|x(t) −φ(t଴)| ≤ α						si			t ∈ I
x(t) = φ(t)					si												t଴ ∈ E୲బ

  

Soit l’ensemble C଴ définie par : 

C଴ = ൛x(t) ∶ t ∈ I ∪ E୲బ	et		x(t)	continue	et	vérifie	(C)ൟ  
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2.1Proposition : 

L’ensemble C଴ est un espace métrique complet pour la distance suivante : 

∀xଵ, xଶ ∈ C଴			ρ൫xଵ(t), xଶ(t)൯ = sup
୲∈୍

|xଵ(t) − xଶ(t)| 

Preuve :	[1], [2] 

Montrons que  est une distance sur   : 

ρ: C଴ × C଴
																							
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ℝା  

La séparation: ∀t ∈ I;∀xଵ, xଶ ∈ C଴ 

 

ρ൫xଵ(t), xଶ(t)൯ = 0
									
ሯሰ sup

୲∈୍
|xଵ(t) − xଶ(t)| = 0

									
ሯሰ 	∀t ∈ I 	|xଵ(t) − xଶ(t)| = 0 

																																																																	
									
ሯሰ∀t ∈ I			xଵ = xଶ	 

 

Si t଴ ∈ E୲బ xଵ(t) = xଶ(t) = φ(t)
									
ሳልሰ ∀t ∈ I ∪ E୲బ			xଵ = xଶ 

La symétrie  et l’inégalité triangulaire se démontre de même de (prpo2.6 CH 1). 

D’où ρ est une distance sur  C଴ . (  (C଴, ρ) Espace métrique) 

Soit (x୬)୬∈ℕ   une suite de Cauchy (x୬)୬∈ℕ ∈ C଴   

൜
|x୬(t) −φ(t଴)| ≤ α						si			t ∈ I
x୬(t) = φ(t)					si												t଴ ∈ E୲బ

 

On a 

∀n ∈ ℕ					(x୬)୬∈ℕ ∈ B୤(φ(t଴),α)		t ∈ I			 (Boule fermée  et bornée de rayon  α ) 

D’autre part B୤ ⊂ ∁(I) 

∁(I) L’espace des fonctions continué dans  I cet espace complet d’apprêt la 
proposition (2.6 CH 1). 

 Et puise-que  B୤ ⊂ ∁(I)  et  est fermée alors B୤ est un espace complet d’apprêt la 
proposition (2.7CH 1). 

 D’où la suite (x୬)୬∈ℕ et convergente  

	lim୬
	
→ାஶ x୬(t) = l(t)		l(t) ∈ B୤(φ(t଴),α)		pour	t ∈ I      
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Et puise-que (x୬)୬∈ℕ ∈ C଴ alors 	lim୬
	
→ାஶ x୬(t) = l(t) 		= φ(t) pour t ∈ E୲బ donc 

x(t) ∈ C଴ Qui nous conduit à dire que C଴ et un espace complet pour la distance ρ  .  

 

2.2Théorème : 

Soit    τ:ℝ
																			
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ℝ  continue strictement positive sur    I = [t଴, t଴ + h]	, h > 0	 soit   

φ(t)    une fonction définit par , φ: E୲బ
												
ሱ⎯⎯ሮ ℝ   continue sur E୲బ .      

f  Fonction a valeur dans  ℝ		continue	dans	un	voisinage	V  du point  
ቀt଴,φ(t଴),φ൫t଴ − τ(t଴)൯ቁ  et satisfait en plus  la condition de Lipchitz pour la   

2  et  la  3      variable alors   (P)    admet une solution unique pour un  h  
suffisamment petit. 

Preuve :	[1],	[2] 

a) On peut remplace (P) par une équation équivalente 

(P′) = ൝
y(t) = φ(t଴) + ∫ f ቀσ, x(σ), x൫σ − τ(σ)൯ቁ dσ	୲

୲బ
si	t ∈ [t଴, t଴ + h]

y(t) = φ(t)					si		t ∈ E୲బ																																																																										
  

Ce problème (P′) peut-être définit  par une  application A tell que : 

  ൝
A(x(t)) = φ(t଴) + ∫ f ቀσ, x(σ), x൫σ − τ(σ)൯ቁ dσ	୲

୲బ
				si	t ∈ [t଴, t଴ + h]

A൫x(t)൯ = φ(t)						si				t ∈ E୲బ																																																																										
  

D’autre part : 

b) D’après (1.v.CH3) on a f est continue dans un voisinage V de  

 ቀt଴,φ(t଴),φ൫t଴ − τ(t଴)൯ቁ alors  est continue dans un voisinage fermé et bornée      

P ⊂ V d’où : 

   ∃M > 0;∀(t, x, y) ∈ P; |f(t, x, y	)| < M 

Et d’après (1.ii.CH3) τ est continue en I alors t − τ(t) est continue  

alors d’après définition de continuité  

∀ε > 0; ∃δ > 0;∀t ∈ I; |t − t଴| ≤ δ
								
ሳሰ |(t − τ(t)) − (t଴ − τ(t଴))| < ε 

Soit δ = hଵet pour 	ε = τ(t଴)	 on a 
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|t − t଴| ≤ hଵ
								
ሳሰ |(t − τ(t)) − (t଴ − τ(t଴))| < τ(t଴) 

t ∈ [t଴, t଴ + hଵ]
								
ሳሰ |(t − τ(t)) − (t଴ − τ(t଴))| < τ(t଴) 

t ∈ [t଴, t଴ + hଵ]
								
ሳሰ − 2τ(t଴) < (t − τ(t)) − t଴ < 0 

ݐ ∈ ,଴ݐ] ଴ݐ + ℎଵ]
								
ሳሰ ݐ) − ∋((ݐ)߬ ௧బܧ  

c) Montrons que A ∈ C଴ : 

หܣ൫(ݐ)ݔ൯ − ห(଴ݐ)߮ = ቤන ݂ ቀߪ, ,(ߪ)ݔ ߪ൫ݔ − ൯ቁ(ߪ)߬ ߪ݀
௧

௧బ
ቤ 

																																										≤ න ቚ݂ ቀߪ, ,(ߪ)ݔ ߪ൫ݔ − ൯ቁቚ(ߪ)߬ ߪ݀
௧

௧బ

 

d‘après b) on a : 

								≤ ݐ)ܯ −  (଴ݐ

																												≤ ℎܯ ≤ ߙ
														
ሳልልሰ ℎ ≤

ߙ
ܯ

 

D’où A ∶ C଴
																			
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮC଴ 

d) Montrons que  A est une application contractante  pour  h = min	 ቄhଵ, ஑
୑
ቅ  : 

soient	xଵ, xଶ ∈ C଴	on	a ∶  
ρ൫A(xଵ), A(xଶ)൯  
= ((ݐ)ଵݔ)ܣ|௧∈ூ݌ݑݏ −   |(ݐ)ଶݔ)ܣ

= ݌ݑݏ
௧∈ூ

ቤන ݂ ቀߪ, ߪଵ൫ݔ,(ߪ)ଵݔ − ൯ቁ(ߪ)߬ ߪ݀
௧ା௛

௧బ
− න ݂ ቀݔ,ߪଶ(ߪ), ߪଶ൫ݔ − ൯ቁ(ߪ)߬ ߪ݀

௧ା௛

௧బ
ቤ 

≤ න ቚ݂ ቀߪ, ,(ߪ)ଵݔ ߪଵ൫ݔ − ൯ቁ(ߪ)߬ − ݂ ቀߪ, ,(ߪ)ଶݔ ߪଶ൫ݔ − ൯ቁቚ(ߪ)߬ ߪ݀
௧ା௛

௧బ

 

											≤ න (ߪ)ଵݔ|൫ܮ − |(ߪ)ଶݔ + หݔଵ൫ߪ − ൯(ߪ)߬ − ߪଶ൫ݔ − ߪ൯ห൯݀(ߪ)߬
௧ା௛

௧బ

 

݀ᇱܽݏ݁ݎ݌	(ܾ			ݐ݁	݈݁	ݐ݂݅ܽ	݁ݑݍ	݂	ܿ݌݅ܮℎ݅݁݊݊݁݅ݖݐ	݊݋	ܽ:  

																			≤ ܮ න ൫|ݔଵ(ߪ) − |(ߪ)ଶݔ + ห߮൫ߪ − ൯(ߪ)߬ − ߮൫ߪ − ߪ൯ห൯݀(ߪ)߬
௧ା௛

௧బ
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																																	≤ ܮ න ,(ݐ)ଵݔ൫ߩ	 ߪ൯݀(ݐ)ଶݔ
௧ା௛

௧బ

= ,(ݐ)ଵݔ൫ߩℎܮ  ൯(ݐ)ଶݔ

A est une fonction contractante si   h < ଵ
୐
. 

Alors de c)et d) et proposition 2.1.CH3  (  C଴ est un espace complet et A est une 
fonction contractante de C଴ dans	C଴  ) D’après théorème (3.2.CH1) : 

Pour h = min	 ቄhଵ, ஑
୑

, ܿቅ  avec		c < ଵ
௅
		 A admet un point fixe unique. 

∃!ܷ ∈ ൯(ݐ)൫ܷܣ					଴ܥ = ݐ				(ݐ)ܷ ∈ ௧బܧ ∪   ܫ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
((ݐ)ܷ)ܣ = (଴ݐ)߮ + න݂ ቀ(ߪ)ܷ,ߪ,ܷ൫ߪ − ൯ቁ(ߪ)߬ ߪ݀

௧

௧బ

ݐ	݅ݏ											 ∈ ,଴ݐ] ଴ݐ + ℎ]

൯(ݐ)൫ܷܣ = ݐ		݅ݏ							(ݐ)߮ ∈ 																																																																																௧బܧ

 

 
  

 
								
ሯሰ ൝

(ݐ)ܷ = (଴ݐ)߮ + ∫ ݂ ቀ(ߪ)ܷ,ߪ,ܷ൫ߪ − ൯ቁ(ߪ)߬ ௧ߪ݀
௧బ

ݐ	݅ݏ		 ∈ ,଴ݐ] ଴ݐ + ℎ]

(ݐ)ܷ = ݐ		݅ݏ										(ݐ)߮ ∈ 																																																																										௧బܧ
 

Par dérivation  (P) : 

																
ሯልልልሰ ቊ

ܷᇱ(ݐ) = ݐ൫ܷ,(ݐ)ܷ,ݐ)݂ − ݐ	݅ݏ	(൯(ݐ)߬ ∈ ,଴ݐ] ଴ݐ + ℎ]
(ݐ)ܷ = ݐ	݅ݏ					(ݐ)߮ ∈ 																																													௧బܧ

 

Alors (P)  admet une solution unique. 

3)La méthode d’étapes : 

 

Considérons le problème de valeur initiale 

൜
xᇱ(t) = f(t, x(t), x(t − τ))	si	t ∈ [t଴, t଴ + nτ]			n ∈ 	ℕ ∗
x(t) = Ø଴(t)																									si										t ∈ E୲బ = [t଴ − ߬, t଴]  

Ou le retardement est une constante τ > 0 et n et fixe.                                                   
On va utiliser une  méthode de résolution de ce problème dite la méthode des 
étapes ou méthode d’intégrations successives qui ramène le problème à un 
problème de valeurs initiale d’une équation différentielle ordinaire du 1er ordre 
des chaque étape. 
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1er étape :  

Puisque pour tout t∈ [t0, t0+	τ] l’argument t-	τ varie dans l’intervalle initiale 

 [t0-	τ, t0] et par conséquent le 3éme argument x(t-	τ) de la fonction f est égale à la 
fonction initiale Ø0(t-	τ). 

Donc le problème posé est équivalent au problème suivant : 

ቊxᇱ(t) = f൫t, x(t), Ø଴(t − τ)൯si	t ∈ [t଴, t଴ + τ]																					
x(t଴) = Ø଴(t଴)																																																																										

  

2éme étape : 

Supposons qu’il existe une solution  x(t) = Øଵ(t)	du problème sur l’intervalle 

 [t0, t0+	τ], alors comme l’étape précédente le problème sur l’intervalle 

 [t0+	τ, t0+2	τ] se ramène au problème suivant : 

ቊxᇱ(t) = f൫t, x(t), Øଵ(t − τ)൯			si	t ∈ [t଴ + ߬, t଴ + 2τ]																									
x(t଴ + ߬) = Øଵ(t଴ + ߬)																																																																												

  

. 

Nième étape : 

Supposons que le problème a une solution x(t) = Øn-1(t) sur l’intervalle  

[t0 + (n-2) τ , t0 + (n-1) τ] alors le problème se ramène sur l’intervalle  

[t0 + (n-1) τ, t0 + n τ] au problème suivant : 

ቊ xᇱ(t) = f൫t, x(t), Ø௡ିଵ(t − τ)൯			si	t ∈ [t଴ + (݊ − 1)߬, t଴ + nτ]																																				
x(t଴ + (݊ − 1)߬) = Ø௡ିଵ(t଴ + (݊ − 1)߬)																																																																											

 

On remarque d’une part que cette méthode permet déterminer la solution x(t) 
sur plusieurs intervalles de longueurs finies et d’autre part de prouver l’existence 
de la solution et son unicité sur Et଴ ∪  [t0, T] (T > t0) si Ø0 et f sont continue et si 
en plus f satisfait à la condition assurant l’unicité de la solution du problème (p) 
(par exemple la condition de Lipchitz par rapport au 2éme et 3éme argument). 

 

4)Quelques  Exemples : 
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Exemple 1 : 

 

Déterminer x(t) vérifiant : 

൜ݔ
ᇱ(t) = 6x(t − 1)														si	t	 ∈ 	 [1,4]																												
(t)ݔ = t																																					si	t	 ∈ 		 [0,1]																						  

Appliquant la méthode des étapes. 

1ér étape : 

Si t  [1,2], alors t-1 varie dans l’intervalle initiale [0,1] et par conséquent                
x(t-1)= t-1 donc l’équation est équivalent à : 

൜ݔ
ᇱ(t) = 6(t − 1)																		si	t		 ∈ 	 [1,2]																								

(t)ݔ = 1																																																																																	                   

Par intégration on obtient x(t) = 3(t-1)2 + 1 si t  [1,2]  

2éme étape : 

Si t  [2,3] alors t-1 varie dans l’intervalle [1,2] et par conséquent                                 
x(t-1) = 3(t-2)2 + 1  

Donc sur [2,3] le problème est équivalent à : 

൜ݔ
ᇱ(t) = 18(t − 2)2	 + 	6																										si		t	 ∈ 		 [2,3]		

(t)ݔ = 4																																																																																			  

Par intégration on obtient : ݔ (t) = 6 (t-2)2  - 6(t-2) +4  si t ∈   [2,3] 

3éme étape : 

Si t   [3,4] alors t-1 varie dans l’intervalle [2,3] et par conséquent                            
 6(t-3)3 + 6(t-3) + 4 = (t-1)ݔ

Donc sur [3,4] le problème est équivalent à :  

൜ ݔ
ᇱ(t) = 36	(t − 3)3	 + 	36(t − 3) 	+ 24			si			t		 ∈ 				 [3,4]

(t)ݔ = 16																																																																																								  

Par intégration on obtient : 

  9 (t-3)4 + 18 (t-3)2 + 24(t-3) + 16   si    t   ∈   [3,4] = (t)ݔ

La fonction t—› ݔ(t) est continue sur [0,4] mais non dérivable. 
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Conclusion :   

La 
solution :

൞

(ݐ)ݔ 	= 		ݐ	݅ݏ																																																																																															ݐ	 ∈ 		 [0,1]
(ݐ)ݔ 	= ݐ)3	 − 1)2	 + 	ݐ	݅ݏ																																																																				1	 ∈ 				 [1,2]

(ݐ)ݔ					 = ݐ)6	 − 2)3	 + ݐ)6	 − 2) + 	ݐ	݅ݏ																																																				4	 ∈ 				 [2,3]
(ݐ)ݔ 		= ݐ)9	 − 3)3	 + ݐ)18	 − 3)2	 + ݐ)24	 − 3) 	+ 			ݐ	݅ݏ											16	 ∈ 	 [3,4]

 

 

Exemple 2 : 

 

On donne les nombres réels ܽܣ, ܿ, ߬, 0ݐ ∈ ܴ.  

Déterminer la fonction x(t) vérifiant le problème de valeurs initiale suivant : 

൜x
ᇱ(t) = a	x	(t − τ)																																														si		t	 > 	 ଴ݐ

x(t) = 			ݐ		݅ݏ																																														ܿ ∈ 		 ଴ݐ] − ߬, ߬]  

Appliquons  la méthode des étapes. 

1er étape : 

Si t   ∈  [t, t + 	τ] , alors t-µ	varie	dans	l’intervalle	initiale	[ݐ଴ − ߬, τ] et par 
conséquent x(t- τ) = c 

Donc le problème est équivalent à : 

൜x’(t) 	= 	a	c																											si	t				 ∈ 		 ,଴ݐ] ଴ݐ + 	τ]
x(t) = ܿ																																																																								  

Par intégration on obtient x(t) = a c (t-t0) + c   si t     [ݐ଴, ଴ݐ + 	τ] 

On peut écrire  

Donc	µk	+	µ	≤t	– t0 < τ	k + 2 τ 

Ensuite τ	k ≤	(t	- τ) – t0 < (k + 1) τ 

Donc k ≤	((t- τ)-t0)/ τ < k + 1 

D’où   [((t- τ)-t0) / τ] = k  

D’après l’hypothèse de récurrence on obtient : 
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x(t- τ) = c෍ ୟ౤

୬!

୩ାଵ

୬ୀ଴
(t − t଴ − nτ)୬ 

si   t    ∈    [t0 + (k+1) τ, t0 + (k+2) τ]   

ainsi, le problème de valeur initiale pour l’équation différentielle du 1er ordre 
avec un argument retardé est équivalent sur [t0 + (k+1), t0+ (k+2) τ] : 

H(t) = c ∑ ቀୟ
౤శభ

୬!
ቁ୩ାଵ

୬ୀଵ (t − t଴ − nτ)୬    Si     t   ∈    [t0 +	(k+1)	τ,	t	+	(k+2)	τ]	 

       

Avec la condition initiale  

x (t0 + (k+1) τ)= ∑ ቀୟ
౤శభ

୬!
ቁ୩ାଵ

୬ୀଵ ((k + 1)τ − (n − 1)	τ	)୬ 

Qui assure la continuité de x(t) au point ݐ଴ + (k+1) τ   

Par intégration en t on obtient : 

x(t) = c(	∑ ቀ ୟ౤శభ

(୬ାଵ) !
ቁ୩ାଵ

୬ୀଵ (t − t଴ − nτ)୬ାଵ 

−෍ቆ
a୬ାଵ

(n + 1)!
ቇ

୩ାଵ

୬ୀଵ

൫(k + 1)µ − n	τ	൯୬ାଵ + ෍ቆ
a୬ାଵ

n!
ቇ

୩ାଵ

୬ୀଵ

((k + 1)τ − (n − 1)	τ	)୬	) 

Donc on peut écrire :  

x(t) = c(	∑ ቀ ୟ౤శభ

(୬ାଵ) !
ቁ୩ାଵ

୬ୀଵ (t − t଴ − nτ)୬ାଵ 

−෍ቆ
a୬ାଵ

(n + 1)!
ቇ

୩ାଵ

୬ୀଵ

(k − n + 1)୬ାଵτ୬ାଵ + ෍൬
a୬

n!
൰

୩ାଵ

୬ୀଵ

((k − n + 2	)୬τ୬	) 

Par un changement de convenable des valeurs de l’indice n on obtient : 

x(t) = c(	∑ ቀୟ
౤

୬ !
ቁ୩ାଶ

୬ୀଵ (t − t଴ − (n − 1)τ)୬ 

−෍൬
a୬

(n)!
൰

୩ାଶ

୬ୀଵ

(k − n + 2)୬τ୬ + ෍൬
a୬

n!
൰

୩ାଵ

୬ୀଵ

((k − n + 2	)୬τ୬	) 

Et après simplification on aura l’égalité à vérifier : 

x(t) = c (	∑ ቀୟ
౤

୬ !
ቁ୩ାଶ

୬ୀଵ (t − t଴ − (n − 1)τ)୬ + 1) 
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Conclusion : 

On déduit donc l’égalité x(t) = c(	∑ ቀୟ
౤

୬ !
ቁ

ቀ౪ష౪బಔ ቁାଵ

୬ୀଵ (t − t଴ − (n − 1)τ)୬ pour ݐ ≥  ଴ݐ

x(t) = c(	∑ ቀୟ
౤

୬ !
ቁଵ

୬ୀଵ (t − t଴ − (n − 1)τ)୬ si  t  [ݐ଴, ݐ଴+ τ]  

2éme étape : 

Si t  ∈ [t0 + τ, t0+2 τ] alors t-µ	varie	dans	l’intervalle	[ݐ଴, ݐ଴+	τ]	et par conséquent 
x(t- τ) = a c (t-t0- τ) + c   

Donc sur [ݐ଴ + τ, ଴ݐ + 2τ] le problème est équivalent à : 

൜x’(t) = 	 aଶc(t − t଴ − µ) + ac																																		si		t	 ∈ 		 ଴ݐ] + τ, ଴ݐ + 2τ]											
x	(ݐ଴ + µ) 	= 	a	c	µ	 + 	c																																																																																																			  

Par intégration on obtient : 

x(t) = cቀୟ
మ

ଶ
	(t − t଴ − 2µ)ଶ + a(t − t଴) + 1ቁ      si t ∈ [ݐ଴ + τ, ଴ݐ + 2τ] 

et on peut écrire  

x(t) = c (	∑ ቀୟ
౤

୬ !
ቁଶ

୬ୀଵ (t − t଴ − (n − 1)µ)୬ + 1)    S i  t ∈  [ݐ଴ + τ, ଴ݐ + 2τ] 

3éme étape :  

Si t ∈  [ݐ଴ + 2τ, ଴ݐ + 3τ]alors t-µ	varie	dans	l’intervalle		 

଴ݐ]  + τ, ଴ݐ + 2τ]  d’ où  

x(t-µ)	=	cቀୟ
మ

ଶ
	(t − t଴ − 2µ)ଶ + a(t − t଴ − µ) + 1ቁ  

Donc sur [ݐ଴ + 2τ, ଴ݐ + 3τ] le problème est équivalent à : 

ቐ
x’(t) = 	ܿ ቀ௔

య

ଶ!
ݐ)	 − ଴ݐ − 2µ)ଶ + ௔మ

ଵ!
ݐ) − ଴ݐ − µ) + ܽቁ 											si		t	 ∈ 		 ଴ݐ] + 2߬, ଴ݐ + 3߬]										

x	(t଴ + 2µ) 	= c	(ୟ
మ

ଶ
	µଶ + 2aµ + 1)																																																																																																			

  

Par intégration on obtient : 

x (t) = c ቀୟ
య

ଷ!
	(t − t଴ − 2µ)ସ + ୟమ

ଶ!
(t − t଴ − µ)ଶ + ୟమ

ଶ!
(t − t଴ − µ)ଶ + 	 ୟ

ଵ!
(t − t଴) + 1ቁ  

sur [ݐ଴ + 2τ, ଴ݐ + 3τ] 

Et on peut écrire x(t) = c(	∑ ቀୟ
౤

୬ !
ቁଷ

୬ୀ଴ (t − t଴ − (n − 1)µ)୬  
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Sur  [ݐ଴ + 2τ, ଴ݐ + 3τ] 

On remarque qu’on peut vérifier par récurrence que la solution x(t) prend pour 
tout t≥t0 la forme suivante : 

x(t) = c(	∑ ቀୟ
౤

୬ !
ቁ

ቀ౪ష౪బಔ ቁାଵ

୬ୀଵ (t − t଴ − (n − 1)τ)୬ ou [t] désigne la partie entier de t, k N, 

supposons pour tout t tel que : ݐ ≥  : a	on	k	τ] ≤	et [(t-t0) /	଴ݐ

x(t) = c(	∑ ቀୟ
౤

୬ !
ቁ

ቀ౪ష౪బಔ ቁାଵ

୬ୀଵ (t − t଴ − (n − 1)τ)୬  

Démontrons que l’égalité reste vraie pour tout t tel que : t≥	t0 et                             
[(t-t0) /	τ] ≤	k+1. 

c.à.d.il reste à vérifier que pour t ≥	t0 et [(t-t0) /	τ]= k+1 on a : 

x(t) = c(	∑ ቀୟ
౤

୬ !
ቁ୩ାଶ

୬ୀ଴ (t − t଴ − (n − 1)τ)୬ 

En effet, si [(t-t0) /	τ]= k+1 alors k+1≤	(t-t0)	/µ<	k+2. 

Exemple 3 : 

൜
xᇱ(t) = x(t) + x(t − 1)													si	t ∈ [1,3]			
x(t) = 1																						si										t ∈ E୲బ = [0,1]  

On a t଴ = 1, τ = 1
								
ሳሰ n = 2 

1ére étape : 

Ø଴(t) = 1  

൜ xᇱ(t) = x(t) + 1													si	t ∈ [1,2]			
x(1) = 1																																																			  

x(t) = (k + ∫ ݁ି௧݀ݐ)݁௧ (on utilisant  2.4 CH2) 

(ݐ)ݔ = k݁௧ − 1  

Pour (1)ݔ = 1
														
ሳልልሰ݇ = ଶ

௘

													
ሳልልሰ (ݐ)ݔ = 2݁௧ିଵ − 1  si ݐ ∈ [1,2] 

2éme étape : 

Øଵ(t) = 2݁௧ିଵ − 1																						  

൜ xᇱ(t) = x(t) + 2݁௧ିଶ − 1												si	t ∈ [2,3]			
x(2) = 2݁ − 1																																																																	  
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x(t) = (k + ∫(2݁௧ିଶ − 1)݁ି௧݀ݐ)݁௧  

(ݐ)ݔ = k݁௧ + ௧ିଶ݁ݐ2 + 1  

Pour (2)ݔ = 2݁ − 1
														
ሳልልሰ݇ = ଶ௘ି଺

௘మ
													
ሳልልሰ (ݐ)ݔ = (2݁ − 6)݁௧ିଶ + ௧ିଶ݁ݐ2 + 1  si 

ݐ ∈ [2,3] 

D’où la solution de problème est : 

ቐ
(ݐ)ݔ = 1																																																													si	t ∈ [0,1]									
(t)ݔ = 2e୲ିଵ − 1																																												si	t ∈ [1,2]											
(ݐ)ݔ = 2݁௧ିଵ − 6݁௧ିଶ + ௧ିଶ݁ݐ2 + 1										si		t ∈ [2,3]									

 . 
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Conclusion 

Nous sommes arrivés tous près de la fin du travail fixé, qu’on a traité en 
deux parties essentielles. 

La première partie est constituée par le premier et le deuxième chapitre et 
une partie du troisième chapitre et consacré aux  définitions est de 
théorèmes   indispensables  pour définir un problème d’équation 
différentiel avec un argument retardé du premier ordre. On a montré 
l’existence et l’unicité de la solution. 

 Une partie de notre mémoire est consacrée à la méthode  des étapes et 
quelques exemples de cette méthode.  
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