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Introduction

Les équations différentielles avec un argument retardé est une branche des
équations différentielles avec un argument devié sont des equations différentielles
ou la fonction inconnue et ses dérivés entrent, de facon générale, sous différentes
valeurs de I'argument. Par exemple, x’ (t) = f (t, x (t), x (t-7)).

La premiere équation isolée de ce type est apparu dans la littérature dans la seconde
moitié du XVllle siecle (Kondorse 1771), mais une étude systématique d'équations
avec un argument dévié a commenceé seulement au XXe siecle (Surtout dans les
quarante dernieres années Myshkis-AD dans I'Union soviétique, EM Wright et R.
Bellman dans d'autres pays) en rapport avec les exigences de la science appliquée.
Les équations différentielles avec un argument devie ont de nombreuses applications
dans la théorie du contrdle automatique, des systemes d'auto-oscillation de la
théorie de I'étude des problemes liés a la combustion en mouvement fusée, le
probleme de la planification a long terme dans I'économie, une série de problemes
biologiques, et dans de nombreux d'autres domaines de la science et de la
technologie, dont le nombre est grand. L'abondance des applications stimule un
développement rapide de la théorie d'équations différentielles avec un argument
deviant et, a I'heure actuelle, cette théorie est I'une des branches développement le
plus rapide de I'analyse mathématique.

Dans le contenu de cette these on va étudier les équations différentielles avec un
argument retardé du premier ordre constitué de trois chapitres :

le 1*" chapitre est pour établir le théoréme du point fixe est quelques propositions qui
nous aide pour demontrer I'existence et I'unicite de la solution de probléme.

Dans le 2¢chapitre on va étudier des généralisations sur les équations différentielles
du premier ordre et en annongons le théeoreme de I'existence et I'unicité de la

solution d’un probleme de Cauchy.

Dans le 3*chapitre on va poser le probléme de I'équation différentielle avec un
argument retardé et on va etudier la solution du probleme, la méthode de résolution

et quelques exemples d’applications.
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Rappels
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Définition 1 (espace vectoriel) :

Etant donné un corps commutatif K, d’élément neutre Ox et e ,ondit qu’un
ensemble E muni d’une opération interne et d’une opération externe , a une
structure d’espace vectoriel si :

- E Est un groupe commutatif pour I’opération interne i.e. :

+HEXE—F

1. Vx,y,z€E (x+y)+z=x+(y+2)

2. 30; €EE;VXEE O +x=x+0; =x

3. VXEE;Vx'€EE x+x' =x'+x=0 > (' =—x)
4, Vx,y€E x+y=y+x

- E Vérifie les propriétés suivantes pour la loi externe :
CKxE—E

1. Vx€E;Va,fEK a(Bx) = (ap)x

2. Vx€EE ex =x
3. Vx€E;Va,pEK (a+ B)x = ax + Px
4. Vx,y€€EE,;Va €K alx +y) =ax+ay

Remarque :

Ondit que (K, +,.) estun corps commutatif si: K est un groupe commutatif pour la
premiere et la deuxieme loi et verifie les conditions suivantes :

+HKxK—K
SKxXK———K

1. Va,b,ceK a(b+c)=ab +ac
2. Va,b,ceK (b+c)a=ba+ca

Exemples :

R™ est un espace vectorielle sur le corps R.C(1) I'ensemble de fonctions continues
sur un intervalle fermé I est un espace vectoriel dans le corps R.

Définition 2 (espace normé) :

Soit E un espace vectoriel sur le corps R on appelle norme sur E ,une application de

x — [Ixl|
etqui vérifie: VX,ye€E Va€eR
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1. Ixl=0=—=x=0
2. llx+yll < llxll + llyll
3. lax|l = |alllx|l

Définition 3 :

Une fonction ¢ d’un espace vectoriel E dans un intervalle [a, b] c R dite
bornée si:

Jk>0Vx€eE |pk)|<k.
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Chapitre 1 :
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Quelgues Notions topologiques
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1)Ouvert fermé voisinage :

1.1-Définition (espace métrique) :

On dit qu’'un ensemble E (E# @) est un espace métrique s'il existe une
application :

d:E x E——— R, Qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Laséparation:

VX,y€EE d(x,y) =0&x=y

2. Lasymeétrie:
vx,y € Ed(x,y) = d(y, x)
3. L'inégalite triangulaire :
vx;y;z € Ed(x,y) <d(x,2) +d(z,y)
Notation : Un espace métrique E de distance d est noté par (E, d).
Exemple :
Un espace normé E dans le corps K est un espace métrique avec la distance :

vx,y €Ed(x,y) = lIx =yl .

» soit (E, d) un espace métrique
» soit un ensemble ACE

1.2-Définition :

On appelle une boule ouverte de centre x, € E et de rayon r > 0 I'’ensemble
définit par :

B(Xo, 1) = {x € E:d(x, %) < r}

On appelle une boule fermeé de centre x, € E et de rayon r > 0 I'ensemble
définit par :

Be(Xo, 1) = {x € E:d(X,%,) <1}
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On appelle une sphere de centre x, € E et de rayon r > 0 I'’ensemble définit
par :

S(Xo, 1) = {x € E:d(X,Xo) =r}

1.3-Définition :

Dans E on dit que A est une partie ouverte de E si et seulement si
vx€eA;Ir>0:B(x,r) cA

1.4-Définition :

Aetditfermési: CgA estune partie ouverte.

1.5-Définition :

Onditque Aestborné sile diamétre de A est fini

le.
d(A) = sup d(x,y) <

X,yEA

1.6-Définition :

On appelle voisinage de x € E toute partie contenant un ouvert contenant x.
l.e. Avoisinage de x < 30(ouvert);x € O c A.

Remarque : D’apreés la définition B(x,, r) c B¢(x,, r) doncB; est un voisinage de
X .

2) Espace complet :

2.1-Définition 1 (suite convergente) :

Dans un espace meétrique (E, d) une suite :

N —— E
‘n — x(n) =x,

Est dite convergente si et seulementsi :

'l e E,ve>0;3an, EN;Vn = ny, = d(X,, 1) <e¢
oneécrit: lim x, =1

n—-+oo

2.2-Définition (suite de Cauchy) :
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Dans un espace metrique(E, d) une suite (x,) est dite de Cauchy si et selment si :

ve>0;an, € N; Vp>q=n,=d(xpX) <&

2.3-Définition (espace complet) :

On dit qu’'un espace meétrique (E, d) et un espace complet si et seulement si toute
suite de Cauchy et convergente.

2.4-Définition (fonction Lipchitzienne, contractante) :

Soit (E, dg) et (F, dg)deux espaces métriques et fune fonction :
f. E——— F Dite Lipchitzienne si :
3IL>0 dp(f(x),f(y)) < Ldg(x,y) Vx,y €E
Si0<L<1 f estdite contractante.

2.5-Définition 2 (fonction continue) :

Soit (E, dg) et (F, dr)deux espace meétrique et fune fonction :
f. E——— F Dite continue au point X, Si:
Ve > 0;38 > 0;¥x € E; dg(X,Xo) < 8§ = dp(f(x),f(xo)) < ¢

onécrit: lim f(x) = f(x,)
X—Xg

2.6-Proposition 1 :

Soit | un intervalle fermé borné de R. Alors I’ensemble des fonctions continues
Sur | dans R est complet pour la distance p définit par :

vf,ge C(l) p(f,0) = StléIIO|f(t) —g(®|

Preuve : [1]
Démontrons que p et une distance :
p:C() x C() — R,

La séparation: vt € I; vf,g € C(l)
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p(f.9) =0 <=>Stlé|IOIf(t) -9 =0 vtel [f(t) —g(t)| =0

svtel f(t) =g(t)
Lasymétrie: vf g € C(1) ;vte I : |f(t) — g(t)| = [g(t) — ()]

= stléIIOIf(t) —g®| = stléIIOIg(t) — f(t)|

L’inégalité triangulaire : vf,g,h € C(1) ;
vtel [f(t) —g®] < [f() —h@®)| + |h(®) —g(D)]
stigplf(t) —h@®|+ stléllolh(t) —g®] = p(f,h) + p(h,g)

Alorson a
vtel |f(t) —g®)| < p(f h) + p(h,g)
=>Stlé|IOIf(t) —g@I< p(f,h) + p(h,g)

= p(f,9)< p(f,h) + p(h,g)
Donc p est une distance de C(I). ((C(1), p )est un espace métrique)
Démontrons que C(I) est un espace complet :
Soit (f,) ey Une suite de Cauchy alors : vVt € |
ve>0;3an, € N;Vp>q=n, =>s,tlé|lo|fp(t) —f (D] <e
Puise-que la suite (f,),en €St une suite de Cauchy dans I'espace complet R

alors elle converge dans R..
Supposons que lim,_ . f, (t) = f(t) avaleursdans R.

Vérifions maintenant que f est une fonction continue dans | :

Passant a la limite dans la suite de Cauchy :

ve>0;3n, € N; Vp>q=ny=lim, o (sup|fp(t) — fq(t)|) <e
tel
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(Jim (suplfy(® ~ fo(®)]) = vte Tim [f,(® = f(0)]
€l —+0oo

p—+oo t

ovtel| lim 0O —f0|e

sup plirpm f (1) —fq (t)|)

tel

lim £,(t) —fq(t)| o sup

p—+oo tel

ve>0;3n, € N; Vp > g =ny=sup|limy_ . f,{) —f()|<e
tel
Ve >0;3n, € N; Vg = ny = suplfy(t) — f(Y)|< e
tel

D’ou la suite (f,) ey CONverge uniformément dans R alors la limite f est continue

Alors C(I) est un espace complet.

2.7-Proposition 2 :

Soit (E ,d) un espace complet B¢(a,r) une boule fermée bornée dans E alors
(B¢(a, r),d) est un espace complet.

Preuve :
Laboule B¢(a,r) estborne .ie. r<+o

1. d est une distance pour I'ensemble B car B c E alors (B, d) estun
espace metrique.

2. 501t (X,)neny UNe suite de Cauchy dans By: (x,) € Bf c E
Ve>0;3n, € N; Vp>q=ny=d(x,Xxy) <&

Puise-que B; c E alors cette suite convergeetona: lim,_ X, = |
Reste a verifieque |l € Bfona:

ve>0;3n, € N;vn = ng = d(x,,l) <¢

Pourn>n, d(al) <d(ax,)+dkx,) <r+c¢

Poure - 0ona d(al) <d(ax,) +dXx,) <rdoud@l)<r

Alors | € B¢ donc ( B¢, d) est un espace complet.
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3)Théoréme du point fixe :

3.1-Definition (point fixe) :

Soit f une fonction :f: E ——Eou E est un espace metrique On dit que X, € E est
un point fixe de fsi :

f(Xo) = Xo
Exemple :

La fonction f(x) = x a x = 1 comme point fixe.

3.2-Theoréme (théoreme du point fixe) :

Si f est une fonction contractante d’un espace complet E dans E , alors f admet un
point fixe unique.

Preuve:

a) Unicité .

Supposons qu’ils existent deux points fixes X, X;
Xo = f(Xo), Xy = f(xy)

Onaalors

d(xq, X;) = d(f(x,), f(x;)) < Ld(xq,%x;)  festcontractante 2.4-CH1

O<L<1
D’ou
d(Xg,X1) — Ld(Xg,X;) < 0= d(Xy,X;)(1 —L) <0etl-L>0
== d(Xy,X;) < 0 etonadautre parts d(xy,X;) =0

= d(Xy,X;) = 0=—= X, = X, d’ou l'unicité.
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b) Existence :

Soit (X,)nen UNe suite de E définit par la relation de récurrence suivante :

{ X, arbitraire de E
Xp41 = f(X,), VX € E

* 0N a

vm € N d(xm+1vxm) = d(f(xm)vf(xm—l)) <

Ld(Xpm, Xm—1) = LA(f(X_1), F(Ximn_2))
< L2d(Xp—1, Xm—2)
. < Md(Xq, Xg)
Dou: d(Xpm Xm—1) < L™d(Xq,X,) festcontractante 2.4-CH1
a) Montrons que (X,)qen €St une suite convergente dans E
Soitp € N*
d(Xn4p Xn) = d(f(Xn4p-1), fF(xn—_1)) par définition de (X,)nen

D’apres I'inégalite triangulaire de d defl1.3.A

<d (f(xn+p_1), f(xn+p_2)) +d (f(xn+p_2),f(xn+p_3)) + oo+ d(f(x,,), F(X—1)
D’apres (x) étoile
< (L**P=1d(xy, Xo) + LPP=2d (X, Xo) + - + L2d(Xq, Xo))
< LP(LP~1d(xq, Xg) + LP72d(Xq, Xg) + -+ + d(X4, Xp))

S Lnd(Xl,XO)(Lp_l =+ Lp_2 + oo 4 1)

< Pd(xy,x0) T
X1,Xg) ——
B DR L
Passant a la limite quand p tend vers I'infinie
n
< —d(Xq, %)

1-L

D’ou
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n

L
d(Xp4p Xn) < 77904 %0)

Donc d(Xy4p, X, ) — 0 quand N ———— + oo alors (X, ) ey €St Une

suite de Cauchy et puise-que E est un espace complet alors (X,) ey €St
convergente

liMypeo Xy = |

Donc pour n———— + o | =f(l) d'ou lestun point fixe de f.
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1) Equation différentielle ordinaire :

1.1-Définition:
Une Equation Différentielle Ordinaire (EDO) scalaire est une équation mettant en
jeu une fonction d’'une variable scalaire u(t): 1 ¢ R — R ainsi que ses dérivees
jusqualordrem > 1,:

F(tuu,u”,...,u™)=0 (11)

o0 u™ représente la dérivée d’ordre m de u par rapport a t et F est une fonction
suffisamment réguliere de | x R™ dans R.

L’ordre d’'une EDO, défini comme le plus grand ordre de dérivation présent dans
I’équation, est donc égal a m dans ce cas.

2) Equations différentielles ordinaires du premier ordre :

2.1Définition :

(Probléme de Cauchy.) Une equation différentielle ordinaire avec condition
initiale s'appelle probleme de Cauchy.

Un probléme de Cauchy est donc un probleme ou, pour I un intervalle fermeé de R
fe CO(l x R;R),t, € l et x, € R donnés, il faut trouver une (ou les) solution(s) x
de:

dx_f )
dt (t.x)
X(ty) = Xo

i.e. il faut trouver une (ou des) fonctions(s) ¢ telles que :

{ @' (t) = f(t (1))
@(ty) =X,
2.2Theoréme :

Soit le probléme de Cauchy suivant :

=3O = (xO)
x(ty) = Xo
pour I un intervalle fermé de R f € C°(1 x R;R),t, € l etx, € R
sipourtoust € I festLipchitzienne pour la deuxieme variable alors le
probléme (1) admet une solution unique x(t): I — R.

preuve : [1]
f satisfait la condition de Lipchitz pour la 2¢émevariable :
le.
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vVt € I,vxl,XZ € C(I) ,3' L>0 |f(t, xl) - f(t,x2)| < lel - le vxl,x2 € R"
Soit0< h < % et posant

vtel I,=In[t—h,t+ h]doncl, estunintervalle fermé et borné et
Vuel lu—tl<hetl, cl.

Soit I'ensemble C(I, )des fonctions continues Sur I, dans R on définit la distance p
par :

v,y e C(l) ple ) = Stléylcp(t) —y(0)|

L'ensemble(C(I,), p) définit un espace métrique complet d’aprés 2.6 ch1.

Puisque la valeur initial t, € I soit ¢ € C(I;,) on associe a ¢ la fonction
f e CO»l x R;R) définit par:

u € I, - f(u, @(u))

Et ensuite on associe a ¢ la fonction A définit par

u

u€l, > Alp)) =x, + ff(t, @(1))dt

to
Onremarqueque:  A:((I,) — C(I,)
A est une fonction contractante :

En effet :
Soit @,y € C(1y,)

p(A(@), A(Y)) = StléIIO|A((P(t)) — A @®)]

= sup f f(t, p(t))dt — f f(t, g(1))dt

< sup f|f(t, () — f(t W(t))|dt

u

<sup | Lle(t) — y(t)|dt

tel
to
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u

<supL [ suplp(® - w(dt

tel tel
to

< Lhp(p,¢) <1
(car: 0 < Lh < 1) donc A est une application contractante.

Appliguant le theoréme du point fixe (3.2 CH1.)
Donc : 3! ¢, € C(1y,) tell que : A(p,) = ¢,

Etona

u

Vu € I, @o(u) = Xo + f f(t, o (1) )dt

to

Passons a la dérivée on obtient :Vu € I

{(Pol(u) = f(t, o (u))

@o(to) = Xo (1.1)

I. @ estl'unique solution définit sur I .

ii.  Onremarque que h ne dépend pas de point t.

iii.  Onremarque aussi qu'a chaque t € I correspond une fonction ¢,définie
sur 1.

Posons I = [a, b]

iv.  On peut apres application successive de résultat (1.1) avec un choix de la
valeur initial on arrive a construire une solution sur I aprés un nombre de
pas en effet :

1) Sit, + h = b ,lasolution @, est définie sur [t, — h, b] .

2) Sit, + h < b,onapplique le résultat ala méme équation
différentielle avec la condition initial t; = t, + h, x(t;) = @ (t, + h)
on obtient une solutiong,surl; ., est ¢, définitsur l'intervalle
I, Ul o = [to — h,to + 2h] N [a, b]

([ @o@) sur I
Tell que :¢p; = {cpl(t) surly,
Ainsi de suite on forme d’aprés un nombre n, de pas une solution
unique ¢, définit sur tous l'intervalle [t, — h, b] .
A ce moment on passe a gauche de t, en commencent par le point
to—h.
1) Sity —h <aons’arréte etlasolutionestdonc ¢, déefinitsurtous
[a, b].
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2) Sit, — h > a considerons la méme equation differentielle avec la
condition initial z, = t, — h, x(z;) = @,(t, — h) on obtient une
solution ¢, ., définie sur I'intervalle [t, — 2h,b] N [a, b].

Par suite on arrive a construire une solution unique ¢ définie sur
tout I'intervalle [a, b].

Remarque 1 : Pour un L assez grands h sera tres proche a 0 et le n, tend vers
I'infini .On a pourtousn € N t, + nh < b (majoré) d’apres 2) et t, + nh est une
suite croissante car h > Oet quand n tend vers l'infini cette suite et convergente et
sa limite sera égale a b, de méme pour la suite t, — nh cette derniére sera
décroissante et minoree.

3) Equations différentielles linéaires du premier ordre

L'équation différentielle linéaire s'écrit simplement :

%: a(t)x + b(t) € K, x(ty) = xo € K, (2.1)

Ou a et b sont deux fonctions continues de I dans K, etou t, € | et x, € K sont
donnés. Une solution est alors une fonction ¢ telle que @'(t) = a(t)e(t) + b(t)
pour toutt € Iettelle que @(t,) = X,

On rappelle que la méthode de résolution est

1- On cherche les solutions ¢y, de I'équation homogeéne :

dx
a = a(t)x. (2.2)

2- Puis on cherche une solution particuliere ¢, de :

dx
@ = a(t)x + b(t). (2.3)

3- Lasolution est ¢ = @), + @, telle quep(0) = X,.

3.1 Solution homogéne
Les solutions sont de la forme, pourt,; t € 1:

t
@ (1) = Celo 2T (2.4)

ou C € K. Ettoute fonction de cette forme est solution. Vérification
immédiate.

Equations différentielles a argument retardé. Page 19



t
Définition : Lafonctiont € 1 - Ceo®™%: (pour C € KK quelconque) est

appelée solution générale de I'équation différentielle linéaire homogene (2.2).
En particulier, pour la condition initiale ¢y, (t,) = X, la solution homogéne est :

t
() = Xoe)to 29T (2.5)

Remarque 1 : On en déduit en particulier que si x = «y, est non nul en un point,
alors x est non nul en tout point (la fonction exponentielle ne s‘annule pas), et en
particulier x garde un signe constant. Et si x est nul en un point, alors x = 0 est
solution, et I'unicité de la solution indique que c'est I'unique solution. Et on vérifie

ftto a(t)dr

immédiatement que Ce est solution, et donc on a trouvé toutes les

solutions.

Remarque 2 : Une autre méthode pour trouver la solution est de séparer les
variables, en écrivant:

dx

? = a(t)dt
dés que x # 0.0n en deduit formellement que pourt € I (avec | intervalle ou a
est continue) :

t t
logx = f a(t)dt +c six > 0,log(—x) = f a(t)dt+c six <0,

to to
ou c’est une constante quelconque, soit :

t
x(t) = Celto
ou C = *e€ est une constante réelle. La fonctiont — x(t) devant étre dérivable,

a(t)drt

t
on en déduit que la solution maximale définie sur R est x(t) = Cefto a(ndt pour
une constante C € R.

3.2 Solution particuliere :
Pour trouver une solution particuliere de (2.1), on utilise la méthode baptisée
‘meéthode de variation de la constante’ : si on note

t
(P’p(t) = gl 2D

la solution homogene pour la condition initiale x(t0) = 1, on remarque que cette
fonction ne s'annule jamais. Ainsi pour trouver une solution ¢, (particuliere) de

(21):
pp(t) = a(®)e,(t) +b(t), Vvtel, (2.6)

il suffit de trouver une fonctionC: t € I - a(t) € K telle que sur |
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@p () = C(OPn, (O (2.7)

On fait ainsi un changement de fonction inconnue : la nouvelle fonction inconnue
estt — C(t)
Remplagant @p(t) par C(t)hl1(t) dans (2.6), on trouve :

C'(D@n1 (1) + C(D@p, (1) = a(OC(W ¢y, (1) + b(D).
Mais «y,, satisfaisant a I'équation différentielle homogeéne, et il reste :
C'(D@n1 (1) = b(t)
d’ou, pourtO € I:

t b t .
C() = f O rrc= b(t)e o2 ®%gr + ¢
to h1(T) to

avec ¢ € K une constante d'intégration. D'ou @p(t) = C(t)ehl(t) :

t T
®p (t) = < b(r)e_ fto a(S)dsdT + C> eftto a(t)dt

to

En particulier pour ¢ = 0 on a une solution particuliére :

t T t

050 = ([ b o) o 2
to

qui correspond a la solution vérifiant ¢, (t0) = 0.

Remarque 1 : Cette solution particuliére s'écrit aussi :

t T
@p(® | b(r)e %y (2.9)
to
Attention : pour dériver @p on commencera par réécrire ¢@p sous la forme (2.8)
(produit de fonctions), alors que la forme (2.9) se présente comme :
t

@p() = | g(t,)dt

et n'est pas dérivable directement (t est a la fois borne de I'intégrale et parametre
de I'intégrant) pour g quelconque, voir annexe. On peut donc éviter d'utiliser
I'écriture (2.9), et privilégier I'écriture (2.8).

3.3 Conclusion :
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Avec (2.5) et (2.8), ayant @p(t0) = 0dans (2.8),onimpose C = x0 pour la
solution homogeéne, et la solution de (2.1) est donc::

t T
o(t) =X, eho 2T < b(r)e_fto a(S)dsdr> gl DT
to

4)Equation différentielle homogeéne :

On appelle equation differentielle homogeéene (du premier ordre) toute équation
différentielle qui peut se mettre sous la forme :

L)

Intégration a l'aide d’un parametre

On démontre que I'une des courbes intégrales d’une équation différentielle
homogéne admet au point M situé sur la droite y = tx une tangente dont le
coefficient directeur est f(t).

C’est au moyen du parametre t que I'on peut représenter parameétriquement les
solutions de I'’équation différentielle.

Onposedonct = f &y = txdou laforme différentielle : dy = xdt + tdx
Onad’autre part: % = f(t) & dy = f(t)dx
En écrivant I'égalité de ces deux expressions de dy il vient :

xdt + tdx = f(t)dx soit encore: xdt = (f(t) — t)dx
Il s’agit alors d’une équation a variables séparables :

dx dt
X D) —t = Inix| = ff(t)

En notant G(t) = eff<t>-t on obtient alors une représentation parameétrique des
intégrales de ce type d’équation :

[t
+ K = x(t) = Ae’f(O-t A = CSte,

X = AG(1)

fdt .
= e’ f(t)-t — (ste
6 = e =0
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1)Position de probléme:

Un probléme de valeur initiale pour I'équation différentiel avec un argument
retarde est donnée par :

(P) = X' (1) = f(t,x(®),x(t — T(¥))) sit € [ty, ty + h]
- {X(t) =@(t) siteE,

Ou h>0ett; €R
Tell que :

I. t,:appelle point initial t, € R.
ii.  t:appelle fonction de retardement qui vérifie :

T.R—— R Continué etpour | = [ty,t, +h],vtel,t(t) >0.
ii.  E¢ :appelle I'ensemble initiale tell que :
E, ={t—t®) :telett—t(t) < to} u{ty}
Ee, # {to}:car:to € 1;1(t) > 0= —1(tp) <0=1t, — t(ty) <t
=ty — 1(ty) € Ey,

On peut aussi écrire sous la forme suivante :
Ee, = {t—t(®) : te 1} uU{te}) N]—oo,t,]
(car va € By, ,a <ty ,a € ]—00,t0], E, € ]—o0,t,])
Au cas ou t(t) = T (t est une constante positive)
Ee, = {t—t(®) : te 1} U{te}) N]—oo,t,]
Er, = ([to-T .ty — T +h] U {to}) N ]—c0, t,]
E, = [to-T.to] -

iv. o :appelle lafonction initiale qui verifie :

¢:E;, — R Continue dans E.
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v. f:Fonction continue sur un voisinage V de point (t,, by, b;) € R3;
bo = ¢(to);b; = (P(to - T(to))
Et satisfaite la condition de Lipchitzpourla2 etla3 variable

L > O v(tv leyl)v (tv XZvyZ) € Vy
[T(t, X1, Y1) — f(t, X2, ¥2)| < LUX; — X2 | + ly; —y2I)

Exemple :

Soit t(t) = (cost)?,t, = 0 danscecas E, = [-1,0] et le probléme initial sera
écrit sous la forme suivante :

{x’(t) = f(t, x(t),x(t — (cost)?)) sit € [0, h]
x(t) = @(t) si t, € [-1,0]

2)Existence et unicité de solution pour le probléeme :

Soit :
f: Vieoboby) — R Vg, bob,) © R Estun voisinage du point

(to,bg, by) = (to, o(ty), o(to — r(to))) Peut-étre définit par la boule fermée et

borneée suivante : pour 0 < a < +o

(t.x(®.x(t - (0)) € R*:

Be((tg, bg, by), ) =
¢((to, bo, 1), @) (It = to| + Ix(t) — byl + |x(t = (1)) = by|) < «
Joa >0

t—to] < a
= { IX(1) — o(t))| < «
|X(t — r(t)) — (p(to — r(to))| <a

D’ou on peut extraire les conditions suivante sur x(t) :

C(Ix® —glto) <a i tel
O=hb=o0 s ek,

Soit I'ensemble C, definie par :

Co = {x(t) : t € 1 UE,, et x(t) continue et vérifie (C)}
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2.1Proposition :

L’ensemble C, est un espace métrique complet pour la distance suivante :

VXy, Xz € Co p(x, (1), %, (1)) = stléllolxl(t) — %, (D]

Preuve : [1], [2]

Montrons que est une distance sur :
p:Co X Cp — R,

La séparation: vVt € I; Vx4, X, € C,

p(Xl(t),XZ(t)) =0 = suplx; () —x, ()| =0= vtel |x,(t) —x, ()] =0
tel

SViel Xy =X,

Sity € E¢, X1 (1) =x,(t) = @(t) = VteIUE,, X; =X,

La symétrie et I'inégalité triangulaire se démontre de méme de (prpo2.6 CH 1).
D’ou p est une distance sur C, . ( (Cy, p) Espace métrique)

Soit (X,)nen UNe suite de Cauchy (X,)nen € Co

X, (1) — )l <a  si tel
{Xn(t) =@(t) si to € Ey,

Ona
VneN (Xpnen € Be(@(ty),a) t€ | (Boule fermée et bornée de rayon a)
D’autre part B c C(1)

C(I) L'espace des fonctions continué dans | cet espace complet d’apprét la
proposition (2.6 CH 1).

Et puise-que B c C(l) et est fermée alors B¢ est un espace complet d’apprét la
proposition (2.7CH 1).

D’ou la suite (x,) ey €L CONVErgente

lim, 400 X, (8) = 1(t) 1(t) € Be(p(ty), ) pourt €l
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Et puise-que (Xp)nen € Co alors lim, ., X, (t) = 1(t) = @(t) pourt € E; donc

x(t) € C, Qui nous conduit a dire que C, et un espace complet pour la distance p .

2.2Théoréme:

Soit T:R —— R continue strictement positive sur | = [ty,t, + h] , h >0 soit
@(t) une fonction définit par, ¢:E,, — R continue sur E;,.

f Fonction avaleur dans R continue dans un voisinage V du point

(to, o(ty), o(to — r(to))) et satisfait en plus la condition de Lipchitz pour la

2 etla3 variable alors (P) admet une solution unique pour un h
suffisamment petit.

Preuve : [1], [2]

a) On peut remplace (P) par une équation équivalente

y(O) = o(t,) + fttof(o, x(0),x(6 = 1(0)) ) do sit € [to, to + ]

= {y(t) g0 sitek,

Ce probleme (P') peut-étre définit par une application A tell que :
{A(X(t)) = o(t,) + fttof(o, x(0),x(6 = 1(0)) ) do  sit € [ty,to +h]
A(x(D) = @(t) si teE,

D’autre part :

b) D’aprés (1.v.CH3) on a f est continue dans un voisinage V de

(to, o(ty), o(ty — r(to))) alors est continue dans un voisinage fermé et bornée
PcVdou:
IM > 0; V(t,x,y) € P;|f(t,x,y)| <M
Et d’aprés (1.ii.CH3) t est continue en | alors t — t(t) est continue
alors d’apres définition de continuité
Ve>0;36 >0 Vtelj[t—ty| < 5= |(t—Tt(t)) — (t, — t(ty))| < ¢

Soit 8§ = het pour £ = t(t,) ona
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[t —to] < hy = [(t— (V) — (to — (tx))| < t(to)
t € [ty to + h ] = |(t— (1)) — (to — t(ty))] < t(ty)
tety,to+h]l=-2t(ty)) < (t—1(t))—t, <O
t € [to, to + ] = (t — t(t))E E,

c) MontronsqueA € C,:

1A(x(®) — o(to)| =

ftf (0.2(0),x(0 = 1(0))) do

t

< f |f (a,x(a),x(a - T(a)))| do

to
d‘apresb)ona:

< M(t —ty)

<Mh<a=—>h<

S

D’ODA : CO —)CO

d) Montrons que A est une application contractante pour h = min {hl,%} :

soient x,,X, € C,ona:
p(A(X1)1A(X2))
= supeerlA(x1(£)) — A(x,(¢)]

thf (a, x,(0),x,(0 — T(O’))) do — thf (a, x,(0), x, (0 — T(O’))) do

= sup
t+h ’
< f |f (a,xl(a),xl(a - T(a))) —f (a,xz(a),xz(a - T(a)))| do
P ot
< f L(lxl(a) —x,(0)| + |x1(0 - T(a)) - xz(a - T(O’))DdO’

d'apres b) et le fait que f Lipchitzienne on a.:
t+h

<1 [ (1) = x@)+ |o(o = () - oo = ()]
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t+h

<L f 0(x:(6), %)) do = Lp(x,(8), %, (D))

to
. . 1
A est une fonction contractantesi h < =

Alors de c)et d) et proposition 2.1.CH3 ( C, est un espace complet et A est une
fonction contractante de C, dans C, ) D’apres théoreme (3.2.CH1) :

Pour h = min {hl,%,c} avec ¢ < % A admet un point fixe unique.

NUeC, AUQW)=UE) teE, Ul
(A(U(t)) = o(t,) + f f(0.U(0),U(o - 1(0))) do sit € [to, ty + h]

L AU®) = ot) siteE,

o {U(t) =plt) + ], f (0,U(0).U(0 = 1(0))) do sit € [ty to + h]
Ut) = @(t) si t € Ey,

Par dérivation (P) :

U'(t) = f(t,U),U(t —t(©))) si t € [ty to + h]
{U(t) =@(t) sit€E

Alors (P) admet une solution unique.

3)La méthode d’étapes :

Considérons le probleme de valeur initiale

x'(t) = f(t,x(t), x(t — 1)) sit € [ty, to +nt] n€ N«
{x(t) = @,(t) Si teE,, = [ty — 7, t,]

Ou le retardement est une constante t > 0 et n et fixe.

On va utiliser une méthode de résolution de ce probleme dite la méthode des
étapes ou methode d’intégrations successives qui raméne le probleme a un
probleme de valeurs initiale d’'une équation différentielle ordinaire du ler ordre
des chaque étape.
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ler étape:
Puisque pour tout te [to, to+ t] I'argument t- t varie dans l'intervalle initiale

[to- T, to] et par conséquent le 3¢me argument x(t- t) de la fonction f est égale a la
fonction initiale @o(t- 1).

Donc le probleme posé est équivalent au probleme suivant :

{x’(t) = f(t,x(1), Do (t — T))si t € [to, to + Tl
X(ty) = Dy (to)

2éme étape :
Supposons qu'’il existe une solution x(t) = @, (t) du probléme sur I'intervalle
[to, to+ T], alors comme I'étape précédente le probleme sur l'intervalle

[to+ T, to+2 T] Se rameéne au probléme suivant :

{x’(t) = f(t,x(1), 3, (t — 1)) site [ty +1,t, + 21]
X(tg + 1) = @ (ty + 1)

Niéme étape :

Supposons que le probléme a une solution x(t) = @n-1(t) sur I'intervalle
[to+ (nN-2) T, to+ (n-1) t] alors le probleme se raméne sur l'intervalle
[to + (n-1) T, to+ n t] au probléme suivant :

{x’(t) = f(t,x(1),@,_,(t— 1)) site [ty + (n— 1)1, t, + n1]
X(to +(n —1)1) =@, _1(to + (n — D7)

On remarque d’une part que cette méthode permet déterminer la solution x(t)
sur plusieurs intervalles de longueurs finies et d’autre part de prouver I'existence
de la solution et son unicité sur Et, U [to, T] (T > to) si @oet f sont continue et si
en plus f satisfait a la condition assurant I'unicité de la solution du probleme (p)
(par exemple la condition de Lipchitz par rapport au 2éme et 3éme argument).

4)Quelques Exemples :
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Exemple 1:

Déterminer x(t) vérifiant :

{x’(t) =6x(t—1) sit € [14]
x(t) =t sit € [0,1]

Appliguant la méthode des étapes.
1érétape :

Sit [1,2], alors t-1 varie dans l'intervalle initiale [0,1] et par consequent
x(t-1)=t-1 donc I'’éequation est équivalent a :

{x’(t) =6(t—1) sit € [1,2]
x(t) =1

Par intégration on obtient x(t) = 3(t-1)2+ 1sit [1,2]
2éme étape :

Sit [2,3] alors t-1 varie dans I'intervalle [1,2] et par conséquent
x(t-1) = 3(t-2)2+ 1

Donc sur [2,3] le probléme est équivalent a :

{x’(t) = 18(t—2)2 + 6 site [23]
x(t) =4

Par intégration on obtient : x (t) =6 (t-2)2 - 6(t-2) +4 site [2,3]
3éme étape :

Sit [3,4] alors t-1 varie dans l'intervalle [2,3] et par conséquent
x(t-1) = 6(t-3)3 + 6(t-3) + 4

Donc sur [3,4] le probléme est équivalent a :

{x’(t) =36(t—3)3 +36(t—3) +24 si t € [34]
x(t) =16

Par intégration on obtient :
x(t) =9 (t-3)4 + 18 (t-3)2 + 24(t-3) + 16 si t € [3/4]

La fonction t—> x(t) est continue sur [0,4] mais non dérivable.
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Conclusion ;

La

solution:
x(t) =t sit € [01]
x(t) =3t-1)2 +1 sit € [12]
x(t) =6(t—-2)3 +6(t—2)+ 4 sit € [23]

x(t) = 9(t—3)3 + 18(t—3)2 + 24(t—-3) + 16 sit € [34]
Exemple 2:

On donne les nombres réels Aa, c, 7,t0 € R.
Déterminer la fonction x(t) verifiant le probléme de valeurs initiale suivant :

X'(t) =ax(t—1) si t > ¢t
{X(t) =c sit € [to—1,1]

Appliquons la méthode des étapes.
ler étape:

Sit € [tt+ t],alorst-pvarie dans l'intervalle initiale [t, — 7, T] et par
consequent x(t-t) =c

Donc le probleme est équivalent a:

{x’(t) = ac sit € [ty ty+ T]
x(t) =c¢

Par intégration on obtient x(t) =ac (t-to) + ¢ sit [ty ty + T]
On peut ecrire

Doncpk+p<t-to<tk+2t

Ensuitetk < (t-1t)-to<(k+ 1)t

Donck < ((t-t)-to)/ t<k+1

D'ou [((t-1)-to) /t] =Kk

D’apres I'hypothese de récurrence on obtient :
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K+l g
X(t-1) = cz 2 (t—t, —n)"
n=0n!

si t € [to+ (k+1) T to+ (k+2) 1]

ainsi, le probleme de valeur initiale pour I’équation différentielle du ler ordre
avec un argument retardé est équivalent sur [to + (k+1), to+ (k+2) 1] :

H(t)—cZk“( )(t—to—nr)“ Si t e [to+ (k+t1) T t+ (k+2) 1]

Avec la condition initiale

X (to+ (k+1) D)= 52 (2) (k+ Dt = (= 1) T)"
Qui assure la continuite de x(t) au point t, + (k+1) T
Par intégration en t on obtient :

X = (244 (Zo7) (€= to — o)™t

k+1 qn+1 k+1

Z<(n+1)|>((k+1)u—nr)n 1+Z<

Donc on peut écrire :

+1

)((k+1)r—(n—1)r)“)

x() = c( Tk (

k+1 qn+1 k+1

D () mnr e ) () emn e

Par un changement de convenable des valeurs de I'indice n on obtient :

) -ty — o

x() = o(Z52 (5) t—to — (= Do)"

k+2 k+1

Z(( )|)(k—n+2)“r“+2( )((k—n+2)“r“)

Et aprés simplification on aura I'égalité a veérifier :

x(® = ¢ (2 (5) ¢ =ty — (n— D) + 1)
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Conclusion ;

On déduit donc I'égalité x(t) = c( X

(52)+1
=1

n=

(i—nl) t—ty—(n—2D1)" pourt = t,

X(© = (et (57) (€= to = (1= 1)0)" si t [to, g+ 1]
2éme étape :

Sit € [to+ T, to+2 1] alors t-p varie dans l'intervalle [t,, t,+ T] et par conséquent
X(t-t) =ac (t-to-1) +C

Donc sur [t, + T, t, + 2t] le probléme est équivalent a:

{x’(t) = a%c(t—ty, — W) +ac site [to+Tty+21]
X(to+H) = acp+c

Par intégration on obtient :

2
x(t) = C(a; (t—t, —2w?+a(t—ty) + 1) site[t, + 1, t, + 21]
et on peut écrire

x(t) :C(Zrzl=l(i_n|)(t_t0 —(n=1W"+1) Site [t,+1,ty+21]
3éme étape :
Site [ty + 271, t, + 3t]alors t-u varie dans I'intervalle

[ty + Tty + 21] d’'oU

aZ
Xt = o (= to — 2w +alt—to — ) + 1)
Donc sur [t, + 271, t, + 37] le probléme est équivalent a :
a’ a? .
X' (t) = c(; (t — to — 2)? +?(t—t0 - +a) sit € [ty+ 27ty + 31]
2
X (to+2) =c (5 W +2au+1)

Par intégration on obtient :

x@®=c(§ t—to— 20" + St —to— W2+ 5t~ to— W2+ St —to) + 1)
sur [t + 21, ty, + 31]

Et on peut écrire x(t) =c( X3_, (i—n) t—to— (="
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Sur [ty + 2T, t, + 31]

On remarque qu’on peut vérifier par récurrence que la solution x(t) prend pour
tout t>to la forme suivante :

(t—to
K
=1

x(®) =c(2,

supposons pour toutttel que:t >ty et [(t-to) /t] <kona:

J (i—nl) (t—t, — (n—1)1)" ou [t] désigne la partie entier de t, k N,
@ =e(s %" (&) -t - (- Do

Démontrons que I'égalité reste vraie pour tout t tel que : t=> to et
[(t-to) / t] < k+1.

c.a.d.il reste a vérifier que pour t > to et [(t-to) / tT]=k+1ona:
X(1) = (I3 (5) (t—to — (n = D"

En effet, si [(t-to) / t]= k+1 alors k+1< (t-to) /u< k+2.

Exemple 3:
x'(t) = x(t) + x(t—1) site[1,3]
{x(t) =1 Si te E, =[01]

Onaty=1t=1=n=2
1ére étape :
Q0('[):1

{x’(t) =x(t)+1 site[1,2]
x(1) =1

x(t) = (k+ [ e~tdt)et (on utilisant 2.4 CH2)

x(t) = ket —1

Pourx(1) = 1=k :3 s x(t) = 2et~1—1 sit € [1,2]

2éme étape :
d.(t) =2et"1 -1

{ X'(t) = x(t) + 2et72 -1 site[23]
x(2) =2e-1
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x(t) = (k+ [(2et72 — 1)e~tdt)et
x(t) = ket + 2tet 2+ 1

2e
e

Pourx(2) =2e—1—k =
t €[23]

S— x(t) = (2¢ — 6)et2 + 2tet2 + 1 si

D’ou la solution de probléme est :

x(t) =1 site [0,1]
x(t) =2et71 -1 site[1,2]
x(t) =2et"1 —6et™2 + 2tet" 2 +1 si te[23]
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Conclusion

Nous sommes arrives tous pres de la fin du travail fixé, qu’on a traité en
deux parties essentielles.

La premiere partie est constituée par le premier et le deuxieme chapitre et
une partie du troisieme chapitre et consacreé aux définitions est de
théoremes indispensables pour définir un probleme d’équation
différentiel avec un argument retardé du premier ordre. On a montré
I’existence et I'unicité de la solution.

Une partie de notre mémoire est consacree a la méthode des étapes et
guelques exemples de cette méthode.
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