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Résumeé :

Dans ce travail, on considére une équation d’ondes semi-linéaire avec coefficients variables et des
conditions aux limites non linéaires. Sous certaines hypothéeses sur les données initiales, on prouve
I’existence globale et 'unicité de la solution en se basant sur les approximations de Faeodo-Galerkin
et la méthode de compacité. En suite, la stabilité exponentielle est obtenue en introduisant une
fonction d’énergie équivalente et utilisant la méthode du multiplicateur d’énergie sur une variété
riemannienne, cette énergie équivalente assure que le systéme est dissipatif.

Mots clés : Approximations de Facodo-Galerkin, équation d’ondes semi-linéaire, existence
globale, stabilité exponentielle, variété riemannienne.
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Abstract :

In this work, we consider a semilinear wave equation with variable coefficients under the nonlinear
boundary feedback. Under certain assumptions on the initial data, we prove the global existence and
the uniqueness of the solution by the Galerkin’s approximations and the method of compacity. Then,
the exponential stability is obtained by introducing an equivalent energy function and using the
energy multiplier method on the riemannian manifold. This equivalent energy function shows that
the system is dissipatif.

Key-words : Exponential stability, Galerkin’s approximations, global existence, riemannian
manifold, semilinear wave equation.
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Introduction

La stabilité d’un systéme non dissipatif décrit par des équations aux dérivées partielles (EDPs)
représente le plus souvent un challenge extrémement mathématique.
Dans [3], Shao et Guo s’intéressent a 1’étude d’un probleme aux limites hyperbolique semi-linéaire
avec des conditions aux limites non linéaires. Plus précisément, on considere le probléme suivant :

u" — Agju+ h(Vu) + f(u) =0, sur Q x (0,00), (1)

ou £ est un ouvert de R”, de frontiere réguliere I', f : R — R et A : R™ — R sont des fonctions conti-
nues non linéaires, V et A, désignent le gradient et 'opérateur de Laplace-Beltrami respectivement,
ils ont écrit sous la coordonnée euclidienne de la forme :

L ou) 0 2 v ou Ou
Vou(z) = Jzzl (a” ax) or | Vetls = ; Y 9z, 0z,

et

1 & 0 ou
Agu = \/§ng1 £ (ﬁaijé)xj)’ (2)

avec {a;; € C*(R"), 1 <i,j < n} sont des fonctions symétriques et il existe des constantes réelles
positives ag, a; telles que :

n

aol¢l < D aij(2)&& < ailé]’, Yz R, = (&, &) ERT,

ij=1

A(z) = (aij(z)) est une n X n-matrice pour tout z € R, G = (g;;(x)) = A™'(x) de determinant
g = det(G).

Sous les conditions aux limites sur 0f2

uw=0 sur Ty x (0,00),
% +Il(uw)=0 sur T'; x (0,00),

onv =1, UZ'% est le champ de vecteurs unitaire extérieur normal sur I', et [ : R — R est une
K2
fonction continue non linéaire.

Une étude analogue est obtenue par M.Aassila et M.Cavalcanti dans [8], ils ont étudié I'existence de
la solution en se basant sur les approximations de Faeodo-Galerkin, ensuite ils ont établi la stabilité
exponentielle en utilisant la technique du multiplicateur due a Komornik et Zuazua [14]. De plus, un
nouveau critére d’inégalité a été introduit en [2] pour atteindre la stabilité uniforme du ce systéme
qui est considéré comme un systeme non dissipatif dans le cas particulier (A, = A). Cependant,
dans ce travail, en utilisant une approche completement différente et la méthode de la géométrie
riemannienne, nous montrons que le systeme (1) est essentiellement un systéme
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dissipatif en introduisant une fonction d’énergie équivalente du systeme. Cette approche ne généralise
pas seulement le résultat de constantes coefficients en coefficients variables, mais simplifie également
de maniére significative la preuve du cas de coefficients constants considéré dans [2].

La généralisation du cas des coefficients constants aux coefficients variables n’est pas direct, et elle
a besoin de quelques contraintes géométriques supplémentaires sur la variété riemannienne formées
par des coefficients variables, cela n’est pas nécessaire pour le cas des coefficients constants.

Quatre chapitre ont été considérés dans ce travail. Le premier chapitre est de rappeler quelques
notions usuelles. On commence par des brefs définitions sur la topologie faible et la topologie faible
étoile ainsi quelques résultats pour les espaces séparables, puis on énonce des définitions et des
propriétés élémentaires sur les espaces de Lebesgue LP. Ils sont suivis par quelques définitions et
quelques propriétés fondamentales sur les espaces de Sobolev qu’il faut absolument connaitre pour
I’étude de notre probleme. Dans la fin de ce chapitre, on a donné quelques définitions sur les espaces
fonctionnels avec un lemme de Gronwall.

Le seconde chapitre sera consacré a rappeler quelque définitions et propriétés de la géométrie, qui
seront utiles pour la suite. On commence par des notions d’une variété différentiable, espace et
fibré tangent ainsi que espace et fibré cotangent, application tangent, champ de vecteurs et formes
différentielles. En suite, on rappel des définitions et des propriétés élémentaires sur la géométrie
riemannienne.

Dans le troisieme chapitre, sous certaines conditions sur les données initiales et en se basant sur
les approximations de Faedo-Galerkin et la méthode de compacité, on montre 'existence globale et
I'unicité de la solution du probléme considéré.

Dans le dernier chapitre, on établit la stabilité exponentielle de la solution réguliére par une construc-
tion d’une fonctionnelle d’énergie équivalente du systeme et en utilisant la méthode de multiplicateur
d’énergie sur une variété riemannienne.



Notations

Un ouvert de R™.

L’adhérence de ().

La métrique Riemannienne euclidienne associée a R™.
Le produit scalaire associée a ’espace R".

La norme associée a l’espace R".

L’espace des distributions .

n
La dérivée d'ordre a avec a € N" et o] =) ay .
i=1
L’espace de Lebesgue, 1 < p < o0.

1 1
L’exposant conjugué de p telle que — + — = 1.
P q

Presque partout.

La norme associée a l'espace de Lebesgue LP(€2).

La dérivée covariante de Y par rapport a X.

La différentielle covariante d'un champ de vecteur H.
L’espace de Sobolev.

La fermeture de D(2) dans H™.

Le gradient de u.

L’injection de F' dans F.
La convergence faible.
La convergence faible étoile.

La connexion de Levi-Civita.
L’opérateur gradient en fonction du métrique g.
L’opérateur divergence en fonction du métrique g.

L’opérateur de Beltrami-Laplace en fonction du métrique g.



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions usuelles, qui seront utiles dans la suite.
On commence par des brefs définitions sur la topologie faible et la topologie faible étoile ainsi quelques
résultats pour les espaces réflexifs et les espaces séparables, puis on énonce des définitions et des
propriétés élémentaires sur les espaces de Lebesgue LP. Ils sont suivis par quelques définitions et
quelques propriétés fondamentales sur les espaces de Sobolev qu’il faut absolument connaitre pour
I’étude de notre probleme. Dans la fin de ce chapitre, on a donné quelques définitions sur les espaces
fonctionnels avec un lemme de Gronwall. Les principaux ouvrages utilisés sont [1], [7] et [4].

1.1 Topologie faible

1.1.1 Définitions et propriétés élémentaires de la topologie faible o(E, E')

Soit E un espace de Banach et soit f € E'. On désigne par ¢; : E— R I'application définie par
or(x) = (f,z). Quand f décrit E' on obtient une famille (¢f) e d’applications de E dans R.

Définition 1.1. La topologie faible o(E,E") sur E est la topologie la moins fine sur E rendant
continues toutes les applications (¢y)fep .

Proposition 1.1. Soit (z,,) une suite de E. On a :
(i) ©, = x pour o(E,E') < (f,z,) — (f,x), VYfeFE.
(it) Six, — x fortement, alors x, — x faiblement pour o(E, E').
(iii) Si x, — x faiblement pour o(E, E'), alors ||z, est bornée et ||z|| < liminf ||z,].
(v) Six, — x faiblement pour o(E,E") et si f,, — f fortement dans E', alors (fn,x,) — (f, ).

Proposition 1.2. Si F est de dimension finie, la topologie faible o(E, E") coincide avec la topologie
usuelle. En particulier une suite (z,,) converge faiblement si et seulement si elle converge fortement.

1.2 Topologie faible x

Soit E un espace de Banach, soit £’ son dual ( muni de la norme dual || f|| = sup [(f,z)|) et
2B |z <1

soit £” son bidual (muni de la norme

IKlf =" sup  [(¢, F)])

fer||fll<1

On a une injection canonique J : £ — E” définie comme suit :

J:FE — E"
T —  Jy,

6
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telle que
(Joy Ve g =(f,x)pp VYeeE, YfekFE.
Pour chaque x € E on consideére I'application ¢, : E' — R définie par f — ¢.(f) = (f,x).

Définition 1.2. La topologie faible x notée aussi par o(E', E) est la topologie la moins fine sur E'
rendant continues toutes les applications (p)zep-

Proposition 1.3. La topologie faible x est séparé.

Proposition 1.4. Soit f,, une suite de E'. On a
(i) fn = f pour o(E',E) & (fn,x) = (f,z) VzeE.
(i) Si f, — [ fortement, alors f, — f pour o(E', E").
(iii) Si f, — f pour o(E', E"), alors f, — f pour o(E', E).
(iv) Si f, = fpour a(E',E), alors ||f.| est bornée et ||f|| < liminf || f,||.
(v) Si f,, = f pour o(E', E) et si x, — x fortement dans E, alors {f,,x,) — {f, ).

1.2.1 Espaces réflexifs

Définition 1.3. Soit F un espace de Banach et soit J l'injection canonique de E dans E", E est dite
réflexif si J(E) = E".

Proposition 1.5. Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si
By = { € B 2| <1}

est compact pour la topologie o(E, E').

1.2.2 Espaces séparables

Définition 1.4. Un espace métrique est dite séparable s’il existe un sous-ensemble D C E
dénombrable et dense.

Proposition 1.6. Soit E un espace métrique séparable et soit F' un sous-ensemble de E. Alors F est
séparable.

Théoréme 1.1. Soit E un espace de Banach tel que E' soit séparable. Alors By est métrisable pour
la topologie o(E, E').

Corollaire 1.1. Soit E un espace de Banach séparable et soit (f,) une suite bornée dans E'. Alors
il existe une sous-suite extraire (f,,) qui converge pour la topologie o(E', E).

1.3 Espaces L?

Dans cette partie, on donne quelques définitions et propriétés élémentaires des espaces L*.
Soit {2 un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue dzx.
L’application :
F:Af:02 =R, fintégrable} R,

f — 7l = [ I1f@)de

est une semi-norme.
On va définir une relation d’équivalence sur F :

Vf,g€F: fRg < f(x) = g(x) p.psur Q.

7



1.3. ESPACES L*”

Définition 1.5. L’ensemble quotient F /R muni de la norme | f||1 = / |f(z)|dz, s’appelle l'espace
7

de Lebesque et sera noté par L'.
Définition 1.6. Soitp € R avec 1 < p < 0o, on dit que f € LP(§2) si f est mesurable et |f|P € L'(12).

Définition 1.7. On dit que [ est essentiellement bornée sur {2, s’il existe une constante C' positive
telle que |f(x)| < C p.p .
La plus petite de ces constantes est appelée le sup essentiel de f. On la note par sup .ess|f(z)].

Définition 1.8. L’espace de Lebesgue d’ordre oo, noté L™ ({2), est un espace des classes des fonctions
mesurables au sens de Lebesque, définies presque partout sur 2 a valeurs dans R ou C vérifiant :

sup .ess|f(z)| < +oo.

Proposition 1.7. L’application de LP(2) dans Ry :
/P
= ([ 1r@par)”, s 1<p< oo

£l = esssupl (@), si p= oo,
e

est une norme.

Proposition 1.8. L*(£2) est un espace de Hilbert, le produit scalaire étant donné par :

(u,v) = / u(x)v(x)de.
2
Notation 1.1. Soit 1 < p < 00, on note par q l'exposant conjugué de p, i.e % + % =1.
Proposition 1.9. (Inégalité de Young) Soient 1 < p < oo et a,b> 0. Alors

ab? b
ab < — + —.
p q

En particulier, pour tout a,b € RT, pour n >0 on a

b2
ab < 77a2 + —.
4n

Démonstration. La fonction log est concave. Donc pour tout a et b strictement positives

P p q
log (a b) > log(a”) + log(¥") = log(ab),
p q p q

donc
ab? b
ab < — + —.
p q

]

Proposition 1.10. (Inégalité de Holder) Soient f € LP(Q2) et g € LI(2) avec 1 < p < oo. Alors
f.ge LY Q) et

| 1£9l do < £ lgll
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Démonstration.
1. Sip=1et p =00, la conclusion est évidente.
2. 511 < p< oo, dapres 'inégalité de Young, on a :

1 1
|f(@)llg(x)] < ];|f($)|p + 5|9(90)|q pp sur €.
Il en résulte que fg € LY(Q) et que :

[ fslde < @+ lgta)l

On remplace f par Af (A > 0) il vient :

APt 1
otz < =171+ 5Nl (1)

.. . -1 q/p
On choisit A = || f[|*]lg]|¢/7.
De maniere a minimiser le membre a droite dans I'inégalité précédente, on obtient alors

[ 1£gldz < I1£1, gl
[l

Remarque 1.1. Lorsque p = q =2, l'inégalité de Hélder devient l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme 1.2. (le théoréme de représentation de Riesz) Soit 1 < p < oo et p € (LP). Alors
il existe uw € LY unique telle que

(@, f) :/Qu(x)f(x) dr Vf e LP. (1.2)

De plus, on a

Jullze = [l@llzry-
Remarque 1.2. Le théoreme 1.2 exprime que tout forme linéaire continue sur LP pour 1 < p < oo
se représente a l’aide d’une fonction de LY.

Théoréme 1.3. (Fischer-Riesz) LP(2) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.
Et si1 <p < oo alors LP(Q)) est un espace de Banach séparable.

Théoréme 1.4. Soient (f,) une suite de LP(Q2) et f € LP(QY), telle que ||fn — f|l, — 0. Alors il
existe une suite extraite (f,,) de (f,) telle que :

i fo,(x) = f(x) p.p sur L.

ii. | fo,(2)] < h(z), Vk €N etp.psurQ, avech € LP(Q).
Propriétés 1.1. 1. L = (LY.

2. L' (L®).

3. La boule unité fermée Br~ est compacte pour la topologie faible étoile o(L>, L').

4. Si (fyn) une suite bornée dans L™ on peut en extraire une sous suite qui converge dans L™

pour la topologie faible étoile o(L>, L').

Définition 1.9. Soient (E, ||.|g) et (F,||.|r) deuz espaces de Banach. On dit que F' s’injecte
continument dans E si ' C E et si l'inclusion est continue, c’est-a-dire s’il existe C' > 0 telle que,

pour tout x € F :
z]|p < Cllzllr.

Notons par F — E l’injection de F dans FE.
L’injection F — E est compacte si de plus de tout suite bornée de (F,||.||r), on peut extraire une
sous suite convergente dans (E,|.|g).

Proposition 1.11. Si Q2 est de mesure finie alors
i) LP(Q) — LY(Q).
it) Yg>p:  LYQ) — LP(Q).



1.4. LES DISTRIBUTIONS

1.4 Les distributions

Soit €2 un ouvert de R™, n > 1.

Notation 1.2. On note D(Q) ou C°(R2) l’espace des fonctions d valeurs réelles, infiniment dérivables
sur S et a support compact contenu dans 2. On note C () Uensemble des fonctions de classe C™
sur Q a support dans un compact K C €. Les fonctions de D(2) sont appelées les fonctions tests.

Définition 1.10. Une distribution (réelle) dans l'ouvert @ C R™ est une forme linéaire sur D(2) :

T : D) — R
¢ = T(¢)=(T,9),

qui vérifie la propriété suivante : Pour tout K compact de €2, il existe une constante C, > 0 et il
eviste P, € N telles que

|<T7 ()0>| < Ck sup sup |Da§0(x>|7
‘CM|§P]€ zeK

pour tout p € CE () et tout v € N (multi-indice). Notons par D'(Q2) 'espace vectoriel des
distributions dans €.

Remarque 1.3. D'(Q)) est l’espace dual de D(S).
Définition 1.11. Soit T € D'(Q), la dérivée d’une distribution T est une distribution définie par
(DT, ¢) = (=1)°(T, D),
pour tout p € D(Q) et a € N".
Corollaire 1.2. Toute fonction f € LP(Q), (p > 1) est dans L},.(Q), ot
L .(Q) = {f € L'(K); pour tout K C € compact} :

Conséquence :
Toute fonction f € LP(€2) définit une distribution dite réguliere définie par

(f.6) = [ f@)p(e)dz, Vo e D).
Proposition 1.12. L’injection canonique LP(Q) C D'(Q) est continue.

Remarque 1.4. La dérivée d’une fonction réqulicre coincide avec sa dérivée au sens des distribution.

1.5 Les espaces de Sobolev

1.5.1 L’espace H™

Définition 1.12. Soit Q un ouvert de R", on définit l’espace de Sobolev suivant :

HY(Q) = {u c L*(Q); gu € L*(Q)  pour touti =1, ..,n} :
X

et le produit scalaire sur H(Q) est donné par :

(u,v) = /Qu(x)v(x) dr + i/ﬂ g;i (x)g;l (x) dx

pour tout u,v dans H' ().
Ainsi la norme associée est donnée par :

"o Ou 2
lallf = Tl + 3 |7, = lll3 + 9l
=1

)

10



1.5. LES ESPACES DE SOBOLEV

Proposition 1.13. L’espace H'() est un espace de Hilbert.

Définition 1.13. Etant donné m un entier strictement positif, on définit les espaces de Sobolev H™
par :
H™(Q) = {u € L*(Q) : D°u € L*(Q),Ya € N",|a| < m},

dlely

ot D%u = o1 est la dérivée partielle de u d’ordre o au sens des distributions, définie par
T dxn

(D%u, ) = (=1)lNu, D*0), Vo € D(Q) avec |a|=as+ ..+,
On le munit d’un produit scalaire :

(u,vygm = Y (D%, D),

|| <m
ainst que d’une norme :
1
2
||U||Hm = (Z / ‘Da | dl’) .
la|<m

Proposition 1.14.
Soit m' > m. Alors H™ () C H™(SY), de plus l'injection canonique est continue.

Démonstration.
La preuve est immédiate car ||u|

om < Nl
]

Définition 1.14. (Ouvert régulier)
On dit qu’un ouvert Q) est de classe C* si pour tout x € I' = 9 il existe un voisinage U de x dans
R™ et une application h : ¢Q — U bijective telle que

heCY(Q), bt e (D),
Qi) =UNQ, eth(Qy) =UNT.

Avec  x=(2',z,) ou ' €R"

RY = {z=(2",z,): x, >0},

Q = {z=(z): |2 <1et|an] <1},
Qs = QNRY,

Qo = {z=(2",2,): |2 <1etx,=0}.

Théoréme 1.5. (Rellich-Kondrachov) Soient m > 1 entier. Pour Q un ouvert bornée de classe
Cl, ona

Sin <2, alors H™(2) C LY(S2), ou %z%—%.

Sin =2, alors H™(Q) C L?(Q2), ou Vp € [2,+0o0].

Sin > 2, alors H™(2) C L>*(Q).

Avec injections continues.

1.5.2 L’espace Hj'

Définition 1.15. L'espace HL(Q) est la fermeture de D(Q) dans HY(Q). Etant donnée m > 1,
Uespace HY'(R2) est la fermeture de D(2) dans H™(Y). Autrement dit

u€ H'(Q) & F(up)n € D(Q) telle que u,, — u dans H™ ().
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1.5. LES ESPACES DE SOBOLEV

Proposition 1.15. Siu € H™(Q) est a support compact, alors u € HJ*(2).
Proposition 1.16. H}(Q) muni de la norme induite par H'(Q) est un espace de Hilbert séparable.
Remarque 1.5. On peut définir Hj" pour m > 1 par :
H"(Q) = {u €EH™(Q): u=Du=..=D""u=0, sur 69} .
Proposition 1.17. Soit u € H'(Q), alors on a l’équivalence suivant
u€ Hy(Q) & u=0 sur 0.

Lemme 1.1. (Inégalité de Poincaré) On suppose que S est un ouvert borné, alors il existe une
constante C (dépendant de §) et p) telle que :

Vue Hy(Q): lull2 < C|[Vul».
Corollaire 1.3. La norme ||[Vul|y est équivalente @ la norme |[ul|p;.

1.5.3 Théoréme de trace

Définition 1.16. Soit s un réel, 0<s<1; On désigne par H*(2) l’espace :

2
HY(Q) = {u € L2 // Jut@) = uly)l"y
(Q) {ue ora |$_ = xdy < ooy,

1

|u(z) — u(y)l? :

s(Q) 1= —d d .
Hs(Q) - <|U||2+M2 Q .I y|n+25 Y

Théoréme 1.6. (le théoréme de trace) Si Q) est un ouvert borné réguliére, alors il existe
v HY(Q) — L*(0Q) opérateur linéaire continue tel que
o Kery={ue H(Q)[yu=0}=Hy(Q);

munt de la norme :

lul

o Imy= {u‘m € L*(09) | yu = u‘m} — H2(09) et

1.5.4 L’espace H™™

Définition 1.17. H"(Q) est le dual topologique de H['(S),
c’est-a-dire T € H-™(Q) si T : HJ*(Q) — C est linéaire et continue, i.e

k>0, Vue HMQ) :  |T(w)| < kljul|mp.
Remarque 1.6. On a les inclusions suivantes
Hy () C L*(Q) ¢ HH(Q),

avec injections continues et denses.

12



1.6. LES ESPACES FONCTIONNELS

1.6 Les espaces fonctionnels
Soit (X, || ||x) un espace de Banach réel.
Définition 1.18. On définit l’espace C(0,T;X) par
C0,7;X)={f:(0,T) - X | continues}.

On le munit par la norme

X) = t)llx-
o) = ma )]s

Notation 1.3. On note par D(0,T;X), l’ensemble des fonctions continues a support compact dans
(0,T) a valeurs sur X.

Définition 1.19. L’espace LF(0,T;X) avec 1 < p < oo est l'ensemble des classes des fonctions f
mesurables définies de (0,T) a valeurs dans X, telles que Uapplication t — || f(t)||x est dans LP(X),
et il est muni de la norme

oy = ( [ 1 @Ier)’
Pour p = oo,
L0, T, X)={f:(0,T) = X| mesurable et 3C > 0: ||f(t)||x < C p.p},
est muni de la norme
[fllerx) = inf{C>0 : [[f(t)[x <Cppte(0,T)}
Définition 1.20. On définit I’espace de Sobolev, noté H*(0,T; X), par
HY0,T;X) ={u:(0,T) = X |ue L*0,T;X),u € L*(0,T; X)}.

Proposition 1.18. L’espace H'(0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

1
el 0.y = (1l 2oy + 1| z202x)) -

Définition 1.21. Etant donné un entier m > 2, on définit par récurrence l’espace
H™0,T;X)={u:(0,T) = X |uec H"0,T;X); v € H" (0, T; X)}.

Proposition 1.19. L’espace H™(0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

[l gm0, x) = ullr2omx) + 2 10 r207x)-
a=1

1.7 Lemme de Gronwall

Lemme 1.2. Soient f,g € C(0,T;R) deux fonctions positives pour tout t € [0,T] et soit a > 0. Si
U e C(0,T;R) est une fonction telle que :

U(t) <a+ /OT f(s)ds + /OTg(s)\Il(s) ds, Vtel0,T].

Alors
U(t) < <a+ /OTf(s) ds) exp (/OTg(s) ds) , Vtel0,T].
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1.7. LEMME DE GRONWALL

Dans le cas particulier f = 0, le lemme précédent devient :

Corollaire 1.4. Soient g € C(0,T;R) telle que g(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit a > 0. Si
U e C(0,T;R) est une fonction telle que :

U(t) <a+ /OTg(s)\Il(s) ds, Vtel0,T].
Alors

U(t) < aexp (/OTg(s) ds) , Vtel0,T].
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Chapitre 2

Rappels sur la géométrie différentielle

Dans ce chapitre on rappel quelque définitions et propriétés de la géométrie, qui seront utiles
pour la suite. On commence par des notions d’une variété différentiable, espace et fibré tangent ainsi
qu’'un espace et fibré cotangent, application tangent, champ de vecteurs et formes différentielles. En
suite, on rappel des définitions et des propriétés élémentaires sur la géométrie Riemannienne qu’il
faut absolument connaitre pour I’étude de notre probleéme et on renvoie aux ouvrages [9], [13] et [11]
pour plus des détails.

2.1 Variété différentiable

2.1.1 Rappels topologiques

Soit M un ensemble non vide.

Définition 2.1. Une topologie T est une famille de sous-ensembles de M, appelés ouverts, telle que :
1. L’ensemble vide ¢ et M sont des ouverts;

2. L’intersection (; U; d’un nombre fini d’ouverts est un ensemble ouvert ;

3. L’union quelconque d’ouverts est ouvert.

Le couple (M,T) est dite espace topologique.

Définition 2.2. Un ensemble ouvert contenant un point p € M s’appelle voisinage de M. Un espace
topologique M est de Hausdorff, ou séparé, si pour tous les points p et q de M il existe des voisinages
U, et U, disjoints.

Définition 2.3. On dit qu’une famille B d’ouverts est une base d’ouverts d’un espace topologique
(M, T), si tout ouvert U de T s’écrit comme réunion quelconque d’intersection finie des éléments de
B. On dit que M est a base dénombrable, s’il admet une base d’ouverts dénombrable.

Définition 2.4. Une application ¢ : M — N entre deux espaces topologiques est continue si
pour tout ouvert V.C N, l'image réciproque o~ *(V) C M est un ouvert. Une application continue
@ M — N est un homéomorphisme si en plus elle est bijective et sa réciproque = : N — M
est ausst continue.

2.1.2 Variété différentiable

Soit M un ensemble non vide.

Définition 2.5. M est une variété topologique de dimension n, si :
o M est un espace topologique séparé a base dénombrable.

e Pour tout p € M, il existe un ouvert U de M contenant p et un homéomorphisme défini par :
o:U—pU)CR™
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2.1. VARIETE DIFFERENTIABLE

(a) Le couple (U, p) est appelé une carte locale de M.
(b) Deuz cartes (U, p) et (V,) sur M sont compatibles (équivalentes) si :
1) UNV #é.
2) Les applications de changement de carte o=t : o(UNV) — p(UNV) sont différentiables.

€

Remarque 2.1. Si p est un point de U, alors p(p) est un point de R™. Désignons la i*™¢ coordonnée

de ¢(p) par x;(p), alors on a :
p(p) = (@1(p), - Tn(p))-

Définition 2.6. Un atlas différentiable A sur M de dimension n est une famille de cartes {(Us, ;)ier},
telle que

e Les ouverts U; recouvrent M, i,e : M = 'eIUUi'

e Toutes les cartes de A sont compatibles deux a deuz.
Définition 2.7. Un atlas différentiable A sur M est dit maximal s’il n’est pas inclus strictement dans
un autre atlas différentiable sur M.

Lemme 2.1. Tout atlas différentiable A sur M est contenu dans un atlas différentiable maximal sur
M (pour Uinclusion).

Définition 2.8. Une variété différentiable de dimension n est une variété topologique de
dimension n munie d’un atlas différentiable maximal.

Définition 2.9. Une variété différentiable M de dimension n s’appelle orientable (orientée), si elle
admet un atlas A = {(U;,;), i € I}, tel que tous les application de changement de cartes aient
jacobien de méme signe.

Soit M une variété différentiable de dimension n, (n € N*) et p un point de M.

2.1.3 Espace tangent-Espace cotangent
Définition 2.10. On s’intéresse aux courbes qui sont différentiables et qui passent par p :

c:l—e,+e] — R
t — c(t) avec ¢(0) = p.

Définition 2.11. Deuz courbes ¢, et ¢y sont tangentes en p, si c1(0) = c2(0) = p et si pour toute
carte locale (U, @) avec p e U on a :

Clpoe)(0) = o))

Remarque 2.2.
i) la définition a un sens car elle ne dépend pas de la carte choisie.
i) On définit aussi une relation d’équivalence sur l’ensemble des courbes qui passent par p :
c1Reo, si elles sont tangentes en p.

Définition 2.12. Un vecteur tangent a M en p est une classe d’équivalence de courbes tangentes en
.

Définition 2.13. L’espace tangent a M en p, noté T,M, est 'ensemble des vecteurs tangents a M
en p.
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2.1. VARIETE DIFFERENTIABLE

2.1.4 Dérivation

On note par C° (M) Pensemble des fonctions a valeurs réelles, de classe C'*°, définies sur un
ouvert de M contenant un voisinage de p.

Définition 2.14. Une dérivation en p est un opérateur linéaire D, : C’;O(M) — R qui vérifie la
regle de Leibniz. En d’autre terme, D, est une dérivation si
Vf,g € C(M) etVa,B €R, ona:

i) Dy (af + Bg) = aD,f + BD,g, (linéarité)

it) Dy (fg) = g(p)Dpf + f(p)Dpg. (la régle de Leibniz)

Lemme 2.2. Soit (U, p) une carte centré en p (p(p) = 0). Pour tout fonction g € C°(M), il existe
des fonctions X1, Xa; .-, Xn € C°(M), telles que

g=y9()+>_ vixi
=1

SiqeU:

n

9(q) = 9(p) +D_ wila)xi(q).

=1

Proposition 2.1. Chaque dérivation de C°(M) est localement de la forme

ot v; = D,(m; 0 p), avec
I R" — R
(1, 0y Tp) —> Ty

On note par Der (C’;O(M),R) = Der (C’;"(M)) 'ensemble de tous les dérivations sur C;°(M).

Proposition 2.2. L’ensemble des dérivation Der(Cy°(M)) est un espace vectoriel de dimension n.

Si (U, ) une carte locale en p avec les coordonnées locales (p1(p), ..., on(p)) = (x1,...,2,), alors
{8%1, - %} est une base de Der(C°(M)).

Théoréme 2.1. L’ensemble T,,M s’identifie a Der(C>(M).
Démonstration. L’application

v T,M — Der(C®M)
Xp=|[d +— (X)),

telle que pour toute g € C°(M) :

d
V(Xp)(9) = 5 (90¢) (0)
est une bijection canonique entre T,M et Der(C>(M)). O

Corollaire 2.1. L’espace tangent T,M est un espace vectoriel de dimension n.

Définition 2.15. L’espace cotangent a M en p, noté TyM ou (T,M)*, est l'espace vectoriel dual de
lespace tangent T,M, c-a-d :

ToM = {ay : T,M — R, linéaire} .

Proposition 2.3. Soit (U, ) une carte locale en p de coordonnées locales (1, ..., x,,), alors {dzy, ..., dx, }
est une base de Ty M, ou dx; est la différentielle de Uapplication x; = ;.
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2.1. VARIETE DIFFERENTIABLE

2.1.5 Application tangente

Soient M et N deux variétés différentiables de dimension n et k respectivement et soit f : M — N
une application.

Définition 2.16. Si (U, ) est une carte locale de M en p et (V,) est une carte locale de N en f(p)
avec f(U) C V, alors lapplication f =1 o fop ' :pU)CR™ — (V) CR™ s’appelle ’expression
locale de f relative a des cartes (U, p) et (V).

Définition 2.17. L application f : M — N est différentiable (ou de classe C*, 0 < k < 0o0) en p,
si Uexpression locale de f, notée f, relative dans les cartes (U, ) et (V,4) est différentiable (ou de
classe C*, 0 < k < o).

On dit que f est différentiable (ou de classe C*, 0 < k < o0)) si elle est différentiable (ou de classe
C* 0 <k < o0) en chaque point de M.

Définition 2.18. L’application :
dpf : TpM — Tf(p)
Xy > (dpf)(Xp),
définie par dpf(Xp)(h) = X,(h o f) pour tout h € C®(N) est appelée la différentielle de f ou
lapplication tangente en p induite par f.
Définition 2.19. Le rang de f en p, noté rang,f est le rang de l’application tangente.

Remarque 2.3. Si le rang de f en p reste constant pour tout point de M, alors on le note rang f.

Définition 2.20. On dit que f est un immersion en p, si Uapplication tangent d,f est injective.
f est un immersion sur M, si pour tout p € M Uapplication d,f est injective.

Définition 2.21. On dit que f est un plongement, si :

e f est une immersion injective.

o f: M — f(M) est un homéomorphisme sur son image avec f(M) C N muni de la topologie
induite par celle de N.

2.1.6 Fibré tangent-Fibré cotangent

Définition 2.22. L’ensemble
TM = U {p} x T,M

peEM
={(p,Xp) :pe M, X, € T,M}
est appelé le fibré tangent a M ; On désigne par
. TM — M
<p7 Xp) = b,

la projection canonique.

Définition 2.23. L’ensemble
"M = U {p} xT;M

peEM
= {(p,ozp) peEM, o € T;M}
est appelé le fibré cotangent de M ; On désigne par

m: T"M — M
(pyoyp) = p,

la projection canonique.
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2.1. VARIETE DIFFERENTIABLE

Théoréme 2.2. Le fibré tangent est une variété différentiable de dimension 2n.
Définition 2.24. L’application tangente a f, noté df, est définie par :

af - TM — TN
(p, Xp) — (f(p>7dpf<Xp))a

avec d, f est l'application tangente en p induite par f.

2.1.7 Champ de vecteurs
Définition 2.25. Un champ de vecteurs sur M est une application différentiable définie par

X M — TM
P — (p,Xp).

Autrement dit, un champ de vecteurs est une application X : M — T'M, telle que
moX =idy.
On note par (M) l'ensemble des champs de vecteurs sur M.

Proposition 2.4. Un champ de vecteurs sur M peut considérer comme une dérivation sur C*°(M),
c-a-d :
X: C®M) — C>®(M)
— X (f),

f
avec
X(f): M — R
p = pr:dpf7
telle que Vf, g € C*°(M),Va,B € R :
i) X (af +Bg) = aX (f) + 5X(g).
it) X (fg) = fX(g) + gX(f).

Proposition 2.5. Tout champ de vecteurs sur M s’exprime localement comme combinaison C*(U)-
linéaire
“ 0
X = v—I|p(.),
>t 1)

avec v; € C*(U).

Définition 2.26. (Crochet de Lie) Soient X,Y deux champs de vecteurs sur M, on définit le
crochet de Lie, noté/.,.], entre X et Y par

(X,Y]=XY -YX,
tel que [X,Y]f = X(Y(f)) = Y(X()).
Proposition 2.6. Le crochet de Lie est un champ de vecteurs sur M, c-a-d :
[, ] s R(M) x R(M) — RX(M).
De plus, si (U,p) est une carte locale en p sur M, et soient X,Y deuxr champs de vecteurs sur M,

alors o 5 5 5
W V;
X Y] = L gy, —

j=1i=1

ou
X = 2?21 Uz‘aizi , U € COO<M>7

Y:Zgzlea% , w; € C®(M).
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2.1. VARIETE DIFFERENTIABLE

Propriétés 2.1. VXY € X(M),Vf € C*(M), on a :
i) [X, Y] ==Y, X].

i) [ X, [V, Z]| + [V, [X, Z]] + [Z,[X, Y]] = 0.

i) [fX, Y] = fIX, Y=Y ()X , [X, fY]=fIX,Y] = X())Y.

2.1.8 Champs de tenseurs et formes différentielles

Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimensions p et q respectivement. Nous notons £’
et F' leur espaces vectoriels duales.

Définition 2.27. Si {ey,...,e,} est une base de E' et {f1,..., fn} est une base de F', alors l’espace
vectoriel des formes bilinéaires sur E x F admet pour base les pq éléments e; @ f7.

Nous pouvons itérer le processus de tensorialisation et définir ainsi E ® ... ® FQ F ® ... F, en
prenant ' = E', nous obtenons alors E® ... Q EQ E' ® ... ® E’, ou E apparait s fois et E' r fois.
Un tel élément s’écrit T = TV7" @ e, @...Q €, @ ®...Q e, cest un tenseur de type (s,r).

11...1s

Définition 2.28. Le produit tensoriel du tenseur :

S=81 M ge, ®. e, @ @ ... @l

7lp
avec
T=T"""Re, ®.0€ " R..Qe"

Jlr“:j’r

est le tenseur

ST = Sl’j{j_'_';l”:q BT Qe ®..Qe, e, ®..06, " Q.07 Qe ®...@ e
Soit M une variété différentiable de dimension n, (n € N*) et p € M.
Définition 2.29. Pour tout p € M, l’espace vectoriel suivant :

M= T, M@ .. @T,M@ TiM®..0T,M

sfois rfois
est l’espace des tenseurs de type (s,r) sur l'espace tangent a M en p.

Définition 2.30. L’ensemble
TG AL = U TZSM)M
peEM

est l’ensemble des champ de tenseurs de type (s,r).

Définition 2.31. Un champ de tenseur de type (s,r) sur M est une application différentiable définie
par
TG . M — TGENDM
p TISS”’).

Expression locale
Au voisinage de p € M sur une carte (U, ¢) dans une base associée a des coordonnées z;, un tenseur
de type (s,r) s’écrit

0
(p) ® dxj,1p... ® dzj 1),

0
(0)® . ® 5

T(Sﬂ') — Thls
(p) o

Ip J1-dr
S

ott T sont des nombres réels.
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2.1. VARIETE DIFFERENTIABLE

Définition 2.32. Une forme de Pfaff sur M est une application différentiable oo : M — T*M , telle
que ™o o = Idy;. Notons par Ay (M) ou A (T*M) l'ensemble des formes de pfaff sur M.

Notation 2.1. On note par A*(T*M) = U {p} x A*(T;M) Uensemble des couples (p,cy,) avec
peMeta,c Ak(T;M) est une forme k—lirizxre alterné sur T,M. On désigne par
o ANT*M) — M
(pray) = p
La projection canonique.

Définition 2.33. On appelle forme différentielle de degré k (k < n) sur M une application différen-
tiable o : M — AF(T*M), telle que . 0 o = Idyy.
On désigne A¥(M) l'ensemble k-forme différentielles sur M.

Définition 2.34. Soit (U;),.; un recouvrement d’ouverts de M. Une partition de l'unité subordonnée
a (Us);e; est une famille de fonctions lisses (de classe C™) p; : M — [0,1], i € I telles que pour tout
1 € 1, p; est supportée dans U;,

el

et telles que la famille de leurs supports Supp p; = {p € M | p;(p) # 0} soit localement finie, c¢’est-a-
dire :

VK C M compact {i € I|Suppp; N K # @}  est fini.
Théoreme 2.3. Tout recouvrement ouvert d’une variété différentiable admet une partition de l'unité
qut lui est subordonnée.

Définition 2.35. Soit f : M — N une application différentiable entre deux variétés M (de dimension
n) et N (de dimension m) et soit p € M. L’application f* : A¥(N) — A*(M) (k < min(n,m)) définie
par
Vae AX(N)  frog,(Xp, s X2) = appy(dp f (X)), .., dp f(X)))

est appelée l'image réciproque de o par f.
Théoréme 2.4. [l existe une et une seule application linéaire d : A(M) — A(N) graduée de degré
plus un, ie d(A*(M)) C A*F(M) telle que :

i) Ya € AK(M), Ve A(M): daAB)=danpB+(=1)Fkands.

i) dod=0.
Définition 2.36. L’application d est appelée la différentielle extérieure.

Définition 2.37. Soit X un champ de vecteurs sur M et o € A¥(M). On appelle produit intéricure
de a par X, noté ixa, la forme différentielle de degré (k-1) sur M définie par :

® Si k=0 alors ixa = 0.

e Sinon, pour tout X},..., X' € T,M

zxa‘p(X . Xk 1)_a|p(Xp,X;,...,X§—1).

Définition 2.38. Soit o = f(x)dzy A ... A dx,, une forme différentielle de degré n sur R™ a support

compacte. On pose
/ a—/ (1, .y xp)dxy ... dTy,.

Définition 2.39. Soit M une variété différentiable de dimension n, orientable munie d’un atlas
différentiable {(U;, ¢i)},c; et w une n-forme différentielle sur M. On se donne une partition de l'unité
p; subordonnée a un recouvrement {U;}, préservant 'orientation. On pose

/ W—Z[Pl(U ) (piw).
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2.2. VARIETE RIEMANNIENNE

Proposition 2.7. (Formule de Stockes) Soit w une forme différentielle de degré n—1, d support
compact sur la variété orientable M. Alors

/dw:/ 7w,
M oM

oui:0M — M est linclusion naturelle.

2.2 Variété Riemannienne

Soit M une variété différentiable de dimension n, (n € N*) et p un point de M.

2.2.1 Meétrique Riemannienne
Définition 2.40. Une métrique Riemannienne g sur M est une application
g:R(M) xX(M) = C*(M),

telle que pour tout p € M
gp: T,M xT,M — R
(Xp, Yp) — gp(Xp, Yp),

C>°(M)-bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive.
Exemple 2.1. Le produit scalaire standard sur R™, noté gy, tel que
pour tout X = (21, ...,x,) € T,R" et Y = (y1,...,yn) € T,R" ([,R* =R") :
QO(X, Y) = szyz
i=1

Exemple 2.2. Si M = R? avec les coordonnées cartésiennes (x,y), la métrique euclidienne s’écrit

g =dr®dr+ dy ® dy,

10
957 \0 1)

Expression locale
Si (U, ¢) est une carte sur M, alors

g= Z gijdr; @ dxj,
ij=1

ou g;; sont des fonctions différentiables sur U appelées composantes du tenseur métrique
relativement a la carte (U, ¢).
SiX =", via%i et Y = 2?21 wja%j alors :

g(X, Y) = Z gijviwj.
ij=1
Définition 2.41. On définit la norme d’un champ de vecteurs X sur M par :
1 Xl = /9(X, X).
St X=3", vi%, alors

n
IX[2 =" gijviv;.

ij=1
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2.2. VARIETE RIEMANNIENNE

t (V1) deux cartes locales avec p € U C M de base locale des
(% s B ) respectivement, alors pour tout changement de
tel

que p(p) =z = (T1,....,x,) et V(p) =y = (Y1, -, Yn), 0N a :

Proposition 2.8. Soient (U, ) e
)

champs de vecteur (62 . i

et
coordonnées © — y = “Ha), t

Oy Oy
9i(p) = a; 783; gr(p),
i 0Ly

k=1

0t gij = gp(5%, a%j) et i = gp(a%ka 3%)

Définition 2.42. Une variété Riemannienne de dimension n est une variété différentiable de
dimension n munie d’une métrique Riemannienne.

Exemple 2.3. L’espace R™ muni du produit scalaire

= szyla
i=1
ot x = (T1,.... Tp), Yy = (Y1, ..., Y) € T,R® 2 R" et p € R".

Image inverse d’une métrique

Soit (N,h) une variété Riemannienne de dimension m et f : M — N une application de classe

.

Définition 2.43. Si f est une immersion en tout p, l'image inverse de h par f, notée f*h, est une
métrique sur M définie par
ffh:R(M) x X(M) — C*M,

telle que, pour tout X,Y € X(M) :

frh(X, Y)p = hf(p)(dpf(Xp)> dpf(Y;J))'

Expression locale de la métrique inverse f*h

Soient (U,p) une carte sur M de base locale associée (8%1, oy 2) et (V1) une carte de N de base
locale associée ( 881 “ ﬁ), alors

O

:h<df (ax) A (zf))

" ofof (00
=2 v, (a a)

k=1

2.2.2 Connexion Linéaire

Définition 2.44. Une connezion linéaire sur M (ou dérivée covariante de champ de vecteurs) est
une application :
Vi XM)xRX(M) — X(M)
(X,Y) — VxY,
telle que pour tout X,Y,Z € X(M) et f € C*(M) on a :
i) Vx Y+ 2)=VxY +VxZ.
i) Vx (fY)=X(f)Y + fVxY.
i) VxipyZ =VxZ+ fVyZ.

23



2.2. VARIETE RIEMANNIENNE

VxY est dite la dérivée covariante de Y par rapport a X.

Définition 2.45. Soit H un champ de vecteurs sur (M,q), la différentielle covariante VH de H est
une forme bilinéaire définie par :

VH: R(M)x R(M) —» R(M)
(X,Y)  — VH(X,Y)=(VxHY),

ou VxH désigne la dérivée covariante de H par rapport a X.

Définition 2.46. Les symboles de Christoffel, notés T'F

i 0 0
sont les coefficients dans la base {671’ e —}
donnés par :

ij’ Ozn,

n

Vai,aTc] 2T o

Définition 2.47. o Un champ de vecteurs Y est dite paralléle par rapport a la connexion V, si
VxY =0, pour tout X € X(M).

o V est dite compatible avec g (ou paralléle), si :

i.e
Vxg(Y,Z) =0, pourtout X,Y,Z € R(M).
Définition 2.48. Le tenseur de torsion associé a V est une application C°°(M)-bilinéaire définie
par
T: X(M)x (M) — N(M)
(X,Y) = T(X,)Y)=VxY —-VyX —[X,)Y].

Expression locale
Jg 0 - 0
T — — | = T~ e Tk=TkF _Tk.
T est un champ de tenseur de type (1,2).

Remarque 2.4. Une connexion est dite sans torsion si'I' = 0, i.e I’fj = F;?Z- pour touti,j, k=1,....n

Définition 2.49. Soit (M,g) une variété Riemannienne, la connexion linéaire NV sur M définie par
la formule de Kozul suivante :

Y)

20(VxY,Z) = X(9(Y,2)+Y (9(Z,X))—-Z(g9(X
9 (X, 1Y, Z])

+9(Z,[X,Y]) +9(Y,[Z,X]) -
est appelée connexion de Levi-Cevita.

Théoréme 2.5. Si (M,q) est une variété Riemannienne, alors l'unique connexion linéaire sans
torsion et compatible avec g est la connexion de Levi-Civita.

Proposition 2.9. Soit (U, ) une carte locale sur (M,g) et V la connexion de Levi-Civita,
les symboles de Christoffel sont donnés par :

1 & Ogu  Ogu 09y
ko - kl j _ 08ij
v Zg { ox; + dx;  Oxy |’

=1

ou g;; sont les coordonnées de g relativement a la carte (U, ).
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2.2. VARIETE RIEMANNIENNE

2.2.3 Courbures

Soit (M,g) une variété Riemannienne munie d’une connexion linéaire V.

Définition 2.50. Un tenseur de courbure R associé¢ a V est une application de classe C* sur M
telle que

R: R(M) x X(M) x R(M) —> N(M)
(X,Y, 2) — R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy 2.

Définition 2.51. Le tenseur de courbure du connezxion de Levi-Civita V est dite tenseur de courbure
Riemannienne .

Propriétés 2.2. VXY, Z W € X(M) :
i) Le tenseur de courbure Riemannienne est un tenseur sur M de type (3,1).

i) R(X,Y)Z=R(Y,X)Z.

iii) g (R(X,Y)Z,W)=g(R(X,Y)W,Z).

i) R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z) X =0.
v) g(R(X,Y)Z,W) =g (R(Z,W)X,Y).

vi)
R(X,Y)Z =R(X,Y +2)(Y +Z) —R(X,Y — Z) (Y — Z)
YR(X+ZY)(X+2)R(X - Z,Y) (X - Z).

Définition 2.52. Soit P un 2-plan de T, M engendré par X et Y, la courbure sectionnelle de P est
définie par
R(X,)Y)Y X
K.(P) = gg(; e )2'
[XPIY]]? — g (X,Y)

Remarque 2.5. Si on remplace X par AX pour X # 0 et Y par Y — g(X,Y)X. On peut donc
supposer que {X,Y} est une base orthonormale. Dans ce cas

K.(P)=¢g(R(X, Y)Y, X).

Définition 2.53. On dit que M est une variété a courbure constante s’il existe C' € R, telle que pour
tout x € M et tout 2-plan P de T, M, on a :

K,(P)=C.

Définition et propriétés élémentaires du trace Soit F un espace pré-hilbertien de dimension n
et T': F — F une application linéaire, alors :
1)Relativement a une base orthonormale {ey,...,e,} de E, on a :

TraceT =trT =Y (Te;, ;).
i=1

2)Si {eyq,...,e,} est une base de E et (a;;);; la matrice associée a T, alors

tr’l = Z (V7R
=1
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2.2. VARIETE RIEMANNIENNE

Définition 2.54. La courbure de Ricci sur (M,q) est un tenseur de Type (0,2) défini par

Ric: R(M) x X(M) — R
(X,Y) = Rie(X,Y) = tr(R(, X)Y) = S, g(R(es, X)Y, e0),

ot (e;) est une base orthonormée locale sur M, et

R(,X)Y : XM) — N(M)
Z  +— R(Z,X)Y.
Remarque 2.6. La courbure de Ricci est une forme bilinéaire symétrique.

Définition 2.55. Le tenseur de la courbure de Ricci sur (M,g) est un tenseur de type (1,1) défini

par
Ricc: X(M) — C>(M)
X — RZCC(X) = ?:1 R(X7 ei>€i7

0l (€;)i=1,..n base orthonormée sur M.

.....

Remarque 2.7. Pour tout X,Y € X(M), on a :
Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y).
Définition 2.56. Un courbure scalaire sur (M,g) est une fonction définie par
S =tryRic= Y g(R(ei,ej)ej, ei),
ij=1

ot (€;)i=1,..n une base orthonormée sur M.

2.2.4 Les opérateurs sur une variété Riemannienne

Soit (M,g) une variété Riemannienne de dimension n, munie de sa connexion de Levi-Civita V et
p e M.

Définition 2.57. L’application

définie par

est un isomorphisme C*°(M)-linéaire.
L’application
w: ThM — T,M
wy o p(w),

telle que
9(1p(wp), Xp) = wy(Xp)

est un isomorphisme linéaire entre T,M et T3 M.

Expression locale
Pour tout X € R(M) et w € A(M), on a localement :

nop
) =Y g
kz::l Ox;

----------
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2.2. VARIETE RIEMANNIENNE

Définition 2.58. L’opérateur gradient, noté grad, est défini par

grad: C*(M) — N(M)
[ grad(f) = udf),

ou df est la différentielle de f.

Expression locale
Pour une carte (U, ) sur M avec les champs de base associée {8%1, e %}, alors pour tout
feC>®(M)ona:
"o 9f 0
rad(f) = & —_—
grad(f)= 3 g T

,j=1

Proposition 2.10. Pour tout champ de vecteurs X € R(M) et tout fonction f € C*(M), on a :

df(X) = (df. X)y = X(f) = g(grad f, X).

Propriétés 2.3. Pour tout f,h € C°(M), on a :
i) grad(f + h) = grad f + grad h.
ii) grad(fh) = hgrad f + f gradh.
iii) (grad f)(h) = (grad h)(f).

D’un champ de vecteurs

Soit X € R(M) un champ de vecteurs sur (M,g), on a :

VX R(M) — (M)
Y — VyX

est une application C*°(M)-linéaire.
En p, on a:
(VX),: ,M — T,M
Xp +— (VXPX)p

est une application linéaire.
Définition 2.59. L’opérateur de divergence, noté div, est défini par :

div: X(M) — C>®(M)
X  — div(X) =try(VX),

tel que
(divX)(p) = trg((VX)p).

Expression locale
En coordonnées locale, on a :

divX = dei(va%X) = > ¢ <V o X, ai])

8 .
i=1 ij=1 i

Si (€;)i=1...n est une base orthonormé sur M, alors on a :

77777

divX =) g(Ve, X, €).

=1
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D’une forme différentielle

Soit w € A(M) une 1-forme sur (M,g), on a :
Vw: XM) — AM)
Y — Vyuw

est une application C'*°(M)-linéaire.
Enp,ona:

(Vw)y: T,M —  T:M
Xy — (Vx,w)p
est une application linéaire.
Définition 2.60. La divergence de w € A(M), noté div(w), est une fonction sur M définie par
div(w) = try(Vw),
telle que
(div(w))(p) = try((Vw)p).

Propriétés 2.4. pour touts X, Y € X(M) et f € C*(M), on a :

a) div(X +Y) =div(X) + div(Y).

b) div(fX) = fdiv(X)+ X(f).
Proposition 2.11. Expression locale du divergence

Pour tout X € X(M) :
" 1 0

—————\/det(gij).
> \det(gij) O ’
Définition 2.61. La hessienne de f € C(M), noté Hess(f), est une application C*(M)-bilinéaire,
définie par

divX =

Hess(f): X(M) xR(M) — C>(M)
(X,Y) — g(Vx grad(f),Y).
Définition 2.62. L’opérateur Laplacien sur M (de Laplace-Beltrami) est défini par
A: C*M) — C>®(M)
f —  A(f) = div(grad f) =try(Hess(f)).
Propriétés 2.5. Pour tout f,h € C°(M), on a :
LA(f+h) = A(f) + A(R).
2.A(fh) = hA(f) + fA(R) + 29 (grad f, grad h) .
Démonstration. Soit f,h € C®(M) :
1).En utilisant les propriétés des opérateurs grad et div, on obtient
A(f+h) =div(grad (f + h))
= div (grad f + grad h)
= div (grad f) + div (grad h)
= A(f)+ A(h).
2).En utilisant les propriétés des opérateurs grad et div et la formule X (f) = g(gradf, X), on obtient

A(f ) = div (grad (f b))
= div (f gradh + hgrad f)
= fdiv (gradh) + (grad h) (f) + hdiv (grad f) + (grad f) (h)
= fA(h)+hA(f)+2g(grad f,gradh) .
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Proposition 2.12. Expression locale du Laplacien
Pour tout f € C*(M), on a :

o i 9% p Of
A(f)— Z gj(@xiaxj_rijal’k>.

i7j7k:1

Exemple 2.4. R" muni de la métrique euclidienne g,. Si f € C*(R"™) et tout
X = (Xy,..X,) € X(R"), alors

0 0
grad(f) = V,f = (Emf af)
din(f) = divyf = 3"
i=1 ?
B B n a?f
AU =8 =3 G
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Chapitre 3

Existence et unicité d’une solution

Dans ce chapitre, sous certaines conditions sur les données initiales et en se basant sur les
approximations de Faedo-Galerkin et la méthode de compacité, nous montrons 'existence globale et
I'unicité de la solution du probléme considéré.

3.1 Notation et position du probléme

Soit 2 un ouvert borné de R", n > 2 de frontiere réguliere I'. Supposons que I' est constituée de
deux parties fermées et disjointes I'y , I'y, d’'intérieure non vides, et soit v = 7", vi% un champ
1
de vecteur unitaire sortant a I'. Soit vy = Z?jzl aijvj% un champ de vecteur co-normal sur I', on
K 7

définit :
VA

p=—
’UA’g

i est un champ de vecteur normal unitaire sur I' en fonction de la métrique g. L’objet de ce chapitre
est de chercher u : Q x (0,00) — R solution du probleme

u' — Agu+h(Vu) + f(u) =0 sur  Q x (0,00),

u=0 sur Ty x (0,00),
(P> ou l N

g HliW) =0 sur I'y x (0,00),

u(z,0) = up(x), v'(z,0) =ui(x)  sur Q,
f:R— Ret h:R" — R sont des fonctions continues non linéaires.

La deuxiéme et la troisitme équation du probleme (P) représentent les conditions aux limites sur

Iy x (0,00), et sur I'; x (0,00) respectivement, ou g—z = >ij-1 a;j(z) v et I : R — R est une
? J

fonction continue non linéaire.
la quatrieme équation c’est des conditions initiales, ou les fonctions ug, u; sont des données.

Tout d’abord, on définit ’espace suivant :

L(Ty) = {u:Q—>R, (/F |u|2d1“); <oo},

on le munit d’un produit scalaire :
(. 0)ar, = [ ul@yula)r,
I

et d'une norme :

oo, = [ of*dr.
I'1
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Afin d’étudier le probleme (P), nous aurons besoin de préciser quelques notations relatives au
probléme considéré et de supposer quelques hypothéses utiles pour obtenir les résultats visés.
e Hypotheses.

(H;) La fonction f: R — R est de classe C, vérifie :

F(S)Z/Osf(T)dT, VseR, on F =

[f(s)] < balsl +ba, ()] < bulsl™ +b2, Vs ER, (3.1)

ou by, by des constantes positives et

o >4

2 <
1§p§{’ <3, (3.2)

(Hs) La fonction h : R® — R est de classe C, et il existe des constantes 3, L > 0 telles que :

h(&)] < BVaolél,  VE e R, (3.3)
IVh()| < L, VEeR™ (3.4)

(H3) La fonction [ : R — R est de classe C, croissante et il existe deux constantes positives ¢; et
co telles que
c1ls]? <1U(s)s < cyls]?, Vs €R. (3.5)

Remarque 3.1. » Un exemple de la fonction f satisfaisant ’hypothése (Hy) est donné par :

2 <3
f(s)=7ls]""'s poury>0 et 1<p<{”™ n=9
- n > 4.

n—27 —

3.2 Formulation variationnelle

Pour étudier I'existence du solution, nous procédons a obtenir la formulation variationnelle du
probléeme (P). Pour cela, on introduit les espaces suivants :

V={veH(Q),v=0 sur Iy}, W=HQ)NV.
La norme sur V est équivalente a celle de Hy et I'espace W est munie de la norme :
[vllzz2() + ([v]lv-
Soit u solution du probléme (P), donc u vérifie
u" — Aju+ h(Vu) + f(u) =0, (3.6)

en multipliant (3.6) par un élément w € V', ensuite, intégrant le résultat obtenu sur €2, on obtient

/Qu”.wdx—/QAgu.de:—l—/Qh(Vu).wdij/Qf(u).wdx:0,

en utilisant la formule de Green (3.9), on obtient

ou
— /Q Aguwdr = /Q < Vgu,Vyw >, dv — /1“0u1“1 %wdl“,
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3.2. FORMULATION VARIATIONNELLE

comme w € V, donc w = 0 sur ['y et par les condition de bord on a :

ou
— [ —wdl = (v )wdl
I 8uw Ty (W)ewdl

et par conséquent

/ u"wdz —I—/ < Vou, Vo >, de+ [ 1(u)wdl +/ h(Vu)wdz +/ f(u)wdz =0,
Q 0 Q Q

I'1

donc le probleme variationnelle du probleme (P) s’écrit de la fagon suivante :

/ v wdzx +/ < Vyu,Vyw >, dx +/ [(u")wdl
(Py){ Yo Q Iy
+/Qh(Vu)wdx + /Q f(u)wdz =0, Yw e V.

Définition 3.1. On dit que la fonction u est une solution intégrable du probléeme (P) si :
ue L0, T;V), v € L*(0,T; L*(Q)) et satisfait

[ 6"+ (90,9000 + (006 + fwo) ot = [ wnpl0)de — [ uaf(0) d
_ /O ! /F [(u)dTdt,

Lemme 3.1. Soit Q un ouvert borné de R™, u une fonction de classe C* sur Q et soit H un champ
de vecteur sur (R", g), alors on a :

pour tout ¢ € C*(0,T;V) avec ¢(T) = ¢'(T) = 0.

divg(uH) = udivy(H) + H(u), (3.7)

/Q divy(H)dz = /8 (H, p)ydT. (3.8)

Démonstration. e 11 suffit d’applique la formule de Stockes pour @ = 7w, on obtient

| vy = [ e,

o9
mais comme j*(igw) = (H,v),wa, out j : I — Q est I'injection naturelle, donc
divy(H))w = [ di
| vy () = | dinw)
= H
/8Q < a:u>gw87
d’ou
div,(H)dz = / H, 1),d.
[ divy(myde = [ (Hp,
e En prenant H = uH, alors
divg(uH) = udivy(H) + (du, H),,
comme on a
(Vgu,H)y = (du, H)y = H(u),
donc
divg(uH) = udivy,(H) + H(u).

d’ou le résultat. ]

32



3.3. EXISTENCE ET UNICITE

Lemme 3.2. Soit Q un ouvert borné de R" et soient u,v € C*(Q), alors on a la formule de Green :

ou
/QvAgudx:/mvaﬂdF—/Q<Vgu, V) de. (3.9)

Démonstration. On prenant H = vV u, alors :
D’une part, on a par les propriétés de 'opérateur divergence :

divg(H) = divg(vV,u)
= wvdiv(Vyu) + (dv, Vyu),,

par définition de l'opérateur gradient, on obtient
vdivg(Vyu) + (dv, Vyu) = vAgu + (Vyu, Vo).
D’autre part, par définition de 'opérateur gradient et du dérivée normale extérieure on a :

(H,p)g = (vVgu,pu)g

= U<du7“>9

o

= gy
par la formule (3.8) on a :

. ou
/de(vvgu) dr = /BQ v% dar,
d’ou
ou
/Q (vAyu + (Vyu, Vyv),) do = /m va—lu dr.

3.3 Existence et unicité

Dans ce paragraphe et sous les hypothéses que nous avons cités précédemment, 1’existence globale
et 'unicité d’une solution réguliere seront obtenus en se basant sur les approximations de Faedo-
Galerkin et la méthode de compacité.

Théoréme 3.1. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hy) et (H3) sont vérifiés. Si (ug,uy) € W x W
satisfait %—f + l(uy) = 0 sur I'y, alors le probléme (P) admet une unique solution réguliére u ayant
les régularités suivantes :

u € L>(0,00; V), u' € L®(0,00;V) et u” € L®(0,00; L*()).

e Pour démontrer ce théoreme, on considere le changement de variable suivant :
v(x,t) = u(x,t) — ¢(z,t) ou

oz, t) = up(x) +tur(z), (z,t) €Q2Qx(0,T),
on obtient donc le probleme équivalent au probleme (P) :

V' — A+ h(Vo+Vo)+ flo+¢)=F dans Q,

v=20 sur T'gx (0,7),

P oo i 4 9y = 8 r T
& 1+ of) = s Ty x (0,7).
v(0) ='(0) =0,

oﬁF:AggbetB:—g—Z.
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3.3.1 Existence

Dans ce paragraphe et sous les hypothéses que nous avons cité précédemment ’existence d’une
solution sera obtenu en se basant sur les approximations de Faedo-Galerkin et la méthode de
compacité.

La méthode de Faedo-Galerkin consiste a réaliser les trois étapes suivantes :

(i) On construit des solutions "approchées" ;

(ii) On établit sur ces solutions approchées des estimations a priori ;

(iii) On passe a la limite, grace aux propriétés de compacité.

Solutions approchées

L’espace W est séparable, il existe une suite wy, ..., w,, ayant les propriétés suivants :

w; € W, Vi
Vm, wq, ws, ..., w,, sont linéairement indépendants;

Vin = ({wr, ... wp }).

On cherche alors vy, = vy, () = 3272, 7;(t)w; solution approchée du probléme suivant :

/Q 0 wdm+/ (V 0m(t), V) dx+/ (Vo (t) + Vo(t))w du
—l—/fvm )+ o(t) wda:—l—/ + ¢'(t))wdl

:/Q}"(t)wdx—l—/rl B(tywdl, Yuw e V,,

Um(0) = v;,(0) =

m

(3.10)

On obtient un systeme d’équation différentielle non linéaire du deuxiéme ordre.

Comme la famille {wq, ws, ..., wy,, } est linéairement indépendante, et d’apres les arguments standards
des systemes d’équations différentielles ordinaires non linéaires nous concluons qu’il existe une
solution unique locale du systeéme (3.10) dans Uintervalle [0, ¢,,], ¢, dépend de m ayant la régularité

suivante :
U € L*(0,t; Vin), v € L2(0, ;5 Vin) et vl € L*(0,t,,; L*(Q)).

L’étape qui suit montre que t,, = 1" pour tout m € N*.

Estimations a priori

Estimate I. On remplace w par v/ (t) dans (3.10), on obtient
AT dx+/ (Vgom(0), V0l () da+ [ BT (t) + Vo), (1) do
- / [vm + Ot dw+ [ 1], + o), (6) T
ry
F(tye,,(t)dz + / B(t)e, (1) T,
Iy
et comme on a :
d :
%|ngm(xa t>|52; = 2(Vyum(t), Vgu,,(t))g,

donc

d
;dt Q [|U;n(x7t)|2 + |ngm(x,t)|§ +2F (v, 1) + gzﬁ(x,t))} dr

+ / W0+ Vo) de = [ (o, +0)0 do [ 1, + )+ 6) I (3.11)

= / F(t)! (t) dz + j B(t)v,,(t) dT" — /F B'(t)v,(t) dT + /F vy, +¢')¢'dT.
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Par 'hypothese (H;), on trouve

/Qf(vm+gzﬁ)¢’dx < bl/Q|vm+¢\p\u1|dx+bg/g|u1|dx,

et par la régularité des données, on a uy € W = VN H?(Q) C L*(Q), ainsi l'injection L*(Q) < L'(Q)
nous assure que

Jurlly < flurlle,
donc [|uy]|; est majoré par une constante C (s.r.g, on suppose que C' = 1), alors on trouve
/Qf(?)m + ¢)¢/d$ < bl /Q ’Um + ¢|p|u1]d:c + b2

< 2 [ (oullun] + [91]wn]) do + by

Ko ([ ol urldo+ [ Jolrlurlde ) + Ko,

IN

ou K; = max{2°by, by}, en plus, I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

1 1
/ V| Jun | dx < (/ |vm!2pd:l:)2 (/ |y |? dw)2,
0 0 0

donc

1 1
/Qf(vm+<b)¢'dx < K; (/Q ]vm|2pd$)2 (/Q \u1\2dx>2—i—Kl/Q]uo—l—tul\p\uﬂd:c—i—Kl

IN

= </ﬂ o d$) 2 (/Q i da;) T 2pKl/ (Juo|Pus| + t°us [P do + K.
0
Mais,

/Q\Uofpfuﬂdf < luol?l[2|w1]l2,
et

[uol?ll2 = lluoll,,

par 'hypothese (Hy) ona p < 5 sin >4 et p<2sin <3, donc
[uoll2p < [luoll%2n = [uollf,

ol ¢ = -2 et par l'injection de Sobolev H}(Q) < L(Q) on a : |lugllq < [[to]| - Donc dans tous les
cas on déduit que

uol?ll2 < [luollf;s
mais, par la régularité des conditions initiales, on a ug € W =V N H?() C H (), alors |lug|| 4 est

0 0
majorée par une constante C (s.r.g, on suppose que C=1).
De méme u; € W C H%(Q) C L*(Q), donc |luy |2 est majorée par une constante C (s.r.g, on suppose
que C=1). De plus
a1 = el < leal5y = ™,

oll ¢ = 22=2 et par l'injection de Sobolev H}(Q) < L9(Q) on a : [Juy |, < [|u1][ g2, done dans tous les
cas nous avons

Il [P#H1 < a7
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mais, par la régularité des conditions initiales, on a uy € W = VN H?*(Q) C Hy(Q), alors [Juy | g1 est
majorée par une constante C (s.r.g, on suppose que C=1).
Il résulte donc

/Qf(vm+¢)gz5’dg;gc(/ﬂwmﬁﬂd;c)é (/Q |u1|2dx>é+0tp+0,

ou C' = (2” + 1)K, finalement, le théoreme d’injection de Sobolev nous assure

o
/\vm|2pdx§ (/ |ngm\2dx> ,
Q Q

donc

/Qf(vm 4 )¢ dr < C (/Q |ngm(t)|§das>g L O+ C (3.12)

Pour la suite, on utilise la constante C' > 0 pour dénoter quelques constantes.
La formule de Young et '’hypothese (Hs) nous assurent que :

/Qh(va(t) V)W (1) de < 7/ Vo (t) + V()2 de + ~ / ! [2 da. (3.13)
Par I'hypothese (Hs), on a :
/Fl (W, + &)W, + &) dl > ¢, /F 0! (t) + w2, (3.14)
et par 'hypothese (Hs) puis on utilise I'inégalité de Hélder, on déduit
[+ ) < e [0l 0+ | T
< | W®) F w?dD + o) [ o

et comme u; € W et par le théoreme de trace, on a |[uqllar, < ||Vguill2, on déduit que ||uq]|or, est
majorée par une constante C (s.r.g, on suppose que C=1).
Il résulte donc

J Ul + 06 d0 < [ (1) + e dE + o), (315)

ou 1 > 0 une constante a détermine ultérieurement.
Par (3.11), (3.14) et (3.15) on a :

o | P + 1930m (O + 2F (0 (0) + 0(0) o+ (ex = 1) [ 101,(0) + T = ca(o)
< 5 o (P + 1950 + 20 (0) + 60) d+ [ 0], + 6)(0h, + )ar
- / I(v), + ¢)¢/dT
< / F(t dx+jt B(t) oy, (£)dT — /Q W(Vv,, + V), do + /Q Flom + ¢)'da,
donc moyennant & (3.12) et (3.13), alors
s [ (P 419, Um()'2+2F;Zm<t>+¢(m) et (en =) [ Ioful0) + P
<C Voom(t)2 dz )" + CtP + — | |Vgom(t) + Vyo(t)]2 dz + vl (1)) dx
DI TN
tJry
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et par suite, le théoréme de trace assure que [, [vm|*dl < Co fo |Vgvnl|? dz, donc

/ Cg / 2 1 2
< J— —
/F1 B'(t)v,,(t) dT 5 /1“1 |B'(t)]” dl" + 5 / |V g0, (t)|* dL,

de plus par I'inégalité ab < $(a® + b?), on a :

/]—"() £ de < = /|]-" O de + - /|v (t)|2 dz,
Q
il résulte donc

1d
2dt Jo
gc(/ IV, 0m )|2dx> +Ct”+—/|V om(t) + Vyo(t)[2 do + = /!v ()] dz
2 2
B()vm()df+2/|f Wodr + - /w )2 d

(150 + 95O+ 2F (am(0) + 6(0) i+ (1= ) [ 1000(0) + el

(3.16)
Tar
+—/ BOPAC+ 5 [ 1Vum(t)d0 + exn) +C

On integre (3.16) de 0 a t et notice v,,(0) = v/, (0) = 0, on obtient

o + 19,0+ 2P o (6) + 646 s+ (ca = D) [ [ 10+ wf* aras

<C/ </ IV Umm| dx) ds + i Pt 4 1—|—2B2//\va] da:ds—l—Q//\v )|*dxds

+262//|V¢ Ida;ds+//|F 2dxds+2/ (t)dl + Cgt O | dl + Ct + C.

o

I't

On a ||V,¢|l2 et || F||2 sont majorées par des constantes (s.r.g, on suppose que ces constantes sont
égaux a 1), et par I'inégalité de Holder et la régularité des données, on a

Cg 2 2
< 2
2 [ Bltyon(nar < 3 /. 1B dF+277/ [ () [2da

I
02
dl 4+ =242 /
n I

2
8u1

O

02
< =0
I

8U0

O

dr + zn/ oy (1) 2
Q

Cg 2 2
< P02+ | len(o)dr,

et comme g < 1, on trouve

/Q(|v;n(t)\2+|vgvm(t>y§+2F(vm(z)+¢(t))) dz + (¢ — // W),(s) +up|* dTds
t C

< 2 2 p+1 2

<(C+1+28 )/ / VU] dxd5+p+1t +2/ / vl |*dxds

02
+(CE+C+282+ 1)t + 0t2+2n/ v |2 dF+C+7

(3.17)
<(C+1+2p3% / / IV gom|odads + C1 (74! + %) + Cit + C1,
ou C; =C¢+C +28%+ 1.

Comme F(s) > 0 pour tout s € R, et pour 7 suffisamment petit de sort que ¢; —n > 0, on applique
le lemme de Gronwall, on obtient

/Q ([0, (P + [V gom (012 + 2F (v (t) + 6(8)) ) da + /Ot /F ! () + w|?dTds < Cy,  (3.18)
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ou C; > 0 est une constante indépendante a m € N et t € [0, 7.
Estimate IT On commence par estimer |[v),(0)||2. On pose ¢t = 0 dans (3.10), on obtient

/ " (0) wdw—i—/ (Vug wdaH—/ f(up)wdx + l(ul)wdF

—/Auowdx—i-/ ( )wdF Yu € Vi,
IR}

puisque %—qﬁ’ + l(ug) = 0 sur T'y, alors

/v;;(O)wdx—F/ h(Vuo)wdx—l—/ f(ug)wdx:/Aguowdx Yw € Vp,
Q 0 Q Q

on prend w = v/ (0) dans (3.19), on déduit donc
)3 = [ Aguos,(0)da — [ h(Vuo)oly (0)da = | F(uo)el, (0) da
= (Agug — h(Vug) — f(uo), vj,(0)) 220,

et donc

[l (O3 < (11 (wo)ll2 + 12(Vuo) |2 + [[Aguoll2) 1], (0)]2-

Comme f et h sont de classe C! et par la régularité des conditions initiales on sait ug € W C L?(£2),
alors il résulte qu’il existe une constante positive C; indépendante de m € N telle que

[07,(0)[|l2 < C. (3.19)

En dérivant (3.10) par rapport a t et remplagant w par v/, on obtient
1 d " 2 /2 / / 2
s | (I OF + Vg0, [2) do+ /Q (VI(Vom + V&).(Vo, + V&) ol da
+ [ S+ )W+ dr + [ V(] + () AT (3.20)
d 1
= [ Pyt do+ - [ Bty @ dr.
| F Oy de 2 [ B0
Par 'hypothese (Hs), on a
/Q (VI(Vom + V) (Vo + V)l dr < / IV (Vo + Vo) [V, + V' |[o”, dz
< L/ Vo + V| o) |dz,

en utilisant I'inégalité ab < £(a® + b?), on obtient
/Q(Vh(wm+v¢)(w;n+vgzs’))v;;dx < (/ Vol + V| dx—l—/ | dm)
< L/ |ijn]2da:+L/ Ve 2 + —/ " 2dx,
Q Q 2 Jo

par la régularité des conditions initiales, on a ¢/ = u; € W, donc ||Vuq |2 est majoré par une constante
C (s.r.g, on suppose que C=1), donc

/Q (VA(Vom + V&).(Vol. + V)l dz < C (1 4 /Q Vg0l ()2 da + /Q |v;(t)\2dx> (321

38



3.3. EXISTENCE ET UNICITE

ou C' > L. De plus, 'hypothese (H;) nous assure que
[ 7+ 0) (W + O vide < [ (balom + 017+ ba) [ + & oy do
Q Q
-1 -1 -1
L (27 (fowl™ +1917) +b2) (o + 16/1) 1] da
L€ (loml™ + 1617+ C) (el + 161 v} dar

IN

IN

ott C' = max{2°71b;,/bs}, et donc
/ / N g 2(p—1)1,, |2 g 2(p—1)1,, |2 g 2(p—1)| 4112
f (0 + ) (v + @) vjpde < |vm] v, [*d + 9] 0], [*de + |V ¢ dx
Q 2 Ja 2 Ja 2 Ja
C C?
o [ 10PN R + ([ fen,Pda+ [ 10/2de)
2 Ja 2 \Ja Q
+(2C + 02)/ [v” |*dz,
Q
Mais, par la régularité des données et de (3.18), on a :
|uill2 < C,
[v7ll2 < C,

I'inégalité de Holder et (3.18) nous donnent

/lem\“’””\d)'?dx < Mom PPN ]2,

p—1
([ VaomlZda)" Nl 2

< C,

IN

de méme on a :

1P 2 <
Q
et

/Q 620D, [2da < C.
Sans restreindre la généralité, on suppose que ces constantes sont égaux a 1, donc

/\f (U + )|V, + &[0, ]dx<C</ o, P 2d:c> o +C/|v 2dz + C,

ot C = 2C + C?, ainsi par le théoréme d’injection de Sobolev on a

n—2
/Q\v;npﬁdxg (/vagv;n@dx) "

/Q F(0m + &) (W, + ¢l dz < C ( /Q V0 ()2 + /Q M(t)\%) LC (3.22)

alors

De plus, on a par 'inégalité ab < (al* + |b]?)

/.7:/ ol (t)dr < = (/]v” |d:€—|—/|.7:/ \dx)
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mais par la régularité des données, on a
17 @z < C,
sans restreindre la généralité on suppose que C' = 1, Donc
/ Ft)! (t)de < C / ! ()dz + C. (3.23)
Q Q

Ensuite, on utilise I'inégalité de Holder et le théoreme de trace, on obtient

02
/F B'(t)v,, (t)dl' < ZSHB/(t)II%,pl + 0|V gup, (013,

et par la régularité des données, on a

, aul
= | == <
B0k, = |5 <c
donc
/ By (dr < <0 4 / V0l ()] d (3.24)
Iy m — 477 ,r/ Q g~m g : .

En intégrant (3.20) sur (0,t) et par (3.19), on trouve

JREACIRER / V0l () 2 + / t /F (0] (5) + (5)) (v () *dDds
- / / F(s)o! (s)dds + / B (£ (t)dl — / t / (VI(Vv, + V).(Vo!, + V) deds
—//f (U + @) (v, + ¢l dxds + C + Cy,

par (3.21), (3.22), (3.23) et (3.24), il résulte

/ 0P+ (1 / Va0 + [ [ 0+ 6 )0l ()drds

(1 /\v o |§dx+/9\v;;<t)12dx) ds
(e
+f (e

( IV, |dx+/ " (1) de)+c)ds
2
/\v” |clx+0> ds+0£+0+02,
donc
t
@R+ (=) [ 1950, 0fde + [ [ 100(5) + ¢/ (5)) (v ()%dTds

SSC’t+C—+20//|VU |dxds+30//|v”|dxds+0—l—02
§30t+0—+50// IV gur, |2 + |0, )d$d8+0+02,

par le lemme de Gronwall ,et comme [’(s) > 0 pour tout s € R et pour n suffisamment petit de sort
que 1 — 7 soit positive, il résulte

t
[l @Pdz+ [ 1V, (0)2dw+ [ [ 1(0,(5) + 6/(5) (0 (s))*dTds < C, (3.25)
Q Q 0o Jn
ou C3 est une constante positive indépendante de m € N et t € [0, 7.
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Passage a la limite

A partir de (3.18) et (3.25), on déduit

) demeure dans un ensemble borné de L*>°(0, T; L*(2)),

V,vl.) demeure dans un ensemble borné de L*(0, T'; (L*(
/

v
v/) demeure dans un ensemble borné de L>(0,T; L*(1)).

(
(
(
(

Urn
V) demeure dans un ensemble borné de L*°(0, T'; (L*(Q2))™)
(L5(2)")

(3.26)

Il résulte de (3.26) qu’on peut extraire des sous suites convergentes {v],}, {V v}, {Vyvl,} et {v/}

de {v,}, {Voum}, {V,v,,} et {v]} respectivement (de méme notation), telles que :

v/ — ' dans L*°(0,T; L*()) faible étoile,

VU — Vv dans L®(0,T; (L*(Q))") faible étoile,
Vvl — V' dans L®(0,T; (L*(Q))") faible étoile,
v — " dans L>(0,T; L*()) faible étoile.

il résulte en particulier de (3.26) que :
{v! Y et {v/,} sont bornées dans L*(0,T; L*(2)) = L*(Q),

{V,um}et {V, )} sont bornées dans L*(0, T; (L*(Q))"),

donc

v/ — v dans L*(0,T; L*(9)) faiblement,

VU — Vyvet Vo, — Vo dans L*(0,T; (L*(2))") faiblement,

Vvl — V' dans L?(0,T; (L*(2))") faiblement,

v — " dans L*(0, T; L*(Q2)) faiblement.
De plus, par (3.18), les hypotheses (H;) et (Hy), on sait que :

{h(Vv, + V@) } est bornée dans L>=(0,T; L*(Q2)),
{f (v + &)} est bornée dans L>(0, T; L*(£2)),

il résulte en particulier de (3.30) que

{h(Vv, + V)} est bornée dans L?(0, T; L*(9)),
{f(m + @)} est bornée dans L?(0,T; L*(9)),

donc il existe x, ¢ € L*(Q) telles que
h(Vu, + V@) — x faiblement dans L*(0,T; L*(2)),
et
f(vy + @) — ¢ faiblement dans L*(0,T; L*(Q)).
Par (3.25) et 'hypothese (Hj), on a :
{I(v!, +¢')} est borné dans L>(0,T; L*(I';)),
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et en particulier, on a
{I(v/, +¢)} est borné dans L*(0,T; L*(T)),

donc il existe 1 € L*(0,T; L*(T;)) telle que

I(v) +¢) — 1 faiblement dans L*(0,T; L*(I';)). (3.33)

Puisque, on a par (3.26) et le théoreme de trace :

lom(®)I2 F)_c/w vn(t)2dz < K, et/ vt ( |2dx<C’/|VU (t)[2 da,

donc il résulte que (v,,) demeure dans un borné de Hz(I';).
On sait que linjection Hz(I';) < L2(I';) est continue et compacte ce qui nous permet en utilisant
le théoreme de Lions ([6]) de dire que la suite (v,,) extraite vérifie

Uy — v fortement dans L*(0,T; L*(T'y)). (3.34)
En passant a la limite quand m — oo dans (3.10), on obtient
V= A+ x+(=F dansD(Q),
puisque v”, x, ¢ € L*(Q), I'inégalité précédente nous donne que Ayv € L*(Q) et
V' — A+ x+(=F dans L*(0,T; L*(Q)). (3.35)
Pour la suite on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3. (la formule de Green généralisée) La formule de Green est généralisée comme la
suite :

//Avwgp dxdt+//Vv Vw0 (t) da dt //F ) dT dt

(3.36)

Démonstration. Pour tout w € V on a la formulation variationnelle suivante :

//" Jwep(t dxdt+/ / (Vgum, Vaw)p(t) d:vdt+// (Vo + Vo)wep(t) dzdt
+/ /f U, + O)w(t )dxdt—/ /ngp dmdt—i—/ / Uy, + @ )wip(t) dadt (3.37)

= .ngo t) dzdt, Vo € D(0,T),
[ s

En utilisant (3.31), (3.32), (3.33), (3.29) et (3.28), ensuite, passant a la limite dans (3.37) quand
m — oo, on obtient donc

[ [ @wetty e+ [ [ (9000, Cywott dudt + [ [ dupte) duds

—|—/()T/wago(t) dxdt%—/OT/Q(wgo(t) dxdt (3.38)

_ /0 ' /Q Fup(t) dedt + /0 ' /F Bup(t) dad.
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e D’autre part, en multipliant les deux membres de (3.35) par wep(t) et intégrant le résultat obtenu
sur © x [0,77], on trouve

/ /v we(t dxdt—/ /Anggo dmdt—l—/ /Xwgo dmdt+/ /chp t) dxdt (3.30)
3.39

—/ /]—“wgo t) dxdt,

on remplace (3.39) dans (3.38), on obtient donc

/OT/QAngQD(t) dxdt + /DT/Q (Vu(t), Vaw)p(t) dedt + /DT N Ywip(t) dUdt

T
- / Buwp(t) dTd.
0 I

e En suite, en utilisant le condition de bord sur I'y, on trouve

/OT /Q A owep(t) dedt + /OT /Q (V,0(t), Vyw)o(t) dedt = / 5 WW £) dTdt,

par conséquent

T T T O
/O /Q Avwel(t) da dt + /0 /Q (V,0(t), V w)yp(t) da dt 2 /0 /F G drd (340
[

Remarque 3.2. [l résulte donc que ‘9” e D'(0,T; H 2(T",)) car w € H2(I'y) et p € D(0,T).

Revenant a la démonstration du théoréme, par la remarque 3.2 et (3.35), on a

gv-mp B dansD'(0,T; H- (Fl))’
I

et ¢, B € L*(0,T; L*(T;)) donne que

g” +1¢ =B dans L*(0,T; L*(I')). (3.41)
[

Nous allons montrer dans la suite les assertions suivantes :
) flo+¢) =(;
2) (Vv + Vo) =
3) 1(v' +¢') = .

En remplagant w par v, dans (3.10) et intégrant sur [0,T], on obtient

/U ()¢ )dxdt+/ (Vg0 (), Vyom (D)), dxdt+/ (Von(t) + V() om(t) dudt
+/ Flom(t) + 6(8))om(t dmdt+/ / (1) )om(t)dTdt (3.42)

—/ F(t) v (t dxdt+/ / t)dl'dt, v, (0) =v.,(0) = 0.
Iy
Par (3.18) et (3.25), le théoreme d’Aubin-Lions (théoréme 5.1 de [6]) assure que

Uy — v fortement dans L?(0,T; L*(12)), (3.43)

v/ — v fortement dans L*(0,T; L*(12)), (3.44)
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alors, il résulte de (3.43)
Um — v p.p. dans Q x [0, 7],
et par suite, la continuité de f donne
f(m + &) = f(v+¢) p.p.dans Q x [0,7], (3.45)
moyennant a (3.30) , (3.45) et le lemme de Lions (lemme 1.3 [6]), on obtient
fon+¢) = C=flv+¢) faiblement dans L*(0,T; L*(£2)).

d’ou la premiere assertion.
De plus, par (3.31), (3.33), (3.34), (3.43) et en passant a la limite quand m — oo dans (3.42), on
aboutit a

WlLiglm/Q\vgvmy;dxdt :—/ d:rdt—/Q () dxdt—/ Fu(t) + o(4))u(t) dedt
- / /F 1 £) drdt + / F()o(t) dedt + / [ B dr,
mais, par (3.41), on obtient
. 2 _ o
Jim [ Vg0, 3 drdt = / ) dadt /Q (B)o(t) dedt — / Fu(t) + o(8))v(t) dudt

—/ /F drdt+/f dxdt+/ /F< ) t) drdt,

ensuite par (3.35), on a
—Apv=F =" —x—¢(,

donc

lim / IV 0|2 dadt = / o()Ag0(t) dedt + / / t) drdt,
Q F1

m—r0o0

la formule de Green généralisé (3.36) nous donne

/ () A,o(t) dadt + / / t) dUdt = / IV, 0(t) 2 dadt,
Fl
d’ol

lim / IV g0 2 daclt = /Q IV, 0(t)|2 dadt. (3.46)

m=oo g
Et par suite, il résulte de (3.28) et (3.46) que
VoUm = Vv et Vo, — Vv fortement dans L*(0, T (L*(2))"), (3.47)
d’ou

VyUm + Vg = Vo +Vyp  p.p. dans 2 x [0,7],
Vo, + Vo — Vu+ Vo p.p. dans Q x [0,T],

par conséquence, la continuité de h assure

h(Von + V) = h(Vv + V) p.p. dans Q x [0, 77,
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le lemme de Lions ([6]) garantie que :
h(Vv, + Vo) = x = h(Vo + V¢) faiblement dans L?(0, T; L*(9)), (3.48)

d’ot la deuxieme assertion.
Pour la troisieme assertion, on remplace w par v], dans (3.10) et on integre le résultat obtenu de 0
a T, on obtient

/Q o (8)ol. (¢) dadt + / (V gvm(t), V0!, (), dzdt + / (Von(t), Vo), () dudt

+ / Flom(t) + ¢(6))0l,(t) dadt + / / (O, (1) dTdt (3.49)
- / F(OW, (1) dadt + / /F £)dTdt, v,,(0) = v'. (0).
Puisque
v/ — ' faiblement dans L*(0,T; L*(T';)), (3.50)

V), — V' faiblement dans L*(0, T; (L*(Q2))"),
moyennant a (3.49) avec (3.34), (3.29), (3.44), (3.47) et (3.48), on déduit

Tim_ /0 ' /F (1) + (Ol ATt = / ) dudt — /Q h(Vo(t), Vo) (1) dedt
/f( (t) + ¢(1)v ()dxdt—/ (V,0(t), V0! (1)), dudt

+ / F(t)'(t) dedt + / / £)drdt,
'

par (3.35) et (3.41), on aboutit

Tim /0 ' /F e, (1) + (O], (1) drdt = - /Q V()0 (8) dadt — /Q h(Vo(t), Vo)W (1) dedt
— /Q Fo(t) + ()W (1) dadt — /Q (V,0(t), Vo' (1)), dedt
+/( = Agv + x +¢) (1) (t) ddt

+/ /F< ) o (£)dTdt,

et donc
Tim_ /0 ' /F I, () + &' (D)), (1) dTdt = — / (V,0(t), Vo' (£)), dodt — / Aot (t) dedt

+/ /F< ) o (£)dTdt,

en appliquant la formule de Green généralisé (3.36), on obtient

T
lim / / I, () + ¢ t) dldt = / / t)dUdt. (3.51)
m—0o0 0 Fl Fl

D’autre part, comme 1 est monotone, on a :

[ @0+ 60) ~ 1) (4ul0) + 0) — ) d0de > 0, ¥ € L2(T),
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ou d’'une fagon équivalente

//F £+ ¢t godl“dt+/ /F ' (1) + ¢(t) — )dTdt
<//Fl (1) + /(1) drd
done
lﬁng/K m+¢wmﬂm+mm@// o (8) + ¢ (t) — p)dTdt
<1m1£f/ /F V(1) + ¢'(t)) dTdt.

De plus, (3.33), (3.50) et (3.51) donnent

/ /F "(t) + ¢'(t) — p)dldt > 0, Ve € L*(T), (3.52)

on pose p = v' + ¢ + € dans (3.52) pour tout £ € L?(I';) et € > 0, on obtient

[ @ - 1w + o) + ) -eg)ara > o,
et donc
/LL + ¢'(t)) +£€))&dldt <0, VE e L*(T). (3.53)
Comme lopérateur [ : L2(I'y) — (LA(T';))’ est hemi-continue, alors (3.53) implique que
[ [ wo -0+ seneras<o,  vee rm),
d’ou
[ o -1+ sunera=o,  vee 2w,

Ceci implique que ¢ = I(v' + ¢'), d’otu la troisieme assertion.

3.3.2 Unicité
Supposons qu'il existe z1 et zo deux solutions du probleme (P). Alors z = 21 — z satisfait
Afwwm+13%4mvwhm+/(w@—u@nmr
Iy

= [ (W(V2) = h(V2)wd d Yw € V. 354
= [ (0(Var) = (V) wda + [ (fz) = fler)wde,  Vw eV,

on pose w = 2'(t) dans (3.54), on obtient

it U (08 + 1952005) o} + [ 06D 1) #0 e

= [ (V) = B(V=) # (O dw + [ (F(2) = F(2) 2 (0,

puisque 1 est monotone, alors
[ G =) e e > 0
1
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donc

i Uy (0P +19,2008) ) < [ (h92) h(P20) @)
+ [ (Fz) ~ (2) #(t)de.

Q

(3.55)

Par 'hypotheése (Hs), on a
/Q(h(v@) ~W(Va)) A (dr < L/Q V2o — V|2 (1)] do

< L[ V=0l 0] dr,

en utilisant inégalit¢ ab < (]a|? + [b]?), on obtient

/Q(h<v22) (V) (t)de < C (/Q Vg2 (8)[2 do + /Q |z/(t)|2dx) , (3.56)

ou C = %
En suite, on applique le théoreme d’accroissement fini sur la fonction f

|G = 1) 20 do = [ S22 (0 da,
I’hypothese (H;) nous donne
[0 = 1) # 0 < [ (5 (4l + 0P ) +22) 0] (0

%(|a!2 + |b)%), on a :

et par I'inégalité ab <

[0t - s < 5 [ (% (0P a0l +a) loPa s [ 0P

C [ (1P + 2P + 1) [P da+ € [ |2/(2)Pda,

IN

b b3

ou C' = max {g, <, %} On utilise I'inégalité de Holder, on obtient

|G = fe 2@ de <0 ([ (14 a1 + ) dag)é (/Q|z(t)|2pdx>’l’ +C [ 12 (0P dr,

ol ¢ = 2, p= -2, le théoreme d’injection de Sobolev donne
2 n—2

P
0P < ([ 19,0 Rde)
de plus, par la régularité des solutions, il résulte
[ (7 = () 2 (1) o < C’</Q]ng(t)|§dx+/g|z’(t)]2dm). (3.57)
Finalement, on substitue (3.56) et (3.57) dans (3.55), ensuite on integre sur (0,t), on obtient
¢
/Q(|z'<t)|2+|vgz(t)|§) dz §4C/0 (/Q|ng(t)|§dx+/ﬂ|z’(t)|2dx> ds,

en utilisant le lemme de Gronwall pour a = 0 et ¢ = 4C, on obtient

0< /Q (12O + [ V,y2(0)) da <0,

N

donc, il résulte
L1Z@Fdz= [ [V,2(0)2da =0,

d’ou 'unicité.
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3.3.3 Existence d’une solution intégrable

Théoréme 3.2. Sous les hypothéses (Hy), (Ha) et (Hg). Si (ug,u1) € V x L*(Q), alors (P) posséde
au moins une solution intégrable sur C'([0,00); V) N C*(]0,00); L*(Q)).

Démonstration. e Maintenant, on suppose que les donnés du (P) satisfait :
(ug,uy) €V x L*(Q).

Comme D(—A,) = {u eV N H*Q) g—z =0 sur 'y} est dense dans V et H(Q2) N H?(2) est dense
dans L*(9), alors il existe deux suites {ug,} C D(—A,) et {ui,} C HH(Q) N H?*(Q) telles que

Uom — Ug fortement dans V, (3.58)
U1y — uy  fortement dans L*(€2). (3.59)
On a
8u0m
S+ 1) =0, ¥meN. (3.60)
o

Par la premiere parte du théoreme 3.1, pour tout m € N, il existe une solution lisse
U 2 % (0,00) = R du probléme suivant

ult — Ay + h(Vuy,) + f(un) =0 sur  L?(0,00; L*()),
Uy = 0 sur Ty x (0,00),

‘95—;“ +1(u,) =0 sur  L?(0,00; L*(T)),
Um (2, 0) = Ugm, UL, (x,0) = upp(x) sur €.

(3.61)

D’apres les hypotheses (Hsy) et (Hjz), de méme analogue que la preuve d’existence d’une solution
réguliere, on obtient

[ ot [ 19y + [ [ e, (s)Pdras < €, (3.62)
[ [ 1h(Fun()ras < .
[ [ 17 (o)) dwds < 0 .
[ [ oparas < c. 565

On pose zy,; = Upy — u;, pour tout m, i € N, ot u, et u; sont des solutions lisses de (3.61). On suive
le méme principe du preuve de 'unicité du solution réguliere. Il résulte de (3.58) et (3.59) qu'il existe
u: 2 x (0,00) — R telle que

Uy, — u  fortement dans C°([0,T]; V), (3.66)

ul, — ' fortement dans C°([0,T]; L*(Q2)).
D’autre part, par (3.62), (3.63), (3.64) et (3.65), on déduit

ul — ' faiblement dans L*(0,T; L*(T'y)), (3.67)
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h(Vu,,) — x faiblement dans L*(0,T; L*(Q2)), (3.68)
f(um) — ¢ faiblement dans L*(0,T; L*(€2)), (3.69)
I(u!) — 1 faiblement dans L*(0,T; L*(T';)). (3.70)

En plus, par (3.66), on sait que
Um — u  p.p. dans Q x [0, 77,
et donc la continuité de f assure que
fuy) = f(u) p.p. dans Q x [0,7],
par (3.64) et le lemme de Lions ([6]), on obtient

f(upm) — f(u) = ¢ faiblement dans L*(0, T; L*(12)),

Vi, = Vu p.p. dans Q2 x [0,7],
donc
(V) — h(Vu) p.p. dans Q x [0,77,
de (3.63), le lemme de Lions ([6]) déduit que
h(Vu,,) — h(Vu) = x faiblement dans L*(0,T; L*(Q2)),

Maintenant, on prouve que ¢ = [(u'). En effet, on multiplie la premiere équation du (3.61) par u!,
puis on integre dans €2 et donc grace au condition sur I'y, la formule de Green nous donne :

;Z O%®P+WWMMQM+éMV%@WMQW

(3.71)
) P (2 de 4 [ U, ()l (1) dT =0,

en intégrant (3.71) sur (0,t), on obtient

2/ lur ( |2+|V U (t da:—l—/ / (Vi (s))ul,(s) dxds

+//f%1 mw+// ' (s)dTds

2/ |u1m| + |V yuom| )da:

Moyennant aux (3.58), (3.59), (3.67), (3.68), (3.69) et (3.70), on déduit

nll_rgo/ /Fl T (s)dlds :—;/ (| ") + |V, u(t) dx—// (Vu(s))u'(s) dzds
//f s)dxds + = / lu|* + |V, uo|)

(3.72)
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Supposons que y est une solution intégrable du systeme :

y' = Dgy+h(Vy) + fy) = sur - €2 x (0, 00),
y=0 sur Iy x (0, 00),
%+w=0 sur I'; x (0, 00),

y(,0) = uo(a), ¥(@,0) = w(z) sur

donc de méme, on a :

//r s)dLds :2/ /(¢ !2+\ng d:c—// (Vy(s))y'(s) dzds
_//f s)dzds + = / |y |2 +|vu0|)

Comme u est une solution de (3.73), alors (3.72) et (3.74) nous donnent

t
lim / / [l (s) )it (5)dTds = / / s)dTds,
m—0o0 0 Fl Fl

D’autre part, comme 1 est monotone, on a :

/Ot /Fl (l(u;n(s)) —1(p)) (U;@(S) —)dlds >0, Vp € L2(F1),

ou d’une fagon équivalente

// godFds—}—//Fl — )dl'ds

[t (5)) (1, (5)) dT'ds,

~JoJr, ™"
donc
lim inf / / $))e dUds + lim inf / / (', (s) — p)dDds
m o0 1"1
< lim inf / / ' (s)) dL'ds.
m—r0o0 Iy

De plus, par (3.67) et (3.70), alors (3.75) donne
t
| [ @) = te) /() = p)drds = 0, v € L(T),
1
on pose ¢ = ' + €€ dans (3.76) pour tout ¢ € L*(T'y) et € > 0, on obtient

[ @06) ~ 10(s)) + <) (ee)aras = 0

et donc

/Ot /Fl ((s) — (v (s)) +£))&dlds <0, V€€ L2(F1),

Comme l'opérateur [ : L*(I';) — (L*(T'y))" est hemi-continue, alors (3.77) implique que

/ /F '(5)))€dDds <0, V€ e LA(TY),
d’ou
[ ] 6 - ) + 6 eedras =0, vee 2Ty,

Ceci implique que ¢ = [(u).
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Chapitre 4

Stabilité exponentielle

Dans ce chapitre, en utilisant les outils de la géométrie Riemannienne, nous allons montrer que
I'énergie associée au probléme (P) décroit exponentiellement en temps au voisinage de U'infini. Tout
d’abord, on suppose les hypotheses suivantes :

(H4) On suppose qu’il existe un champ de vecteur sur la variété Riemannienne (R", g), tel que

VH(X, X)=c(z) X[, VeeQ, XeR]=TR" (4.1)

ol b=mingc(x) >0 et B = maxgc(z),

2b+ 3
B<min{b—i—+€0,r(b—€0)}, (4.2)
n n
pour tout g9 € (0,b) et r > 1.
De plus, on a :
Hvuo<O0surl'y et Hwv>§>0surly (4.3)
pour une constant 9.
(Hs5) Pour tout s € R et pour r > 1, on a
2rF(s) < sf(s). (4.4)

Remarque 4.1. » La fonction f définie dans le remarque 4.2 satisfait en plus ’hypothése (Hs).

» Le condition (4.1) est automatiquement satisfait dans le cas coefficients constants ((a;j) = 0;;) en
prenant H(x) = x — xy pour xo fizé et c(x) = 1. Dans le cas coefficients variables [12] présente des
exemples pour que le condition (4.1) est satisfait sans contraintes sur B.

Exemple 4.1. [12] Si (R", g) est une variété Riemannienne compléte de courbure sectionnelle positif,
il existe une fonction strictement convexe h sur (R", g), on prend

VH(X,X)=Hess(h)(X,X)>0 VX eT,R" xeR",

ou Hess(h) est la hessienne de h. Donc il existe a > 0 telle que (4.1) est vérifiée puisque Q est
compacte.

Soit u une solution du probléme (P), on définit la fonction d’énergie par :

E(t) :/Q(|u'(t)|2+|vgu(t)|§+2F(u(t))) dz. (4.5)
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4.1 Lemmes techniques

Lemme 4.1. Soit H un champ de vecteur sur (R"), {e;};_; un systeme des champs orthonormauz
sur () et {w;}7_, son systéme des champs duales, alors on a :
divgH =Y (Ve H,e;)g => VH(e,e). (4.6)

i=1 i=1

Démonstration. Soit V la connexion de Levi-Civita sur (R™, g) et Cy; 'opérateur de contraction d'un
champ de tenseur. On note par VH le champ de tenseur de type (1,1). Par définition d’opérateur
divergence divg, on a :

diUgH == Oll(v.H(U}i, €j)€i X U)j),

mais, par définition du contraction C'11, on sait que
n
CH(VH(wi, €j>62‘ ® U)j) = Z VH(U]Z, 62‘),
i=1
par la définition de la différentielle covariante, on a

VH(w;,e;) = Ve, H(w,),

donc

divgH =Y Ve H(w;),

i=1
et par linéarité de la dérivée covariante et le champ de vecteur, on déduit
vez‘H(wi) = wi(v€¢H>7

ce qui donne

ding = Z wi(ve¢H> <€i7 ei>g
=1

= <wi(veiH)6ia €i>g,

alors, on obtient

NE

div,H = (wi(Ve,H)es, e)g
i=1
- Z <V€iH’ 6i>g
i=1
= Z VH(eZ», 62‘).
i=1
]
Remarque 4.2. On déduit du (4.1) de Uhypothése (Hy) et le lemme 4.1 que
nb < divy,H <nB sur Q. (4.7)
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En effet,
On a :

divgH =Y VH(e;, e;),

i=1

d’autre part on a VH(e;, ;) = c(z)]e;|7, pour tout = € € donc
b|€z|§ < VH<€i76i) < .Bl@Z 3,

on somme en i, on obtient
nb < divgyH < nB.

Lemme 4.2. Soit H un champ de vecteur sur (R",g), alors pour tout u € C1(Q) et x € R", on a :
1 1 .
(V0. V(L (0)))g () = VH(Vgu, Vgu) ) + 3 (Vgu2H)(0) — 5| Vgul3a)divg(H)(x). (49

Démonstration. Soient x € R™ et (ey, ..., €,) un systeme des champs normal en . Comme H est un
champ de vecteur alors il existe des fonctions hq, ..., h, de classe C* sur R" telles que

H = Z hiei,
i=1
en plus, pour tout u, on a :
H(u) = hiei(u), (4.9)
i=1

et

Vou= zn:le,-(u)ei et |Vgu|§ = 2": (ej(u))2, (4.10)

J=1

ou e;(u) est la différentielle covariante de u par rapport a e; pour la métrique g.
De plus, par définition de la différentielle covariante, on a :

VH (e, e;) = (Ve H,ej),

= Z (&(hk)@k + hkzveiek’ €j>97
k=1

comme {e; };—1,_, forme un systéme des champs normal (i.e (e, e;), = d; et V,ex = 0), alors
VH( e, e;) =e;(hy), (4.11)
donc, par définition de produit scalaire, on a :
(Vgu, Vo(H(u)))g = Xy ej(u)e;(H(u)),

par (4.9), on a :

T oy = Do) (L esthedu + X

il résulte par (4.11) et (4.9) que

> es(hestules ) + 3 hie (z ej<u>ej<u>) = VH(V,u, V) + S H(V,ufl),

ig=1 =1
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par le théoreme de divergence, on a :
H (|Vul2) = divy (|Vgul2H) — |V gul2divy(H),
finalement, on conclut donc
1 1. 1 :
VH(V u,Vgu)+ 51LI(|Vgu|§) = VH(Vyu,V,u)+ 5dwg(|vgu|§H) — 5|vgu|§dwg(H),

ou e;e;(u)(z) = eje;(u)(z) sont les second différentielles covariantes de u. O

Lemme 4.3. Le probléme (P) sous [’énergie définie par (4.5) est non dissipatif (i.e I’énergie n’est
pas décroissante).

Démonstration. En dérivant (4.5), on obtient
E'(t) = /Q2u"u' + 2(Vu, V'), + 2f (u)u' dx
_ /Q 2/ (0" + f(u)) + 2(Vgu, V'), de,
et d’apres la premiere équation en (P), on a :
u" + f(u) = Agju — h (Vu).
Alors
Et) = /Q (20 (Ayu — (V) + 2(V u, Vu')y) do
= /Q (2u'Agu — 2u'h(Vu) + 2(Vu, Vu'y,) dr,

on applique la formule de Green (3.9) et puisque u = 0 sur Iy, on obtient donc

l ,8U
/Q (u'Agu+ (Vgu, Vyu'),) do = /F1 u o dr,
donc
E'(t) = 2u’@ dr’ —/ 2u'h(Vu) dx
T op Q ’

par le condition sur I'y, on a :

ou
’—dF:—/ (') dT
[ i

et par suite

Et) < 2/ || (V)| dar — 2/ W1(u!) T,

Q N1
I'hypothese (Hj) et (3.3) nous donnent
2/ || (V)| d — 2/ (') dl < 2@/ ||V yul, dz — 202/ /|2 dr,
Q I Q ry
en utilisant I'inégalité ab < £(a® + b?), on obtient
1
/ 12 2
L1l de < 5 [l + |V ul?) de,
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ce qui donne

(t) < 5/ (1> + |V ul?) d:v—2c2/ /|2 dT, (4.12)
0 r,
et par suite
E'(t) < BE(t) — 2, / /|2 dT, (4.13)
I
I'inégalité (4.13) conclut que le probléeme (P) n’est pas dissipatif. O

Comme le probleme (P) sous 1'énergie définie par (4.5) est non dissipatif, on définit une nouvelle
énergie par :

E.(t) = E(t) +ep(t), (4.14)
ou
1) =2 / o (z, ) H (u)(z, ) dz + (nb — <o) / oz, ulz, {) do (4.15)
Q Q
pour g € (0,b).
Lemme 4.4. E. est équivalente a F, c-a-d : il existe deux constantes positives (51,032, telles que
BE(t) < E-(t) < BE(1). (4.16)
Démonstration. On remarque que
|E=(t) — E@)] = elp(t)|
6( / [u' (2, t)H (u)(z,t)| dz + (nb — 80)/ |u(z, t)u(x, t)] dx) :
0
en suite, par le théoreme du représentation de Riesz on a H(u) = (H, V u),, donc
E.(t) — E(t)| < (2/ o (e, ){H, V)| o+ (b — 2o) [ |, i, ) d:c) ,
Q 0
en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

|<H7vgu>g‘ < |H|g|vgu|g
< M|Vgulg,

ou M = max|H|,, donc
Q

E.(t) — E(t)| < <2M/ ! (2, )] |V gul d + (b — o) /Q o (z, t)u(z, 1) dx) ,

d’apres inégalité ab < 1 (|al® + [b]?), on obtient

2 2 nb — &g 2 2
|E5(t)—E(t)\§5M/Q(|u’| +|Vyul2) do + /Q(m + Jul?) da

par 'inégalité [, [ul*dz < ¢ |[Vul2dz, on obtient

b— b
E.(t) — E(t)] < <5M+5” > €0>/Q|Vgu|§dx+ <5M+”

on prend C7 > M + E%, ce qui donne
|E-(t) — E(t)| < eCLE(),

d’ou le résultat. ]
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Lemme 4.5. La fonction p(t) définie par (4.15) vérifie pour toutt >0 :
P (t) = I(t) + L(t) + I3(t) + 14(t). (4.17)

ou

L(t) = /Q W RHW) + (nb— ey dz,  L(t) = /Q Agu [2H(u) + (nb — 0)u] d,

L) = — /Q h(Vau) [2H (u) + (nb — 2o)u] dz, Li(t) = — /Q F(w) [2H (u) + (nb — £0)u] dx.
Démonstration. En dérivant (4.15), on obtient
/ _ " o " 12
= 2/ H(u d:v+2/ ") dx + (nb 50)(/Quudx+/ﬂ|u|dx>,
par la premiere équation de (P), on a :
P = 2( /Q AguH(u) dv — /Q h(Vu) H(u) do — /Q F(u)H () do + /Q uH(u)da:)

(b — &) /Q (Agu — h(Vu) — f(u)) dz + (nb — &) /Q /|? da
= L(t) + L(t) + L) + L),

[
Lemme 4.6. La fonction I,(t) est majorée comme la suite
L) < M/ \u'mr—so/ W2 dz, V>0, (4.18)
r Q
ou M = maxg |H|,.
Démonstration. Par la regle de Leibniz et le lemme 3.1, on obtient
]t:/d‘ '2H—'2d'Hd+/ b— o) |2 da,
(1) = | (divy (Ju'[PH) o/ PdivgH) d+ | (nb = eo)|u[*da
le lemme 3.1 et le fait que u = 0 sur 'y nous donnent
/dzvg \u|H dx /|u] (H, 1) g
on obtient donc
1) :/ |u’]2(H,,u>ng—/ (div, H — nb) |u’|2dx—50/ ') di,
I Q Q
d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on sait que
| W H )yt < [P ]l aT
Fl 1—‘1
< M / /|2 dT.
I'1
Il résulte donc
L(t) < M/ [u/|? dT —/ (divgH — nb) |u'|* dx — 60/ || dz,
I Q Q
et puisque divgH > nb, donc
L(t) < M/ |u'|> dl’ — 50/ W' |* da.
I Q
0
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Lemme 4.7. La fonction I5(t) est estimée par :
L(t) < (nB — (n+2)b+ 250)/ IV ul? d + Ml/ /| dT, ¥t >0,
Q I

avec My est une constante a déterminé ultérieurement.

Démonstration. On utilise la formule de Green (3.9), on trouve

Ig(t):2</ dF / Vu>d>
—l—nb—go)(/m gZdF /VuVu>d>

(
2(/aQ (Vut (), p) T = [ (7, )Qd:c>
+ (nb — o) (/ (uV gu, p) g dI' — /Q \Vgulz dx) ,
par le lemme 3.1, on a :
/6 (VuH(w), 1), dT = /Q divy(V ul (v)) dz,
et
/89 (uVgu, )y dl’ = /Qdivg(uvgu) dx,
donc
L) = 2 ( /Q divy(V juH (u)) di — /Q (V,(H (1)), Vyu), d:v)
+(nb — &) </Q divg(uV u) dz — /Q Vgul? dx) :
Comme u = 0 sur I'y et par le lemme 4.2, on obtient
1 1 .
/Q (V,(H(u)),Vyu), dr = /Q (VH(Vgu, Vu) + Sdivy(VyulH) - 2|vgu\§dwgﬂ> dz,

mais, sur I'youI'; on a :

ou
Vgu = (Vgu, p)gp = o
et
ou ou
@MH( u) = 3M<Vgu,H> = (Vgu, o (H, 1)y = |Vgul2(H, 1),
donc

L) = —Q/QVH(VQU,VQU) dw—l—/ﬁ(ding—nb+sg)|Vgu\§da:

9] 9,
+ i <2uH(u) — |Vgul2(H, p) + (nb — ao)uu> dr +/r [V gul2(H, p)g dr.

o o

De plus, en utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

22 fyar < /2 Ou dT
I

I 8,u -

0 aq
< — |V ul? + —M?
< [ (a1| gl + 5
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ol a; et ¢ sont des constantes positives.
Dong, la derniere inégalité nous donne

L(t) < —2/QVH(Vgu, V,u) d:v+/ (divgH — nb + £)|Vgul? dx

o 9 oul? ou
— JM2 b— H, dr.
[ (alrw + G2 (= coug” = [Vl u>)
Mais, on a sur I'y
1 )
H, = Hov>—,
(H, p)g VAl a1

et par (Hy), on a
VH(V,u,Vu) = c(a:)|Vgu|3 > b|Vgu|§.

Donc
L(t) < /Q (div,H — (n+2)b — o) |V yul* dz

ou

o

_ — I Vi
+ Fl( al\vgu\g+(nb €0)U ,u+a1|v ul; +

2
dr,
"

)
+ (nb — Eo)uaZ) dr.  (4.20)

par la remarque 4.2, il résulte

ou?

L(t) < (nB — (n+2)b—|—50)/Q|Vgu|2dx+/F (C?MQ o

En estimant le dernier terme du deuxieme membre d’inégalité au-dessus, alors, on utilise le condition
de bord sur Iy puis 'hypothese (Hj) et I'inégalité de Holder et finalement I'inégalité [i. |ul*dI' <
¢ Jo |VgulZ dz pour tout u € V, on obtient

ou ou ay
b—co)ul + Lap ar — — (b— l’—M2l’2>dF
/. (( ol + M5 ) [ (b= coyui(u') = S22
< [ b= eq)lulli@)]dr + 502 [ [ dr
Fl 1—‘1
< cz(nb—eo)/ \uuu’de%M?/ l/|? dT
Fl 5 1—‘1
1
< ey(nb— / 24 T/ dr
< ea(nb — o) N (77|U| +477|U|>
+—62;1M2/ l/|? dT
< éca(nb —gp) 7]/|V ul? dx

+

nb—so CQCLEM2> |u’|2dF

- go/|v u|2dx+M/ /|2 d,

c2(nb—eo) cga; M?
ccz(nb €0) et Ml 4n + 6

Par conséquent, 'estimation (4.20) donne

oun =

L(t) < (nB—(n+2)b+250)/glvgu|§dx+M1/F /|2 dT.
1

o8
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Lemme 4.8. L’intégrale I3(t) satisfait [’estimation suivante
L) < B(2M + Enb)/ V,ul?dz, Vit >0, (4.21)
Q
ou ¢ est un constante positive vérifie

/ lul|? do < E/ Voul?dz, YuelV.
Q Q

Démonstration.
L(t) = — /Q h(Vu) (2H (u) 4+ (nb — o)u) dx
< 2 [ |H@IIh(Vu)|dz + (nb = =0) [ [ul[h(Vu)|do,
mais, par la théoreme de représentation de Riesz H(u) := (V,u, H), et par I'inégalité de Cauchy-

Schwarz, on trouve
2/9 (V) || H (u)| dz = z/ﬂ (VW) |[(V u, H),| do
< 2/9 (V)| yulg | H |, do
< oM /Q (V)| Vyu| da.
Donc
L(t) < 2M/Q R(V)||V yu| dz + (nb — 50)/Q\u||h(Vu)|dm,
I'hypothese (H3) nous assure

L) < 2BM/Q|Vgu|§dx+ﬁ(nb—5o)/ﬂ|u||Vgu|gdx,

en appliquant I'inégalité ab < %(az +b?), on aboutit

1
/Q\Vgu|g\u|d93 < 2(/Q|Vgu|2dx+/ﬂ|u|2da:)
1 _
2</Q|Vgu\2dx+c/9|vgu]2da:)

1/ _
5 <C/Q |V ul® dm—{—c/ﬂ ]Vgu|2dx>

= c YV, ul?d
C/Q| gu|” dx,

IN

IN

donc

I3(t)

IN

2BM/Q|Vgu|§dx+ﬂé(nb—so)/ﬂ|Vgu|§da:

< B(2M+Enb)/ |Vgu|§dm.
Q

Lemme 4.9. L’intégrale 14(t) vérifie l'inégalité suivante
L) < (mB—(nb—ego)r) | [W/]*dl, Vt>0. (4.22)
Iy
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Démonstration. Par (4.4), on obtient

L) < —(nb—eo)r /Q 2F (u) dz — /Q 2H (F(u)) da,

le lemme 3.1 nous donne

/Q H (F(u)) de = /Q (divy (F(u)H) — F(u)div,H) dz
— /Q div, (F(u)H) dz — /Q F(u)div, H do
- /F F(u)(H, ) I - /Q F(u)div,H dz,
donc
Ii(t) < — /Q ((nb — o) 1 — divy H) 2F (u) da — /F 2P (u) (H, 1) T

Mais comme F est positive et F(0)=0, on obtient

/Q (divgH — (nb — eo)r) 2F (u) d — /

I

OF (u)(H, ), dT’ < / (div,H — (nb — £0)r) 2F (u) dz,
Q

et par la remarque 4.2, on a :

divgH < nB,

donc, il résulte

L(t) < (nB — (nb — o)1) /Q 2F (u) da.

4.2 La décroissance exponentielle

La stabilité exponentielle de la solution du probléme (P) est assurée par le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. Soit u une solution du probléme (P), supposons que f vérifie (3.1) et (4.4). En plus,
on suppose que h satisfait (3.3) et les hypothéses (Hy), (Hs) et (Hy) sont vérifiées. Alors [’énergie
de (P) définie par (4.5) décroit exponentiellement vers 0, c-a-d : il existe deux constantes positives c
et w satisfassent l’inégalité suivante

E(t) < cE(0)e ™, Vt>0.

Démonstration. Soit 0 < 8 < 57—, on combine (4.18), (4.19), (4.21), (4.22) et (4.15), on trouve

Pt < (M + M) /F W/[2dT + (nB — (n + 2)b + 220) + B(2M + énb)) /Q IV gul2 dz
+ (nB — (nb —go)r) /Q 2F(u) dx — EO/Q [/ |? da,
on pose v := min{(n + 2)b — nB — 3g¢, (nb — g¢)r — nB, g0} qu’est positive par (Hs), donc
P(t) < —vE(t) + (M + M) /F /|2 dr. (4.23)
En utilisant (4.14), on obtient

EL(t) = E'(t) +ep'(t),
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4.2. LA DECROISSANCE EXPONENTIELLE

mais par (4.23), on a :

EL(t) < ~(e = BB — (2e0 = (M + M) [ /[Pl

on choisit € > 0 de sorte que 2c; —e(M + M) > 0, lorsque ¢ est fixé, on prend 5 > 0 pour que ey — 3
soit positive, on obtient donc
El(t) < —CyE(t), (4.24)

finalement par les inégalités (4.24) et (4.16), on déduit que
E. < -CypE. = —KE,, (4.25)

ou K = Cy3; > 0, donc
E.(t) < E.(0)e &,

en utilisant (4.16) pour la deuxieme fois, on obtient

E.(0)
B ©

d’ou la décroissance exponentielle du (P). O

E(t) <

Y

Remarque 4.3. Si A, = A, le probléme obtenu, (P.), est un cas particulier du (P), donc on le
associe par l’énergie suivante

B(t) = /Q (I (O + [Vu() +2F (u(t))) da, (4.26)

1l est dissipatif sous l’énergie équivalente

E(t) + 25/Qu’(x, t)(x — o). Vu(z,t)dx + e(n — &) /Q u'(z, t)u(x, t) de, (4.27)

pour g € (0,1) et € > 0 suffisamment petit.
Le corollaire ci-dessous assure la décroissance exponentielle de (P,).

Corollaire 4.1. Soit u € C'([0,00); V) N C" ([0, 00); L*(2)) une solution de (P.), supposons que les
conditions (3.4), (3.5), (4.4), (3.1) et (3.3) pour ag = 1 et 5 sont satisfait, alors l’énergie E(t) de
(P.) définie par (4.26) décroit exponentiellement, c-d-d

E(t) <éE(0)e ™, WVt >0,

pour tout constantes ¢, w indépendant de t.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons considéré une équation d’ondes semi-linéaire avec des coefficients
variables et des conditions aux limites non linéaire. En se basant sur les approximations de Faedo-
Galarekin ainsi que la méthode de compacité, nous avons analysé la question d’existence et 1'unicité
de solution intégrable et réguliere pour ce probléeme. Finalement, nous avons obtenu la stabilité
exponentielle de la solution par introduire une nouvelle énergie équivalente du systéme et en utilisant
la méthode de multiplicateur d’énergie dans la variété riemannienne.
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