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Résumé 

 

Résumé 

 

Dans ce mémoire, on a traité le concept des opérateurs p-nucléaires dans les 

cas: des opérateurs  Lipschitz et polynômes m-homogènes. On a étudié les 

relations entre la classe des opérateurs de type p-nucléaires et les différentes 

définitions classes de sommabilité. (opérateurs p-sommant, opérateurs p-

intégraux). 
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Abstract 

 

In this thesis, we studied the concept of p-nuclear operators for the cases of 

Lipschitz operators and m-homogeneous polynomials. We studied the 

relationship between the class of p-nuclear operators and the different 

definitions of summability. (p-summing operators, p-integral operators) 
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Notations

Lp(µ), 1 ≤ p ≤ ∞ L’espace de Lebesgue.

p∗ L’exposant conjugué de p :
1

p
+

1

p∗
= 1.

‖.‖p La norme associée à l’espace de Lebesgue Lp(µ).
‖.‖X La norme associée à l’espace X.
X ↪→ Y L’injection de X dans Y .
K Corps des scalaires réels ou complexes.
BX Boule unité fermée de l’espace X.
σ(X∗, X) Topologie faible-* définie sur X∗.
C(K) Espace des fonctions continues sur un compact K.
L(X, Y ) Espace des opérateurs linéaires de X dans Y .
L(X, Y ) Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y .
Πp(X, Y ) Espace des opérateurs linéaires p−sommants de X dans Y .
Np(X, Y ) Espace des opérateurs linéaires p−nucléaires de X dans Y .
Ip(X, Y ) Espace des opérateurs linéaires p−intégraux de X dans Y .
Lip(X, Y ) Espace des opérateurs Lipschitz de X dans Y.
X] = Lip0(X,R) Dual de l’espace de Lipschitz de X.
M(X) Espace linéaire de toutes les molécules sur X.
Æ(X) Espace de Arens et Eells.
u∗ Adjoint d’un opérateur linéaire u.
T ] Adjoint d’un opérateur Lipschitz T .
X ⊗ Y Le produit tensoriel de X par Y .
X ⊗ε Y Le produit tensoriel injectif de X par Y .
X ⊗π Y Le produit tensoriel projectif de X par Y .
ΠL
p (X, Y ) Espace des opérateurs Lipschitz p−sommants de X dans Y .
N L
p (X, Y ) Espace des opérateurs Lipschitz p−nucléaires de X dans Y .
ILp (X, Y ) Espace des opérateurs Lipschitz p−intégraux de X dans Y .
L(X1, ..., Xm;Y ) Espace des opérateurs m-linéaires de X1 × · · · ×Xm dans Y .
L(X1, ..., Xm;Y ) Espace des opérateurs m-linéaires continus de X1 × · · · ×Xm dans Y .
P(mX, Y ) Espace des polynômes m-homogènes de X dans Y .
PN−p(mX, Y ) Espace des polynômes m-homogènes p−nucléaires de X dans Y .
PI−p(mX, Y ) Espace des polynômes m-homogènes strictement p−intégraux de X dans Y .
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Introduction

Dans [22], le célèbre mathématicien A. Grothendieck a introduit et étudié, pour la pre-
mière fois, le concept des opérateurs linéaires 1-nucléaires. Dans [22], Persson et Pietsch
ont généralisé cette notion pour tout p, 1 < p ≤ ∞, et ils est établi des relations entre
l’espace constitué par ces opérateurs et les espaces bien connus : l’espace des opérateurs
linéaires p−sommants et l’espace des opérateurs linéaires p−intégraux.

Plusieurs auteurs ont étudié les polynômes nucléaires entre deux espaces de Banach (
[2], [5], [16], [29] ) comme extension aux cas polynomiaux, les résultats connus dans le cas
linéaire et autres.

Récemment, Chen et Zheng [12] ont introduit la notion des opérateurs Lipschitz p−nucléaires
où ils ont donné, parmi d’autres résultats, le théorème de la factorisation pour cette classe
d’opérateurs.

Dans ce mémoire. Nous avons étudié tous les travaux cités pour comprendre première-
ment et pour laisser nos traces sur ce thème, pour se faire nous avons organisé ce manuscrit
comme suit :

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé quelques définitions importantes pour
notre travail, tels que, les opérateurs linéaires continus, topologie faible, topologie faible-*,
espaces de Banach,...

Le deuxième chapitre est consacré aux opérateurs linéaires p−nucléaires au sens de
Pietsch, un opérateur linéaire u : X → Y entre deux espaces de Banach est p−nucléaire
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s’ils existent des suites (x∗n)n ∈ `p(X∗) et (yn)n ∈ `wp∗(Y ) (1 ≤ p ≤ ∞) telles que

u =
∑
n

x∗n ⊗ yn.

où la série est convergente dans L(X, Y ), Np(X, Y ) l’ensemble de tous les opérateurs li-
néaires p−nucléaires. Des propriétés essentielles, quelques relations avec les opérateurs li-
néaires p−sommants et les opérateurs linéaires p−intégraux sont données.

Dans le troisième et le quatrième chapitres, nous avons généralisé quelque les notions et
les résultats étudiés dans le deuxième chapitre aux opérateurs Lipschitz et aux polynômes,
respectivement.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et notations concernant les espaces de
Banach, les résultats élémentaires et les outils que nous aurons à utiliser dans ce mémoire.

1.1 Les espaces de Banach

Définition 1.1.1 (Espaces métriques) [21] Une distance sur un ensemble X est une
application

d : X ×X → R+,

telle que :
a) ∀x ∈ X, ∀y ∈ X, d(x, y) = 0⇔ x = y (séparation),
b) ∀x ∈ X, ∀y ∈ X, d(x, y) = d(y, x) (symétrie),
c) ∀x ∈ X, ∀y ∈ X, ∀z ∈ X, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

On appelle espace métrique tout couple (X; d) constitué d’un ensemble X et d’une distance
d sur X.

Définition 1.1.2 Une suite u = (un)n≥0 dans un espace métrique (X, d) est dite de Cau-
chy si elle vérifie la propriété suivante

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n,m ≥ N, d(un, um) < ε.

Exemple 1.1.3 Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.1.4 [21] Si dans un espace métrique (X, d) toute suite de Cauchy est conver-
gente, on dit que cet espace complet.
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Définition 1.1.5 (Espace vectoriel normé) Soit X un espace vectoriel sur le corps K =

(R ou C). Une application ‖ . ‖: X → R+ est une norme ssi
i) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ K, ‖ λx ‖= |λ| ‖ x ‖ (homogénéité ).
ii) ∀x, y ∈ X, ‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖( inégalité triangulaire ).
iii) ∀x ∈ X, ‖ x ‖= 0⇐⇒ x = 0.

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.
Si seules les deux premières propriétés sont satisfaites, on dit que ‖.‖ est une semi-norme.

Remarque 1.1.6 Définissons l’application :

d : X ×X → R+

(x, y) 7→ d(x, y) = ‖x− y‖,

On peut montrer que d est une distance sur X.
Ainsi tout espace vectoriel normé est un espace métrique.

Définition 1.1.7 ( Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est appelé
espace de Banach.

Exemple 1.1.8 (Les espaces de suites) Pour 1 ≤ p < ∞, on note `p(N) ou tout sim-
plement par `p formé des suites x = (xn)n ⊂ K telles que

∑
n

|xn|p < +∞.

L’espace `p est un espace de Banach muni de la norme :

‖ x ‖p=

(∑
n

|xn|p
) 1

p

.

L’espace des suites bornées muni de la norme :

‖x‖∞ = sup
n∈N
|xn|

est un espace de Banach noté `∞(N) ou tout simplement par `∞.
On note c0(N) ou c0 le sous-espace fermé de `∞ des suites qui convergent vers zéro.

Exemple 1.1.9 (Les espaces de fonctions continues) Soit K un espace topologique com-
pact. On désigne par C(K) l’espace de Banach des fonctions continues de K dans R muni
de la norme de la convergence uniforme :

‖ f ‖C(K)= sup
x∈K
| f(x) | .
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Exemple 1.1.10 (Les espaces de fonctions intégrables) Soit (Ω,Σ, µ) un espace me-
suré, f une fonction Σ-mesurable. On définit

‖f‖p =

(∫
Ω

|f(x)|pdµ
)1/p

, si 1 ≤ p < +∞,

‖f‖∞ = sup
x∈Ω

ess|f(x)|, si p = +∞,

Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace de Banach Lp(µ) = Lp(Ω,Σ, µ) représente l’espace de toutes
les classes d’équivalence, modulo l’égalité presque partout, des fonctions Σ-mesurables telles
que ‖f‖p < +∞, µ la mesure de Lebesgue.

Remarque 1.1.11 On a `p = Lp(N,P(N), µ) avec µ la mesure de comptage.

1.2 Généralités sur les opérateurs linéaires

Définition 1.2.1 [21] Soient X et Y deux espaces vectoriels topologiques. Une application
u définie de X dans Y est dite opérateur linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :
pour tout x, y dans X et α dans K

i) u(αx) = αu(x).
ii) u(x+ y) = u(x) + u(y).

On note par L(X, Y ) l’ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y .

Définition 1.2.2 [21] Soient X et Y deux espaces topologiques. On dit qu’ un opérateur
u de X dans Y est continu au point x0, si pour tout ouvert V de Y contenant y0 = ux0,
il existe un ouvert U de X contenant x0, tel que l’image de U par u est contenu dans V .
Un opérateur u : X → Y est appelé continu, lorsqu’il est continu en tout x ∈ X.

Proposition 1.2.3 Soient X et Y deux espaces normés, u : X → Y un opérateur. Alors
u est continu au point x0, si et seulement si,

∀ε > 0, ∃δ > 0, ‖x− x0‖X < δ ⇒ ‖u(x)− u(x0)‖Y < ε.

On note par L(X, Y ) l’ensemble des opérateurs linéaires continus deX dans Y . On écrira
L(X) à la place de L(X,K), l’ensemble des formes linéaires sur X. L’ensemble L(X, Y ) est
un espace vectoriel sur K.
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Définition 1.2.4 Un opérateur linéaire u de X dans Y est dit borné s’il est défini partout
dans X et transforme tout ensemble borné de X en un ensemble borné de Y .

Proposition 1.2.5 (Linéarité et continuité) Soient X et Y deux espaces normés, u :

X → Y un opérateur linéaire. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) L’opérateur u est continu sur X.
(2) L’opérateur u est continu en 0.
(3) Il existe une constante C > 0 telle que

‖u(x)‖ ≤ C‖x‖, pour tout x dans X.
(4) L’ opérateur u est borné.

On pose, alors

‖u‖ = sup
‖x‖≤1

‖u(x)‖

= sup
x6=0

‖u(x)‖
‖x‖

= inf{C,C vérifiant l’inégalité ci-dessus}.

Définition 1.2.6 Soient X, Y deux espaces normés.
Si un opérateur linéaire u : X → Y est bijectif continu et si u−1 : Y → X est continue, on
dit que u est un isomorphisme entre X et Y .

On dit que X et Y sont isomorphes (X ∼ Y ), s’il existe un isomorphisme entre X et
Y ; on dit qu’il sont isométriques (X ' Y ) s’il existe un isométrie u : X → Y , c’est
à dire ‖u(x)‖ = ‖x‖ pour tout x ∈ X.

1.3 Dualité, Topologies faible et faible-*

On notera par X et Y deux espaces de Banach et la boule unité de X sera notée BX .
On désigne par X∗ le dual topologique de X, l’espace des formes linéaires continues sur X,
muni de la norme duale

‖f‖X∗ = sup
x∈BX

|f(x)|.

Les éléments de X∗ seront le plus généralement notés par x∗. Pour x∗ ∈ X∗ et x ∈ X on
écrira souvent 〈x∗, x〉 au lieu de x∗(x).
On note par X∗∗ le bidual de X (X∗∗ = (X∗)∗).
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Définition 1.3.1 (Adjoint d’un opérateur linéaire) Soit u : X → Y une application
linéaire continue, on appelle adjoint ou dual de u l’unique application linéaire continue
u∗ ∈ L(Y ∗, X∗) tel que

∀x ∈ X, ∀y∗ ∈ Y ∗, < u∗y∗, x >=< y∗, ux > .

De plus, on a ‖u‖ = ‖u∗‖.

Le dual de u∗ soit u∗∗ : X∗∗ → Y ∗∗ sappelle le bidual de u.

Remarque 1.3.2 On a (uv)∗ = v∗u∗ pour tout u ∈ L(X, Y ) et v ∈ L(Z,X).

Définition 1.3.3 L’injection canonique kX : X → X∗∗ qui à tout x ∈ X associe kX(x)

telle que
〈kX(x), x∗〉 = 〈x∗, x〉 , ∀x∗ ∈ X∗.

• kX est une application linéaire isométrique i.e ‖kX(x)‖X∗∗ = ‖x‖X pour tout x ∈ X.
• X est réflexif si kX est bijective i.e. surjective.

Exemple 1.3.4 L’espace Lp est réflexif pour 1 < p <∞, et L1 n’est pas réflexif.

Définition 1.3.5 (Topologies faible et faible-*) Si X un espace de Banach, sa topo-
logie faible σ(X,X∗), plus simplement notée w, est la topologie la moins fine pour laquelle
toutes les formes linéaires continues (pour la norme) ϕ ∈ X∗ restent continues.
Sur le dual X∗, outre la topologie de la norme ‖ · ‖ et la topologie faible σ(X∗, X∗∗), on peut
définir la topologie préfaible, ou faible-*, notée aussi σ(X∗, X) qui est la topologie la moins
fine rendant continues toutes les applications linéaires (ϕx)x∈X où

ϕx : X∗ → R

f 7−→ ϕx(f) =< f, x >

pour tout x ∈ X.

On a naturellement une notion de convergence pour la topologie faible-* sur X∗ qui se
définit comme suit : On dit qu’une suite (fn)n de X∗ converge faiblement-* vers f , ce que
l’on note fn

∗
⇀ f si et seulement si fn(x)→ f(x), pour tout x ∈ X. On vérifie sans peine

les propriétés suivantes de la convergence faible-* :
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- Si (fn) converge faiblement-*, sa limite faible-* est unique,
- Si fn → f (i.e. ‖fn − f‖ → 0) alors fn

∗
⇀ f ,

- Si fn ⇀ f pour σ(X∗, X∗∗) alors fn
∗
⇀ f ,

- Toute suite faiblement-* convergente de X∗ est bornée,
- Si fn

∗
⇀ f alors ‖f‖ ≤ lim inf ‖fn‖,

- Si fn
∗
⇀ f et si xn → x dans X (fort) alors fn(xn)→ f(x).

Théorème 1.3.6 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) . La boule unité fermée BX∗ de X∗ est
compacte pour la topologie faible* σ(X∗, X).

Le théorème suivant donne une caractérisation importante des espaces réflexifs.

Théorème 1.3.7 (Kakutani) Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et
seulement si

BX = {x ∈ X; ‖x‖X ≤ 1}

est compact pour la topologie σ(X,X∗).

1.4 Définitions

Définition 1.4.1 (Opérateur de rang fini) Soient X et Y deux espaces normés et u :

X → Y un opérateur linéaire. On dit que u est un opérateur de rang fini si Imu est un
espace de dimension finie.
De plus, u est de rang fini si et seulement si

u(x) =
n∑
i=1

< x∗i , x > yi.

avec x∗1, ..., x∗n ∈ X∗ et y1, ..., yn ∈ Y . L’espace des opérateurs linéaires de rang fini sera
noté Lf (X, Y ).

Définition 1.4.2 Soit u un opérateur d’un espace normé X dans un espace normé Y .
On dit que u est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné X0 dans X à
un ensemble relativement compact u(X0) dans Y . Autrement dit, la fermeture u(X0) est
compact.

8



Remarque 1.4.3 Tout opérateur u de rang fini continue est compact. En effet, l’ensemble
u(BX) est alors un ensemble borné d’un espace vectoriel de dimension finie(Théorème de
Riesz). D’après le résultat précédent, toute limite u en norme d’opérateur d’une suite (un)n

d’opérateurs de rang fini est compacte. C’est une méthode assez efficace pour vérifier que
certains opérateurs sont compacts.

Définition 1.4.4 [19] On dit qu’un espace de Banach Z est injectif si pour tout espace
de Banach X, pour tout sous-espace de Banach X0 de X et pour tout opérateur continu
u : X0 → Z, il existe une extension continue ũ : X → Z de u, telle que ‖u‖ = ‖ũ‖.

X0 Z

X

u

ũ

Définition 1.4.5 [19] Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et λ > 1. On dit qu’un espace de Banach X
est un Lp,λ-espace, si pour tout sous-espace E de dimension finie de X, il existe un sous
espace F de dimension finie de X contenant E et un isomorphisme v : F → `

dim(F )
p avec

‖v‖.‖v−1‖ < λ.

On dit que X est un Lp-espace s’est un Lp,λ-espace, pour un certain λ > 1.

Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, pour 1 ≤ p ≤ ∞ les espaces de Lebesgue Lp(µ) sont
des Lpespaces . L’espace C(K) des fonctions continues sur un compact K est un L∞espace.

Définition 1.4.6 (Sous-espace complémentaire) . Soit X un espace de Banach et Y
un sous-espace fermé de X. On dit que Y est complémentaire (complemented) dans X s’il
existe un sous-espace fermé Z tel que

X = Y ⊕ Z.

Le sous-espace fermé Z s’appelle complémentaire de Y.

Théorème 1.4.7 Soit X un espace de Banach, pour tout sous-espace Y de dimension finie
de X, il existe une projection continue P de X sur Y, c’est à dire qu’il existe un sous-espace
fermé Z tel que

X = Y ⊕ Z.
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Chapitre 2

Opérateurs linéaires p−nucléaires

2.1 Opérateurs linéaires p−sommants

Commençons cette section par quelques préliminaires. Soient X un espace de Banach
et 1 ≤ p ≤ ∞. On note par `np (X) ( pour n = +∞, on a `np (X) = `p(X)) l’espace des suites
(xi)

n
i=1 dans X p−sommables, muni de la norme

‖(xi)ni=1‖p =

(
n∑
i=1

‖xi‖pX

)1/p

, si 1 ≤ p < +∞,

‖(xi)ni=1‖∞ = sup
i
‖xi‖X , si p = +∞

.

On note par `nwp (X) l’espace des suites (xi)
n
i=1 dans X faiblement p−sommables, muni

de la norme
wp((xi)

n
i=1) = sup

x∗∈BX∗

(
n∑
i=1

| < x∗, xi > |p
)1/p

, si 1 ≤ p < +∞,

w∞((xi)
n
i=1) = sup

x∗∈BX∗
sup
i
| < x∗, xi > |, si p = +∞

.

Si p = +∞, on a `∞(X) = `w∞(X), pour plus de détails voir [19].

Rappelons la définition d’un opérateur linéaire p−sommant introduite par Grothendieck
pour p = 1, dans [22].
En 1967, Pietcsh était le premier qui a généralisé la notion des opérateurs p−sommants,

10



il a défini la classe des opérateurs p−sommants et a montré quelques propriétés intéres-
santes, parmi les principaux résultats parûs dans [35] on peut trouver les théorèmes des
dominations, factorisations, les théorèmes d’inclusions,...

Définition 2.1.1 On suppose que 1 ≤ p < ∞. Soit u : X → Y entre deux espaces de
Banach. On dit que l’opérateur u est p-sommant s’il existe une constante c ≥ 0 et pour
toute suite finie (xi)

n
i=1 de X, on ait :

n∑
i=1

‖u(xi)‖p ≤ cp sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

|x∗(xi)|p. (2.1)

On désigne par πp(u) la plus petite constante c vérifiant (2.1). On désigne par Πp(X, Y )

l’espace des opérateurs p−sommants de X dans Y .

Remarque 2.1.2 1) la formule (2.1) peut s’écrire :

‖(u(xi))
n
i=1‖p ≤ cwp((xi)

n
i ). (2.2)

Donc des opérateurs p−sommants transforment les suites faiblement p−sommantes
vers suites fortement p-sommantes.

2) Il est clair que pour tout u ∈ Πp(X, Y ) on a ‖u‖ ≤ πp(u). Donc, u est continu.
3) Si p =∞, la formule (2.2) s’écrit :

‖(u(xi))
n
i=1‖∞ ≤ cw∞((xi)

n
i=1). (2.3)

on aura :
sup

1≤i≤n
‖u(xi)‖ ≤ c sup

1≤i≤n
‖xi‖.

On conclut que si p =∞ l’ensemble Πp(X, Y ) sera identique à L(X, Y ).

Proposition 2.1.3 ([19], p 38) Πp(X, Y ) muni de la norme πp(.) est un espace de Ba-
nach.

L’opérateur suivant constitue un exemple de base pour les opérateurs p−sommants.

Exemple 2.1.4 ( [19], p 41) Soient K un compact et µ une mesure de probabilité régu-
lière sur K. Alors
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1) L’injection canonique (1 ≤ p <∞)

jp : C(K)→ Lp(K,µ)

est p-sommant avec πp(jp) = 1.
2) L’opérateur d’inclusion suivant

ip : L∞(µ) → Lp(µ)

f 7→ ip(f) = f

est p-sommant et on a πp(ip) = 1.

3) Soit 1 ≤ p <∞, L’opérateur diagonal

Mλ : `∞ → `p

(ξn)n 7→ (λnξn)n

tel que λ = (λn)n ∈ `p, est p-sommant. De plus, on a ‖Mλ‖ = πp(Mλ) = ‖λ‖p.

Théorème 2.1.5 [19] Si 1 ≤ p < q <∞, alors

Πp(X, Y ) ⊆ Πq(X, Y )

De plus,

πq(u) ≤ πp(u) pour tout u ∈ Πp(X, Y ).

Preuve. Soit (xi)
n
i=1 ⊂ X. On pose λi =‖ u(xi) ‖

q
p
−1, donc

‖ u(xi) ‖q=‖ u(λixi) ‖p .

Si u ∈ Πp(X, Y ), on aura( n∑
i=1

‖ u(xi) ‖q
) 1

p

=

( n∑
i=1

‖ u(λixi) ‖p
) 1

p

≤ πp(u) sup
x∗∈BX∗

( n∑
i=1

|λpix∗(xi)|p
) 1

p

.
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D’après l’inégalité de Hölder
(

1

q/p
+

1

q/(q − p)
= 1

)
:

( n∑
i=1

‖u(xi)‖q
) 1

q

≤ πp(u) sup
x∗∈BX∗

( n∑
i=1

λ
qp/(q−p)
i

)(q−p)/qp( n∑
i=1

|x∗(xi)|pq/p
) 1

p
p
q

= πp(u) sup
x∗∈BX∗

( n∑
i

‖u(xi)‖q
)(1/p)−(1/q)( n∑

i=1

|x∗(xi)|q
) 1

q

.

On trouve ( n∑
i=1

‖u(xi)‖q
) 1

p

≤ πp(u) sup
x∗∈BX∗

( n∑
i=1

|x∗(xi)|q
) 1

q

.

C’est à dire

πq(u) ≤ πp(u) pour tout u ∈ Πq(X, Y ).

Proposition 2.1.6 ([19], p 37) Si u ∈ L(X, Y ) est de rang fini. Alors u est p-sommant
pour tout 1 ≤ p <∞.

Théorème 2.1.7 (Propriété d’idéal) Soit 1 ≤ p <∞.
Si u ∈ L(Y0, Y ), w ∈ L(X,X0) et v ∈ Πp(X0, Y0), alors

uvw ∈ Πp(X, Y ) et πp(uvw) ≤ ‖u‖πp(v)‖w‖.

Preuve. On a ‖uvw(x)‖ ≤ ‖u‖‖v(w(x))‖, ∀x ∈ X.
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Soient (xi)
n
i=1 ⊂ X, donc (w(xi))

n
i=1 ⊂ X0 et( n∑

i=1

‖v(w(xi))‖p
) 1

p

≤ πp(v) sup
y∗∈BX∗0

( n∑
i=1

| < y∗, w(xi) > |p
) 1

p

≤ πp(v) sup
y∗∈BX∗0

( n∑
i=1

| < w∗(y∗), xi > |p
) 1

p

≤ πp(v)‖w∗‖ sup
y∗∈BX∗0

( n∑
i=1

| < w∗(y∗)

‖w∗‖
, xi > |p

) 1
p

≤ πp(v)‖w∗‖ sup
x∗∈BX∗

( n∑
i=1

| < x∗, xi > |p
) 1

p

,

d’où ( n∑
i=1

‖uvw(xi)‖p
) 1

p

≤ ‖u‖πp(v)‖w‖ sup
x∗∈BX∗

( n∑
i=1

| < x∗, xi > |p
) 1

p

.

Alors
uvw ∈ Πp(X, Y ) et πp(uvw) ≤ ‖u‖πp(v)‖w‖.

Proposition 2.1.8 (Propriété d’injectivité) Si Y est un sous-espace de Y0 et i : Y →
Y0 une isométrique, alors

u ∈ Πp(X, Y )⇔ iu ∈ Πp(X, Y0).

De plus,
πp(iu) = πp(u).

On va maintenant présenter le théorème qui caractérise les opérateurs p−sommants.
Pour la démonstration, voir [19].

Théorème 2.1.9 (Le théorème de domination /factorisation de Pietsch) Soit u :

X → Y un opérateur linéaire entre deux espaces de Banach, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

14



i) u est p-sommant,
ii) Il existe une mesure de probabilité régulière µ sur BX∗ et une constante C > 0 telles

que pour tout x ∈ X,

‖u(x)‖p ≤ Cp

∫
BX∗

| < x∗, x > |pdµ(x∗).

(Domination de Pietsch ).
iii) Il existe une mesure de probabilité régulière µ sur BX∗, munie de la topologie faible*,

un sous-espace Sp de Lp(µ) et un opérateur ũ ∈ L(Sp, Y ) tel que

u = ũj̃piX

où iX : X → iX(X) ⊂ C(BX∗) est une isométrie injective et j̃p : iX(X) → Sp est
restreint jp à iX(X). Autrement dit le diagramme suivant commute.

X
u−−−−−−−−→ Y

iX

y xũ
iX(X)

j̃p−−−−−−−−→ Sp

↪→ ↪→

C(BX∗)
jp−−−−−−−−→ Lp(µ)

De plus, on a
πp(u) = ‖ũ‖.

(Factorisation de Pietsch ).

Le corollaire suivant nous donne une factorisation des opérateurs p−sommants à valeurs
dans un espace de Banach injectif.

Corollaire 2.1.10 ([19], p 47) Soit K un espace compact de Hausdorff. Si Y est un es-
pace de Banach injectif alors l’opérateur u : X → Y est p-sommant si et seulement s’il existe
une mesure de probabilité de Borel régulière µ sur K et une application ũ ∈ L(Lp(µ), Y ) tel
que u = ũjpiX . Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif
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X
u−−−−−−−−→ Y

iX

y xũ
C(K)

jp−−−−−−−−→ Lp(µ)

avec πp(u) = ‖ũ‖.

Le corollaire suivant nous donne une factorisation des opérateurs p−sommants définis
sur C(K).

Corollaire 2.1.11 ([19], p 48) Soit K un espace compact de Hausdorff, u : C(K) → Y

est p−sommant si et seulement s’ il existe une mesure de probabilité de Borel régulière µ
sur K et une application ũ ∈ L(Lp(µ), Y ) telle que ũjp = u :

C(K) u //

jp $$

YOO

ũ

Lp(µ)

et on a dans ce cas ‖ũ‖ = πp(u).

Théorème 2.1.12 (Théorème de composition) Soient 1 ≤ p, q <∞ et
1

r
= min{1, 1

p
+

1

q
}, si u ∈ Πp(Y, Z) et v ∈ Πq(X, Y ), alors

uv est r-sommant, et πr(uv) ≤ πp(u).πq(v).

2.2 Opérateurs linéaires p−nucléaires

On commence cette section par introduire quelques définitions, propriétés et notations
concernant les opérateurs p−nucléaires. Pour plus de détails voir ( [19], [40] ).

Définition 2.2.1 ([40], p40) On suppose que 1 ≤ p ≤ ∞. Soient X et Y deux espaces
de Banach. Une application linéaire u : X → Y est dite p-nucléaire s’ils existent des suites
(x∗n)n ⊂ X∗ et (yn)n ⊂ Y telles que

u =
∑
n

x∗n ⊗ yn
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et Np ((x∗n)n, (yn)n) <∞, avec

Np((x
∗
n)n, (yn)n) =

(∑
n

‖x∗n‖
)(

sup
n
‖yn‖

)
, p = 1

Np((x
∗
n)n, (yn)n) =

(∑
n

‖x∗n‖p
) 1

p

sup
y∗∈BY ∗

(∑
n

| < y∗, yn > |p
∗
) 1

p∗

, 1 < p <∞

Np((x
∗
n)n, (yn)n) =

(
sup
n
‖x∗n‖

)
sup

y∗∈BY ∗

∑
n

| < y∗, yn > |, p =∞.

L’espace formé par ces opérateurs est noté Np(X, Y ) et on le muni par la norme

νp(u) := inf Np((x
∗
n)n, (yn)n).

Remarque 2.2.2 Les opérateurs 1-nucléaires sont souvent appelés opérateurs nucléaires.

Exemple 2.2.3 L’opérateur diagonal est nucléaire, on peut l’écrire comme suivant :

Mλ =
∞∑
n=1

λnen ⊗ en,

telle que (en)n est la base de `1.
On a ν(Mλ) ≤

∑
n

|λn| = ‖Mλ‖, on sait que ‖Mλ‖ ≤ ν(Mλ) donc ν(Mλ) = ‖Mλ‖.

Théorème 2.2.4 (Propriété d’idéal) . Soit 1 ≤ p ≤ ∞.
Si u ∈ L(Y, Y0), v ∈ Np(X, Y ) et w ∈ L(X0, X), alors,

uvw ∈ Np(X0, Y0) et νp(uvw) ≤ ‖u‖νp(v)‖w‖.

Preuve. En effet, soit v =
∑
n

x∗n ⊗ yn avec νp(v) := inf ‖x∗n‖‖yn‖ < ∞. Alors, pour tout

x ∈ X,

u(vwx) = u

(∑
n

< x∗n, wx > yn

)
=
∑
n

< x∗n, wx > u(yn).

D’où
uvw =

∑
n

w∗(x∗n)⊗ u(yn)

Donc, uvw ∈ Np(X0, Y0) et on a

νp(uvw) ≤ ‖w∗(x∗n)‖‖u(yn)‖

≤ ‖w∗‖‖x∗n‖‖u‖‖yn‖

= ‖w‖‖u‖‖x∗n‖‖yn‖.
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D’où
νp(uvw) ≤ ‖u‖νp(v)‖w‖.

Lemme 2.2.5 Les opérateurs : a de `p dans X et b de X dans `∞ sont définis respective-
ment par :
(xn)n 7→

∑
n

xnyn et x 7→ (< x∗n, x >)n .

Théorème 2.2.6 Un opérateur u ∈ L(X, Y ) est p-nucléaire si et seulement s’il admet la
factorisation suivante,

X
u−−−−−−−−→ Y

b

y xa
`∞

Mλ−−−−−−−−→ `p

avec a et b sont des opérateurs linéaires bornés. Pour u ∈ Np(X, Y ) on définit

νp(u) = inf ‖a‖‖λ‖p‖b‖.

Preuve.

On suppose que u est p−nucléaire donc ils existent des suites (x∗n)n ⊂ X∗ et (yn)n ⊂ Y

telles que u =
∑
n

x∗n ⊗ yn. Soient

b : X → `∞, x 7→
(
x∗n(x)

‖x∗n‖

)
n

,

Mλ : `∞ → `p, (tn)n 7→
(
‖x∗n‖tn

)
n

, λ = (‖x∗n‖)n

a : `p → Y, (sn)n 7→
∑
n

snyn.

Évidemment, u = aMλb et ‖Mλ‖ =

(∑
n

‖x∗n‖p
) 1

p

(1 ≤ p <∞) pour p = 1, on a

‖a((sn)n)‖ = sup
y∗∈BY ∗

| < y∗,
∑
n

snyn > | ≤
(∑

n

|sn|
)(

sup
n
‖yn‖

)
.
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Donc
‖a‖ ≤ sup

n
‖yn‖ pour p = 1.

Pour 1 < p <∞, on a

‖a((sn)n)‖ = sup
y∗∈BY ∗

| < y∗,
∑
n

snyn > | ≤ sup
y∗∈BY ∗

(∑
n

|sn|p
) 1

p
(∑

n

‖ < y∗, yn > ‖p
∗
) 1

p∗

donc

‖a‖ = sup
y∗∈BY ∗

(∑
n

‖ < y∗, yn > ‖p
∗
) 1

p∗

pour 1 < p <∞.

Pour p =∞,

‖Mλ‖ = sup
n
‖x∗n‖, ‖a‖ ≤ sup

y∗∈BY ∗

∑
n

| < y∗, yn > |,

donc

u = aMλb et inf ‖a‖‖Mλ‖‖b‖ ≤ νp(u).

L’inégalité opposée de vient que de Mλ est p−nucléaire et de la propriété d’idéal.

Remarque 2.2.7 a) On remarque que ‖u‖ ≤ νp(u). Alors Np(X, Y ) ⊂ L(X, Y ), pour
tout 1 ≤ p ≤ ∞.

b) Tout opérateur p-nucléaire est une limite, ou norme, d’une suite d’opérateurs de rang
fini, alors c’est un opérateur compact.

Proposition 2.2.8 [19] Soit u : X → Y un opérateur linéaire borné entre deux espaces de
Banach. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i ) u est p-nucléaire.
ii ) u admet une factorisation u : X

b−→ co
Mλ−−→ `p

a−→ Y où a et b sont des opérateurs
compacts.

iii ) Il existe des suites (λn) ∈ `p, (x∗n) ⊂ BX∗ et (yn) ∈ `wp (Y ) telles que

u =
∑
n

λnx
∗
n ⊗ yn,

la série étant convergente dans L(X, Y ).
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Preuve.

De même que plus haut, on vérifie que pour toute suite λ = (λn)n≥1 ∈ `p il existe
α = (αn)n≥1 ∈ c0 et σ = (σn)n≥1 ∈ `p telles que λn = αn.σn et on peut vérifier que pour
tout ε > 0, on peut choisir α et σ de façon que αn ≥ 0 et ‖α‖‖λ‖ ≤ (1 + ε)‖λ‖.
Comme (α

1
2
n )n≥1 ∈ c0, cette suite peut être utilisée pour construire deux opérateurs dia-

gonaux b0 : `∞ → c0 et a0 : `p → `p. A partir de la décomposition u = a ◦Mλ ◦ b avec
a ∈ L(`p, Y ), b ∈ L(X, `∞), on obtient la factorisation u = (a ◦ a0) ◦Mλ ◦ (b0 ◦ b) qui est du
type (ii). De plus, on a νp(u) = inf ‖a‖‖λ‖‖b‖ où l’inf est calculé sur toutes les décomposi-
tions données en (ii).
Le reste de la proposition provient du fait que l’application u → (uen)n≥1 définit un iso-
morphisme isométrique de L(`p, Y ) sur `wp (Y ) pour 1 < p <∞, tandis que pour p = 1 cette
application définit un isomorphisme isométrique de L(c0, Y ) sur `w1 (Y ).

Théorème 2.2.9 [19] Si 1 ≤ p < q <∞. alors

Np(X, Y ) ⊂ Nq(X, Y ).

De plus,

νq(u) ≤ νp(u) pour tout u ∈ Np(X, Y ).

Preuve. Soit u ∈ Np(X, Y ), alors il existe a ∈ L(`p, Y ), b ∈ L(X, `∞) et λ = (λn)n ∈ `p
tel que le diagramme suivant est commutatif

X
u−−−−−−−−→ Y

b

y xa
`∞

Mλ−−−−−−−−→ `p

Notons que Mλ peut être obtenu en composant Mβ avec Mα tels que
Mβ et Mα sont des opérateurs multiplications avec

αn = |λn|1−(q/p) et βn = (signλn)|λn|(q/p),
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donc Mλ = Mα ◦Mβ. Alors, on obtient le diagramme :

X

b
��

u // Y

`∞

Mβ ��

Mλ // `p

a

OO

`q

Mα

@@

donc

X
u−−−−−−−−→ Y

b

y xã
`∞

Mβ−−−−−−−−→ `q

avec ã = aMα.

Ce qui implique u ∈ N q(X, Y ) et

νq(u) ≤ ‖b‖‖Mβ‖‖ã‖

≤ ‖b‖‖Mβ‖‖a‖‖Mα‖

= ‖b‖‖Mλ‖‖a‖.

D’où
νq(u) ≤ νp(u).

2.3 Opérateurs linéaires p−intégraux

Les opérateurs 1-intégraux (ou, tout simplement intégraux) sont introduit par A. Gro-
thendieck en 1955. En effet, un opérateur linéaire u entre deux espaces de Banach X et
Y est 1-intégral s’il existe une mesure de probabilité µ sur BX∗ × BY ∗∗ tel que, pour tout
x ∈ X et y∗ ∈ Y ∗ on a

< u(x), y∗ >=

∫
BX∗×BY ∗∗

< x∗, x >< y∗∗, y∗ > dµ(x∗, y∗∗).
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Pour cette formule, Grothendieck a obtenu une factorisation de l’opérateur kY u comme
suit :

kY u : X
b−→ L∞(µ)

i1−→ L1(µ)
a−→ Y ∗∗,

où a et b sont des opérateurs linéaires bornés.

En 1971, A. Pietsch a discuté les opérateurs p−intégraux. Cependant, A. Persson et
A. Pietsch (1969) ont déjà étudié les opérateurs strictement p−intégraux dans leurs article
[32].

Définition 2.3.1 Soit u : X → Y un opérateur linéaire entre deux espaces de Banach. On
dit que u est un opérateur p−intégral pour (1 ≤ p ≤ ∞). S’il existe un espace mesuré de
probabilité (Ω,Σ, µ) et des opérateurs linéaires bornés b : X → L∞(µ) et a : Lp(µ) → Y ∗∗

tels que le diagramme suivant est commutatif :

X
u−−→ Y

kY−−−−→ Y ∗∗

b

y xa
L∞(µ)

ιp−−−−−−−−→ Lp(µ)

Nous noterons par Ip(X, Y ) l’espace des opérateurs p-intégraux de X dans Y , muni de la
norme

ιp(u) := inf ‖a‖‖b‖

est un espace de Banach.

Remarque 2.3.2 Il est clair que pour tout u ∈ Ip(X, Y ), on a ‖u‖ ≤ ιp(u) puisque

‖u‖ = ‖kY u‖ = ‖aipb‖ ≤ ‖a‖‖b‖.

D’où
‖u‖ ≤ ιp(u).

Théorème 2.3.3 [19] Soit 1 ≤ p ≤ ∞, un opérateur u : X → Y est p-intégral si
et seulement s’il existe une mesure de probabilité régulière ν sur BX∗ et un opérateur ũ :
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Lp(ν)→ Y ∗∗ tels que le diagramme suivant est commutatif

X
u−−→ Y

kY−−−−→ Y ∗∗

iX

y xũ
C(BX∗)

jp−−−−−−−−→ Lp(ν)

tel que iX(x)(x∗) =< x∗, x >. Dans ce cas, on a

ιp(u) = inf ‖ũ‖.

tel que l’infimum étant pris sur toutes les mesures ν et les opérateurs ũ possibles.

Preuve. On pose ∆ = inf ‖ũ‖. Si kY u admet la factorisation suivante :

kY u : X
iX−−→ C(BX∗)

jp−→ Lp(ν)
ũ−−→ Y ∗∗

on a :
jp : C(BX∗)

j∞−−−→ L∞(ν)
ip−−→ Lp(ν)

donc
kY u : X

b=j∞iX−−−−→ L∞(ν)
ip−→ Lp(ν)

ũ−→ Y ∗∗

ce qui montre que u est p−intégral et

ιp(u) ≤ ‖ũ‖‖b‖

= ‖ũ‖‖j∞iX‖

≤ ‖ũ‖.

Donc
ιp(u) ≤ ∆.

Inversement, si u ∈ Ip(X, Y ), on a

kY u : X
b−→ L∞(µ)

ip−→ Lp(µ)
a−→ Y ∗∗.

Le fait que l’espace L∞(µ) est injectif voir( [19], p 86), l’opérateur linéaire borné b admet
une extension b̃ ∈ L(C(BX∗), L∞(µ)) avec ‖b‖ = ‖b̃‖,

b : X
iX−→ C(BX∗)

b̃−→ L∞(µ).

On sait que ip est p−sommant, alors par la propriété d’idéal on a
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ipb̃ : C(BX∗)→ Lp(µ) est p−sommant.

D’après le corollaire 2.1.11, il existe une mesure de probabilité régulière ν sur BX∗ tels que

ipb̃ : C(BX∗)
jp−−→ Lp(ν)

w−−→ Lp(µ) et ‖w‖ = πp(ipb̃).

On obtient le diagramme suivant qui est commutatif

X
iX

yy
b
��

v // Y //kY // Y ∗∗

C(BX∗)

jp %%

b̃ // L∞(µ)
ip // Lp(µ)

a

OO

Lp(ν)

w

66

Enfin on trouve la factorisation

kY u : X
iX−→ C(BX∗)

jp−→ Lp(ν)
aw−→ Y ∗∗.

De plus, on a
∆ ≤ πp(ipb̃)‖a‖ ≤ πp(ip)‖b̃‖‖a‖ = ‖b‖‖a‖.

En passant à l’infimum, on trouve
∆ ≤ ιp(u).

Proposition 2.3.4 (Inclusion) Soient X, Y deux espaces de Banach. Si 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞,
alors

Ip(X, Y ) ⊂ Iq(X, Y ).

De plus, on a :

ιp(u) ≤ ιq(u) pour tout u ∈ Ip(X, Y ).

Preuve. Supposons que u ∈ Ip(X, Y ). Alors,

X

b
��

u // Y //kY // Y ∗∗

L∞(µ)

iq $$

ip // Lp(µ)

a

OO

Lq(µ)

a1

;;
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donc

kY u : X
b−→ L∞(µ)

iq−→ Lq(µ)
aa1−−→ Y ∗∗,

ce qui implique

u ∈ Iq(X, Y ) et ιq(u) ≤ ιp(u).

Théorème 2.3.5 (Propriété d’idéal) . Soit 1 ≤ p ≤ ∞.
Si u ∈ L(Y, Y0), v ∈ Ip(X, Y ) et w ∈ L(X0, X), alors

uvw ∈ Ip(X0, Y0) et ιp(uvw) ≤ ‖u‖ιp(v)‖w‖.

Preuve. Soit v ∈ Ip(X, Y ), alors il existe a ∈ L(Lp(µ), Y ), b ∈ L(X,L∞(µ)), tels que le
diagramme suivant est commutatif

X
v−−→ Y

kY−−−−→ Y ∗∗

b

y xa
L∞(µ)

ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

On note que kY0uvw se factorise de la manière suivante

Y0
kY0

##

<<
u

X0
w //

bw ##

X

b
��

v // Y //kY // Y ∗∗
u∗∗ // Y ∗∗0

L∞(µ)
ip // Lp(µ)

a

OO

u∗∗a

;;

Comme kY0u = u∗∗kY , on a
kY0uvw = u∗∗aipbw,

Ce qui implique que uvw ∈ Ip(X0, Y0) et on a

ιp(uvw) ≤ ‖u∗∗a‖‖bw‖

≤ ‖u‖‖a‖‖b‖‖w‖.

25



Donc
ιp(uwv) ≤ ‖u‖ιp(v)‖w‖.

Définition 2.3.6 On dit que u : X → Y est strictement p-intégral s’il existe une mesure
de probabilité µ et deux opérateurs bornés a : Lp(µ) → Y et b : X → L∞(µ) tels que le
diagramme suivant est commutatif

X
u−−−−−−−−→ Y

b

y xa
L∞(µ)

ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

Dans ce cas, on a
ιp(u) := inf ‖a‖.‖b‖.

On désigne par SIp(X, Y ), l’espace des opérateurs strictement p−intégraux de X dans Y .

Proposition 2.3.7 Si Y est réflexif, tout opérateur p-intégral est strictement p-intégral.

Proposition 2.3.8 [19] Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et u : X → Y un opérateur entre deux espaces
de Banach. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i ) u ∈ Ip(X, Y ),
ii ) u∗∗ ∈ Ip(X∗∗, Y ∗∗),
iii ) kY u ∈ Ip(X, Y ∗∗).

De plus, on a :
ιp(u) = ιp(u

∗∗) = ιp(kY u).

2.4 Relations entre les espacesNp(X, Y ), Ip(X, Y ) et Πp(X, Y )

Nous allons étudier les relations entre les différents espaces Np(X, Y ), l’espace des opé-
rateurs p−nucléaires, Ip(X, Y ), l’espace des opérateurs p−intégraux et Πp(X, Y ). Nous
verrons aussi les théorèmes de compositions entre ces classes des opérateurs.
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Proposition 2.4.1 Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Alors

Np(X, Y )
(2)
⊂ Ip(X, Y )

(1)
⊂ Πp(X, Y ),

avec πp(u) ≤ ιp(u) ≤ νp(u), pour tout u ∈ Np(X, Y ).

Preuve. (1) Si u ∈ Ip(X, Y ), alors le diagramme suivant est commutatif

X
u−−→ Y

kY−−−−→ Y ∗∗

b

y xa
L∞(µ)

ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

Comme ip est p−sommant d’après l’exemple (2.1.4), donc d’après le théorème (2.1.7) et la
proposition (2.1.8), on a

πp(u) = πp(kY u)

= πp(aipb)

≤ ‖a‖‖b‖.

Donc u est p−sommant et πp(u) ≤ ιp(u), pour tout u ∈ Ip(X, Y ).
(2) On utilise la définition.

Proposition 2.4.2 ([19], p 111) Soient 1 ≤ p <∞, µ et ν deux mesures et u : Lp∗(µ)→
Lp(ν). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i ) u est p-intégral,
ii ) u est p-sommant,
iii ) u∗ est p-intégral,
iv ) u∗ est p-sommant.

De plus, on a :
ιp(u) = πp(u) = ιp(u

∗) = πp(u
∗).

Théorème 2.4.3 [19] Soit u : X → Y un opérateur entre deux espaces de Banach. On dit
que u est p-nucléaire (1 ≤ p <∞) si et seulement s’il admet la factorisation

X

w
  

u // Y

Z

v

??
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tel que Z est un espace de Banach, w ∈ Ip(X,Z) et v : Z → Y un opérateur compact,
avec

νp(u) = inf ‖v‖.ιp(w).

Corollaire 2.4.4 Soit 1 ≤ p < ∞. Si Y est un espace de Banach injectif, alors tout
opérateur p-sommant u : X → Y est p-intégral et

πp(u) = ιp(u).

Corollaire 2.4.5 Soit 1 ≤ p < ∞. Si K est un espace compact, alors tout opérateur p-
sommant u : C(K)→ Y est p-intégral et

πp(u) = ιp(u).

Théorème 2.4.6 [32] Soit 1 ≤ p < ∞. Si v : X → Z un opérateur faiblement compact
et w : Z → Y un opérateur strictement p-intégral, alors wv : X → Y est un opérateur
p-nucléaire et

νp(wv) ≤ ιp(w).‖v‖.

Corollaire 2.4.7 Si X est espace réflexif. Alors pour 1 ≤ p ≤ ∞,

Np(X, Y ) = SIp(X, Y ).

Théorème 2.4.8 [19] Soient X, Y , Z des espaces de Banach, soient v ∈ L(X, Y ) et

u ∈ L(Y, Z). On suppose que 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ satisfont
1

r
=

1

p
+

1

q
.

a) Si u est p-sommant et v est q-intégral, alors uv est r-intégral, et

ιr(uv) ≤ πp(u).ιq(v).

b) Si u est p-intégral et v est q-sommant, alors uv est r-intégral, et

ιr(uv) ≤ ιp(u).πq(v).

Théorème 2.4.9 [40] Soient X, Y , Z des espaces de Banach, soient v ∈ L(X, Y ) et

u ∈ L(Y, Z). On suppose que 1 ≤ p, q ≤ ∞ et
1

r
= min{1, 1

p
+

1

q
}.
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a) Si u est p-nucléaire et v est q-sommant, alors uv est r-nucléaire, avec

νr(uv) ≤ νp(u).πq(v).

b) Si u est p-sommant et v est q-nucléaire, alors uv est r-nucléaire, et

νr(uv) ≤ πp(u).νq(v).

Lemme 2.4.10 pour tout 1 ≤ p <∞ et u ∈ L(`N∞, Y ), on a

νp(u) = ιp(u).

Preuve.

Pour un ensemble fini K = {1, 2, ..., N}, on a C(K) ' `N∞. Soit u : C(K)→ Y un opérateur.
Par le corollaire 2.1.11 et le corollaire 2.4.5 il existe une mesure de probabilité µ ∈ C(K)∗

et un opérateur ũ : Lp → Y tel que

u : C(K)
ip−→ Lp(µ)

ũ−→ Y et ‖ũ‖ = ιp(u).

On définit pour tout 1 ≤ k ≤ N

λk := µ({k})

donc µ =
∑
k≤N

λkδk.

On pose %k = λ−1
k pour λk > 0 et %k = 0 sinon, et l’opérateur

v : `N∞ → Lp

(fk) 7→ (%kfk)f

a la norme < 1, et ip = vMλ tel que Mλ : `N∞ → `Np est un opérateur diagonal par une suite
λ = (λk)k≤N . On sait que ‖Mλ‖ ≤ 1, par conséquent

νp(u) ≤ ‖ũ‖‖v‖‖Mλ‖ ≤ ‖ũ‖ = ιp(u).

Ce que termine la preuve du lemme.
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Théorème 2.4.11 [19] Si l’un des espaces de Banach X et Y est dimension fini. Alors
pour tout 1 ≤ p <∞ et u ∈ L(X, Y ),

νp(u) = ιp(u).

Preuve.

On suppose que X est de dimension finie. Soit u ∈ Ip(X, Y ), le diagramme suivant est
commutatif

X
u−−→ Y

kY−−−−→ Y ∗∗

b

y xa
L∞(µ)

ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

On fixe ε > 0. Alors, il existe un sous-espace de dimension finie E de L∞(µ), de dimension
finie N , avec un isomorphisme v : E → `N∞ tels que

‖v‖‖v−1‖ ≤ 1 + ε et b(X) ⊆ E.

De plus, ip(E) est contenu dans un sous-espace (1 + ε)-complémentaire F de Lp(µ). Soit
J : F → Lp(µ) l’injection canonique correspondant et P : Lp(µ)→ F la projection corres-
pondante avec ‖P‖ ≤ 1 + ε.

Le principe de réflexivité locale voir [ [19], p. 178] assure l’existence d’un opérateur
linéaire w : a(F )→ Y tel que

‖w‖ ≤ 1 + ε et wkY u(x) = u(x); ∀x ∈ X

On considère
ũ = Pip|Ev−1 : `N∞ → F.

Alors ũ est p−sommant et donc p−intégral et

πp(ũ) = ιp(ũ)

= νp(ũ)

≤ ‖P‖ιp(ip)‖v−1‖,

≤ (1 + ε)‖v−1‖.
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On note que
kY u = wkY u = waipb = waJũvb.

Alors

νp(u) = νp(kY u)

= νp(waJũvu)

≤ νp(waJ)νp ˜(u)‖vb‖

≤ (1 + ε)2‖a‖‖v−1‖‖v‖‖b‖

≤ (1 + ε)3‖a‖‖b‖.

Ainsi,

νp(T ) = ιp(T ).

On suppose maintenant que Y est de dimension finie. Soit u : X → Y un opérateur
p−intégral qui se factorise comme suit :

X
u−−−−−−−−→ Y

b

y xa
L∞(µ)

ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

avec : ‖b‖ = 1 et ‖a‖ ≤ %.ιp(u), où % = (1 + ε)
1
2 .

On a : E := L∞(µ)/Ker(aip) est un espace de dimension finie, de plus, c’est un dual d’un
sous-espace de dimension finie de F dans L1(µ). Donc, F est contenu dans G de L∞(µ) qui
est de dimension finie, N , et il existe un isomorphisme v : G → `N1 tel que : ‖v‖ ≤ % et
‖v−1‖ ≤ 1.

Comme ci-dessus, on peut choisirG est (1+ε)-complémentaire dans L1(µ). Soit P : L1(µ)→
G est correspondance projection avec ‖P‖ ≤ 1 + ε et soit l’injection canonique J : G →
L1(µ). L’opérateur w := aipP

∗ : G∗ → Y satisfait wJ∗ = aip.
On a : wv∗ : `N∞ → Y a la représentation :

wv∗ =
N∑
k=1

λkzk ⊗ yk
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avec zk ∈ B`N1
pour 1 ≤ k ≤ N, wp∗((yk)k) ≤ 1 et ‖λk‖p ≤ ιp(wv

∗).

Mais :

ιp(wv
∗) = ιp(aipP

∗v∗)

≤ ‖a‖.ιp(ip).‖P ∗‖.‖v∗‖

≤ (1 + ε)2ιp(u).

et u = wv∗(v−1)∗J∗b, donc

u =
N∑
k=1

λkx
∗
k ⊗ yk

où x∗k := b∗Jv−1zk ∈ BX∗ pour tout 1 ≤ k ≤ N.
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Chapitre 3

Opérateurs Lipschitz p−nucléaires

3.1 Généralités

On présentera la propriété de Radon-Nikodým et la dérivée de ω∗-Gâteaux dans les
espaces de Banach.

3.1.1 La propriété Radon -Nikodým

Définition 3.1.1 [7] Un ensemble A convexe fermé et borné C dans un espace de Banach
E a la propriété Radon -Nikodým (PRN) s’il a vérifie la propriété suivante :
Soit (Ω, B) un espace mesurable, et soit τ une mesure E-évaluée et µ une mesure de proba-
bilité sur (Ω, B). On suppose que τ(A)/µ(A) ∈ C pour tout A ∈ B avec µ(A) 6= 0. Alors, il
existe f ∈ L1(µ,E), telle que

τ(A) =

∫
A

f(ω)dµ(ω), A ∈ B.

L’espace E est dit avoir une PRN si sa boule unité admet PRN.

3.1.2 Les ensembles Gauss nuls

Définition 3.1.2 ( Mesure de Gauss) [7] Une mesure de probabilité µ sur un espace de
Banach E est dite mesure Gaussienne si pour tout x∗ ∈ E∗ la mesure µx∗ sur la droite
réelle, définie par µx∗(A) = µ{y : < x∗, y > ∈ A}, a une distribution gaussienne. La mesure
gaussienne est dite non dégénéré si pour tout x∗ 6= 0 la distribution de µx∗ est non dégénéré.

Définition 3.1.3 [7] Soit A un ensemble Borélien dans un espace de Banach séparable E.
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(i) L’ensemble A est dit ensemble Gauss nul si µ(A) = 0 pour toute mesure de Gauss
non dégénérée sur E.

(ii) L’ensemble A est dit ensemble Aronszajn nul s’il appartient à ∩A({xn}), où l’inter-
section est prise sur toutes les suites {xn} dont l’espace engendré dense dans E, i.e.,
pour toute suite (xn)n de vecteurs non nuls avec l’espace engendré dense, A peut être
décomposé comme une union des ensembles Boréliens de sorte que An ∈ A({xn})
pour tout n.

(iii) L’ensemble A est dit ensemble cube nul si τT (A) = 0 pour toute mesure cube sur
E.

Théorème 3.1.4 [7] Soient E et F des espaces de Banach séparables, et soit f : E → F ∗

une application lipschitzienne. Alors f est ω∗-Gâteaux différentiable en dehors d’un en-
semble Gauss nul. D’ailleurs, si f est lipschitzienne injective, alors D∗f (x0) est un isomor-
phisme en dehors d’un ensemble Gauss nul.

Proposition 3.1.5 [7] Les ensembles Aronszajn nuls sont Gauss nuls.

Proposition 3.1.6 [7] Les ensembles Gauss nuls sont cube nuls.

Théorème 3.1.7 [7] Les ensembles cubes nuls sont Aronszajn nuls.

Proposition 3.1.8 [7] Soient E un espace de Banach séparable et F un espace avec PRN.
Soit f une fonction lipschitzienne de l’ensemble ouvert U ⊂ E dans F . Alors, l’ensemble
des points de U dans lequelle f n’est pas différentiable au sens de Gâteaux est Aronszajn
nul.

3.2 Opérateurs Lipschitz

3.2.1 Définitions et propriétés

Définition 3.2.1 Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques. On dit que l’application
f : X → Y est lipschitzienne s’il existe une constante C ≥ 0 telle que

dY (f(x), f(y)) ≤ CdX(x, y), (3.1)
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pour tout x, y ∈ X. La plus petit des constantes C vérifiant (3.1) s’appelle nombre de
Lipschitz et notée par Lip(f), où Lip(f) est donnée par

Lip(f) = sup
x6=y

dY (f(x), f(y))

dX(x, y)
.

Proposition 3.2.2 ( [41], proposition 1.2.2) Soient X, Y, Z des espaces métriques.
Si f : X → Y et g : Y → Z des applications lipschitziennes, alors gf : X → Z est
lipschitzienne et

Lip(gf) ≤ Lip(f) · Lip(g).

Preuve. Soient f : X → Y et g : Y → Z sont lipschitziennes. Alors pour tous x, y ∈ X,
on a

dZ(gf(x), gf(y) ≤ Lip(g)dY (f(x), f(y))

≤ Lip(g) · Lip(f)dX(x, y).

D’où gf est lipschitzienne et

Lip(gf) ≤ Lip(f) · Lip(g).

3.2.2 Espace de Lipschitz

Définition 3.2.3 Soient (X, dX) un espace métrique et Y un espace vectoriel normé sur
le corps K. Notons Lip(X, Y ) l’espace des applications lipschitziennes de X dans Y muni
de la norme :

‖f‖Lip(X,Y ) = max{‖f‖∞, Lip(f)}.

Si (X, dX) est espace métrique pointé, (c’est-à-dire dans lequel est distingué un point
particulier, noté e) et Y espace de Banach.

Notons par Lip0(X, Y ) l’espace des applications lipschitziennes de X dans Y muni de
la norme définie par la constante de Lipschitz :

Lip(f) = sup
x 6=y

‖f(x)− f(y)‖
dX(x, y)

.
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Si Y = K, alors on note Lip0(X,K) = Lip0(X) = X].
Lip0(X) est un espace de Banach voir ( [41] proposition 1.6.2) s’appelle aussi dual de
Lipschitz de X.

Maintenant, nous allons présenter quelques concepts sur le prédual de Lip0(X) et l’ad-
joint des applications lipschitziennes, pour plus de détails voir( [41] ou [3].)

Définition 3.2.4 [41] Soit X un espace métrique. Une molécule sur X est une fonction
m de X dans R à support fini telle que

∑
x∈X

m(x) = 0.

On désigne parM(X) l’espace linéaire de toutes les molécules sur X.

Pour x, x′ ∈ X, la molécule mxx′ est définie par

mxx′ = χ{x} − χ{x′}

où χA est la fonction caractéristique de l’ensemble A. Pour m ∈M(X) on peut écrire

m =
n∑
i=1

λimxix′i
.

Pour certains scalaires appropriés λi, et nous écrivons

‖m‖M(X) = inf

{
n∑
i=1

|λi|dX(xi, x
′
i), m =

n∑
i=1

λimxix′i

}
.

On note par Æ(X) la complété de l’espace normé (M(X), ‖.‖M(X)). Cet espace a été
introduit pour la première fois par Arens et Eells [3] en 1956. (La terminologie Arens Eells
espace X ) est due à Weaver [41] et parfois l’espace Æ(X) s’appelle l’espace de Lipschitz
libre de X [27] et on le note aussi par F(X).

Théorème 3.2.5 [41] Soit X un espace métrique pointé.
L’application δX : X → Æ(X) définie par

δX(x) = mxe, pour x ∈ X,

est une isométrie de X dans Æ(X).
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Théorème 3.2.6 [41] Soit X un espace métrique pointé. Alors

Æ(X)∗ = Lip0(X).

Cette identification se fait grâce à une isométrie linéaire J définie sur Lip0(X) à valeurs
dans Æ(X)∗ pour f ∈ Lip0(X), J(f) est définie par

J(f)(m) =
∑
x∈X

m(x)f(x), f ∈ Lip0(X).

L’espace Lip0(X) étant le dual de Æ(X), il est muni d’une topologie faible-*. Sur les
bornés de Lip0(X), cette topologie coïncide avec la topologie de la convergence simple.

Théorème 3.2.7 [19]

Soient X un espace métrique pointé, Y un espace de Banach et T : X → Y une applica-
tion lipschitzienne qui préserve le point de base (i.e., T (e) = 0). Alors il existe un unique
opérateur linéaire borné TL : Æ(X)→ Y tel que

T = TLδX .

Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

X

δX ##

T // Y

Æ(X)
TL

;;

et ‖TL‖ = Lip(T ). L’opérateur TL est appelé linéarisation de T .

On définit un autre opérateur adjoint qui est appellé adjoint d’opérateur Lipschitz.

Définition 3.2.8 Soient X et Y deux espaces métriques pointés, Sawashima [39] a défini
l’adjoint lipschitzien T ] : Y ] → X] d’une application lipschitzienne T ∈ Lip0(X, Y ) par la
formule

T ] : Y ] → X]

g 7→ T ]g = gT
(
i.e., < T (x), g >=< x, T ](g) >

)
.

Soit T ∈ Lip0(X, Y ). L’opérateur T ] est linéaire et ‖T ]‖ = Lip(T ).
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3.3 Opérateurs Lipschitz p−sommants

La notion des opérateurs Lipschitz p−sommants a été introduite en 2009 par J.D Far-
mer et W.B Johnson dans leurs article [20]. Cette notion est une version non linéaire des
opérateurs p−sommants et le théorème de domination, on verra aussi que, T : X → Y est
un opérateur Lipschitz avec X un espace métrique pointé. Pour plus de détails voir [11] et
[20].

Définition 3.3.1 [20] Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques, T : X → Y un
opérateur Lipschitz. On dit que T est un opérateur Lipschitz p−sommant pour 1 ≤ p <∞,
s’il existe une constante C > 0 telle que pour (xi)

n
i=1, (yi)

n
i=1 dans X et pour tous réels

positifs ai, on a
n∑
i=1

aidY (Txi, T yi)
p ≤ Cp sup

f∈B
X]

n∑
i=1

ai|f(xi)− f(yi)|p. (3.2)

Si on pose ai = 1 en raison de la densité des nombres, la définition est la même. On note
ΠL
p (X, Y ) l’espace des opérateurs Lipschitz p−sommants de X dans Y muni de la norme

πLp (.) telle que
πLp (T ) = inf{C vérifie (3.2)}.

Théorème 3.3.2 (Le théoréme de domination /factorisation de Pietsch) [20]

Soit T : X → Y un opérateur Lipschitz entre deux espaces métriques et C ≥ 0. Alors, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) πLp (T ) ≤ C (L’opérateur T est Lipschitz p-sommant).
ii) Il existe une mesure de probabilité µ sur BX] telle que

dY (Tx, Ty)p ≤ Cp

∫
B
X]

|f(x)− f(y)|pdµ(f), ∀x, y ∈ X

(Domination de Pietsch ).
iii) Pour toute isométrie J de Y dans un espace injectif Z, on a la factorisation suivante

L∞(µ)
ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

A

x yB
X

T−−→ Y
J−−−−→ Z

38



avec Lip(A).Lip(B) ≤ C (Factorisation de Pietsch ).

Le théorème de domination pour les opérateurs Lipschitz p−sommants donne le théorème
suivant :

Théorème 3.3.3 Soit 1 ≤ p ≤ q < ∞. Si T : X → Y est Lipschitz p−sommant, alors T
est Lipschitz q-sommant, et

πLq (T ) ≤ πLp (T ).

Proposition 3.3.4 (Propriété d’idéal des opérateurs Lipschitz p−sommants) Soient
S : X → Y un opérateur Lipschitz p-sommant, R : Y → Y0 et T : X0 → X deux applica-
tions lipschitziennes, alors RST : X0 → Y0 est Lipschitz p-sommant et on a,

πLp (RST ) ≤ Lip(R)πLp (S)Lip(T ).

Preuve. D’après la proposition 3.2.2 on a : RST ∈ Lip(X0, Y0), donc
n∑
i=1

dY0(RST (xi), RST (yi))
p ≤ Lip(R)p

n∑
i=1

dY (ST (xi), ST (yi))
p

≤ Lip(R)pπLp (S)p sup
f∈B

X]

n∑
i=1

|f(T (xi))− f(T (yi))|p

≤ Lip(R)pπLp (S)p sup
f∈B

X]

Lip(fT )p
n∑
i=1

∣∣∣∣f(T (xi))− f(T (yi))

Lip(fT )

∣∣∣∣p
≤ Lip(R)pπLp (S)p sup

f∈B
X]

Lip(f)pLip(T )p
n∑
i=1

∣∣∣∣f(T (xi))− f(T (yi))

Lip(fT )

∣∣∣∣p
≤ Lip(R)pπLp (S)pLip(T )p sup

g∈B
X
]
0

n∑
i=1

|g(xi)− g(yi)|p.

Donc, RST est Lipschitz p−sommant, et

πLp (RST ) ≤ Lip(R) · πLp (S) · Lip(T ).

Pour un opérateur linéaire T ∈ L(X, Y ), il est clair que πLp (T ) ≤ πp(T ). J. D. Farmer
et W. B. Johnson ont prouvé que l’égalité inverse était vraie. Cela justifie que la notion
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d’ opérateur Lipschitz p−sommant est vraiment une généralisation du concept d’opérateur
linéaire p−sommant.

Proposition 3.3.5 Supposons que 1 ≤ p <∞. Soit T : X → Y un opérateur linéaire entre
les espaces de Banach X et Y . Alors, T est p-sommant si et seulement si T est Lipschitz
p-sommant et

πLp (T ) = πp(T ).

3.4 Opérateurs Lipschitz p−nucléaires

Les opérateurs Lipschitz p−nucléaires et fortement Lipschitz p−nucléaires sont intro-
duits par D. Chen et B. Zeng dans [12].

Définition 3.4.1 Soient X un espace métrique et Y un espace de Banach. On dit qu’un
opérateur Lipschitz T : X → Y est Lipschitz p-nucléaire (1 ≤ p ≤ ∞) s’ils existent
des opérateurs A ∈ Lip(`p, Y ), B ∈ Lip(X, `∞) et une suite λ = (λn)n ∈ `p tels que le
diagramme suivant est commutatif

X
T−−−−−−−−→ Y

B

y xA
`∞

Mλ−−−−−−−−→ `p

On note par N L
p (X, Y ) l’espace des opérateurs Lipschitz p−nucléaires de X dans Y muni

de la norme
νLp (u) = inf Lip(A) · ‖Mλ‖ · Lip(B).

Le théorème suivant montre que sous certaines conditions, la norme Lipschitz p−nucléaire
d’une application lipschitzienne coïncide avec sa norme p−nucléaire. La technique de diffé-
rentiation est utilisée dans cette preuve. Pour les définitions de différentiabilité au sens de
Gâteaux et différentiabilité ω∗- au sens de Gâteaux [7].

Théorème 3.4.2 (Relation avec les opérateurs linéaires p−nucléaires) Soit T un opé-
rateur linéaire borné de l’espace de Banach séparable X dans l’espace dual Y . Alors, νLp (T ) =

νp(T ), (1 ≤ p <∞).
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Preuve. Considérons la factorisation d’un opérateur Lipschitz p−nucléaire :

X
T−−−−−−−−→ Y

B

y xA
`∞

Mλ−−−−−−−−→ `p

D’après le théorème 3.1.4 B : X → `∞ est différentiable ω∗-Gâteaux en dehors de l’ensemble
Gauss nul. On prend x0 ∈ X. Alors,

D∗B(x0)(x) = ω∗ − lim
t−→0

B(x0 + tx)−B(x0)

t

existe pour tout x ∈ X. De plus, c’est un opérateur linéaire et borné dans x. Comme X est
séparable, il s’en suit de proposition 3.1.8 que MλB : X → `p est différentiable ω∗-Gâteaux
en dehors de l’ensemble Aronszajn nul. Il est connu que, voir( proposition 3.1.5, 3.1.6, théo-
rème 3.1.7 ) les ensembles Gauss nuls coïncident avec les ensembles Aronszajn nuls. Depuis
Mλ : `∞ → `p est faible-* à faible continu, on a

MλD
∗
BB(x0) = DMλB(x0), x0 ∈ X \G, G est un ensemble Gauss nul dans X.

Par translation, on suppose que x0 = 0 et B(0) = 0, tel que MλD
∗
B(0) = DMλB(0).

Ensuite, on montre que B peut être remplace par D∗B(0) en construisant une application
lipschitzienne B̃ : `p → Y tel que

T = B̃MλD
∗
B(0) et Lip(B̃) ≤ Lip(A).

En effet, on définit, pour tout n,
Bn : `p → Y par ξ 7→ nA(ξ/n), pour tout ξ ∈ `p,

Alors, Lip(Bn) = Lip(A) et, pour tout x ∈ X, on a

‖Tx−BnMλD
∗
B(0)(x)‖ ≤ Lip(A)‖nMλB

(x
n

)
−DMλB(0)(x)‖ → 0 (n→∞).

Depuis {Bn(ξ)}∞n=1 dans Y et Y est l’espace dual, la limite faible-* de Bn(ξ) pendant a
travers via un ultrafiltre fixé U des nombres naturels existe pour tout ξ ∈ `p. Alors, on pose

B̃(ξ) = ω∗ − lim
U
Bn(ξ) pour tout ξ ∈ `p.

Ainsi
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T = B̃MλD
∗
B(0) et Lip(B̃) ≤ Lip(A).

Finalement, comme B̃|MλD
∗
B(0)(X) est linéaire et Y est 1-complémentaire dans Y ∗∗ . Le

théorème 7.2 de [7] montre qu’il existe un opérateur linéaire Ã : `p → Y tel que

T = Ã|MλD
∗
B(0)(X) = B̃|MλD

∗
B(0)(X) = T et ‖Ã‖ ≤ Lip(B̃).

Donc
T = ÃMλD

∗
B(0) et νp(T ) ≤ νLp (T ).

Il résulte que,
νp(T ) = νLp (T ).

Définition 3.4.3 Soit T : X → Y un opérateur Lipschitz de l’espace métrique pointé X
dans un espace de Banach Y . On dit que T est Lipschitz fortement p-nucléaire si T
peut s’écrire sous la forme

T =
∑
n

fn ⊗ yn

où (fn)n ⊂ X] et (yn)n ⊂ Y satisfont NL
p ((x∗n), (yn)n) <∞, tels que

NL
p ((fn)n, (yn)n ) =

(
Lip(fn)

)(
sup
n
‖yn‖

)
, p = 1

NL
p ((fn)n, (yn)n ) =

(∑
n

Lip(fn)p

)
1
p sup
y∗∈B∗Y

(∑
n

| < y∗, yn > |p
∗
)

1
p∗ , 1 < p <∞

NL
p ((fn)n, (yn)n ) =

(
sup
n

Lip(fn)

)
sup
y∗∈B∗Y

(∑
n

| < y∗, yn > |
)
, lim

n
Lip(fn) = 0, p =∞

Munissons l’espace des opérateurs fortement Lipschitz p−nucléaires de la norme suivante

sνLp (T ) := inf NL
p ((fn)n, (yn)n).

l’infimum a était pris sur toutes les représentations de T ci-dessus.

Le théorème suivant est le résultat de factorisation pour les opérateurs Lipschitz p−nucléaires.
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Théorème 3.4.4 Soient 1 ≤ p ≤ ∞, X un espace métrique pointé et Y un espace de
Banach. Une application lipschitzienne T : X → Y est fortement Lipschitz p-nucléaire

si et seulement si T admet la factorisation T = AMλB. Autrement dit, le diagramme
suivant est commutatif,

X
T−−−−−−−−→ Y

B

y xA
`∞

Mλ−−−−−−−−→ `p(c0, p =∞)

où B ∈ Lip(X, `∞), A ∈ L(`p, Y ) (L(c0, Y ), p = ∞) et Mλ ∈ L(`∞, `p)(L(`∞, c0), si p =

∞). De plus,
sνLp (T ) = inf ‖A‖.‖Mλ‖.Lip(B),

l’infimum a était pris sur toutes les factorisations ci-dessus.

Preuve. On suppose que T est fortement Lipschitz p−nucléaire donc il existe des suites
(fn)n ⊂ X] et (yn)n ⊂ Y telles que T =

∑
n

fn ⊗ yn. Soient

B : X → `∞, x 7→
(
fn(x)

Lip(fn)

)
n

,

Mλ : `∞ → `p(c0, p =∞), (tn)n 7→ (Lip(fn)tn)n, λ = (Lip(fn))n

A : `p(c0, p =∞)→ Y, (sn)n 7→
∑
n

snyn.

Alors B est une application lipschitzienne de X dans `∞ avec

B(0) = 0, Lip(B) ≤ 1, et ‖Mλ‖ =

(∑
n

Lip(fn)p
) 1

p

(1 ≤ p <∞).

Pour p = 1, on a

‖A((sn)n)‖ = sup
y∗∈BY ∗

∣∣∣∣〈y∗,∑
n

snyn

〉∣∣∣∣ ≤
(∑

n

|sn|

)(
sup
n
‖yn‖

)
,

donc

‖A‖ ≤ sup
n
‖yn‖ pour p = 1.
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Pour 1 < p <∞, on a

‖A((sn)n)‖ = sup
y∗∈BY ∗

∣∣∣∣〈y∗,∑
n

snyn

〉∣∣∣∣ ≤ sup
y∗∈BY ∗

(∑
n

|sn|p
) 1

p
(∑

n

∣∣∣∣〈y∗, yn〉∣∣∣∣p∗
) 1

p∗

,

donc

‖A‖ ≤ sup
y∗∈BY ∗

(∑
n

∣∣∣∣〈y∗, yn〉∣∣∣∣p∗
) 1

p∗

pour 1 < p <∞.

Pour p =∞, on a

‖Mλ‖ = sup
n

Lip(fn), ‖A‖ ≤ sup
y∗∈BY ∗

∑
n

∣∣∣∣〈y∗, yn〉∣∣∣∣,
Donc,

T = AMλB et inf ‖A‖‖Mλ‖Lip(B) ≤ sνLp (T ).

Inversement, si Mλ =
∑
n

δnen ⊗ en et λ = (δn)n ∈ `p(c0, p =∞), alors pour x ∈ X,

T (x) = AMλB(x) =
∑
n

δn < B(x), en > A(en).

Soit fn = δn < B(.), en > . Alors, fn ∈ X] et T =
∑
n

fn ⊗ A(en).

Pour p = 1, on a ∑
n

Lip(fn) ≤ Lip(B)‖Mλ‖ et sup
n
‖A(en)‖ ≤ ‖A‖.

Pour 1 < p <∞, on a (∑
n

Lip(fn)p

) 1
p

≤ Lip(B)‖Mλ‖

et (
sup

y∗∈BY ∗

∑
n

∣∣∣∣〈y∗, A(en)

〉∣∣∣∣p∗
) 1

p∗

= sup
y∗∈BY ∗

(∑
n

∣∣∣∣〈A∗y∗, en〉∣∣∣∣p∗
) 1

p∗

= sup
y∗∈BY ∗

‖A∗y∗‖

= ‖A‖.
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Pour p =∞, on a
‖Mλ‖ = sup

n
|δn|, sup

n
Lip(fn) ≤ Lip(B) sup

n
|δn|

et
lim
n

Lip(fn) = 0.

De plus,

sup
y∗∈BY ∗

∑
n

| < y∗, (en) > | = sup
y∗∈BY ∗

∑
n

| < A∗y∗, en > |

= sup
y∗∈BY ∗

‖A∗y∗‖

= ‖A‖.

Donc, pour 1 ≤ p ≤ ∞, on a

NL
p ((fn)n, (yn)n) ≤ ‖A‖‖Mλ‖Lip(B).

Ce qui implique
sνLp (T ) ≤ inf ‖A‖‖Mλ‖Lip(B).

Remarque 3.4.5 Il résulte du théorème précédent que les opérateurs fortement Lipschitz
p−nucléaires sont Lipschitz p−nucléaires (1 ≤ p <∞).

En utilisant le résultat du théorème 3.4.4 et les mêmes conditions que celles du théorème
3.4.2, on va montrer que, si le domaine est séparable, alors la norme d’un opérateur Lipschitz
fortement p−nucléaire est égale à la norme d’un opérateur linéaire p−nucléaire.

Théorème 3.4.6 Soit T un opérateur linéaire borné de X espace de Banach séparable,
dans un espace dual Y . Alors pour 1 ≤ p <∞

sνLp (T ) = νp(T ).

Théorème 3.4.7 (Propriété d’idéal) . Soit 1 ≤ p ≤ ∞.
Si R ∈ Lip(Y, Y0), S ∈ N L

p (X, Y ) et T ∈ Lip(X0, X). Alors,

RST ∈ N L
p (X0, Y0) et νLp (RST ) ≤ Lip(R)νLp (S)Lip(T ).
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Preuve. Soit S ∈ N L
p (X;Y ), alors il existe A ∈ Lip(`p, Y ), B ∈ Lip(X, `∞), tels que le

diagramme suivant est commutatif

X
S−−−−−−−−→ Y

B

y xA
`∞

Mλ−−−−−−−−→ `p

On note que RST se factorise à la manière suivante

X0
T //

BT   

X

B
��

S // Y
R // Y0

`∞
Mλ // `p

A

OO

RA

??

donc RST = RAMλBT par proposition 3.2.2 BT ∈ Lip(X0, `∞) et RA ∈ Lip(`p, Y0)

Ce qui implique RST ∈ N L
p (X0, Y0), on a

νLp (RST ) ≤ Lip(RA)‖Mλ‖Lip(BT ),

≤ Lip(R)Lip(A)‖Mλ‖Lip(B)Lip(T ),

d’où
νLp (RST ) ≤ Lip(R)νLp (S)Lip(T ).

Théorème 3.4.8 (Théorème d’inclusion) . Si 1 ≤ p < q <∞. Alors,

N L
p (X, Y ) ⊂ N L

q (X, Y ).

De plus,

νLq (T ) ≤ νLp (T ) pour tout T ∈ N L
p (X, Y ).

Preuve. Soit T ∈ N L
p (X, Y ), alors il existe A ∈ Lip(`p, Y ), B ∈ Lip(X, `∞) et λ =

(λn)n ∈ `p tels que le diagramme suivant est commutatif

X
T−−−−−−−−→ Y

B

y xA
`∞

Mλ−−−−−−−−→ `p
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Notons que Mλ peut être obtenu en composant Mβ avec Mα tels que
Mβ et Mα sont opérateurs de multiplication avec

αn = |λn|1−(q/p) et βn = (signλn)|λn|(q/p),

donc Mλ = Mα ◦Mβ. Alors, on obtient le diagramme :

X

B
��

T // Y

`∞

Mβ ��

Mλ // `p

A

OO

`q

Mα

@@

donc

X
T−−−−−−−−→ Y

B

y xÃ
`∞

Mβ−−−−−−−−→ `q

avec Ã = AMα

Ce qui implique T ∈ N L
q (X, Y ) et

νLq (T ) ≤ Lip(Ã)‖Mβ‖Lip(B)

≤ Lip(A)‖Mα‖‖Mβ‖Lip(B)

= Lip(A)‖Mλ‖Lip(B).

D’où
νLq (T ) ≤ νLp (T ).

Proposition 3.4.9 [38] Soit 1 ≤ p <∞.
L’opérateur Lipschitz T : X → Y est fortement Lipschitz p-nucléaire si et seulement si sa
linéarisation TL est p-nucléaire.
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Preuve. Soit T un opérateur fortement Lipschitz p−nucléaire, on a

T = AMλB.

Nous utilisons la factorisation Lipschitz de T et B

TLδX = AMλBLδX

Par l’unicité de la linéarisation, nous obtenons

TL = AMλBL.

Par conséquent, TL est p−nucléaire. L’inverse est immédiat.

3.5 Opérateurs Lipschitz p−intégraux

On commence cette section par les définitions des opérateurs Lipschitz p−intégraux et
fortement Lipschitz p−intégraux.

Farmer et Johnson dans leurs article [20] ont introduit la définition suivante :

Définition 3.5.1 Soient 1 ≤ p ≤ ∞, X espace métrique et Y espace métrique pointé.
On dit que T : X → Y est un opérateur Lipschitz p-intégral, s’il existe un espace mesuré
de probabilité (Ω,Σ, µ) et deux opérateurs Lipschitz A : Lp(µ) → (Y ])∗ et B : X → L∞(µ)

tels que le diagramme suivant est commutatif :

X
T−−→ Y

KY−−−−→ (Y ])∗

B

y xA
L∞(µ)

ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

où KY : Y → (Y ])∗ est l’application canonique.
Nous noterons ILp (X, Y ) l’espace des opérateurs Lipschitz p-intégraux de X dans Y avec la
norme

ιLp (T ) = inf Lip(A).Lip(B).
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Quand Y est un espace normé, on peut remplacer KY par l’injection canonique kY de Y
dans Y ∗∗ dans la définition précédente sans changer la norme Lipschitz p−intégrale parce
que Y ∗∗ est 1- complémentaire dans (Y ])∗ [28].

Quand X et Y sont des espaces de Banach, on en déduit la proposition suivante :

Proposition 3.5.2 [31] Soit 1 ≤ p < ∞. Si T : X → Y un opérateur linéaire p-intégral
entre deux espaces de Banach. Alors, T est un opérateur Lipschitz p-intégral et on a

ιLp (T ) ≤ ιp(T ).

Preuve. Soit T ∈ Ip(X, Y ), alors le diagramme suivant est commutatif

X
T−−→ Y

kY−−−−→ Y ∗∗

B

y xA
L∞(µ)

ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

avec
ιp(T ) = inf ‖A‖.‖B‖.

Puisque Y ∗∗ est 1-complémentaire dans (Y ])∗ [28] par une projection P . Alors on a la
factorisation

X

B
��

T // Y //kY // Y ∗∗
P |Y ∗∗ // (Y ])∗

L∞(µ)
ip // Lp(µ)

A

OO

Ã

;;

avec P |Y ∗∗ = idY ∗∗ .

Le diagramme ci-dessus devient

X

B
��

T // Y //KY // (Y ])∗

L∞(µ)
ip // Lp(µ)

Ã

OO
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avec Ã = P |Y ∗∗A et J = P |Y ∗∗KY . Donc, T est Lipschitz p−intégral, et

ιLp (T ) ≤ ‖B‖.‖Ã‖

= ‖B‖.‖P |Y ∗∗A‖

≤ ‖B‖.‖P |Y ∗∗‖.‖A‖

= ‖B‖.‖idY ∗∗‖.‖A‖

= ‖B‖.‖A‖.

en passant à l’infimum, on aura

ιLp (T ) ≤ inf ‖A‖.‖B‖ = ιp(T ).

Proposition 3.5.3 (Propriété d’idéal dans le cas des opérateurs Lipschitz) .
Soient S : X → Y un opérateur Lipschitz p-intégral, T : X0 → X et R : Y → Y0 deux

applications lipschitziennes entre espaces métriques, alors RST : X0 → Y0 est Lipschitz
p-intégral et on a,

ιLp (RST ) ≤ Lip(R) · ιLp (S) · Lip(T ).

Preuve. Soit S ∈ ILp (X, Y ), alors il existe A ∈ Lip(Lp, (Y
])∗), B ∈ Lip(X,L∞), tels que le

diagramme suivant est commutatif

X
S−−→ Y

KY−−−−→ (Y ])∗

B

x xA
L∞(µ)

ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

On note que RST se factorise de la manière suivante

Y0

KY0

##

==
R

X0
T //

BT ""

X

B
��

S // Y //KY // (Y ])∗
(R])∗ // (Y ]

0 )∗

L∞(µ)
ip // Lp(µ)

A

OO

(R])∗A

;;
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Comme KY0R = (R])∗KY , on a

X0
RST−−→ Y0

KY0−−−−→ (Y ]
0 )∗

B̃

y xÃ
L∞(µ)

ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

avec Ã = (R])∗A et B̃ = BT .
ce qui implique que RST ∈ ILp (X0, Y0). et

ιLp (RST ) ≤ Lip(Ã) · Lip(B̃)

= Lip((R])∗A) · Lip(BT )

≤ Lip(A) · ‖(R])∗‖ · Lip(T ) · Lip(B)

= Lip(A) · Lip(R) · Lip(T ) · Lip(B).

En prenant l’infimum, on trouve

ιLp (RST ) ≤ inf Lip(A) · Lip(B) · Lip(R) · Lip(T ))

= Lip(R) · ιLp (S) · Lip(T ).

Proposition 3.5.4 Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.
Si T est Lipschitz p-intégral, alors T est Lipschitz q-intégral et

ιLq (T ) ≤ ιLp (T ).

Preuve. On suppose que T : X → Y est Lipschitz p−intégral, alors il admet la factorisation
suivante

X
T−−→ Y

KY−−−−→ (Y ])∗

B

y xA
L∞(µ)

ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

Avec ιLp (T ) = inf (Lip(A) · Lip(B)) .

51



donc T est Lipschitz q−intégral et

X

B
��

T // Y //KY // (Y ])∗

L∞(µ)

iq $$

ip // Lp(µ)

A

OO

Lq(µ)

iq,p

;;

Ce qui implique T ∈ ILq (X, Y ) et

X
T−−→ Y

KY−−−−→ (Y ])∗

B

y xÃ
L∞(µ)

iq−−−−−−−−→ Lq(µ)

avec Ã = Aiq,p. Donc,

ιLq (T ) ≤ Lip(Ã) · Lip(B) = Lip(Aiq,p) · Lip(B),

≤ Lip(A) · Lip(B) · πL(iq,p),

≤ Lip(A) · Lip(B),

et
ιLq (T ) ≤ inf {Lip(A) · Lip(B)} = ιLp (T ).

D. Chen, B. Zheng ont introduit les notions des opérateurs fortement Lipschitz p−intégraux.

Définition 3.5.5 On dit qu’une application Lipschitzienne T : X → Y enter deux espaces
de Banach est un opérateur fortement Lipschitz p-intégral (1 ≤ p ≤ ∞), s’il existe
un espace mesuré de probabilité (Ω,Σ, µ) et un opérateur Lipschitz A : Lp(µ) → Y ∗∗ et un
opérateur borné linéaire B : X → L∞(µ) tels que le diagramme suivant est commutatif :

X
T−−→ Y

kY−−−−→ Y ∗∗

B

y xA
L∞(µ)

ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

52



On définit la norme Lipschitz fortement p-intégrale

sιLp (T ) = inf Lip(A) · ‖B‖.

Ils ont donné une caractérisation des opérateurs fortement Lipschitz p−intégraux dont la
preuve est similaire à celle du cas linéaire.

Théorème 3.5.6 Soient 1 ≤ p ≤ ∞, une application lipschitzienne T : X → Y . Alors, T
est fortement Lipschitz p-intégral si et seulement si on prend toujours un sous-ensemble
normé faible-* compact K de BX∗, il existe une mesure de probabilité régulière µ sur K
et une application lipschitzienne T̃ : Lp(µ) → Y ∗∗ telles que le diagramme suivant est
commutatif

X
T−−→ Y

kY−−−−→ Y ∗∗

iX

y xT̃
C(K)

jp−−−−−−−−→ Lp(µ)

où jp et iX sont des applications canoniques. Dans ce cas,

sιLp (T ) = inf Lip(T̃ ).

l’infimum, est pris sur tous les µ et les T̃ possibles.

Avec le même argument que celui de la proposition 3.4.9, nous pouvons prouver ce qui suit :

Proposition 3.5.7 [38] Soit 1 ≤ p < ∞. L’opérateur Lipschitz T : X → Y est fortement
Lipschitz p-intégral si et seulement si sa linéarisation TL est p-intégral.

3.6 Relations entre les espacesN L
p (X, Y ), ILp (X, Y ) et ΠL

p (X, Y )

Dans cette section, on va étudier les relations entre les espaces indiqués.

Proposition 3.6.1 Soient X espace métrique et Y espace de Banach. Alors pour 1 ≤ p <

∞.
i) N L

p (X, Y ) ⊂ ILp (X, Y ) avec ιLp (T ) ≤ νLp (T ), pour tout T ∈ N L
p (X, Y ).

ii) ILp (X, Y ) ⊂ ΠL
p (X, Y ) avec πLp (T ) ≤ ιLp (T ), pour tout T ∈ ILp (X, Y ).
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Preuve.

i) Soit T ∈ N L
p (X, Y ), on a

T = AMλB : X
B−→ `∞

Mλ−−→ `p
A−→ Y.

On sait que Mλ est un opérateur linéaire strictement p−intégral (voir l’exemple
2.2.3), donc

Mλ = aipb : `∞
b−→ L∞(µ)

ip−→ Lp(µ)
a−→ `p,

telle que µ est une mesure de probabilité, a ∈ L(Lp(µ), `p) et b ∈ L(`∞, L∞(µ)), de
plus

‖Mλ‖ = inf ‖a‖‖b‖.

par suite, on obtient

KY T = kYAaipbB : X
B−→ `∞

b−→ L∞(µ)
ip−→ Lp(µ)

a−→ `p
A−→ Y

kY−→ Y ∗∗.

Donc, T ∈ ILp (X, Y ) et

ιLp (T ) ≤ Lip(Aa)Lip(Bb)

≤ Lip(A)‖a‖‖b‖Lip(B)

On obtient donc le résultat en passant à l ’infimum,

ιLp (T ) ≤ Lip(A)‖Mλ‖Lip(B).

D’où
ιLp (T ) ≤ νLp (T ).

ii) De la même façon, on peut démontrer la deuxième assertion.

D. Chen, B. Zheng dans leur article [12] ont prouvé, si que le domaine est un espace
métrique fini, alors la norme d’un opérateur Lipschitz p−nucléaire est égale à la norme d’un
opérateur Lipschitz p−intégrale.

Théorème 3.6.2 Soient X un espace métrique fini et Y un espace de Banach. Alors, pour
tout 1 ≤ p <∞ et toute application T : X → Y , on a
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(a) νLp (T ) = ιLp (T )

(b) νLp (T ) = ιLp (T ) ≤ C.(log |X|)2 · Lip(T ), où C est une constante absolue.

Preuve. (a) On considère un opérateur T p−intégral, tel que le diagramme suivant
commute

X
T−−→ Y

kY−−−−→ Y ∗∗

B

y xA
L∞(µ)

ip−−−−−−−−→ Lp(µ)

On fixe ε > 0. Alors, il existe un sous-espace de dimension finie E de L∞(µ), de dimension
finie N , avec un isomorphisme v : E → `N∞ tel que

‖v‖‖v−1‖ ≤ 1 + ε et B(X) ⊆ E

De plus, ip(E) est contenu dans un sous-espace (1 + ε)-complémentaire F de Lp(µ). Soit
J : F → Lp(µ) l’injection canonique correspondant et P : Lp(µ) → F la projection cor-
respondante avec ‖P‖ ≤ 1 + ε. Le principe de réflexivité locale assure l’existence d’un
opérateur linéaire W : vect{AipB(X)} → Y tel que
‖W‖ ≤ 1 + ε et W |vect{AipB(X)}∩kY (Y ) = idkY (Y ).

Ainsi,
kY T = WkY T.

On considère ũ = Pip|Ev−1 : `N∞ → F.

Alors ũ est p−sommant et donc p−intégral et

πp(ũ) = ιp(ũ)

= νp(ũ)

≤ ‖P‖ιp(ip)‖v−1‖

≤ (1 + ε)‖v−1‖.

On note que
kY T = WkY T = WAipB = WAJũvB.
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Alors

νLp (T ) = νLp (kY T )

= νLp (WAJũvB)

≤ νLp (WAJ)νp ˜(u)Lip(vB)

≤ (1 + ε)3Lip(A)Lip(B).

Ainsi,

νLp (T ) = ιLp (T ).

(b) Il s’ensuit du théorème de factorisation de Farmer et Johnson [20]

X
T−−−−−−−−→ Y

iX

y xũ
i(X)

j̃p−−−−−−−−→ Sp

↪→ ↪→

C(BX∗)
jp−−−−−−−−→ Lp(µ)

où T = ũjpiX et πLp (T ) = Lip(ũ).

Il s’ensuit du théorème 1 de [26] qu’il existe û : Lp(µ)→ Y tel que

û|Sp = ũ et Lip(û) ≤ (C1. log |X|)Lip(ũ),

où C1 est une constante absolue. On note que,

jp = ipj∞ : C(K)
j∞−→ L∞(µ)

ip−→ Lp(µ).

Soit b = j∞iX . Alors,
T = ũjpiX = ûipb.

Ainsi,

νLp (T ) = ιLp (T )

≤ Lip(b)Lip(û)

≤ (C1 log |X|)πLp (T ).
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Enfin, comme cela a été mentionné dans ,[20] Bourgain [8] a vraiment prouvé que

πLp (idX) = πL1 (idX) ≤ (C2 log |X|),

Où C2 est une constante absolue. Il résulte de la propriété idéale des opérateurs Lipschitz
p−sommants que

πLp (T ) = πLp (TidX) ≤ (C2 log |X|)Lip(T ).

Cela implique que
νLp (T ) = ιLp (T ) ≤ C1C2(log |X|)2Lip(T ).

Comme dans le cas linéaire, K. Saadi a donné un résultat[38] de factorisation des opé-
rateurs fortement Lipschitz p−nucléaires. Pour la preuve, il a utilisé les opérateurs de li-
néarisation et théorème 2.4.3.

Théorème 3.6.3 Soit 1 ≤ p < ∞. Un opérateur Lipschitz T : X → Y est fortement
Lipschitz p-nucléaire si et seulement s’il existe un espace Banach Z, un opérateur linéaire
compact v : Z → Y et un opérateur fortement Lipschitz p-intégral L : X → Z tel que

T = vL.

Dans ce cas
sνLp (T ) = inf ‖v‖sιLp (L).

Preuve. Soit T : X → Y un opérateur fortement Lipschitz p−nucléaire, alors TL :

Æ(X) → Y est p−nucléaire. Le théorème 2.4.3 affirme qu’il existe un espace de Banach
Z, un opérateur compact linéaire v : Z → Y et un opérateur p−intégral w : Æ(X) → Z

tel que TL = vw, alors
TLδX = vwδX ⇒ T = vS

où S = wδX qui est fortement Lipschitz p−intégral par proposition 3.5.7.
Inversement, supposons que T = vS où v est un opérateur compact et S est fortement
Lipschitz p−intégral, alors
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X

δX
��

T // Y

Æ(X)
SL

// Z

v

OO

C’est-à-dire TL = vSL, avec SL est p−intégral.
Ainsi,

TL = vSL, est p−nucléaire, Alors T est fortement Lipschitz p−nucléaire.

Notre contribution dans cette section est le théorème suivant où, nous avons généralisé
les théorèmes [2.4.8], [2.4.9] aux opérateurs Lipschitz.

Théorème 3.6.4 Soient X, Y et Z des espaces de Banach, soient T ∈ Lip(X, Y ) et S ∈
Lip(Y, Z). On suppose que 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ satisfont

1

r
=

1

p
+

1

q
.

a) Si S est fortement Lipschitz p-intégral et T est Lipschitz q-sommant, alors ST est
fortement Lipschitz r-intégral. avec

sιLr (ST ) ≤ sιLp (S).πLq (T ).

b) Si S est p-sommant et T est fortement Lipschitz q-intégral, alors ST est fortement
Lipschitz r-intégral.

sιLr (ST ) ≤ πLp (S).sιLq (T ).

Preuve.

a) Soit S : Y → Z un opérateur fortement Lipschitz p−intégral, alors SL : Æ(Y )→ Z

est p−intégral, et T un opérateur Lipschitz q−sommant alors

ST = SLδY T = SLT̃

où T̃ = δY T est Lipschitz q−sommant par la Proposition idéal 3.3.4
comme

T̃ = T̃LδX et T̃L est linéaire q−sommant
D’après le théorème 2.4.8 on trouve :

ST = SLT̃LδX = RδX

où R est linéaire r−intégral.
Alors ST est fortement Lipschitz r−intégral.
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b) Soit S : Y → Z un opérateur linéaire p−sommant et T un opérateur Lipschitz
fortement q−intégral alors TL : Æ(X)→ Y est q−intégral, alors

ST = STLδX

D’après le théorème 2.4.8 on trouve :
STL est linéaire r−intégral.
Alors ST est fortement Lipschitz r−intégral.

Théorème 3.6.5 Soient X espace métrique pointé et Y , Z deux espaces de Banach, soient
T ∈ Lip(X, Y ) et S ∈ Lip(Y, Z). On suppose que 1 ≤ p, q ≤ ∞ et

1

r
= min{1, 1

p
+

1

q
}.

a) Si S est fortement Lipschitz p-nucléaire et T est Lipschitz q-sommant, alors ST est
fortement Lipschitz r-nucléaire. avec

sνLr (ST ) ≤ sνLp (S).πLq (T ).

b) Si S est linéaire p-sommant et T est fortement Lipschitz q-nucléaire, alors ST est
fortement Lipschitz r-nucléaire.

sνLr (ST ) ≤ πLp (S).sνLq (T ).

Preuve.

a) Soit S : Y → Z un opérateur fortement Lipschitz p−nucléaire, alors SL : Æ(Y )→ Z

est p−nucléaire, et T un opérateur Lipschitz q−sommant alors

ST = SLδY T = SLT̃

où T̃ = δY T est Lipschitz q−sommant par la Proposition idéal 3.3.4
comme

T̃ = T̃LδX et T̃L est linéaire q−sommant
D’après le théorème 2.4.9 on trouve :

ST = SLT̃LδX = RδX

où R est linéaire r−nucléaire.
Alors ST est fortement Lipschitz r−nucléaire.
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b) Soit S : Y → Z un opérateur linéaire p−sommant et T un opérateur Lipschitz
fortement q−nucléaire alors TL : Æ(X)→ Y est q−nucléaire, donc

ST = STLδX

D’après le théorème 2.4.9 on trouve :
STL est linéaire r−nucléaire.
Alors ST est fortement Lipschitz r−nucléaire.
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Chapitre 4

Polynômes m-homogènes p−nucléaires

4.1 Opérateurs multilinéaires

Commençons par rappeler quelques notions de base et notations. Soient m ∈ N et
X1, ..., Xm, Y des espaces de Banach, dont les normes sont, respectivement, notées par :

‖ · ‖1, ..., ‖ · ‖m, ‖ · ‖Y .

Définition 4.1.1 Un opérateur U de X1 × · · · × Xm dans Y est dit multilinéaire (ou
m-linéaire ) s’il est linéaire par rapport à chaque composante.
On noté par L(X1, ..., Xm;Y ) (si Y = K, on écrit L(X1, ..., Xm) ) l’espace des formes
m-linéaires. Si X1 = · · · = Xm = X, on écrit simplement L(mX;Y ).

Définition 4.1.2 L’opérateur m-linéaire U : X1×···×Xm → Y est continu s’il est continu
comme une fonction entre deux espaces normés

Proposition 4.1.3 (Multilinéaire continu) .
Soit U ∈ L(X1, ..., Xm;Y ). Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) L’opérateur U est continu.
(2) L’opérateur U est continu en (0, ..., 0).
(3) Il existe une constante C > 0 telle que
‖U(x1, ..., xm)‖ ≤ C‖x1‖1 × · · · × ‖xm‖m pour tout (x1, ..., xm) dans X1 × · · · ×Xm.

(4) L’opérateur U est borné.
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On pose, alors

‖U‖ = sup
‖xj‖Xj≤1,j=1,m

‖U(x1, ..., xm)‖

= inf{C,C vérifiant l’inégalité ci-dessus}.

L’espace des opérateurs m-linéaires continus (ou bornés) de X1, ..., Xm dans Y est un espace
de Banach, on le note L(X1, ..., Xm;Y ). Si Y = K, on écrit L(X1, ..., Xm). Si X1 = · · · =

Xm = X, on note simplement L(mX;Y ).

Définition 4.1.4 (Adjoint d’un opérateur m-linéaire) l’adjoint d’ un opérateur m-
linéaire est un opérateur unique linéaire U∗ : Y ∗ → L(X1, .., Xm) défini par

U∗(y∗)(x1, ..., xm) = y∗U(x1, ..., xm).

Définition 4.1.5 (Opérateur de rang fini ) Un opérateur m-linéaire U ∈ L(X1, ..., Xm;Y )

est de rang fini s’il s’écrit comme une somme finie d’opérateurs de la forme

(x1, · · ·, xm) 7→ x∗1(x1)x∗2(x2)...x∗m(xm)y,

où x∗i ∈ X∗i (1 ≤ i ≤ m) et y ∈ Y . L’espace des opérateurs m-linéaires de rang fini sera
noté Lf (X1, ..., Xm;Y ).

4.2 Polynômes m-homogènes

Définition 4.2.1 (Multilinéaire symétrique) Soient X et Y deux espaces de Banach.

Soit U : X×
(m)
· · · ×X → Y un opérateur multilinéaire borné, l’opérateur U est dit symétrique

s’il est invariant par rapport à toute permutation des variables, i.e.,

U ◦ σ(x1, ..., xm) := U(xσ(1), ..., xσ(m)) = U(x1, ..., xm)

pour toute permutation σ.

Définition 4.2.2 Un polynôme P : X → Y est m-homogène s’il existe un opérateur m-
linéaire symétrique unique U : X×

(m)
· · · ×X → Y tel que

P (x) = U(x, ..., x).
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On désigne P(mX, Y ) l’espace de Banach des polynômes homogènes de degré m de X dans
Y muni de la norme

‖P‖ = sup{‖P (x)‖ : ‖x‖ ≤ 1}

= inf{C : ‖P (x)‖ ≤ C‖x‖m, x ∈ X}

Définition 4.2.3 (Polynôme de rang fini) Un polynôme P ∈ P(mX, Y ) est de rang fini
s’il s’écrit comme une somme finie d’opérateurs de la forme

x 7→ x∗(x)my,

où x∗ ∈ X∗ et y ∈ Y. L’espace des polynômes m-homogènes de rang fini sera noté Pf (mX, Y ).

4.3 Produits tensoriels des espaces de Banach

Dans cette section, nous présentons quelques éléments de la théorie du produit tensoriel
des espaces de Banach pour l’ordre m ≥ 2. En particulier, la norme projective, la norme
injective

Définition 4.3.1 [36] Soient m ∈ N∗ et X1, ..., Xm des espaces de Banach sur K. On
appelle le produit tensoriel algébrique de X1, ..., Xm, l’espace vectoriel

X1 ⊗ · · · ⊗Xm =

{
u =

n∑
i=1

λix
1
i ⊗ · · · ⊗ xmi , (λi)

n
i=1 ⊂ K et xji ∈ Xj(1 ≤ j ≤ m)

}

avec x1 ⊗ · · · ⊗ xm : L(X1, · · ·, Xm)→ K est une forme linéaire définie par x1 ⊗ · · · ⊗
xm(φ) := φ(x1, · · ·, xm), pour tout φ ∈ L(X1, · · ·, ·Xm).
Si X1 = · · · = Xm = X on écrit simplement ⊗mX.

On note par (X1 ⊗α · · · ⊗α Xm) le produit tensoriel X1 ⊗ · · · ⊗Xm muni la norme α. Sa
complété, notée par X1⊗̂α · · · ⊗̂αXm.

Définition 4.3.2 [36] Soient Xj, (j = 1, ...,m) des espaces normés sur le même corps.
On dira qu’une norme α sur X1 ⊗ · · · ⊗ Xn est une norme raisonnable si α satisfait les
conditions suivantes :
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1) Pour chaque xj ∈ Xj(j = 1, ...,m),

α(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) ≤ ‖x1‖ · · · ‖xm‖.

2) Pour chaque ϕj ∈ X∗j (j = 1, ...,m) le fonctionnel ϕ1⊗· · ·⊗ϕm ∈ (X1⊗α · · ·⊗αXm)∗

défini par

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕm(z) :=
n∑
i=1

ϕ1(x1
i )...ϕ

m(xmi ),

pour z =
n∑
i=1

x1
i ⊗ · · · ⊗ xmi ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm est continue avec norme

‖ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕm‖ ≤ ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕm‖.

Exemple 4.3.3 Soient X1, ..., Xm des espaces de Banach .

1. La norme injective sur X1 ⊗ · · · ⊗Xm est définie par

ε(u) = sup

{
|

n∑
i=1

ϕ1(x1
i )...ϕ

m(xmi )|, ϕj ∈ BX∗j
(j = 1, ...,m)

}

où u =
n∑
i=1

x1
i ⊗ · · · ⊗ xmi est une représentation quelconque de u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm.

Nous désignons par X1⊗ε · · ·⊗εXm le produit tensoriel X1⊗· · ·⊗Xm avec la norme
injective.

2. La norme projective sur X1 ⊗ · · · ⊗Xm est définie par

π(u) = inf

{
n∑
i=1

‖x1‖ · · · ‖xm‖, u =
n∑
i=1

x1
i ⊗ · · · ⊗ xmi

}
.

Nous désignons par X1⊗π · · ·⊗πXm le produit tensoriel X1⊗·· ·⊗Xm avec la norme
projective.

Ryan introduit, dans [36], des normes sur le produit tensoriel symétrique des espaces
de Banach pour étudier des polynômes homogènes. Les normes tensorielles projectives et
injectives pour le produit tensoriel symétrique sont définies comme suit :

Définition 4.3.4 Soit X un espace de Banach. On désigné par ⊗ms X le produit tensoriel
symétrique m fois de X.
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1. La norme tensorielle projective symétrique , πs est la norme

πs(u) = inf

{
n∑
i=1

|λi|‖xi‖m, n ∈ N∗, u =
n∑
i=1

λi ⊗m xi

}
,

2. La norme tensorielle symétrique injective, εs est la norme

εs(u) = sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

λiϕ(xi)
m

∣∣∣∣∣, ϕ ∈ BX∗ , u =
n∑
i=1

λi ⊗m xi

}

Proposition 4.3.5 [37] Un opérateur P : X → Y est un polynôme m-homogène s’il existe
un unique opérateur linéaire borné PL ∈ L(⊗̂mπsX, Y ) tel que le diagramme suivant est
commutatif

X

δm ""

P // Y

⊗̂mπsX
PL

<<

où δm : X → ⊗̂mπsX le polynôme canonique défini par

δm(x) = x⊗
(m)
· · · ⊗x.

L’opérateur PL est appelé la linéarisation de P .

4.4 Polynômes m-homogènes p−nucléaires

Définition 4.4.1 On dit qu’un polynôme P ∈ P(mX, Y ) est p-nucléaire s’il peut s’écrire
sous la forme

P (x) =
∑
n

x∗n(x)myn, (x ∈ X)

où (x∗n) ⊂ X∗ et (yn) ∈ B`w
P∗ (Y ), satisfait Nm

p ((x∗n), (yn)n) <∞, tel que

Nm
p ((x∗n)n, (yn)n) =

(∑
n

‖x∗n‖m
)(

sup
n
‖yn‖

)
, p = 1

Nm
p ((x∗n)n, (yn)n) =

(∑
n

‖x∗n‖mp
) 1

p

sup
y∗∈BY ∗

(∑
n

| < y∗, yn > |p
∗
) 1

p∗

, 1 < p <∞

Nm
p ((x∗n)n, (yn)n) =

(
sup
n
‖x∗n‖m

)
sup

y∗∈BY ∗

∑
n

| < y∗, yn > |, p =∞
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On désigne par PN−p(mX, Y ) l’espace de Banach des polynômes m-homogènes p-nucléaires
de X dans Y , muni de la norme

‖P‖N−p = inf Nm
p ((x∗n)n, (yn)n)

Théorème 4.4.2 (inclusion) Soit 1 ≤ p < q ≤ ∞, on a

PN−p(mX, Y ) ⊂ PN−q(mX, Y )

De plus, ‖P‖N−q ≤ ‖P‖N−p pour tout P ∈ PN−p(mX, Y )

Preuve. Soit P ∈ PN−p(mX, Y ). Alors P =
∑
n

x∗n
m ⊗ yn avec x∗n ∈ X∗ et yn ∈ Y (n =

1, 2, ...).

On pose
1

r
=

1

p
− 1

q
et

an = ‖x∗n‖p/r
(∑

n

‖x∗n‖mp
)−1/mr

pour n = 1, 2, ...

On suppose z∗n = x∗n/an et zn = amn yn pour n = 1, 2, ..., alors

P =
∑
n

z∗n
m ⊗ zn, et

(∑
n

‖z∗n‖mq
) 1

q

=

(∑
n

‖x∗n‖mp
) 1

p

et
∑
n

amrn = 1

et d’après l’inégalité de Hölder
(

1

p∗/q∗
+

1

p∗/(p∗ − q∗)
= 1

)
, on obtient

Nm
q ((z∗n)n, (zn)n) ≤

(∑
n

‖z∗n‖mq
) 1

q

sup
z∗∈BY ∗

(∑
n

| < z∗, zn > |q
∗

) 1
q∗

=

(∑
n

‖x∗n‖mp
) 1

p

sup
y∗∈BY ∗

(∑
n

|amq∗n < y∗, yn > |q
∗

) 1
q∗

≤

(∑
n

‖x∗n‖mp
) 1

p

sup
y∗∈BY ∗

(∑
n

a
mq∗p∗
p∗−q∗
n

) p∗−q∗
q∗p∗

(∑
n

| < y∗, yn > |p
∗

) 1
p∗

≤

(∑
n

‖x∗n‖mp
) 1

p
(∑

n

amrn

)1/r

sup
y∗∈BY ∗

(∑
n

| < y∗, yn > |p
∗

) 1
p∗

.

on trouve
Nm
q ((z∗n)n, (zn)n) ≤ Nm

p ((x∗n)n, (yn)n).
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et par conséquent P est un polynôme q−nucléaire et

‖P‖N−q ≤ ‖P‖N−p

Théorème 4.4.3 Un polynôme P ∈ P(mX, Y ) est p-nucléaire si et seulement s’il existe
des opérateurs b ∈ L(X, `∞), a ∈ L(`p, Y ) et un polynôme Mλ ∈ P(m`∞, `p) de la forme
Mλ(z) = (λnz

m
n )∞n=1 avec λ = (λn) ∈ `p tels que le diagramme suivant commute :

X
P−−−−−−−−→ Y

b

y xa
`∞

Mλ−−−−−−−−→ `p

de plus, pour P ∈ PN−p(mX, Y ) on a ‖P‖N−p = inf ‖a‖‖λ‖p‖b‖m.

Preuve.

Supposons que P est p−nucléaire donc ils existent des suites (x∗n)n ⊂ X∗ et (yn)n ⊂ Y

telles que P =
∑
n

x∗n
m ⊗ yn. Soient

b : X → `∞, x 7→
(
x∗n(x)

‖x∗n‖

)
n

,

Mλ : `∞ → `p, (tn)n 7→
(
‖x∗n‖mtmn

)
n

, λ = (‖x∗n‖m)n

a : `p → Y, (sn)n 7→
∑
n

snyn.

Évidemment, P = aMλb et ‖Mλ‖ = ‖λ‖ =

(∑
n

‖x∗n‖mp
) 1

p

(1 ≤ p <∞).

Pour p = 1,

‖a((sn)n)‖ = sup
y∗∈BY ∗

| < y∗,
∑
n

snyn > | ≤
(∑

n

|sn|
)(

sup
n
‖yn‖

)
,

donc
‖a‖ ≤ sup

n
‖yn‖ pour p = 1.
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Pour 1 < p <∞, on a

‖a((sn)n)‖ = sup
y∗∈BY ∗

| < y∗,
∑
n

snyn > | ≤ sup
y∗∈BY ∗

(∑
n

|sn|p
) 1

p
(∑

n

| < y∗, yn > |p
∗
) 1

p∗

,

donc

‖a‖ ≤ sup
y∗∈BY ∗

(∑
n

| < y∗, yn > |p
∗
) 1

p∗

pour 1 < p <∞.

Pour p =∞,

‖Mλ‖ = supn ‖x∗n‖m, ‖a‖ ≤ sup
y∗∈BY ∗

∑
n

| < y∗, yn > |,

donc

P = aMλb et inf ‖a‖‖Mλ‖‖b‖m ≤ ‖P‖N−p.

Inversement, si Mλ =
∑
n

λne
m
n ⊗ en et λ = λn ∈ `p(c0, p =∞), alors pour x ∈ X,

P (x) = aMλb(x) =
∑
n

λn〈b(x), en〉ma(en).

Soit x∗nm = λn < b(.), en >
m . Alors,

x∗n ∈ X∗ et P =
∑
n

x∗n
m ⊗ a(en).

Pour p = 1, ∑
n

‖x∗n‖m ≤ ‖b‖m‖Mλ‖ et sup
n
‖a(en)‖ ≤ ‖a‖.

Pour 1 < p <∞, (∑
n

‖x∗n‖mp
) 1

p

≤ ‖b‖m‖Mλ‖

et

sup
y∗∈BY ∗

(
| < y∗, a(en) > |p∗

) 1
p∗ = sup

y∗∈BY ∗

(∑
n

| < a∗y∗, en > |p
∗

) 1
p∗

= sup
y∗∈BY ∗

‖a∗y∗‖

= ‖a‖.
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pour p =∞
‖Mλ‖ = sup

n
|λn|, supn ‖x∗n‖m ≤ ‖b‖m sup

n
|λn|

De plus,

sup
y∗∈BY ∗

∑
n

| < y∗, a(en) > | = sup
y∗∈BY ∗

∑
n

| < a∗y∗, en > |

= sup
y∗∈BY ∗

‖a∗y∗‖

= ‖a‖.

Donc, pour 1 ≤ p ≤ ∞.

Nm
p ((x∗n)n, (yn)n) ≤ ‖a‖‖Mλ‖‖b‖m.

Ce qui implique
‖P‖N−p ≤ inf ‖a‖‖Mλ‖‖b‖m.

Théorème 4.4.4 (Propriété d’idéal ) Soit 1 ≤ p <∞. Si u ∈ L(Y, Y0), P ∈ PN−p(X, Y ) et w ∈
L(X0, X). Alors,

uPw ∈ PN−p(X0, Y0) et ‖uPw‖N−p ≤ ‖u‖ · ‖P‖N−p · ‖w‖m.

Preuve. En effet, uPw se factorise de la manière suivante

X0
w //

bw   

X

b
��

P // Y
u // Y0

`∞
Mλ // `p

a

OO

ua

??

donc uPw = ãMλb̃ tel que ã = ua et b̃ = bw

Ce qui implique que uPw ∈ PN−p(X0, Y0) et on a

‖uPw‖ ≤ ‖ua‖‖Mλ‖‖bw‖m

≤ ‖u‖‖a‖‖Mλ‖‖b‖m‖w‖m.

D’où
‖uPw‖ ≤ ‖u‖‖P‖N−p‖w‖m.
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Proposition 4.4.5 [14] Soit P : X → Y un polynôme entre deux espaces de Banach. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

a ) P est un polynôme p−nucléaire.
b ) P admet une factorisation P : X

u−→ co
M ′λ−−→ `p

v−→ Y où u et v sont des opérateurs
linéaires compacts, et M ′

λ ∈ P(mc0, `p) de la forme M ′
λ(z) = (λnz

m
n )∞n=1 avec λ =

(λn) ∈ `p.

Preuve.

a) ⇒ b). Soit P : X → Y un polynôme p−nucléaire alors le théorème 4.4.3 se factorise
comme suit

X
P−−−−−−−−→ Y

b

y xa
`∞

Mλ−−−−−−−−→ `p

où b ∈ L(X, `∞), a ∈ L(`p, Y ) et un polynômeMλ ∈ P(m`∞, `p) de la formeMλ(z) =

(λnz
m
n )∞n=1 avec λ = (λn) ∈ `p.

On peut trouver α = (αn) ∈ c0, avec αn > 0, et τ = (τn) ∈ `p tel que λn = αnτn

pour tout n. Définir
(i) l’opérateur b ∈ L(`∞, c0) par b(z) = (α

1/2m
n zn)∞n=1 pour z = (zn) ∈ `∞,

(ii) l’opérateur a ∈ L(`p, `p) par a(w) = (α
1/2
n wn)∞n=1 pour w = (wn) ∈ `p,

(iii) le polynôme M ∈ P(mc0, `p) par M(y) = (τny
m
n )∞n=1 pour y = (yn) ∈ c0,

Donc, a et b sont compacts, et Mλ = aMb.
(b)⇒ (a) Depuis,

M ′
λ(y) = (λny

m
n )∞n=1 =

∑
n

λny
m
n en =

∑
n

λn[en(y)]men

pour tout y = (yn) ∈ c0, il s’ensuit que M ′
λ est p−nucléaire. d’après la propriété

d’idéal on a :
P = vM ′

λu est p−nucléaire.
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Théorème 4.4.6 [36] Soit T : X1 × · · · × Xm → Y un opérateur multilinéaire. Alors, il
existe un opérateur unique T̃ : X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm → Y satisfait

T̃ (x1 ⊗ · · · ⊗ xm) = T (x1, ..., xm) pour tout xi ∈ Xi, i = 1,m.

La correspondance T ↔ T̃ est une isomorphisme isométrique entre

L(X1 × · · · ×Xm;Y ) et L(X1⊗̂π · · · ⊗̂πXm, Y ).

Proposition 4.4.7 Soit 1 ≤ p <∞.
Le polynôme m-homogènes P : X → Y est p-nucléaire si et seulement si sa linéarisation
PL est p-nucléaire.

Preuve. Pour la preuve, on utilise la définition d’un opérateur p−nucléaire.
d’une part, on a :

P (x) =
∑
n

x∗n(x)m · yn

et d’autre part, on a :

P (x) = (PLδm)(x)

= PL(δm(x))

= PL(x⊗
(m)
· · · ⊗x),

on déduit

PL(x⊗
(m)
· · · ⊗x) =

∑
n

(x∗n⊗
(m)
· · · ⊗x∗n)(x⊗

(m)
· · · ⊗x)yn

4.3.2
=

∑
n

ϕ(x⊗
(m)
· · · ⊗x)yn ∈ Np(⊗̂

m

πsX, Y ).

4.5 Polynômes m-homogènes strictement p−intégraux

Définition 4.5.1 Soient X et Y deux espaces de Banach, on dit qu’un polynôme P ∈
P(mX, Y ) est strictement p-intégral (1 ≤ p ≤ ∞), s’il existe un espace mesuré de probabi-
lité (Ω,Σ, µ) tel que le diagramme suivant est commutatif :
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X

Rh
��

P // Y

L∞(µ)
ip

// Lp(µ)

S

OO

où S ∈ L(Lp(µ), Y ) et h ∈ L(X,L∞(µ)), alors nous définissons un polynôme Rh ∈
P(mX,L∞(µ)) par Rh(x)(t) = h(x)(t)m pour tout x ∈ X et t ∈ Ω qui sera appelé le poly-
nôme naturel associé à h.

On désigne par PI−p(mX, Y ) l’ensemble de tous les polynômes m-homogènes strictement
p-intégraux muni de la norme

‖P‖I−p = inf ‖h‖m‖S‖.

où infimum est prise sur tout opérateurs h et S le digramme

Remarque 4.5.2 Il est claire que la norme m-homogène strictement p-intégral domine la
norme polynôme, i.e.

‖P‖ ≤ ‖P‖I−p.

Théorème 4.5.3 inclusion

Soit 1 ≤ p < q ≤ ∞. Il est facile de voir que

PI−p(mX, Y ) ⊂ PI−q(mX, Y ).

De plus, ‖P‖I−q ≤ ‖P‖I−p pour tout P ∈ PI−p(mX, Y ).

Proposition 4.5.4 (Propriété d’idéal ) Soient P : X → Y un polynôme m-homogène
p-intégral, u : X0 → X et v : Y → Y0 deux applications linéaires bornées, alors vPu : X0 →
Y0 est un polynôme homogène p-intégral de plus, on a

‖vPu‖I−p ≤ ‖v‖ · ‖P‖I−p · ‖u‖m.

Théorème 4.5.5 [16] Soit 1 ≤ p < +∞, et soit P ∈ P(mX, Y ), Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(a) P est strictement p-intégral.
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(b) Il existe un espace compact de Hausdorff K, une injection h de X dans C(K), une
mesure µ de Borel sur K et un opérateur S ∈ L(Lp(K,µ), Y ) tels que le diagramme
suivant est commutatif

X

Rh
��

P // Y

C(K)
jp

// Lp(K,µ)

S

OO

Corollaire 4.5.6 [16] Soient 1 ≤ p ≤ ∞, un polynôme P ∈ P(mX, Y ) est strictement
p-intégral si et seulement s’il existe un opérateur u ∈ SIp(C(BX∗), Y ) tel que P = uR, où
R est le polynôme associé à l’inclusion naturelle de X dans C(BX∗).
De plus,

‖P‖I−p = inf ιp(u).

Théorème 4.5.7 [16] Soit 1 ≤ p < +∞, un polynôme P ∈ P(mX, Y ), Les affirmations
suivantes sont équivalentes :

(a) P est strictement p-intégral.
(b) Il existe un espace mesuré de probabilité (Ω,Σ, µ) tel que le diagramme suivant est

commutatif :

X

h
��

P // Y

L∞(µ)
R
// L∞(µ)

ip
// Lp(µ)

S

OO

où S ∈ L(Lp(µ), Y ) et h ∈ L(X,L∞(µ)), et R est le polynôme donné par

R(f) := fm pour f ∈ L∞(µ).

Proposition 4.5.8 [16] Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Soit P : X → Y un polynôme m-homogène. Les
propriétés suivantes sont équivalentes

1) P ∈ PI−p(mX, Y ),

2) PL est un opérateur linéaire strictement p-intégral de ⊗̂mπsX dans Y .

Preuve. Soit P un polynôme m-homogène p−intégral, on a

P = SipRh
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Nous utilisons la factorisation de P et Rh

PLδm = SipRhLδm

Par l’unicité de la linéarisation, nous obtenons

PL = SipRhL.

Par conséquent, PL est strictement p−intégral.
Inversement, supposons que PL est un strictement p−intégral . Par [[19], proposition 6.12],
il existe une extension P̃L ∈ SIp(C(BX∗), Y ) avec la même norme p−intégrale. Par le co-
rollaire 4.5.6, le polynôme P̃LR est strictement p−intégral.
Clairement,P̃LR = P̃Ljδm = PLδm = P , donc P est strictement p−intégral.

4.6 Relations entre les espaces PN−p(mX, Y ) et PI−p(mX, Y )

Proposition 4.6.1 Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Tout polynôme p-nucléaire est strictement p-intégral,
de plus on a

‖P‖I−p ≤ ‖P‖N−p pour tout P ∈ PN−p(mX, Y ).

Preuve. Il suffit d’appliquer la remarque 1.1.11.

Théorème 4.6.2 Soient 1 ≤ p ≤ ∞, X et Y deux espaces de Banach tels que Np(X, Y ) =

SIp(X, Y ), alors PN−p(mX, Y ) = PI−p(mX, Y ).

Preuve.

Fixe e ∈ X tel que x∗(e) = 1. Définir [6] des opérateurs

πj : ⊗̂j+1

πs X → ⊗̂
j

πsX(1 ≤ j ≤ m− 1)

par

πj(
n∑
i=1

xi⊗
(j+1)
· · · ⊗xi) =

n∑
i=1

x∗(x)xi⊗
(j)
· · · ⊗xi.
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On considéré P ∈ PI−p(mX, Y ), tel que le diagramme suivant est commutatif

X

δm
��

P // Y

⊗̂mπsX πm−1

// ⊗̂m−1

πs X · · · ⊗̂2

πsX π1
// X

u

OO

où u ∈ L(X, Y ) et δm(x) = x⊗
(m)
· · · ⊗x . Donc, d’après le Théorème 4.5.8 on a

PL = uπ1 · · · πm−1 : ⊗̂mπsX → Y

est linéaire strictement p−intégral.
Maintenant, comme il a été démontré dans la preuve de [[6], Théorème 3], il sont des
opérateurs kj : ⊗̂jπsX → ⊗̂

j+1

πs X (1 ≤ j ≤ m − 1) défini en termes de x∗ et e tels que πjkj
est l’application identity de ⊗̂jπsX, On a

u = uπ1 · · · πm−1km−1 · · · k1 : X → Y

par la propriété idéale, l’opérateur u est strictement p−intégral

Par hypothèse on obtient
u ∈ Np(X, Y )

en suit, par la propriété idéale,

PL = uπ1 · · · πm−1 ∈ Np(X, Y )

donc,
P ∈ PN−p(mX, Y )

Corollaire 4.6.3 Si X est espace réflexif, alors pour 1 ≤ p ≤ ∞, on a

PN−p(mX, Y ) = PI−p(mX, Y ).

Théorème 4.6.4 Soit 1 ≤ p ≤ ∞, un polynôme P : X → Y est p-nucléaire si et seulement
s’il existe un espace de Banach Z et un opérateur compact A ∈ L(X,Z) et un polynôme
strictement p-intégral Q tels que

P = QA.
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Dans ce cas
‖P‖N−p ≤ ‖A‖m‖Q‖I−p.

Preuve. Si P est p−nucléaire, considérons la factorisation du Proposition 4.4.5, et prenons
Z = c0, A = u et Q = vMλ.

Inversement, si P = AQ utilisons le théorème (FIGIEL, W. B. JOHNSON) dans (
[18], p 260) il existe un espace de Banach W réflexif et deux opérateurs linéaires bornés
a2 : X → W et a1 : W → Z tels que A = a1a2.
Alors, on a la factorisation suivante

X
a2

  

A // Z

Rh
��

Q // Y

W

a1

;;

L∞(µ)
ip

// Lp(µ)

S

OO

on sait que Qa1 ∈ PN−p(mW,Y ).
Donc, d’après la propriété d’idéal des polynômes p−nucléaires.

QA = Qa1a2 ∈ PN−p(mX, Y ).

on a

‖Qa1‖N−p = ‖Qa1‖I−p
≤ ‖Q‖I−p · ‖a1‖

Donc
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‖P‖N−p = ‖QA‖N−p
= ‖Qa1a2‖N−p
≤ ‖Qa1‖N−p · ‖a2‖m

≤ ‖Qa1‖I−p · ‖a2‖m

≤ ‖Q‖I−p · ‖a1‖m · ‖a2‖m

≤ ‖Q‖I−p · ‖A‖m.

———————————————————————————————
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