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Résumé

Q)ans ce projet, nous avons résolu analytiquement ['équation de Laplace dans un domaine borné
en dimension deux par la méthode de séparation des variables. Notre projet se décompose en
deux chapitres :

v Fquation de Laplace dans un rectangle,

w5 Fquation de Laplace dans un disque.
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Introduction générale

n analyse vectorielle, ["équation de Laplace est une "équation aux dérivées partielles elliptique’
du second ordre, dont le nom est un hommage au physicien et mathématicien Pierre-Simon
de Laplace (1749-1827). Introduite pour les besoins de la mécanique newtonienne. L 'équation de
Laplace apparait dans de nombreuses autres branches de la physique théorique : astronomie, élec-
trostatique, mécanique des fluides et mécanique quantique. Les fonctions solutions de ['équation de
Laplace sont appelées les fonctions harmoniques. La technique de séparation de variables consiste d
accepter que toute fonction représentant un potentiel solution de ['équation de Laplace peut sécrire
comme un produit de fonctions dépendant chacune d’une seule coordonnée. On arrive alors a trans-
former ["équation de Laplace (dérivées partielles) en un systéme d équations différentielles ordinaires,
dont la solution est censée étre plus aisée. Il est évident que cette technique dépend fortement du sys-
teme de coordonnées considére.
Notre objective dans ce projet est la résolution analytique de ['équation de Laplace dans un do-
maine borné par la méthode de séparation des variables. Notre projet se décompose en deux chapitres :

v5 Dans le premier chapitre, on établit les conditions de Dirichlet et de Neumann , pour résoudre le
probléme on utilise la méthode de séparation des variables .pendant la recherche de la solution
on se rencontre avec les EDOs de second ordre avec des coefficients constants .

v5 Dans le second chapitre, on fait le changement de variables de coordonnées Cartésiennes vers les
coordonnées polaires , en suit la méme technique pour résoudre le probléme mais on se rencontre
avec les EDOs de second ordre avec des coefficients variables on les changés a des EDOs de
second ordre avec des coefficients constants pour facilement a résolut .



Chapitre 1

Equation de Laplace dans un rectangle



1.1. EQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITION DE DIRICHLET 3

1.1 Equation de Laplace avec condition de Dirichlet

Soit Q un ouvert borné de R".Soit f € L?(Q), on appelle solution u du probléme
de Dirichlet une fonction u € H; telle que :

-Au=f

au sens des distributions .
Soit Q= [0, M] x [0, N] un rectangle de R? ot1 M, N > 0. On considére le probléme
suivant : Trouver u: Q — R tel que

Pu , du_

0xz = 9y?

u(x,0)=fi(x),u(x,N)=fo(x) pour0<x< M, (1.1)
u(0,y)=gi(y),u(M,y)=g(y) pour0<y=<N.

y
o (%)

0 H ) M

Tel que: fi, f>, g1 et & sont des données.
Le probleme (1.1) peut étre décomposé en quatre problemes ayant chacun seule
condition non-homogeéne plutdt que quatre :

Probléme 1.1. Trouver u; : Q — R solution d’équation de Laplace suivante :
02 U 62 U

—+ =
0x>  0y?

et vérifiée les conditions de Dirichlet suivantes :

0 (1.2)

{ul (x,00) =fi(x)et u;(x,N)=0 pourxe€ [0, M], (1.3)
u(0,y) =0 et uy(M,y)=0 pourye[0,N].
Probleme 1.2. Trouver u, : Q@ — R solution d’équation de Laplace suivante :
Oup Oty _, (1.4)
0x*>  0y?

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné



1.1. EQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITION DE DIRICHLET 4

et vérifiée les conditions de Dirichlet suivantes :

{uz (x,00 =0 et u(x,N)=f(x) pourxEe€]l[0,M], (1.5)
u(0,y) =0 et up(M,y)=0 pour y € [0, N].
Probléme 1.3. Trouver us : O — R solution d’équation de Laplace suivante :
Ous Oty _, (1.6)
0x>  0y?
et vérifiée les conditions de Dirichlet suivantes :
{ug (x,00 =0 et uz(x,N)=0 pour x€ [0, M], 17
us(0,y) =g (y) et us(M,y)=0 pour ye[0,N].
Probléme 1.4. Trouver u, : Q — R solution d’équation de Laplace suivante :
%2;‘24 + ‘22;‘24 =0 (1.8)
et vérifiée les conditions de Dirichlet suivantes :
{u4 (x,00) =0 et us(x,N)=0 pour x € [0, M], (1.9)
us (0,y) =0 et uy(M,y)=g2(y) pouryel0,N].

Remarque 1.1. Comme I'équation de Laplace est linéaire, on peut écrire la solution
u de probléme (1.1) comme une somme de u;, uy, us et u, c’est a dire

U= U+ U+ U3+ Uy.

Pour résoudre Probleme on utilise la méthode de séparation des variables, on
pose u; (x,y) = F (x) G(y) et nous remplagons dans (I.2),nous obtenons :

I n

1 n F
F'G+FG =0 =2 -9
F~ G

Ainsi, nous avons les deux équations différentielles ordinaires suivantes :
F-AX=0 et G +1G=0
Avec les conditions de Dirichlet (1.3), nous obtenons :

u (x5, N)=F(x)G(N)=0=> G(N)=0;
u(0,y)=F(0)G(y)=0= F(0)=0;
u (M,y)=F(M)G(y)=0= F(M)=0.

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné



1.1. EQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITION DE DIRICHLET 5

1. On résoudre I’équation suivante :

(1.10)
F0)=F(M)=0.

{F" —~AF =0,
(a) SiA>0,alorsonpose A=p’etona:
7’2—/12=03 r=+u= F(x)=Ae"+ Be " ot A,BEeR.
Avec les conditions F (0) = F (M) = 0, on obtient le systeme suivant :

A+B =0,
{ — A=B=0.

AetM 4+ Be MM = 0.
Alors, u; (x,y) = 0 donc contradiction avec la condition de Dirichlet
uy (x,0) = fi (x) #0.

(b) SiA=0,alorsona:
F(x)=Ax+BouA, BeR.

Donc, avec les conditions F (0) = F (M) =0, nous avons :

F0)=0=>B=0,
{ O=0= = u; (x,y) =0

F(M)=0=> A=0.
Alors, 1 (x, y) = 0 donc contradiction avec la condition de Dirichlet
up (x,0) = f1(x) #0.
(c) SiA<0,onpose A=-p% ona:
rP+u®=0=r=+iu= F(x)= Acos(ux)+ Bsin(ux) ou A, BeR.
Avec les conditions F (0) = F (M) =0, nous avons :

F(0)=0=>A=0,
F(M)=0= Bsin(uM)=0=>pu=kn/MoukeZ*.

Alors, I'’équation (1.10) admet infinité des solutions données par :

. (kn . . .
Fi. (x) = Bsin ﬁx ouBeR" keZ".

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné



1.1. EQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITION DE DIRICHLET 6

{F(O) = ACos(0)+BSin(0)=0 {A:O
pr——

F(M) =ACos(vM)+BSin(vM) =0 Bsin(vM) =0
2
sin(vM)=0 > v:ﬂ,ﬁn:—(ﬂ)
M M

et . (NTX\ |
F,(x) = B, sin (7) ouneZ,n#0.

Si nous considérons maintenant la seconde équation G +AG=0avecG (N)=0
danslecasou A=A, =—(nr/M)*.ouneN,n=1, nous obtenons::

nwy

Gy (y) = Cel') + De-37),

Mais nous avons aussi

G,(N)=0 = Ce() 1 De-) =0 = D=-ce®).
En substituant ceci dans la solution G,,, nous obtenons

nwy 2naN nry

G, (y) = CelT) —ceTi) -7

_ Ce(nX/IN) e(MM‘N)) B e(_w)l
M

De ce qui précede, nous avons que

- N
ansin(%)sinh(%).

est une solution du probleme|1.1]; et nous avons remplacé
naN
B,2Ce("i).

Par a,,. En utilisant le principe de superposition, nous obtenons que

ur (x,y) = i apsin("2) h(M)

M M

Est aussi une solution du Probléeme
En est une solution si et seulement si

& . (ATTX) . nnN B .
uy (x,0) = ;ansm(v) sinh (—7) = fi(x) Vxe[0,M];

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné
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C’est a dire que

Z a,sin (nnx) sinh (— nnN)

est la série de Fourier impaire de f; (x) :

2
a, :(Msmh( nnN/M))f fl(x)sm(n;[)dx pourtoutneN,n=1.

Nous avons ainsi obtenu une solution formelle du Probleme En procédant de

facon similaire, nous obtenons des solutions formelles aux Problemes jusqu’a
Ces solutions sont

u (x,y) = Zb sm(n;[x)sin(w)

M
avec
nIx
(Msmh(nnN/M))_[ fz(x)sm( M )dx
Pour Probléme(1.2],
& (nmyy nn(y—M)
us(x,y) = ;cnsm(T) sin (T)
avec , N
= o (P
_(Nsinh(—nnM/N))fo gl(y)sm( N )'dx
Pour Probleme[I.3ket
nmx\ . (MY
us(x,y) = Zd sm( v )szn(v)
avec

2 M . (nmy
_(Nsinh(th/N))fO gZ(J’)Sm(T).dx

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné




1.2. EQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITION DE NEUMANN 8

Pour Probleme|1.4] Ainsi la solution formelle du probleme du départ
0*u N u 0
oxz  0yr

et les conditions a la frontiere

u(x,0)=fi(x),ulx,N)=f2(x),
u(0,y)=g1(y),u(M,y)=g(y) pour0<x=M,0<y=N

est
X (nmx . [nn(y-N) . (nmy
u(x,y) _,;Sln(—M ) a,sinh (T)+bnsmh(7)
= . (nay . niu (x— M) ) nix
+’;sm(—N ) cnsmh(—)+dnsznh(—N )

avec a,, b,, c, et d,, comme précédemment.

1.2 Equation de Laplace avec condition de Neumann

Soit:
{227’2‘+227’2‘:O pour0<=x=<=M,0<y=<N
Uy (x,0) = h(x),u, (x,N) =i (x);us(0,y)=j(y), ux (M, y) = k(y)
Tel que: h, i, j et k sont des données.

Remarque 1.2. On note que la solution du probleme de Neumann peut écrire
comme une somme de u; pour i = 1,2,3,4,i.e : u = Uy + Uy + uz + uy, alors il suffit
de trouver une seule u;, puis on trouve les autres similairement
Probleme 1.5. X )

0 u 0 u

0x? " 0y?

0

uy(x,0)=H(x) et u,(x,N)=0 pour x € [0, M],
u;(0,y)=0 et u,(M,y)=0 pour ye[0,N].
Probleme 1.6.
62u2 62u2 _

0x? " 0y? 0

uy(x,00=0 et u,(x,N)=I(x) pourxe]l[0,M],
ux(0,)=0 et u,(M,y)=0 pour y € [0, N].

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné
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Probleme 1.7.
62 Us + 62 Us _
ox2  0y>

0

uy,(x,0)=0 et u,(x,N)=0 pourxe€ [0, M],
u:(0,y)=j(y) et ux(M,y)=0 pourye[0,N].

Probléme 1.8.
62 Uy + 62 Uy _
ox2  0y>

0

uy(x,00=0 et u,(x,N)=0 pour x € [0, M],
u,(0,y)=0 et u,(M,y)=K(y) pouryel0,N].

Par exemple, on trouve Probleme 1.7, D’abord, on va voir la séparation de solu-
tions u (x, y) = F (x) G(y) en liant cette solution séparée dans I’équation donnée.

/! I

" n F G i "
F G+ FG ZO;F:—E:AF =AF et G =-AG

Nous allons observer que les deux premiéres conditions aux limites de[1.7], implique :

i, (x,0)=F(x)G (0)=0, = G (0)=0
u, (X, N)=F(x)G (N)=0, = G (N)=0

Pendant la recherche de la solution , nous avons ainsi le probleme suivant :

I

G =-AG
G0)=G (N)=0

(2 B nwy B
/ln—(w), Gn(y)—Cos(T), pourn=1,2,....
pour Ay =0, F=0 > Fo(x):%+%x.
nim\2
pour A":(W) pourn=1,2,..... ,

1

ni\2
F'=() F = Fal=2,e" 4 B,
On note que les quatre conditions aux limites del.7]implique :

u (M, y)=F(M)G (y)=0, = F (M)=0

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné
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Ce qui donne les conditions pour les coefficients de A, B;, .
' B
F(M)=0 = —=0.

et F,’l (M) =0 donne

nm

ni
An_ennM/N _ Bn_
N

N e—nnM/N — 0 = Bn — AneZnnM/N.

Ainsi,
Fn (JC) — Ane(nnx/N) + AneZnnM/Ne(—nnx/N) — An (e(nnx/N) + e(—nn(x—ZM)/N))

Maintenant on utilise F,(x) et G,(y), donc on peut écrire la série de solutions
comme

u(x, y) = % + Z_: An( (nmxIN) o o(=nm(x— 2M)/N)) Cos(nly\r]y).

Finalement, les conditions aux limites non-homogenes del.7/impliques :

1 (0,9) = j(y) = Z rmM/N(1 eZnnM/N) COS(””J’).
n=1 N

D’ou '

nmn 2nwMIN _ In

A”W (1 e”" ) Jn, OU Ap = (1 _ eZnnM/N) I’ZTL'/N’
Ou
nwy _
Jn= Nf cos N )dy, n=12,....

Substitution des coefficient A,, dans la série[I.7]donne la solution :

3 (nrx/N) | ,(~na(x—2M)/N) nuny
u( E (e +e ) cos( )
- e2"ﬂM/N) nn/N N

1.3 Probleme d’existence et d’unicité

Pour prouver I'existence et I'unicité du probleme de Laplace avec les conditions
de Dirichlet; il faut d’abord proposer le principe de maximum .

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné
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1.3.1 Principe de Maximum

Si u est une fonction deux fois continument dérivable (fonction harmonique ) qui
vérifie Au = 0 dans 'ouvert Q0 , et u n’est pas constante, alors u atteint son maximum
sur le bord Q..

Théoréme 1.1. Supposons que u(x,y) fonction harmonique dans la frontiére de do-
maine D et continue dans A= D U B, alors u atteint son maximum dans la frontiere
du domaine B de D.

preuve

On pose le maximum de u sur B est M, on va supposer que le maximum de u
en A n'est pas atteinte en tout points de B, puis il doit étre atteinte a certain points
Py (x0, y0) en D.

Si My = uy (xo, yo) signifie le maximum de u en D, alors M, doit également etre le
maximum de u en A.

My—-M
v(x,y)= u(x,y)+# [(x—x0)2+(y—y0)2]

Ou le point P (x, y) esten D et ou R est le rayon d’'un cercle contenant D, noter que :

Vo (XO,J/O) =u (XO;yO) = Mp;
Nous avons :
My—-M 1
v(x,y) <M+——=7(M+My)<MenB
Ainsi v (x,y) comme u(x, y) doit atteindre son maximum a un point en D, il ré-
sulte de la définition de v (x, y)

My-M _ My-M

Uxx+ Vyy = Uxx + Uyy + R2 72 >0 (1.11)
Mais pour v étre un maximum en D
Vix <0 5 1vy,=0

mais

Vix+Vyy =0

qui contredit I'équation[1.11} d’ot1 le maximum de u doit étre atteinten B .
Existence : la solution consiste a démontrer |'Existence ; maintenant on va dé-
montrer 'unicité .
Unicité :

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné
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Théoréme 1.2. La solution de probleme de Dirichlet s’il existe, il est unique.

preuve
Laissez u; (x,y) et uy (x, y) doit étre deux solutions de probléme de Dirichlet, puis
uy (x,y) et up (x, y) satisfaisant :

Auy=0 Auy=0 enDuy=f uy=f enB

Comme D c’est l'intérieur du domaine et B sa frontiére ,et u; (x,y) et u, (x, y) sont
des fonctions harmonique en D, (u; — u,) est aussi une fonction harmonique en D ;
mais (#; — u,) = 0 sur B.

On établir maintenant le principe de maximum , on obtient u©; — u, = 0, a tout les
points intérieurs de D.

Ainsi,nous avons u; = uU,.
Donc; la solution est unique.

1.4 Equation de Poisson

On considere ’équation de Poisson suivante :
2 2
s ‘gy =f(x,y) dansD,
u(x,y)=g(x,y), surB.

Tel que : D c’est 'intérieur du domaine et B sa frontiere .
On suppose que la solution peut étre écrite sous la forme :

u(x,y)=v(xy)+w(xy)
Ou v est une solution particuliere de ’équation de Poisson et w est la solution de
I’équation homogene, c-a-d:

Viw(x,y) =
v(xy)=f(xy).

Quand v est établie , la solution du probléme de Dirichlet :

{Vzw =0 dansD,
(xy) =-v(xy)+g(xy) surB.

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné
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Peut étre déterminée , la méthode habituelle pour trouver une solution particuliere
ou f (x, y) estun polynome de degré " n " de rechercher un polynome de degre " n+2
" avec des coefficients indéterminés .

Par exemple ; nous considérons le probleme de torsion :

Viu=-2, 0<x<M;0<y<N,
u(0,y)=0;u(M,y)=0 ;u(x,0)=0 ;u(x, N) =0;

Nous laissons u = v + w. Maintenant soit v de la forme suivante :

v(x,y)= A+ Bx+Cy+Dx*+Exy+ Fy*.

Substituons cette formule dans I’équation de Poisson, on obtient :

2D +2F =-2.

La facon la plus simple de satisfaire a cette équation est de choisir

D=-1 et F=0.

Les coefficients restants sont arbitraires . Donc ; nous prenons :

v(x,y)=ax—x*

v (x, y) se réduit a zéro sur les cotés x = 0 et x = M. Prochainement; on trouve v a
partir de :

V'w=0, 0<x<M;0<y<N,

w(0,y)=-v(0,y) =0,
w(M,y)=-v(M,y)=0,

w(x,0) = —v(x,0) = — (ax— x°),
w(x,N)=-v(x,N) = —(ax—x°).

On conclut d’aprés les étapes précédents dans le probleme de Dirichlet dans un rec-
tangle la solution suivante :

w(x,y) = ’g (an cosh(%) +b, sinh(nL]VIy)) sin(nLMx).

Appliquant les conditions non-homogenes aux limites.

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné



1.4. EQUATION DE POISSON 14

w(x,0)=—(ax-x")=) a, sm(n;[x)

n=

—

°° nnN . naN)\ . (nnx
w(x,N):—(ax—x) Z(ancosh( v )+bnsmh( v ))sm(v).

n=1

D’oul’on trouve :

a, = Mf x—ax)sm(n]\”;)dx

{0, si n est pair

—8M?2 . . .
—8M  sin estimpair

Et

naN naN 2 M nix
(ancosh( )+bnsinh( )) :—f (xz—ax)sin( )dx
M M M Jo M
D’ou; la solution du probléme de Dirichlet pour I’équation de Poisson est donnée
par:

u(x,y)=(a-x)x
8a2 0o [smh(Zn 1) m(N- )+smh(2n 1) 37| sinh 2n — 1) 32
s ,;1 smh(Zn 1)z 2n-1)°

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné



Chapitre 2

Equation de Laplace dans un disque
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2.1 Equation de Laplace en coordonnées polaires

On considere ’équation de Laplace en cordonnées cartésiennes suivante :

0°u 0°u

o2 oy 0

avec le changement des variables suivant :

x =rcos6 — r=\x2+y?
y =rsinf 0 = arctan ()
nous avons :
ou_oudr oud0 ___x ou__y ou
ox 0rdx 000x /x2+y20r x2+y?00
_ (3211@_F 0%u 00 N y?  ou
0x2 \/xZ+y%|0r?0x 000rdx (x2+y2)%0r
y [ 0*u or 0°udd

2xy Ou
—t |t
x?+y? |0ro0o0x 062 0x )% 00

0%u X

(x2+ y?
_ rcosf 'rcos@dzu_ rsinf 0’u .
r | r or? r2 000r
rsinf [rcos@ 0°u  rsinf 0*u

r2 r 000r 2 062 r4
Ozu_ZCOSHSiHH 0’u +sin200_u+sin26(32_u
or? r 000r r or r2 002
2sinfcosf ou
r2 00

r?sin?6 ou
r3  or
2r2cosfsinf

+

=cos’6
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Ou_oudr oud) __y Ou _x ou
dy 0rdy 000y /xZ+y20r x*+y?00
u_y (3%{@_F 0u %l s x> Ou
0y>  \/xZ+y20r?dy 0rdfdy (
0°u or dzu%

_+_
0rof oy 06?0y

X2+ y2)? or
X 2xy Ou

)%ﬁ'

+ 2 2

rsinf 0°u rcosf 0*u
+

r or? r2 000r

rsinf 0°u  rcos@oé*u
+

r 000r r2 002
62u+25in00050 0°u +008266u+c032962u
or? r 000r r or rz 062
2cosfsinf ou

r?cos?60 ou
r3  or
2r2cosfsinf ou

rsin@

+

-
rcos6

rz

=sin’6

r2 20
Alors,on a:
0°u  0%u o . 0.10°u [cos’0+sin’0] du
@+6—y2:[cos 0 +sin” 6| 6r2+ - F
cos?60 +sin’0 | 0%u
r2 002

donc, I'équation de Laplace en coordonnées polaires est donnée par :

62u+10u+162u_0
orz  ror r2o02

2.2 Probleme de Dirichlet
Soit Q un disque ouvert défini par :
Q={(x,y)eR*/ x*+y* < a® oua>0}.
On considere le probleme de Dirichlet suivant :

o u _
a2 tror trase =0
u(r=a,0)=h@0)), 0<0<2m.

Ou h est une fonction périodique.

ré 00
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2.2. PROBLEME DE DIRICHLET 18

u(a,0)=h)

On pose u(r,0) = F(r)G(0); avec la méthode de séparation des variables; on ob-
tient :

1 1
F'G+-|F'G|+—=|FG"|=0
+2[FG] + 5 [FG]

En divisant par u (r,60) ; on trouve :

FII 1 F/ 1 GII B

+——+—=—=0
F rF r2G
FI/+1F/_ ].GH
F rF r2¢G
FII FI GII
rP—+r—=—-—=21
F F G

On obtient deux équations :

r’F"+rF' —AF =0
G"+1G=0

1. On supposeque A <0:
On pose : A = —pu?
GII_HZG:():}LZ_MZ:OjLLZ:iH
Gy (0) = A,ue’“9 +B”e_“9

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné



2.2. PROBLEME DE DIRICHLET 19

Les conditions périodiques a la frontiere implique :

G, (0) = G, (2km)
G,(0)=A,e’+B,e’=A,+ B,

G, (2km) = A,et**" + B e~H2kT

+oo SiA,>0
Ay+ By = lim (Aue"** + Be ") =30  siA,=0

—oo siA; <0
Alors; A, =0et A, + B, = 0 ceci implique que B, = 0; il est contradiction avec
les conditions a la frontiere.

2. On suppose que A =0 alors
G'@)=0=>G@)=A+BO AetBsontdes constantes
La frontiere périodique implique que :

A=G0)=GQ2kn) = A+2Bkn
=>2Bkn=0=>B=0

DoncsiA =0, alors G (0) = A constante ; mais G (0) en fonction de 0 et la condi-
tion a la frontiere est une fonction alors; est une contradiction avec les condi-
tions a la frontiere.

3. On suppose que A >0
On pose A = p?

G'+1'G=0=>L*+p*=0=>L,,=+ip
= G, (0) = A, cos(ub) + B, sin (u6)

Cela montre la période moins ou nul de G c’est 27” sauf G (0) = 0 ainsi la condition
limite périodique implique que G (0) # 0 puis :

—n=2n oup=n pourneN
u

A=1,=n> n=0,1,2,3,....

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné
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Et pour chaque de ces valeurs de A , non trivial 27 solutions périodiques sont
constants multiple de :

G, (0) = A, cos(nb) + B,,sin (n0o)

Ou A,, B, sont des constantes .
Maintenant, on résoudre le probléme pour le non trivial solution avec A = A,, = n?

On pose:

Alorsona:
Sin#0

Sin=0

r’F'"+rF —n*F=0

r
r:aezzz:ln(—)
a

dF _drdz_1dr
dr dzdr rdz

d°F 1[d°Fdz] 1dF

dr:  rldz2dr| r*dz
_1[d*F1] 1dF
“rld2r] r2dz
_1d°F 1dF

r2dz? r’dz

,d*°F dF d’F dF dF
F=——-—+
dr? dr dz> dz dz

d’F 2_ 2
ﬁ—n F=0=>L"-n"=0=>L,=%n
F(2) =Cle”Z+Cge_"z
F'(2)=0

F(z)=Cy1+C,z

Cie"*+Cye™ pourn=1,2,3,...

C:+C ourn=0
F(z):{1 P

C;, C, sont des constants.

—n’F=0

M. Sahraoui & N. Benguit

Equation de Laplace dans un domaine borné



2.2. PROBLEME DE DIRICHLET 21

( C1+C21n(§)n pour n=0
r = n —-nNn
C, ln(é) + Czln(ﬁ) pour n=1,2,3,...
lir(r)l+ (F(r))=oc0=F(a)=C;
C,=0,enfixantC;=1etC, =0
On obtient :

F(r) 1 sin=0
r) =
ln(g)n sin=1,2,3,...

Sin=0

Ug (r,0) = Agcos (0) + Bysin (0)
= Ao

Sin#0
r\n
w, (r,0) = (Z) (A, cos (10) + B, sin (16)]
00 00 n
= u(rb) = Z U, (r,0) = Ag+ Z (g) [A,,cos(n0) + B,,sin (n0)]
n=1 n=1
On établir la condition a la frontiere :

h(6)=u(a,0)= Ao+ Y [A,cos(nb)+ B,sin(no)]
n=1

Les coefficients Ay, A,, et B,, sont :

1 27

Ag=— h(0).do.
27 0
1 27

A,=— h(0) cos (nb).do.
T Jo
1 27

B, =— h(0)sin (nB).do.
T Jo

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné



2.3. PROBLEME DE NEUMANN 22

2.3 Probleme de Neumann

On considére maintenant le probleme de Neumann dans un disque :
Viu=0 0<r<a
(2.1)

g—Z:g—’r‘:k(H) r=a

Tout d’abord ; on propose la formule de Green
On a u la solution de probleme de Neumann :

du_f sur B

{V2u=0 dans D
on

ou ov
i) ase | (122
ffD(v u—uvev).ds Bvan uan s
Tel que: v e Hy.

Onpose: v =1;alors V2v=0dans D et g—,’; =0 sur B donc;larésultat est:

0
ff Vzu.ds:f —u.ds (2.2)
D Bon

En substituons (2.1) dans (2.2) '’équation donnons :

f k.ds=0 (2.3)
B

Et on peutl’écrire d'une autre facon :

27

k(©0).d0 =0

0

La solution de I'’équation de Laplace dans un disque dans le probleme de Dirichlet :

u(r,0)=Ao+ ) (g)n [A,, cos (n0) + B,,sin (n0)]

n=1

ou = n(ryn1 -
E(r,g) => p (2) [A,, cos (n6) + B, sin (nh)]

n=1

Appliquant les conditions a la frontiere ; on obtient :

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné
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o0

Z_;‘ (a,0) = 1 Z n[A,cos(nf) + B,sin (n0)]

n=1

Donc les coefficients de A,,, B,, sont :

27

1
Ag=— k(0).d6=0

T Jo
a 27
A, =— k (0) cos (n0).do
ni Jo
a 27
B, =— k (0)sin (n0).d6
ni Jo

2.4 Equation de Laplace pour un anneau circulaire

Pu  10u . 10°u _
52+ + =0

ror ' r2 962
u(a,0) =uy
u(b,0) = f(0)

A fin se limité a une seule condition non-homogene; nous choisissons le change-
ment de variable v (r,0) = u(r,0) — uy , ce qui mene aux conditions aux limites sui-
vantes :

v(a,0)=0 v(b0)=f0)— uy

Comme le probleme est périodique de période 27 , on a les conditions homogenes
supplémentaires :

ov(r,0) B ov(r,0+2n)

00 00
Maintenant; on applique la séparation de variables v (r,0) = F (r) G(0)

v(r,0)=v(a,0+2n);

F'G+ L [F’G] t [FG”] =

En divisant par u (r,0) ; on trouve :
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F/I lFI lGH
—+t——+—=—>=
F rF r2G
@F’I+1Fl_—1GH
F rF r2G

— EDOen F(r)
On obtient 'EDO suivante pour F (r) :

r’F'+rF' —u’F=0
Il s’agit d’'une équation d’Euler : une équation linéaire du 26 ordre a coeffi-
cients non-constants, pour la résolution , on pose r = e* c-a-d z = In (r) on écrit
ensuite 'EDO du 2¢* ordre 2 coefficients constants en fonction de z :

dF dFdz 1dF

dr  dzdr rdz’
d’°F _d (dF\ d ldr _ 1dF 1d (dF
ﬁ‘%(ﬁ) dr rdz "ﬁ%ﬁ%(%)
1dF 1d (dF)dz_ 1dF 1d°F

dz

— = +
dr r2dz r?dz?

= 4+ -
r2dz rdz
_1d*°F 1dF
r2dz2 rldz

En introduisant ces résultats dans I’'EDO, on trouve :

2

F 2
ﬁ—ﬂ F(Z):O

1. pour u*>0,0na

F(2) = Ciet* + Cye ™
= F(r)=Cr*+Cyr™*

En appliquant la condition aux limites homogenes F (a) =0, on trouve :

Cla“ + ng_ﬂ o C, = —Cldzu

Ce qui nous donne

F(r)=Cy[r*-a**r "]

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné
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2. pour u=0,I'EDO devient :

d’F
dz?
et donc

F(Z):C01Z+C02©F(r) :C01lnr+C02

Lapplication de la condition aux limites F (a) = 0 donne :

C
Cor =~
Ina
Ce qui méne a la solution :
Inr
F(r) =Cp [1——
In
— EDOen G(6)
G 2G=0
agz " "

1. pour u*>0,0na:

G (0) = D; cos (uf) + D, sin (u0)

Lapplication de I'une ou de 'autre condition aux limites G (0) = G (0 + 2m)

ou fl—g(ﬁ) = Z—gG (0 + 21m) donne la résultat suivant :

u=n n=123,..

2. Pouru=0
G (0) = D010 + Dy

Etles conditions aux limites ; elles nous donnent Dy; =0

— une constante de séparation négative donne la solution trivial

Si on prend une constante de signe opposé au cas étudier ci-dessus , I'équation

en G devient : .,
_G_ —_J2
G

Dont les solutions seraient de la forme :

G(0) = Ere"? + E,e™™

En appliquant les conditions aux limites ; on obtient E; = E, = 0.

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné
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— Solution du probléme homogéne :
La solution la plus générale , combinaison linéaire de toutes les solutions trou-
vées du probleme homogene est donc :

u(r,0) = Ao (1 - E—;) + Y [(Apsin(n6) + B, cos (n6) (r" —a*"r™")]

n=1
Ou les constants Ay, A,, et By " absorbent " les constantes Dy, Cyo, D1, D>, C;
— Condition non-homogene :
La solution du probleme doit également satisfaire la condition non-homogene
u(b,0)=f () — uyce quis’écrit :

Inb) &
f(O) —uy= Ay (1 - 12_61) + Y [(Aysin(n0) + B,cos nb) (b" —a”"b™")] (2.4)
n=1
Ceci peut réécrit :

fO®) —up=ag+)_ a,sin(nd)+b,cos(n,0)

n=1
Avec:

Inb
a():AO 1—E

a,=A,(b"—a*"b™")
by =B, (b" - a®"b™")

Maintenant nous pouvons calculer les constantes ay, a,, b,
Pour calculer ay , on utilise :

1 T 1 d
—f sin (n0).d6 = 0;—f cos(nf).d6=0 Vn
27[ —7T 277: -7

On obtient :

L () —u0).d0=ay+0+0
27 J-x

Pour calculer a,, on utilise les relations d’orthogonalité suivantes :

1 b/
;f sin (n0).d60 =0 Vn;

/4

1 T
;f sin(n6)cos(mb).d0 =0 Vn,m;

/A

1 T
;f sin(n0)sin(mB).d0=0 Vn#m;

/4

1 T
;f sin(nf)sin(mB).d0=1 VYn=m#0;

/4
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En multipliant la condition par :
—sin (m0)
/1

et en l'intégrant de —m a 6 on obtient :

1 T

;[ (f () — ug) sin(m0).d0 =0+ a,, +0
Ce qui nous fournit a,, et donc A,,
Pour calculer b,

1 b/
—f cos(nf).dé=0 Vn;
TJ-

/4

1 T
;[ sin (nf)cos(mB).d60 =0 Vn,m;

T

1 T
;[ cos(n@)cos(mB).df0 =0 Vn#m;

/A

1 T
;f cos(nf)cos(mB).dé=1 Vn=m#0;

/A

En multipliant la condition par :
—cos (m0)
/)

et en l'intégrant de —m a 7 on obtient :

%f (f(@)—uo)cos(mH).dH:0+0+bm

Ce qui nous fournit b, et donc B,
la solution est décrite a I’équation [2.4| avec ces valeurs pour les coefficients
AO, An et Bn

M. Sahraoui & N. Benguit Equation de Laplace dans un domaine borné
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