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Résumé

D ans ce projet, nous avons résolu analytiquement l’équation de Laplace dans un domaine borné
en dimension deux par la méthode de séparation des variables. Notre projet se décompose en

deux chapitres :

+ Équation de Laplace dans un rectangle,

+ Équation de Laplace dans un disque.
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Introduction générale

E n analyse vectorielle, l’équation de Laplace est une "équation aux dérivées partielles elliptique"
du second ordre, dont le nom est un hommage au physicien et mathématicien Pierre-Simon

de Laplace (1749-1827). Introduite pour les besoins de la mécanique newtonienne. L’équation de
Laplace apparait dans de nombreuses autres branches de la physique théorique : astronomie, élec-
trostatique, mécanique des fluides et mécanique quantique. Les fonctions solutions de l’équation de
Laplace sont appelées les fonctions harmoniques. La technique de séparation de variables consiste à
accepter que toute fonction représentant un potentiel solution de l’équation de Laplace peut s’écrire
comme un produit de fonctions dépendant chacune d’une seule coordonnée. On arrive alors à trans-
former l’équation de Laplace (dérivées partielles) en un système d’équations différentielles ordinaires,
dont la solution est censée être plus aisée. Il est évident que cette technique dépend fortement du sys-
tème de coordonnées considéré.

Notre objective dans ce projet est la résolution analytique de l’équation de Laplace dans un do-
maine borné par la méthode de séparation des variables. Notre projet se décompose en deux chapitres :

+ Dans le premier chapitre, on établit les conditions de Dirichlet et de Neumann , pour résoudre le
problème on utilise la méthode de séparation des variables .pendant la recherche de la solution
on se rencontre avec les EDOs de second ordre avec des coefficients constants .

+ Dans le second chapitre, on fait le changement de variables de coordonnées Cartésiennes vers les
coordonnées polaires , en suit la même technique pour résoudre le problème mais on se rencontre
avec les EDOs de second ordre avec des coefficients variables on les changés à des EDOs de
second ordre avec des coefficients constants pour facilement à résolut .

1



Chapitre 1

Équation de Laplace dans un rectangle
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1.1. ÉQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITION DE DIRICHLET 3

1.1 Équation de Laplace avec condition de Dirichlet

Soit Ω un ouvert borné de Rn.Soit f ∈ L2 (Ω), on appelle solution u du problème
de Dirichlet une fonction u ∈ H 1

0 telle que :

−∆u = f

au sens des distributions .
SoitΩ= [0, M ]× [0, N ] un rectangle deR2 où M , N > 0. On considére le problème

suivant : Trouver u :Ω−→R tel que
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0

u (x,0) = f1 (x) ,u (x, N ) = f2 (x) pour 0 ≤ x ≤ M ,

u
(
0, y

)= g1

(
y
)

,u
(
M , y

)= g2

(
y
)

pour 0 ≤ y ≤ N .

(1.1)

x

y

Ω

M

N

O f1 (x)

f2 (x)

g1

(
y
)

g2

(
y
)

Tel que : f1, f2, g1 et g2 sont des données.
Le problème (1.1) peut être décomposé en quatre problèmes ayant chacun seule

condition non-homogène plutôt que quatre :

Problème 1.1. Trouver u1 :Ω−→R solution d’équation de Laplace suivante :

∂2u1

∂x2
+ ∂2u1

∂y2
= 0 (1.2)

et vérifiée les conditions de Dirichlet suivantes :{
u1 (x,0) = f1 (x) et u1 (x, N ) = 0 pour x ∈ [0, M ] ,

u1

(
0, y

) = 0 et u1

(
M , y

)= 0 pour y ∈ [0, N ] .
(1.3)

Problème 1.2. Trouver u2 :Ω−→R solution d’équation de Laplace suivante :

∂2u2

∂x2
+ ∂2u2

∂y2
= 0 (1.4)

M. Sahraoui & N. Benguit Équation de Laplace dans un domaine borné



1.1. ÉQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITION DE DIRICHLET 4

et vérifiée les conditions de Dirichlet suivantes :{
u2 (x,0) = 0 et u2 (x, N ) = f2 (x) pour x ∈ [0, M ] ,

u2

(
0, y

) = 0 et u2

(
M , y

)= 0 pour y ∈ [0, N ] .
(1.5)

Problème 1.3. Trouver u3 :Ω−→R solution d’équation de Laplace suivante :

∂2u3

∂x2
+ ∂2u3

∂y2
= 0 (1.6)

et vérifiée les conditions de Dirichlet suivantes :{
u3 (x,0) = 0 et u3 (x, N ) = 0 pour x ∈ [0, M ] ,

u3

(
0, y

) = g1

(
y
)

et u3

(
M , y

)= 0 pour y ∈ [0, N ] .
(1.7)

Problème 1.4. Trouver u4 :Ω−→R solution d’équation de Laplace suivante :

∂2u4

∂x2
+ ∂2u4

∂y2
= 0 (1.8)

et vérifiée les conditions de Dirichlet suivantes :{
u4 (x,0) = 0 et u4 (x, N ) = 0 pour x ∈ [0, M ] ,

u4

(
0, y

) = 0 et u4

(
M , y

)= g2

(
y
)

pour y ∈ [0, N ] .
(1.9)

Remarque 1.1. Comme l’équation de Laplace est linéaire, on peut écrire la solution
u de problème (1.1) comme une somme de u1, u2, u3 et u4 c’est à dire

u = u1 +u2 +u3 +u4.

Pour résoudre Problème 1.1, on utilise la méthode de séparation des variables, on
pose u1

(
x, y

)= F (x)G
(
y
)

et nous remplaçons dans (1.2),nous obtenons :

F
′′
G +FG

′′ = 0 =⇒ F
′′

F
=−G

′′

G
=λ

Ainsi, nous avons les deux équations différentielles ordinaires suivantes :

F
′′ −λX = 0 et G

′′ +λG = 0

Avec les conditions de Dirichlet (1.3), nous obtenons :

u1 (x, N ) = F (x)G (N ) = 0 ⇒ G (N ) = 0;

u1

(
0, y

)= F (0)G
(
y
)= 0 ⇒ F (0) = 0;

u1

(
M , y

)= F (M)G
(
y
)= 0 ⇒ F (M) = 0.

M. Sahraoui & N. Benguit Équation de Laplace dans un domaine borné



1.1. ÉQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITION DE DIRICHLET 5

1. On résoudre l’équation suivante :{
F

′′ −λF = 0,

F (0) = F (M) = 0.
(1.10)

(a) Si λ> 0, alors on pose λ=µ2 et on a :

r 2 −µ2 = 0 ⇒ r =±µ⇒ F (x) = Aeµx +Be−µx où A,B ∈R.

Avec les conditions F (0) = F (M) = 0, on obtient le système suivant :{
A+B = 0,

AeµM +Be−µM = 0.
=⇒ A = B = 0.

Alors, u1

(
x, y

)= 0 donc contradiction avec la condition de Dirichlet

u1 (x,0) = f1 (x) 6= 0.

(b) Si λ= 0, alors on a :
F (x) = Ax +B où A,B ∈R.

Donc, avec les conditions F (0) = F (M) = 0, nous avons :{
F (0) = 0 ⇒ B = 0,

F (M) = 0 ⇒ A = 0.
=⇒ u1

(
x, y

)= 0

Alors, u1

(
x, y

)= 0 donc contradiction avec la condition de Dirichlet

u1 (x,0) = f1 (x) 6= 0.

(c) Si λ< 0, on pose λ=−µ2, on a :

r 2 +µ2 = 0 ⇒ r =±iµ⇒ F (x) = A cos
(
µx

)+B sin
(
µx

)
où A,B ∈R.

Avec les conditions F (0) = F (M) = 0, nous avons :{
F (0) = 0 ⇒ A = 0,

F (M) = 0 ⇒ B sin
(
µM

)= 0 ⇒µ= kπ/M où k ∈Z∗.

Alors, l’équation (1.10) admet infinité des solutions données par :

Fk (x) = B sin

(
kπ

M
x

)
où B ∈R∗,k ∈Z∗.

M. Sahraoui & N. Benguit Équation de Laplace dans un domaine borné



1.1. ÉQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITION DE DIRICHLET 6

{
F (0) = ACos (0)+BSi n (0) = 0

F (M) = ACos (νM)+BSi n (νM) = 0
=⇒

{
A = 0

B sin(νM) = 0

sin(νM) = 0 ⇒ ν= nπ

M
,λn =−

(nπ

M

)2

et
Fn (x) = Bn sin

(nπx

M

)
oùn ∈ Z,n 6= 0.

Si nous considérons maintenant la seconde équation G
′′ +λG = 0 avec G (N ) = 0

dans le cas où λ=λn =− (nπ/M)2 . où n ∈ N,n ≥ 1, nous obtenons :

Gn

(
y
)=Ce( nπy

M )+De(−nπy
M ).

Mais nous avons aussi

Gn (N ) = 0 ⇒ Ce( nπN
M )+De(−nπN

M ) = 0 ⇒ D =−Ce( 2nπN
M ).

En substituant ceci dans la solution Gn, nous obtenons

Gn

(
y
)=Ce( nπy

M )−Ce( 2nπN
M )e(−nπy

M )

=Ce( nπN
M )

[
e

(
nπ(y−N)

M

)
−e

(
−nπ(y−N)

M

)]
= 2Ce( nπN

M )si nh

(
nπ

(
y −N

)
M

)
.

De ce qui précède, nous avons que

an si n
(nπx

M

)
si nh

(
nπ

(
y −N

)
M

)
.

est une solution du problème 1.1 ; et nous avons remplacé

Bn2Ce( nπN
M ).

Par an. En utilisant le principe de superposition, nous obtenons que

u1

(
x, y

)= ∞∑
n=1

an si n
(nπx

M

)
si nh

(
nπ

(
y −N

)
M

)
Est aussi une solution du Problème 1.1.

En est une solution si et seulement si

u1 (x,0) =
∞∑

n=1
an si n

(nπx

M

)
si nh

(
−nπN

M

)
= f1 (x) ∀x ∈ [0, M ] ;

M. Sahraoui & N. Benguit Équation de Laplace dans un domaine borné



1.1. ÉQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITION DE DIRICHLET 7

C’est à dire que
∞∑

n=1
an si n

(nπx

M

)
si nh

(
−nπN

M

)
est la série de Fourier impaire de f1 (x) :{

ω= π
M T = 2π

ω
T = 2l

π
M = π

l ⇔ l =π

an sinh

(
nπ

(
y −N

)
M

)
= ω

π

∫ π
ω

−π
ω

u1

(
x, y

)
sin

(nπx

M

)
.d x

= 2ω

π

∫ M

0
u1

(
x, y

)
sin

(nπx

M

)
.d x

= 2

M

∫ M

0
u1

(
x, y

)
sin

(nπx

M

)
.d x

an =
(

2

M
sinh(−nπN /M)

)∫ M

0
f1 (x)sin

(nπx

M

)
.d x pour tout n ∈ N,n ≥ 1.

Nous avons ainsi obtenu une solution formelle du Problème 1.1. En procédant de
façon similaire, nous obtenons des solutions formelles aux Problèmes 1.2 jusqu’à
1.4. Ces solutions sont

u2

(
x, y

)= ∞∑
0

bn sin
(nπx

M

)
sin

(nπy

M

)
avec

bn =
(

2

M sinh(nπN /M)

)∫ M

0
f2 (x)sin

(nπx

M

)
.d x

Pour Problème 1.2 ,

u3

(
x, y

)= ∞∑
0

cn si n
(nπy

N

)
si n

(
nπ

(
y −M

)
N

)
avec

cn =
(

2

N si nh (−nπM/N )

)∫ M

0
g1

(
y
)

si n
(nπy

N

)
.d x

Pour Problème 1.3et

u3

(
x, y

)= ∞∑
0

dn si n
(nπx

M

)
si n

(nπy

M

)
avec

dn =
(

2

N si nh (nπM/N )

)∫ M

0
g2

(
y
)

si n
(nπy

N

)
.d x

M. Sahraoui & N. Benguit Équation de Laplace dans un domaine borné



1.2. ÉQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITION DE NEUMANN 8

Pour Problème 1.4. Ainsi la solution formelle du problème du départ

∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
= 0

et les conditions à la frontière

u (x,0) = f1 (x) ,u (x, N ) = f2 (x) ,

u
(
0, y

)= g1

(
y
)

,u
(
M , y

)= g2

(
y
)

pour 0 ≤ x ≤ M ,0 ≤ y ≤ N

est

u
(
x, y

)= +∞∑
n=1

si n
(nπx

M

)[
an si nh

(
nπ

(
y −N

)
M

)
+bn si nh

(nπy

M

)]

+
+∞∑
n=1

si n
(nπy

N

)[
cn si nh

(
nπ (x −M)

N

)
+dn si nh

(nπx

N

)]
avec an,bn,cn et dn comme précédemment.

1.2 Équation de Laplace avec condition de Neumann

Soit :{
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0 pour 0 ≤ x ≤ M ,0 ≤ y ≤ N

uy (x,0) = h (x) ,uy (x, N ) = i (x) ;ux

(
0, y

)= j
(
y
)

,ux

(
M , y

)= k
(
y
)

Tel que : h, i , j et k sont des données.

Remarque 1.2. On note que la solution du problème de Neumann peut écrire
comme une somme de ui pour i = 1,2,3,4,i.e : u = u1 +u2 +u3 +u4, alors il suffit
de trouver une seule ui , puis on trouve les autres similairement

Problème 1.5.
∂2u1

∂x2
+ ∂2u1

∂y2
= 0

uy (x,0) = H (x) et uy (x, N ) = 0 pour x ∈ [0, M ] ,

ux

(
0, y

)= 0 et ux

(
M , y

)= 0 pour y ∈ [0, N ] .

Problème 1.6.
∂2u2

∂x2
+ ∂2u2

∂y2
= 0

uy (x,0) = 0 et uy (x, N ) = I (x) pour x ∈ [0, M ] ,

ux

(
0, y

)= 0 et ux

(
M , y

)= 0 pour y ∈ [0, N ] .

M. Sahraoui & N. Benguit Équation de Laplace dans un domaine borné



1.2. ÉQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITION DE NEUMANN 9

Problème 1.7.
∂2u3

∂x2
+ ∂2u3

∂y2
= 0

uy (x,0) = 0 et uy (x, N ) = 0 pour x ∈ [0, M ] ,

ux

(
0, y

)= j
(
y
)

et ux

(
M , y

)= 0 pour y ∈ [0, N ] .

Problème 1.8.
∂2u4

∂x2
+ ∂2u4

∂y2
= 0

uy (x,0) = 0 et uy (x, N ) = 0 pour x ∈ [0, M ] ,

ux

(
0, y

)= 0 et ux

(
M , y

)= K
(
y
)

pour y ∈ [0, N ] .

Par exemple, on trouve Problème 1.7. D’abord, on va voir la séparation de solu-
tions u

(
x, y

)= F (x)G
(
y
)

en liant cette solution séparée dans l’équation donnée.

F
′′
G +FG

′′ = 0;
F

′′

F
=−G

′′

G
=λF

′′ =λF et G
′′ =−λG

Nous allons observer que les deux premières conditions aux limites de1.7 , implique :

uy (x,0) = F (x)G
′
(0) = 0, ⇒ G

′
(0) = 0

uy (x, N ) = F (x)G
′
(N ) = 0, ⇒ G

′
(N ) = 0

Pendant la recherche de la solution , nous avons ainsi le problème suivant :

G
′′ =−λG

G
′
(0) =G

′
(N ) = 0

λn =
(nπ

N

)2
, Gn

(
y
)=Cos

(nπy

N

)
, pour n = 1,2, ......

pour λ0 = 0, F
′′ = 0 ⇒ F0 (x) = A0

2
+ B0

2
x.

pour λn =
(nπ

N

)2
pour n = 1,2, ......,

F
′′ =

(nπ

N

)2
F ⇒ Fn (x) = Ane (nπx/N ) +Bne (−nπx/N ).

On note que les quatre conditions aux limites de1.7 implique :

ux

(
M , y

)= F (M)G
′ (

y
)= 0, ⇒ F

′
(M) = 0

M. Sahraoui & N. Benguit Équation de Laplace dans un domaine borné



1.3. PROBLÈME D’EXISTENCE ET D’UNICITÉ 10

Ce qui donne les conditions pour les coefficients de An,Bn .

F
′
0 (M) = 0 ⇒ B0

2
= 0.

et F
′
n (M) = 0 donne

An
nπ

N
enπM/N −Bn

nπ

N
e−nπM/N = 0 ⇒ Bn = Ane2nπM/N .

Ainsi,

Fn (x) = Ane (nπx/N ) + Ane2nπM/N e (−nπx/N ) = An

(
e (nπx/N ) +e (−nπ(x−2M)/N )

)
Maintenant on utilise Fn (x) et Gn

(
y
)
, donc on peut écrire la série de solutions

comme

u
(
x, y

)= A0

2
+

∞∑
n=1

An

(
e (nπx/N ) +e (−nπ(x−2M)/N )

)
Cos

(nπy

N

)
.

Finalement, les conditions aux limites non-homogènes de1.7 impliques :

ux

(
0, y

)= j
(
y
)= ∞∑

n=1
An

nπ

N
enπM/N (

1−e2nπM/N )
Cos

(nπy

N

)
.

D’où

An
nπ

N

(
1−e2nπM/N )= jn, ou An = jn(

1−e2nπM/N
)

nπ/N
,

Où

jn = 2

N

∫ N

0
j
(
y
)

cos
(nπy

N

)
.d y, n = 1,2, .......

Substitution des coefficient An dans la série 1.7 donne la solution :

u
(
x, y

)= A0

2
+

∞∑
n=1

jn(
1−e2nπM/N

)
nπ/N

(
e (nπx/N ) +e (−nπ(x−2M)/N )

)
cos

(nπy

N

)
.

1.3 Problème d’existence et d’unicité

Pour prouver l’existence et l’unicité du problème de Laplace avec les conditions
de Dirichlet ; il faut d’abord proposer le principe de maximum .
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1.3.1 Principe de Maximum

Si u est une fonction deux fois continument dérivable ( fonction harmonique ) qui
vérifie∆u = 0 dans l’ouvertΩ , et u n’est pas constante, alors u atteint son maximum
sur le bordΩ .

Théorème 1.1. Supposons que u
(
x, y

)
fonction harmonique dans la frontière de do-

maine D et continue dans A = D ∪B , alors u atteint son maximum dans la frontière
du domaine B de D.

preuve
On pose le maximum de u sur B est M , on va supposer que le maximum de u

en A n’est pas atteinte en tout points de B , puis il doit être atteinte à certain points
P0

(
x0, y0

)
en D .

Si M0 = u0

(
x0, y0

)
signifie le maximum de u en D , alors M0 doit également etre le

maximum de u en A.

v
(
x, y

)= u
(
x, y

)+ M0 −M

4R2

[
(x −x0)2 + (

y − y0

)2
]

Ou le point P
(
x, y

)
est en D et ou R est le rayon d’un cercle contenant D , noter que :

v0

(
x0, y0

)= u
(
x0, y0

)= M0;

Nous avons :

v
(
x, y

)≤ M + M0 −M

2
= 1

2
(M +M0) < M en B

Ainsi v
(
x, y

)
comme u

(
x, y

)
doit atteindre son maximum à un point en D , il ré-

sulte de la définition de v
(
x, y

)
vxx + vy y = uxx +uy y + M0 −M

R2
= M0 −M

R2
> 0 (1.11)

Mais pour v être un maximum en D

vxx ≤ 0 ; vy y ≤ 0

mais

vxx + vy y ≤ 0

qui contredit l’équation 1.11, d’où le maximum de u doit être atteint en B .
Existence : la solution consiste a démontrer l’Existence ; maintenant on va dé-

montrer l’unicité .
Unicité :
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Théorème 1.2. La solution de problème de Dirichlet s’il existe, il est unique.

preuve
Laissez u1

(
x, y

)
et u2

(
x, y

)
doit être deux solutions de problème de Dirichlet, puis

u1

(
x, y

)
et u2

(
x, y

)
satisfaisant :

∆u1 = 0 ∆u2 = 0 en D u1 = f u2 = f en B

Comme D c’est l’intérieur du domaine et B sa frontière ,et u1

(
x, y

)
et u2

(
x, y

)
sont

des fonctions harmonique en D , (u1 −u2) est aussi une fonction harmonique en D ;
mais (u1 −u2) = 0 sur B .

On établir maintenant le principe de maximum , on obtient u1 −u2 = 0, à tout les
points intérieurs de D .

Ainsi,nous avons u1 = u2.
Donc ; la solution est unique.

1.4 Équation de Poisson

On considère l’équation de Poisson suivante :{
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = f
(
x, y

)
dans D,

u
(
x, y

)= g
(
x, y

)
, sur B.

Tel que : D c’est l’intérieur du domaine et B sa frontière .
On suppose que la solution peut être écrite sous la forme :

u
(
x, y

)= v
(
x, y

)+w
(
x, y

)
Ou v est une solution particulière de l’équation de Poisson et w est la solution de
l’équation homogène , c-à-d :

∇2w
(
x, y

)= 0,

∇2v
(
x, y

)= f
(
x, y

)
.

Quand v est établie , la solution du problème de Dirichlet :

{
∇2w = 0 dans D,

w
(
x, y

) =−v
(
x, y

)+ g
(
x, y

)
sur B.
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Peut être déterminée , la méthode habituelle pour trouver une solution particulière
ou f

(
x, y

)
est un polynôme de degré " n " de rechercher un polynome de degre " n+2

" avec des coefficients indéterminés .
Par exemple ; nous considérons le problème de torsion :

∇2u =−2, 0 < x < M ;0 < y < N ,

u
(
0, y

)= 0 ;u
(
M , y

)= 0 ;u (x,0) = 0 ;u (x, N ) = 0;

Nous laissons u = v +w . Maintenant soit v de la forme suivante :

v
(
x, y

)= A+B x +C y +Dx2 +E x y +F y2.

Substituons cette formule dans l’équation de Poisson , on obtient :

2D +2F =−2.

La facon la plus simple de satisfaire à cette équation est de choisir

D =−1 et F = 0.

Les coefficients restants sont arbitraires . Donc ; nous prenons :

v
(
x, y

)= ax −x2

v
(
x, y

)
se réduit à zéro sur les cotés x = 0 et x = M . Prochainement ; on trouve v a

partir de :

∇2w = 0, 0 < x < M ;0 < y < N ,

w
(
0, y

)=−v
(
0, y

)= 0,

w
(
M , y

)=−v
(
M , y

)= 0,

w (x,0) =−v (x,0) =−(
ax −x2) ,

w (x, N ) =−v (x, N ) =−(
ax −x2) .

On conclut d’aprés les étapes précédents dans le problème de Dirichlet dans un rec-
tangle la solution suivante :

w
(
x, y

)= ∞∑
n=1

(
an cosh

(nπy

M

)
+bn sinh

(nπy

M

))
sin

(nπx

M

)
.

Appliquant les conditions non-homogènes aux limites.
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w (x,0) =−(
ax −x2)= ∞∑

n=1
an sin

(nπx

M

)
,

w (x, N ) =−(
ax −x2)= ∞∑

n=1

(
an cosh

(
nπN

M

)
+bn sinh

(
nπN

M

))
sin

(nπx

M

)
.

D’ou l’on trouve :

an = 2

M

∫ M

0

(
x2 −ax

)
sin

(nπx

M

)
d x

=
{

0, si n est pair
−8M 2

π3n3 si n est impair

Et (
an cosh

(
nπN

M

)
+bn sinh

(
nπN

M

))
= 2

M

∫ M

0

(
x2 −ax

)
sin

(nπx

M

)
d x

D’ou ; la solution du problème de Dirichlet pour l’équation de Poisson est donnée
par :

u
(
x, y

)= (a −x) x

− 8a2

π3

∞∑
n=1

[
sinh(2n −1)

π(N−y)
M + sinh(2n −1) πy

M

]
sinh(2n −1) πN

M

sinh(2n −1) πx
M

(2n −1)3
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2.1 Équation de Laplace en coordonnées polaires

On considère l’équation de Laplace en cordonnées cartésiennes suivante :

∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
= 0

avec le changement des variables suivant :

{
x = r cosθ

y = r sinθ
⇐⇒

{
r =√

x2 + y2

θ = arctan
( y

x

)
nous avons :

∂u

∂x
= ∂u

∂r

∂r

∂x
+ ∂u

∂θ

∂θ

∂x
= x√

x2 + y2

∂u

∂r
− y

x2 + y2

∂u

∂θ
.

∂2u

∂x2
= x√

x2 + y2

[
∂2u

∂r 2

∂r

∂x
+ ∂2u

∂θ∂r

∂θ

∂x

]
+ y2(

x2 + y2
) 3

2

∂u

∂r

− y

x2 + y2

[
∂2u

∂r∂θ

∂r

∂x
+ ∂2u

∂θ2

∂θ

∂x

]
+ 2x y(

x2 + y2
) 3

2

∂u

∂θ
.

= r cosθ

r

[
r cosθ

r

∂2u

∂r 2
− r sinθ

r 2

∂2u

∂θ∂r

]
+ r 2 sin2θ

r 3

∂u

∂r

− r sinθ

r 2

[
r cosθ

r

∂2u

∂θ∂r
− r sinθ

r 2

∂2u

∂θ2

]
+ 2r 2 cosθ sinθ

r 4
.

= cos2θ
∂2u

∂r 2
− 2cosθ sinθ

r

∂2u

∂θ∂r
+ sin2θ

r

∂u

∂r
+ sin2θ

r 2

∂2u

∂θ2

+ 2sinθcosθ

r 2

∂u

∂θ
.
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∂u

∂y
= ∂u

∂r

∂r

∂y
+ ∂u

∂θ

∂θ

∂y
= y√

x2 + y2

∂u

∂r
+ x

x2 + y2

∂u

∂θ
.

∂2u

∂y2
= y√

x2 + y2

[
∂2u

∂r 2

∂r

∂y
+ ∂2u

∂r∂θ

∂θ

∂y

]
+ x2(

x2 + y2
) 3

2

∂u

∂r

+ x

x2 + y2

[
∂2u

∂r∂θ

∂r

∂y
+ ∂2u

∂θ2

∂θ

∂y

]
− 2x y(

x2 + y2
) 3

2

∂u

∂θ
.

= r sinθ

r

[
r sinθ

r

∂2u

∂r 2
+ r cosθ

r 2

∂2u

∂θ∂r

]
+ r 2 cos2θ

r 3

∂u

∂r

+ r cosθ

r 2

[
r sinθ

r

∂2u

∂θ∂r
+ r cosθ

r 2

∂2u

∂θ2

]
− 2r 2 cosθ sinθ

r 4

∂u

∂θ
.

= sin2θ
∂2u

∂r 2
+ 2sinθcosθ

r

∂2u

∂θ∂r
+ cos2θ

r

∂u

∂r
+ cos2θ

r 2

∂2u

∂θ2

− 2cosθ sinθ

r 2

∂u

∂θ

Alors, on a :

∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
= [

cos2θ+ sin2θ
] ∂2u

∂r 2
+

[
cos2θ+ sin2θ

r

]
∂u

∂r

+
[

cos2θ+ sin2θ

r 2

]
∂2u

∂θ2

donc, l’équation de Laplace en coordonnées polaires est donnée par :

∂2u

∂r 2
+ 1

r

∂u

∂r
+ 1

r 2

∂2u

∂θ2
= 0.

2.2 Problème de Dirichlet

SoitΩ un disque ouvert défini par :

Ω= {(
x, y

) ∈R2 / x2 + y2 ≤ a2 où a > 0
}

.

On considère le problème de Dirichlet suivant :{
∂2u
∂r 2 + 1

r
∂u
∂r + 1

r 2
∂2u
∂θ2 = 0,

u (r = a,θ) = h (θ) , 0 ≤ θ ≤ 2π.

Où h est une fonction périodique.
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x

y

Ω

u (a,θ) = h (θ)

On pose u (r,θ) = F (r )G (θ) ; avec la méthode de séparation des variables ; on ob-
tient :

F ′′G + 1

r

[
F ′G

]+ 1

r 2

[
FG ′′]= 0

En divisant par u (r,θ) ; on trouve :

F ′′

F
+ 1

r

F ′

F
+ 1

r 2

G ′′

G
= 0

F ′′

F
+ 1

r

F ′

F
=− 1

r 2

G ′′

G

r 2 F ′′

F
+ r

F ′

F
=−G ′′

G
=λ

On obtient deux équations :{
r 2F ′′+ r F ′−λF = 0

G ′′+λG = 0

1. On suppose que λ< 0 :

On pose : λ=−µ2

G ′′−µ2G = 0 ⇒ L2 −µ2 = 0 ⇒ L1,2 =±µ
Gµ (θ) = Aµeµθ+Bµe−µθ
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Les conditions périodiques à la frontière implique :

Gµ (0) =Gµ (2kπ)

Gµ (0) = Aµe0 +Bµe0 = Aµ+Bµ

Gµ (2kπ) = Aµeµ2kπ+Bµe−µ2kπ

Aµ+Bµ = lim
k→∞

(
Aµeµ2kπ+Bµe−µ2kπ)=


+∞ si Aµ > 0

0 si Aµ = 0

−∞ si Aµ < 0

Alors ; Aµ = 0 et Aµ+Bµ = 0 ceci implique que Bµ = 0 ; il est contradiction avec
les conditions à la frontière.

2. On suppose que λ= 0 alors

G ′′ (θ) = 0 ⇒G (θ) = A+Bθ A et B sont des constantes

La frontière périodique implique que :

A =G (0) =G (2kπ) = A+2Bkπ

⇒ 2Bkπ= 0 ⇒ B = 0

Donc si λ= 0 , alors G (θ) = A constante ; mais G (θ) en fonction de θ et la condi-
tion à la frontière est une fonction alors ; est une contradiction avec les condi-
tions à la frontière.

3. On suppose que λ> 0

On pose λ=µ2

G ′′+µ2G = 0 ⇒ L2 +µ2 = 0 ⇒ L1,2 =±iµ

=⇒Gµ (θ) = Aµcos
(
µθ

)+Bµ sin
(
µθ

)
Cela montre la période moins ou nul de G c’est 2π

µ
sauf G (θ) = 0 ainsi la condition

limite périodique implique que G (θ) 6= 0 puis :

2π

µ
n = 2π ou µ= n pour n ∈N
λ=λn = n2 n = 0,1,2,3, ......
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Et pour chaque de ces valeurs de λ , non trivial 2π solutions périodiques sont
constants multiple de :

Gn (θ) = An cos(nθ)+Bn sin(nθ)

Ou An,Bn sont des constantes .
Maintenant , on résoudre le problème pour le non trivial solution avecλ=λn = n2

r 2F ′′+ r F ′−n2F = 0

On pose :

r = aez ⇒ z = ln
( r

a

)

dF

dr
= dF

d z

d z

dr
= 1

r

dF

d z
d 2F

dr 2
= 1

r

[
d 2F

d z2

d z

dr

]
− 1

r 2

dF

d z

= 1

r

[
d 2F

d z2

1

r

]
− 1

r 2

dF

d z

= 1

r 2

d 2F

d z2
− 1

r 2

dF

d z

r 2 d 2F

dr 2
+ r

dF

dr
−n2F = d 2F

d z2
− dF

d z
+ dF

d z
−n2F = 0

Alors on a :
Si n 6= 0

d 2F

d z2
−n2F = 0 ⇒ L2 −n2 = 0 ⇒ L1,2 =±n

F (z) =C1enz +C2e−nz

Si n = 0

F ′′ (z) = 0

F (z) =C1 +C2z

F (z) =
{

C1 +C2z pour n = 0

C1enz +C2e−nz pour n = 1,2,3, ...

C1,C2 sont des constants.
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F (r ) =
{

C1 +C2 ln
(

r
a

)n
pour n = 0

C1 ln
(

r
a

)n +C2 ln
(

r
a

)−n
pour n = 1,2,3, ...

lim
r→0+

(F (r )) =∞= F (a) =C1

C2 = 0 , en fixant C1 = 1 et C2 = 0
On obtient :

F (r ) =
{

1 si n = 0

ln
(

r
a

)n
si n = 1,2,3, ...

Si n = 0

u0 (r,θ) = A0 cos(0)+B0 sin(0)

= A0

Si n 6= 0

un (r,θ) =
( r

a

)n
[An cos(nθ)+Bn sin(nθ)]

⇒ u (r,θ) =
∞∑

n=1
un (r,θ) = A0 +

∞∑
n=1

( r

a

)n
[An cos(nθ)+Bn sin(nθ)]

On établir la condition à la frontière :

h (θ) = u (a,θ) = A0 +
∞∑

n=1
[An cos(nθ)+Bn sin(nθ)]

Les coefficients A0, An et Bn sont :

A0 = 1

2π

∫ 2π

0
h (θ) .dθ.

An = 1

π

∫ 2π

0
h (θ)cos(nθ) .dθ.

Bn = 1

π

∫ 2π

0
h (θ)sin(nθ) .dθ.
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2.3 Problème de Neumann

On considère maintenant le problème de Neumann dans un disque :

{
∇2u = 0 0 < r < a
∂u
∂n = ∂u

∂r = k (θ) r = a
(2.1)

Tout d’abord ; on propose la formule de Green
On a u la solution de problème de Neumann :

{
∇2u = 0 dans D
∂u
∂n = f sur B

∫ ∫
D

(
v∇2u −u∇2v

)
.d s =

∫
B

(
v
∂u

∂n
−u

∂v

∂n

)
.d s

Tel que : v ∈ H 1
0 .

On pose : v = 1 ; alors ∇2v = 0 dans D et ∂v
∂n = 0 sur B donc ; la résultat est :

∫ ∫
D
∇2u.d s =

∫
B

∂u

∂n
.d s (2.2)

En substituons (2.1) dans (2.2) l’équation donnons :∫
B

k.d s = 0 (2.3)

Et on peut l’écrire d’une autre façon :∫ 2π

0
k (θ) .dθ = 0

La solution de l’équation de Laplace dans un disque dans le problème de Dirichlet :

u (r,θ) = A0 +
∞∑

n=1

( r

a

)n
[An cos(nθ)+Bn sin(nθ)]

∂u

∂r
(r,θ) =

∞∑
n=1

n

a

( r

a

)n−1
[An cos(nθ)+Bn sin(nθ)]

Appliquant les conditions à la frontière ; on obtient :
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∂u

∂r
(a,θ) = 1

a

∞∑
n=1

n [An cos(nθ)+Bn sin(nθ)]

Donc les coefficients de An,Bn sont :

A0 = 1

π

∫ 2π

0
k (θ) .dθ = 0

An = a

nπ

∫ 2π

0
k (θ)cos(nθ) .dθ

Bn = a

nπ

∫ 2π

0
k (θ)sin(nθ) .dθ

2.4 Équation de Laplace pour un anneau circulaire


∂2u
∂r 2 + 1

r
∂u
∂r + 1

r 2
∂2u
∂θ2 = 0

u (a,θ) = u0

u (b,θ) = f (θ)

A fin se limité à une seule condition non-homogène ; nous choisissons le change-
ment de variable v (r,θ) = u (r,θ)−u0 , ce qui mène aux conditions aux limites sui-
vantes :

v (a,θ) = 0 v (b,θ) = f (θ)−u0;

Comme le problème est périodique de période 2π , on a les conditions homogènes
supplémentaires :

v (r,θ) = v (a,θ+2π) ;
∂v (r,θ)

∂θ
= ∂v (r,θ+2π)

∂θ

Maintenant ; on applique la séparation de variables v (r,θ) = F (r )G (θ)

F ′′G + 1

r

[
F ′G

]+ 1

r 2

[
FG ′′]= 0

En divisant par u (r,θ) ; on trouve :
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F ′′

F
+ 1

r

F ′

F
+ 1

r 2

G ′′

G
= 0

⇔F ′′

F
+ 1

r

F ′

F
= −1

r 2

G ′′

G

⇔r 2 F ′′

F
+ r

F ′

F
=−G ′′

G
=µ2

– EDO en F (r )
On obtient l’EDO suivante pour F (r ) :

r 2F ′′+ r F ′−µ2F = 0

Il s’agit d’une équation d’Euler : une équation linéaire du 2éme ordre à coeffi-
cients non-constants, pour la résolution , on pose r = ez c-à-d z = ln(r ) on écrit
ensuite l’EDO du 2éme ordre à coefficients constants en fonction de z :

dF

dr
= dF

d z

d z

dr
= 1

r

dF

d z
,

d 2F

dr 2
= d

dr

(
dF

dr

)
= d

dr
(
1

r

dr

d z
) =− 1

r 2

dF

d z
+ 1

r

d

dr

(
dF

d z

)
=− 1

r 2

dF

d z
+ 1

r

d

d z

(
dF

d z

)
d z

dr
=− 1

r 2

dF

d z
+ 1

r 2

d 2F

d z2

= 1

r 2

d 2F

d z2
− 1

r 2

dF

d z

En introduisant ces résultats dans l’EDO , on trouve :

d 2F

d z2
−µ2F (z) = 0

1. pour µ2 > 0 , on a

F (z) =C1eµz +C2e−µz

⇒ F (r ) =C1r µ+C2r −µ

En appliquant la condition aux limites homogènes F (a) = 0 , on trouve :

C1aµ+C2a−µ⇔C2 =−C1a2µ

Ce qui nous donne

F (r ) =C1

[
r µ−a2µr −µ]
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2. pour µ= 0 , l’EDO devient :

d 2F

d z2
= 0

et donc

F (z) =C01z +C02 ⇔ F (r ) =C01 lnr +C02

L’application de la condition aux limites F (a) = 0 donne :

C01 =−C02

ln a
Ce qui mène à la solution :

F (r ) =C02

[
1− lnr

ln a

]
– EDO en G (θ)

d 2G

dθ2
+µ2G = 0

1. pour µ2 > 0 , on a :

G (θ) = D1 cos
(
µθ

)+D2 sin
(
µθ

)
L’application de l’une ou de l’autre condition aux limites G (θ) = G (θ+2π)
ou dG

dθ (θ) = dG
dθG (θ+2π) donne la résultat suivant :

µ= n n = 1,2,3, ...

2. Pour µ= 0
G (θ) = D01θ+D02

Et les conditions aux limites ; elles nous donnent D01 = 0

– une constante de séparation négative donne la solution trivial
Si on prend une constante de signe opposé au cas étudier ci-dessus , l’équation
en G devient :

−G ′′

G
=−L2

Dont les solutions seraient de la forme :

G (θ) = E1eLθ+E2e−Lθ

En appliquant les conditions aux limites ; on obtient E1 = E2 = 0.
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– Solution du problème homogène :
La solution la plus générale , combinaison linéaire de toutes les solutions trou-
vées du problème homogène est donc :

u (r,θ) = A0

(
1− lnr

ln a

)
+

∞∑
n=1

[
(An sin(nθ)+Bn cos(nθ))

(
r n −a2nr −n)]

Ou les constants A0, An et B0 " absorbent " les constantes D02,C02,D1,D2,C1

– Condition non-homogène :
La solution du problème doit également satisfaire la condition non-homogène
u (b,θ) = f (θ)−u0 ce qui s’écrit :

f (θ)−u0 = A0

(
1− lnb

ln a

)
+

∞∑
n=1

[
(An sin(nθ)+Bn cos nθ))

(
bn −a2nb−n)]

(2.4)

Ceci peut réécrit :

f (θ)−u0 = a0 +
∞∑

n=1
an sin(nθ)+bn cos(n,θ)

Avec :

a0 = A0

(
1− lnb

ln a

)
an = An

(
bn −a2nb−n)

bn = Bn

(
bn −a2nb−n)

Maintenant nous pouvons calculer les constantes a0, an,bn

Pour calculer a0 , on utilise :

1

2π

∫ π

−π
sin(nθ) .dθ = 0;

1

2π

∫ π

−π
cos(nθ) .dθ = 0 ∀n

On obtient :
1

2π

∫ π

−π

(
f (θ)−u (0)

)
.dθ = a0 +0+0

Pour calculer an on utilise les relations d’orthogonalité suivantes :

1

π

∫ π

−π
sin(nθ) .dθ = 0 ∀n;

1

π

∫ π

−π
sin(nθ)cos(mθ) .dθ = 0 ∀n,m;

1

π

∫ π

−π
sin(nθ)sin(mθ) .dθ = 0 ∀n 6= m;

1

π

∫ π

−π
sin(nθ)sin(mθ) .dθ = 1 ∀n = m 6= 0;
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En multipliant la condition par :

1

π
sin(mθ)

et en l’intégrant de −π à θ on obtient :

1

π

∫ π

−π

(
f (θ)−u0

)
sin(mθ) .dθ = 0+am +0

Ce qui nous fournit am et donc Am

Pour calculer bn

1

π

∫ π

−π
cos(nθ) .dθ = 0 ∀n;

1

π

∫ π

−π
sin(nθ)cos(mθ) .dθ = 0 ∀n,m;

1

π

∫ π

−π
cos(nθ)cos(mθ) .dθ = 0 ∀n 6= m;

1

π

∫ π

−π
cos(nθ)cos(mθ) .dθ = 1 ∀n = m 6= 0;

En multipliant la condition par :

1

π
cos(mθ)

et en l’intégrant de −π à π on obtient :

1

π

∫ π

−π

(
f (θ)−u0

)
cos(mθ) .dθ = 0+0+bm

Ce qui nous fournit bm et donc Bm

la solution est décrite à l’équation 2.4 avec ces valeurs pour les coefficients
A0, An et Bn
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