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Transformation de Laplace

1. Historique :

Commencons par un petit peu d’histoire. Pierre-
Simon Laplace est né le 23 mars 1749 a Beaumonten-Auge
(Calvados). Aprés avoir terminé ses études a 'université de
Caen il se rend a Paris pour mener sa carriere et il meurt
le 5 mars 1827. C'était un trés grand scientifique qui
excellait dans beaucoup de domaines : mathématiques,
physique, astronomie. En 1779 il expose pour la premiére
fois une théorie des fonctionsgénératrices. Ce "nouveau
genre de calcul" permet a Laplace d’intégrer certaines
équations différentielles, et c’est a cette occasion qu’il est
conduit a introduire sa fameuse "transformée" qu’il utilise ensuite
essentiellement dans le domaine des probabilités. Cette nouvelle théorie
bénéficie ensuite de I'apport de celle de Fourier des 1807. Enfin, le physicien
britannique autodidacte : Oliver Heaviside a mis au point le calcul symbolique
qui donnera a cette théorie la souplesse nécessaire et, a partir du milieu du XX°
siecle, la transformée d e Laplace devient d’'un usage courant dans le calcul
opérationnel, la cybernétique, la théorie de l'information, la conception des
circuits électriques, etc...

De point de vue du signal déterministe: le premier probleme de la théorie des
signaux et systemes continus est de savoir résoudre les équations
différentielles linéaires a coefficients constants qui régissent ces systemes.
Fourier se trouvait devant un probleme de résolution d’équations
différentielles et plus particulierement celle de la propagation de la chaleur,
pour cela il a inventé la décomposition en séries de

Fourier. Ces derniéeres ne fonctionnent véritablement bien que pour décrire sur
R des signaux périodiques. La transformée de Fourier est une « amélioration »
qui permet de décrire dans un domaine dit fréquentiel des signaux non
périodiques mais restreints a un ensemble de signaux dits « signaux stables »
ce qui est exprimé mathématiquement par 'appartenance a L'(R). Grace aux
travaux de




Transformation de Laplace

Laplace et de Heaviside, une nouvelle étape va étre franchie et le calcul
symbolique permet de s’intéresser a une catégorie de signaux encore plus
large.

D’un point de vue mathématique, la transformée de Laplace est une
nouvelle application.Qui n’a pas été développée spécifiquement pour le
traitement de signal mais qui en est un outil essentiel. Elle fait intervenir une
nouvelle variable p (s pour les anglo-saxons) qui est une variable complexe.
Comme toute application, il existe des conditions mathématiques d’existence
et chaque théoreme n’est valable que dans un certain domaine de la variable p
et dépend aussi du ou des signaux mis en cause. Ce probléme est plus délicat
gue celui posé pour la transformée de Fourier et beaucoup d’utilisateurs
I’oublient facilement. Au début de la plupart des théoremes on est fait I'étude
de I'existence de celui-ci, et cela alourdi le cours. on n’a pas voulu au nom de la
Simplification faire disparaitre ces parties. Dans I'approche de ce mémoire, il

n’est pas nécessaire de savoir faire la démonstration, ces parties peuvent donc
étre ignorées mais il faut étre conscient du probléme en connaitre le résultat
sous peine d’utiliser certains théoremes dans des conditions ou ils ne
s’appliquent pas. Un second probleme est celui de la transformation inverse. La
encore son champ d’applications dépasse largement celui de la théorie du
signal.




Transformation de Laplace

2. Introduction :

Dons cette étude on va aborder une transformation quiest un
représentant important d’une grande classe d’opérateurs intégraux .Cette
transformation fut introduite par LAPLACE et joue un réle fondamental dans la
théorie du controle et qui porte le nom de transformation de Laplace, connue
par l'opération intégrale qui permet de transformer une fonction d’une
variable réelle en une fonction d’une variable complexe.

Par cette transformation une équation différentielle linéaire peut étre
représentée par une équation algébrique.

Cette transformation a donnée lieu a la technique du calcul opérationnel ou
calcul symbolique qui  facilite la résolution des équations différentielles
linéaires qui représenteront les systemes que nous allons étudier.

L'objet de cette transformation est de permettre :

» Déterminer les solutions causales d’une équation différentielle
linéaire ou d’un systeme différentiel.

» Déterminer dans des problémes & support technologique la
réponse d’un system linéaire usuel a un signal d’entrée donnés
qui sont rencontrés en électricité et en électronique.




Transformation de Laplace

3. Principe:

Cette transformation peut étre présentée comme une solution a I'insuffisance
de la transformée de Fourier qui ne s’applique que pour des signauxL!(R).

L’étude des SLI(systeme linéaire invariant) peut se faire avec la transformée de
Fourier(TF). Pour un signal x(t) :

TF[x(t)] =f_+;° x(t)e™™idt . Cependant, cette transformée n’existe que si x(t)

est un signal appartenant a L'(R)(ensemble des signaux stables)
tels que:fjozolx(t)l dt < ©
De ce fait un grand nombrede signaux sont exclus de I'analyse de Fourier.

Un premier exemple : poura >0
e~ *e(t) €L} (R)= La transformée de Fourier existe.

e~ e(t) £L1(R)= La transformée de Fourier n’existe pas.
Comment contourner le probléme précédent ? Par une astuce :

+co  _

Nous savons calculer: [ e fe*fe™!dt
Pour (o-«) > 0. Cela définit une nouvelle transformée telle que

f0+00 e—o’teocte—Witdt — f0+00 e‘xt e_(o._iw)tdt — f0+00 eocte—(O'—Wi)t dt

+00
= j e*tePtdt
0

Nous introduisons ainsi une variable complexe p = o + iw(p en notation
anglo-saxonne) et une nouvelle Transformation, la transformée de Laplace (TL)
TLx], = X(p) = fjozo x(t)e Pidt

Mais nous avons une restriction : l'intégrale n’existe que pour certaines
valeurs de p telles que, dans I'exemple 0 >o. Dans le plan complexe de la
variable p cette valeur de o est I'abscisse de convergence (abscisse de
sommabilité)




Transformation de Laplace

I. Latransformation de Laplace :

1. Définition et conditions d’existence

Définition :

Soit f(t)une fR » R
etsoit p € Cl'expretion: F(p) = [ e#* f(¢)dt

S’appelle la transformation de Laplace bilatérale mais cette
transformation n’est pas beaucoup utilisée car on consideére les signaux

qui respectent la causalité

Remarque :

fest dite causale si elle est identiguement nulle pour t<0

N { F(t)sit> 0

f(t) f(H)«(t)

\

f’\‘\

\

A
i — l
\/ \/ VA \/ |
\ "' \

\\ ;

(a) (b)

Fig. 1.1 a. fonction non-causale b. fonction causale.

Doncona:

Fp) = ["erif(t)at = [© erif(tyat+ [ " et f(t)dt
puisque f causale donc;jio e?tf(t) =0,

d’ou F(p) = j;w ePtf(t)dt
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S’appelle la transformation de Laplace unilatérale et on note :
L(f(t)) = F(t)ou f = F.

On dit F est la transformée de f.

Proposition :

soit f : R* —» C une fonction continue . On suppose qu'il existe

po = Xo+ iy, € Ctelque j;w f(t)ePot dt converge. Alors j;w f(t)ePtat

converge simplement pour tout p tel que Re(p) > X

Preuve :

Posons F(p) = j;w f(t)etPdt - F(py) = j;w f(t)e tredt est alors convergente.

Soient ¢ , v deux fonctions définies de R* dans C par tp(t) = f(t)e tP¢

ety(w) = [ p(t)dt

Alorsona:

a)p est continue car f est continue

b)y est continue car elle est dérivable,(y'(w) = ¢(u))
c)limy(u) = F(po) € Cce qui implique que y est bornée

posons sup /y(uw)/ = metsioentu > 0etp= X+ iye Ctelque X > X,

ueR™

U

IZf(t)e‘tpdt = jZf(t)e‘tpe‘tpoetpo = jZf(t)etPoe‘t(P‘PO)dt = J.o

o(t)e tPPo)
Intégrons par parties :

U= e trP) 5 g = —(p- po)e-t(p—po)

av=g@(t)dt = V=y

J.Zf(t)e*tpdt = l//(t)e*t(P*PO)Jg + (p _ PO)JZW('[S) eft(P*PO) dt

————————
6




Transformation de Laplace

:‘//('U') e uUr-po) 4 (P _ PO) jzv/(t)e—t(P‘Po)dt

+00

. e a s t)e t-Po gt
Etudions la convergence de I'intégrale :” ¢ v(t)e

m(l—e’U(Hf’))

| [Ey(tyeeroat| < [*]y(t)e®®o) | dt < m{" 010 gt=——— < L1

Z | w(t)e tero) | dt

D’autre part, la fonction* "~ J est croissante dans R™,

Il résulte que :

IZOO v (t)e tP-Po) 4t est absolument convergente

Comme Lime 0 = 9 (car X > Xo)

[of(t)etrdt = y(u)e 1) + (p—po) [ y(¢)e @ #9 dt admet une limite si u — .
j;w f(t)e t? dt est simplement convergente pour X > X,

Conditions suffisantes d’existence de la transformation de Laplace :

Pour I'existence de la transformation de Laplace de la fonction f(t) il suffit que
la fonction f(t) vérifier les conditions suivantes :

% f(t) est continue par morceau sur tout intervalle fermé de la forme

[0/ XO]'
** f(t) est nulle pour x<O0.
¢ f(t) est d’ordre exponentiel.

Définition :

On dira gu’une fonction f(t) est d’ordre exponentiel s’il existe aER et
PER telle que  [f(B)/< Ler

Avec ces trois conditions on dit que la transformation de Laplace de la fonction
f existe.
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2. Les propriétés de la transformation de Laplace :

e Linéarité:

Proposition :

Soit f,g : R* = C deux fonction admettent des transformées de Laplace

i(f)ff(g) respectivement et soient abeR Alors:

L(af + bg) = aL(f) + b£(g)
Preuve :

Ona:
L(af +bg) = | ;‘” ePi(af(t) + bg(t))dt = a| ;“’ ePf(t)dt+b| ;“’ e Plg(t)di
= a£(f) + b£L(g)

e Transformée de Laplace de la translation :

Proposition :

L(f(t—a))(p) = e®PL({f())(p)eta> 0
Preuve :

L(f(t-a)) = [ " f(t - a)ePidt

En posant X =1—2a on obtient :

L(f00) = [ f00ePe D = [ " fo)ePePdx = e [ " 100e P gavp(t(x) (p)

e Transformée de Laplace de I’lhomothétie :

Proposition :

2(f(kt)(p) = LL(f() (L) etk>0
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Preuve :

L(f(kt))(p) = jgw f(kt)eP'dt On fait le changement de variables: y = ki
donc: dt = d—ky
L(F(kD)(p) = L [ f(y)ePrdy = L [ f(y)e¥(@dy = L) (L)

e Transformée de Laplace des dérivées :

Proposition :

L£(fM)(p) = p L(F)(p) - D_ pLf"(0)
k=1

Preuve :

La démonstration se fait par récurrence

Pourn=lona:

£()P) = [, 1 OePdt= e + [ e
=" f®e™dt~1(0) = L()(P) - (0)

Supposons que L({™)(p) = p"L(f)(p) — Z p-1f()(0)

k=1

LE™D)(p) = L(F)™)(p) = pLE)(P) - D P (F) " (0)

k=1

=p" (pL(f)(p) — f(0)) — D_ pk-f' ™ (0)

k=1

=P L()(p) — pT(0) - D Pl
k=1
n+1

an+1£(f)(p) _ Z pk—lf(n+lfk) (0)

k=1




Transformation de Laplace

e Transformée du produit de convolution :

Le produit de convolution de deux fonctions définie par:
(FHg)() = [ f(x — g(t)dt

Proposition :

Soient les fonctions f,g : R* » C vérifiantf(t) = g(t) = C

L(fAg)(p) = LF)(P)L(9)(p)

Preuve :

L(fAg)(p) = jgw[jf:f(t - u)g(u)du]e*‘pdt = j;wU;f(t - u)g(u)du]eftpd1
=[ [ f(t - wePdit |g(u)du

Dans i’'intégrale j:w f(t — u)edt ,on fait le changementv = t — u

Donc on obtient :

[ :°° f(t—uePdt = | :’O f(v)e “Pdy = e WP (f)(p)(Cest la transformée de translation)

~+00

L(fHg)(p) = " ePLE)(p)g(u)du = LE)(p) [ " glw)e™*Pdu = L(F)(p)L(Q)(P)

e Transformée de Laplace d une primitive :

Proposition :

SOt F(t) = j;f(x)dx une primitive de f Ona alors F' = f et F(0) = C£(F)(p) = %
Preuve :
Ona £(F')(p) = pL(F)(p) — F(0)=£(f)(p)

donc L(F)(p) = —2&

10



Transformation de Laplace

e Transformée de Laplace des fonctions périodiques :

Proposition :

Soit f une fonction de période T

£()(p) = 715 [, f(t)e Pt

Preuve :

L)) = [ ;”f(t)e—tpdt

[ f(hePdt = | (T)f(t)e‘tpdt+ [ ff(t)e-tpdu [ if(t)e“F’dH ------------

t=ut=u+Tt=u+2T

=[ gf(u)e—updu+ | gf(u +T)e @ Drdu + | Zf(u + 2T)e ©2DPgy 4 « .« o
_(T —up T —upa-Tp T —upa—2Tp
_jof(u)e du+f0f(u+T)e e du+f0f(u+2T)e e2TPdu+ -« - «
=[ gf(u)e‘“pdu+ | gf(u)e‘“pe‘Tpdu+ | gf(u)e—upe—ZTpdm e

—(L+ePTre®T.. 0 Zf(u)e‘p“du

= e[ f(t)e Pt
n=0

-1 ;f(t)e—tpdt

1— efTP

11



Transformation de Laplace

3. Transformation de Laplace de quelgues fonctionsréintaires :

f(t) L[f(1)] = F(p)
c % p> 0.
t é p> 0.
t" P:il p> 0.
% E p>0
e ﬁ p> 0.
te (PJrla)z p> 0.
1-eat P(F?+a) p> 0.
at-1+e™ P2(aP2+a) p> 0.
e ?'cogbt) (P;;sz
e-atsin(bt) e
sin(at) .
coqat) # p> 0.
sh(at) o p> lal
chat) = p> lal
eish(bt) o
e-atch(bt) e
f(at) iG] a> 0
f(t—a) e "?F(p) a> 0
et f(¢) F(p+ a)

Tab -1-

12




Transformation de Laplace

Il. Transformée inverse de Laplace :

Etant donnée une fonction F(p), est-il possible trouver :
[ RY —> CtgL(f)(p) = F(p) %sifexiste, est-elle unique ?
On a vu que la transformée, de Laplace de la fonction fest :

L(f)(p) = [, f(t)e Pt

La fonction£(N(P) est appelée image de f et f est appelée originale de £(N(p)
1. Définition :

Théoréme :

Sif(t)est une fonction continue et dérivable, sauf peut-étre en un nombre de
points, fini dans chaque intervalle fini, ou f et f peuvent avoir des
discontinuités de premiere espéce, on a

f(t) =valeur principale de - jA F(p)ePtdp
Ou Aest une paralléle a I'axe imaginaire du plan complexe de la variable p, dont

I"abscisse est supérieure a 9o (pour p - 2o+iy, :f0+oof(t)e‘pt dtconvergente).On

peut écrire aussi :
. +R . -
f(t) = ;,}ogng—ln J_R F(O + 1y)e@ )t dy,
(Formule de Bromwich), ou © est un nombre quelconque supérieur a 9o

Preuve :

Nous pouvons écrire

Rp) =" e f(t)e vt

13



Transformation de Laplace

F(p), ou plutét F (0 + iy), est, pour une valeur fixée de d,la transfomée de
Fourier de la fonction égale a

e %t f(t)tpourt > 0
0 oo pour t < 0

Cette fonction vérifie les hypotheses relatives au théoreme d’inversion de
I'intégrale de Fourier. On adonc pour t>0

. +R N i
et f(t) = %j,glz—lﬂ f_ﬁ F(O+ iy)e*¥tdy,
L'intégrale du second membre étant nulle pour t<0, On peut écrire

£(£) = Lim& [ R0+ iy)e®)tay,

Comme F est une fonction holomorphe, on peut aussi poser 0+1y=p

Pdécrit, du point d’ordonnée —R au point d’ordonnée +R, la droit A parallele a

oyet d’abscissea, finalement
f(t) =valeur principale de -+ jA F(p)ertdp

On remarqguera que, si 'on donne la fonction f(t)et ses propriétés, la formule
d’inversion permet de retrouver f(t) a partir de F(p).si'on se donne F(p) sans
autre indication, on ne sait pas d’avancé si I'inversion de F(p) sera possible.

Nous ne discuterons pas les conditions d’existence d’un original pour une
fonction F(p) donnée, il est toujours possible d’essayer d’appliquer la formule
de Bromwich.

On remarquera cependant, que, siF(p) des points singuliers, ils doivent étre

tous a gauche de la droite A ,puisque F(p) est holomorphe pour > 0o

14



Transformation de Laplace

2. Les propriétés de la transformation inverse de Laplace :

e linéariteé :

Proposition :

f‘l(ai(f) +bL(g)(t) = aL I (L())(t) + bL(L(g)(2)
Preuve :
En effet, on sait que

L(af+bg) = aL(f) + bL(9) vy I'unicité de I'originale

L7 (aL(f) + bL(g)) = af + bg = aL™(L(f)) + LT (L(9)) - Ceci revient a dire que la

transformation inverse de Laplace est linéaire.

e Transformée inverse de Laplace d’une dérivée :

Soit f : R* » C.Onpose L(f)(p) = [;w f(t)e trdt sa transformée de Lapace

On suppose que les conditions de dérivation sous le signe intégrale sont
réunies. Alors :

+00

0

L' () = [, & (f(B)e?)dt = -[ t(t) e dt = —L(tf(1))(p)

En composant par £ ,on obtient :
LHLEIE) = —tf(2)

Et par récurrence sur n, la dérivée d’ordre n :
LALLM = ()"t f(¢)

* Transformée inverse de Laplace d’une translation :

On cherche l'originale de £(f)(p — a)
si L(f)(p) = | ;"“ f(t)etrdt, alors

L((p-a) = [ f(B)e oD at = [ f(t)eretoat

15




Transformation de Laplace

[T et et dt = L(e™ f())(p)
Fou L L E- D)) = e f(2)

e Transformée inverse de Laplace d’une homothétie :

On cherche l'originale de £(f)(kp),avec p € Retk > 0.

Posons (£L(fx))(p) = L(f)(Xp)

L) = [ f(t)etrdt = L(f)(kp) = [ f(t)e*rdt

On pose Kt = udonc du = Kdt on obtient alors:

L(f)(Kp) = L[ f(2)erdu=L2( 1) (p)

En composant par £~ on obtient la relation de la transformée inverse par
LAHLOIE) = £ f2(2) = £ ()

3. Table des transformées inverses de Laplace

F(p) LAF(p)I= (1)

c c

[=]

L t

P2
_nt_ tn
Pn+1

ﬁ gat
pZaZ sin(at)
s cogat)
Pzaz sh(at)

P ch(at)
p2_g2
Tab-2-
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lll. Applications de la transformée de Laplace:

1. Eguations différentielles ordinaires a coefficiemt
constants:

Soit donnée une équation différentielle linéaire d’ordre n a coefficients
constants

a0y ™ + @y D 4. L A Y F Ay = f(E) e (%)

On demande de trouver la solution de cette équation ¥ = ¥(t) pour t > 0, at
vérifiant les conditions initiales :

Y(0) = Yo, ¥'(0) = o, - - ., 4" D(0) = ¢ "
Ce genre de probléme est déja résolu de la maniére suivante :

Nous cherchons d’abord une solution générale de (*) contenantn constantes
arbitraires, puis nous déterminons les constantes de maniéere que les
conditions initiales soient vérifiées

Nous exposerons maintenant une méthode plus simple de résolution en
introduisant la transformée de Laplace.

On cherche la transformée de Laplace des deux membres de I’équation (*):

£(00y® + 0y 4. 40y + agy) = LPE)E) +e e eneee ol 5)

En utilisant les propriétés de linéarité, I’équation (**) devient :

a0 L(y™)(p) + a: Ly D) (p) +. . . +an1L(y)(p) + aaL(y)(p) = L()(p)

K
sachant que £(y®)(p) = p*L(y)(p) - D p* 1y D, k= 1,2,...,n,0onremplace
=1
Ces expressions dans I’équation (**) pour aboutir a une équation algébrique du

type L(y)(p)(@.(p)) = L(f)(p) + ¥ :(p), avec ¢ un polynome de degré n e

¥ ,_; un polynome de degré n— 1. L’équation algébrique est:

17



Transformation de Laplace

Pour finir, on utilise la transformée inverse de Laplace pour déterminer la
solutiony(t)

Exemple d’application:

aX' + bx + c= hcosmtetgce R et be R, etfice R

Cette équation représente le mouvement rectiligne d’un point de
masse a, d’abscisse x, rappelé vers |'origine par une force cx proportionnelle
a la distance, soumis a résistance bx’ proportionnelle a la vitesse (frottement
visqueux) et a une force donnée, fonction périodique sinusoidale du temps .

On peut aussi donner de I’équation précédente une interprétation
électrique.

On considére un circuit comprenant en série une résistance b, une
capacité 1/c et une inductance a, On applique aux bornes de ce circuit une
différence de potentiel alternativehcoswt,x est alors la quantité d’électricité
contenue a I'instant t dans la capacité, et dx/dtest I'intensité du courant qui
traverse le circuit.

On se propose de détermine x pour t>0, sachant que, pour  t=0

X

x a une valeur donnée” ,et x” une valeur donnée *o,Ce sont les conditions

initiales habituelles.
Il sera commode de remplacer I’équation donnée par I'équation
az + bz + cz= he"
2(0) = X, Z(0) = X,
Ona:
L(A) = Ap)
L(Z2(0) = pAp) - X
L(Z'(D) = PAP) - P — X%

L(he") = L

P-iw

18



Transformation de Laplace

L(aZ + b2 + c) = L(hd") & (P + bp+ 9 Ap) - x(ap+ b) - ax = 2

Xo(aprb)+ax, h
apP+bprc (p-iw)(apP+bp+ C)

Z(p) =
Pour déterminer I'original z(t) de Z(p), la décomposition dépend avant tout

des racines de I'équation :

ag + bp+c=0

On distingue les cas suivants :

1) —4ac> 0 .

On a deux racines réelles négatives :

p=-n P2 =1
Donc:
Z(p) = Xo(aprb)+ax, N h

ap-p1)(p-p2) ap-iw)(p-p1)(p-p2)

Apres décomposition,Z(p) se met sous la forme

_ A A2 B
Z(p) = por T o T v

A1, A2, 6 S’expriment par les formules :

_ 1 b h_ 1
Ar = P1—p2 |:Xo<,01 + a> +)(0 + ap17/Wj|

_ 1 b h_ 1
Az = P1—p2 |:Xo<,02 + a> +)(0 + ap27/Wj|

_h 1
B= 3 (o1 W) (p2—iw)
1,)h=0
On a:

z(h = /41601[+/42602[

19



Transformation de Laplace

1,2h+ 0
Ona

2() = A1 €71 + A, 672! + B

)P —4ac<0,b+0 .

On a deux racines complexes, avec partie réelle négative :
PL=—r+E Dk ="+

2,)h=0

On a, comme dans le premier cas :

2(f) = A1 + A, et

Mais la forme des solutions est un peu différente,car on doit écrire
A = €(A % + Ay ed)

2,2h+ 0

Comme dans le premier cas, au terme d’amortissement se superpose un terme
sinusoidal non amorti, On retrouve encore la un phénomene de
synchronisation.

B A B A B h(—am?—/bwrc)
CdAp-im(p-iw)  _abribme (am?—c)2+(bw)2

Ona:

e = coswrt+ fsinwt

L int
La partie réelle de BE™ est donc de la forme

mcogwt- @)
avec
5 — 1

| (ar?-C) % +(omy?

20



Transformation de Laplace

_ bw
lop = C-aw?

Lorsque les effets de I'amortissement se sont fait sentir, il subsiste donc une
vibration sinusoidale déphasée de? par rapport a la vibration imposée, Son

amplitude est réduite dans le rapport 9 par rapport a I'amplitude de la
vibration imposée .Si I'on introduit la quantité complexe.

(W) = &in)? + Kiw) + c

Ona

_ 1
0= 1w
@ = argl(w)

W) est appelée impédance complexe (mécanique ou électrique) du systeme et
1

/(W) en est la fonction transfert.

En résumé, si un systeme mécanique(ou électrique), caractérisé par les

parametres a,b,c,est soumis a une action extérieure sinusoidale de la forme

Son mouvement tend ver un régime permanent défini par :

A = L&

(W)

) —4ac<0,6=0.

On a deux racines complexes imaginaires pures.

P = /7/’/72 =1y

Io

Y =4z
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Transformation de Laplace

3,Dh=0

L’équation différentielle s’écrit
ax' +cx=0

Elle a pour solution

X = XoCOSyt+ X%sinyz‘.

C’est une oscillation sinusoidale de pulsation a, En I'absence de résistance
proportion nulle a la vitesse (b=0) le mouvement étudié est une vibration
sinusoidale non amortie

3,2h% 0
Il faut alors distinguer deux cas

1%7cas ¥ * O .

W+ <

C'est-a- dire si :
Donc:

AH = A€+ A,e"t + BeM,

avec
_ X _ X0 _ _h 1
Al_ 2 /Z 2ay YW
’ A1

X
Ay = 2+ £ - S,

_1_1
B—a_

On peut mettre la partie réelle de z(t) sous la forme
X0 = x(h)+ x(D)

X = xcosyt+ 2 sinyt
avec 1 v '
/ coswi—cosyt
a 2,2

X =
2 72—1/1/2

22



Transformation de Laplace

2€M¢ cas ¥V = O -

Danscecasona:
A1) = Além + Azer""” + B

x(t)est la superposition d’'un terme sinusoidal ordinaire ,et d’un terme
contenant le facteurt

On peut considérer ce terme comme représentant une oscillation sinusoidale
dont I'amplitude augmente indéfiniment avec t, proportionnellement a t.

Ce terme devient rapidement prépondérant et est caractéristique du
phénoméne de résonance pure,L’ampllitude des oscillations,au lieu de
s’amortir ou de demeurer permanente, augmente indéfiniment.

4P —4ac= 0.

On dans ce cas racine double
__b
Po = 2a

donc:

Xo(aprby+axg h A B c
= + = + +—=
Ap) ap-po)? ap-im(p-po)?  (p-po)2 PP p-iw

A ,B,C étant trois constantes complexes
D’apreés le dictionnaire d’images on trouve :

A = Ate™! + Be™! + Ce”

Exemple :

On cherche a résoudre :

FO() + 4£(t) = sin(2t) (1)

------------------------

Avec les conditions initiales f(0) = Ogt f (0) = 0
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Transformation de Laplace

On a vu que la transformation de Laplace possede les propriétés suivantes :
Linéarité :
L(af+bg) = aL(f) + bL(g)

Transformée d'une dérivée :

L(f) = pL(H)_£0)
L(f") = p?L(f)_pf(0)_f (0)
L(f™) = p"L(F)_p™ 1 fO)_. . . _f*D(0)

Ces propriétés peuvent s'appliquer a une équation différentielle linéaire.
Supposons que I'on veuille résoudre I'équation différentielle suivante :

n .

2afP =0

=1

En appliquant la transformation de Laplace a cette égalité on obtient I'équation
équivalente suivante :

éaii(f”)) - 2(p)

n T
Loy Y as Y pTIFID(0)

i=1  j=1

= L(f) =

n
D
=0
. f® 0 . e
ou f (Dsont les conditions initiales.

I suffit alors de trouverfen appliquant la transformation inverse sur£(f). Cette

opération se révele parfois difficile sauf dans le cas ou L(f) est une somme de
transformées de Laplace classiques figurant dans un tableau de transformées
de Laplace.

Pour résoudre I'équation (1), on applique les propriétés précédentes.

Solution :

On note : ?(%) = sin(2t)
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Transformation de Laplace

Le tableau de la transformation de Laplace donne :

L(p)(p) = =

p*+4
L'équation devient :
P?L(f) — pf(0) — £ (0) + 4L£(f) = £(p)

On déduit :

[p? + 41L(f) = 2= L(H)(p) = 2

P+ (p?+4)*

Il s'agit maintenant de retrouver la fonctionf, c'est-a-dire d'appliquer la

transformation de Laplace inverse. Dans ce cas, la fonction L(f)est une
fonction rationnelle qu'il suffit de décomposée en éléments simples La lecture
inverse du tableau de la transformée de Laplace fournira alors la valeur de f

2 2
2 __16i _ _ 160 _ _
(p?+4)?> p—-2i p+2i (@P+20)?> (p-—2i)?

1 1
8 8

_1 1 1( 1 N 1 )
4p24+4 8\(p+20)?  (p-—2i)?

Toutes ces différentes fractions figurent dans la colonne de droite du tableau
de transformées de Laplace et permettent de retrouver f

1 1 . . 1 t
f(t) = gsin(Zt) -3 (te2i + te?it) = gsin(Zt) — Zcos(Zt)

2. équations différentielles ordinaires a coefficients variables :

La méthode de la transformée de Laplace peut également étre utilisée pour
résoudre certaines équations différentielles ordinaires dont les coefficients
sont variables .cette méthode en particulierement puissante dans le cas
d’équations différentielles du type :

tmy™(¢)

Dont la transformée de Laplace est (—1)™ C:;—m[J{Y(")(t)}
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Transformation de Laplace

Exemple :

Résoudre tY"" +Y'+4tY =0 ,Y(0)=0, Y'(0) =0
On aL(tY)+ L)+ LUtN =0 o note LN =y

d , d
Donc —5(}923/ —pY(0)—Y (0)) + (py — Y(O)) — 4% =0

C-a-d(p* + 4)2—; +py=0

c
p2+4

, d_y pdp _ . , l 2 — —
D’ou . 4+ i 0 et en intégrantiny +~ In(p®+4)=c,ouy=

Eninversant, il vient : ¥ = ¢J(2t)( Joest une fonction de Bessel)
Pour déterminer ¢ remarquons que Y (0) = c/,(0) = c = 3.

d’olY = 3],(2¢)

 Rappel :

Fonction de Bessel :

Nous définissons une fonction de Bessel d’ordre n par

t" t2 t?
In (t)_znr(n+1) {{1  2(2n+2) + 24(2n+2)(2n+a) U }}

Donc voici quelques propriétés importantes :
1- J_,(t) = (—1)"T,(t) si n est un entier positif
2n
2- (.7n+1(t) = TJn(t) - Jn—l(t)
3- %{t"ﬂn(t)} = t"Jn-1(t)sin = 0, nous avons J’,(t) = —J,;
1
4- /27D = yE= 0 7,(O)u” qui est appelé fonction
génératrice des fonctions de Bessel
5- J,(t) satisfait I’équation différentiel de Bessel :

t2y"(t) + ty (£) + (t2 —n?)y() =0
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Transformation de Laplace

Il est commode de définir J,,(it) = i~ "l,(t) ou l,(t) est appelée fonction de
bissel modifier d’ordre n

. 1
La transformée de Laplace de/J, (at) eSt\'/pzTaZ

(Vp*+a*-p)"
a/p?+a?

3. Application de la transformation de Laplace aux
systemes différentiels

Généralement on a :J, (at) estl'originede

Considérons le systeme différentiel suivant :

rdxy
ar - X + agpx; + o+ Xy + f1(8)
dx,
T Ap1X1 + AppXy + oo+ + Aoy + f5(E)
dx,
| 7 = @ + AQpaXy ot AppXxy + f1(1)

Ou les a;;, sont constantes données, et lesf;(t)n fonctions données de t .C’est
un systeme linéaire a coefficients constants avec seconds membres .Pour le
résoudre par la calcul symbolique, on désigne parX;, F; ,les images de x; f; si
I’on cherche la solution telle que , pour t=0,x;(t) prenne une valeur donnée
x;(0), dx;/dt a pour image pX; -x;(0).0On a donc

20 _ZaiKXK = z:(0) + Fs(p)

Pour calculer lesX; , on doit résoudre un systeme algébrique de n équations
linéaires a n inconnues. On obtient ainsi les images des solutions du systeme
correspondant a des conditions initiales fixées, A I'aide d’un dictionnaire
d’images, on en déduit les X;
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Transformation de Laplace

La méthode s’applique en particulier au systeme homogéne

n
dz;
dtz —};a@]{w]{ =0

Exemple d’application :

Trouve la solution du systeme différentiel

¢ = ay+ f(t)
y = —az+ g(t)
qui s’annule pour t=0

solution :

{ £(a) = Llay+ (1) { pX— a¥ = F(p)

L(y) = L(~az+ g(t)) | aX+p¥= 6(p)
d’ou

_ pFtaG __ —aF+pG
4= pP+d? ! p?+a?

Si fet gétaient explicitement données, on aurait recours, directement
ou apres réduction, a un dictionnaire d'images pour trouver les
expressions de z(t)et y(t)

Si au contraire fet gsont deux fonction non spécifiées,onprocédera de la
maniéere suivant :

aG(p)
p*+e gstle produit de deux fonctions,

ayant pour originaux g(t)et sined’original de

aG(p)
2 2 . . .
p™+a” st la convolution de ces deux fonctions, soit

ablp) _ I(IZ sina(t— s)g(s) ds>

p2+a2
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Transformation de Laplace

aF(p) _ chz cosat— S)f(s)ds>

p2+a2
On trouve ainsi, apres de calculs

z(t) = I;[f(s) cosa(t—s)+ g(s)sina(t— s)]ds

y(t) = I;[—f(s) sina(t— s) + g(s) cosa(t— s)]ds

Exemple:
z—x = 2x — 3y

Résoudr dty avec les conditions(0) =8, Y(0) =3
—=y—2x
dt

Solution :

En prenant la transformée de Laplace, il vien€@ = x, £ =y,
px—8=2x—3 ona (p—2)x+3y=8........(1)
py—3=y—2x ona 2x+(@-1Dy=3.....(2)

En résolvant (1) et (2) simultanément,

8 3
13 p-1 _ 8-17  8-17 5 N 3
x_|P—2 3 ‘_p2—3p—4_(p+1)(p—4)_p+1 p—4
2 p—1
p—2 8
~ |2 3| _ 3p-22 _ 3p-22 5 2
y_‘p—Z 3 |_p2—3p—4_(p+1)(p—4)_p+1 p— 4
2 p—1

— L1 _ -t 4t
Doy X = (2) = 5¢7t + 3e
Y = i_l(y) = Se_t —_ Ze4t
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Transformation de Laplace

Conclusion :

ans ce mémoire on met en évidence la Transformation de
Laplace et quelques applications qui permettent d’éclaircir
cette derniere.

Ce qui est conclu de ce travail, cette transformation constitue une
méthode puissante pour résoudre les équations différentielles,
autrement dit elle facilite la résolution des équations différentielles
c'est-a-dire il est plus facile de résoudre une équation algébrique que

de résoudre une équation différentielle.
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