
 
 
 
 
                      
 
 
 
 
                                                               
 

                                                               
 

MÉMOIRE DE MASTER 
 

Domaine : Mathématiques et informatique 
Filière : Mathématiques 

Option : Analyse mathématique 
 

Par Melle BELABBACI Chafika  
 

Thème  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Mr  B. BEN ABDERRAHMANE Prof       UATL Président 
Mme  Y. BOUKHATEM MAA     UATL Rapporteur 
Mr  B. NOUIRI MCB     UATL Examinateur 
Mr  A. RAHMOUN MAA     UATL Examinateur 

 
 
 
 

ETUDE DES ESPACES DE 
SOBOLEV 

UNIVERSITÉ AMAR TELIDJI  LAGHOUAT  

	�ر �����  ��
�����اط��  

FACULTÉ DES SCIENCES 
 ���� ا����م 

Soutenu publiquement devant le jury composé de : 

Année universitaire 2012/2013 

REPUBLIQUE  ALGERIENNE  DEMOCRATIQUE  ET POPULAIRE 
�	��اط�� ا��������� ا��� ا��	 �ر�� ا���ا

MINISTERE  D’ENSEIGNEMENT  SUPERIEUR ET DE LA  RECHERCHE  SCIENTIFIQUE 
 وزارة ا�%���$ ا����� و ا��"! ا���	�

 



 ���ص

. 	ءات�$����#�ف ھذه  ا ا!�	���	ءات �و�و�ف ��	 ���	 �ن ا��واص �ھذا ا���ل ��دف إ�� درا�� 
	��� �ول �
و �ؤ/رات  �#را.�	ت �و�و�ف, )درس أھم ا�)ظر�	ت ��و�و�ف و *ذ�ك ا�)ظر�	ت �ول ا�#ط	�ق ا���#�ر و ا��#راص

#1�	ر و �$�وم ا!/ر�.   #2دم #ط��2	ت. ا��#داد و ا  


 ا�����ت���
�ؤ/رات ا��#داد ,  )	��	ن,  ر���3 , ا!/ر, ا�#ط	�ق ا��#راص, ا�#ط	�ق ا���#�ر, ��	ءات �و�و�ف:  ا���
#1�	ر, �.ا  

 

 

 

Résumé 

L’objet de ce travail est l’étude systématique des espaces de Sobolev : Propriétés 
fondamentales des différents cas d’espaces de Sobolev ; principaux théorèmes d’injections 
continues et compactes ; inégalités de Sobolev ; opérateurs de prolongement et de restriction ; 
traces. 

Des applications aux problèmes aux limites sont étudiées. 

Mots clés : Espaces de Sobolev, injection continue, injection compacte, trace, Rellich, 
Neumann. 

 

 

Abstract 

In this work we study fundamental properties of different Sobolev spaces including the main 
results as the embedding continuous and compact mappings theorems, the Sobolev 
inequalities, the extension and restriction operators and traces. Some applications are given. 

Key words: Sobolev spaces, embedding continuous mapping theorem, embedding compact 
mapping theorem, Sobolev inequalities, trace, Rellich, Neumann. 
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1.1 Rappels sur les espaces Lp et le produit de convolution . . . . . . . . 2

1.1.1 Espaces Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.2 Produit de convolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Régularisation et troncature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Rappels sur la transformation de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3.1 Transformation de Fourier dans S(RN) . . . . . . . . . . . . . 8
1.3.2 Transformation de Fourier dans L2(RN) . . . . . . . . . . . . 9
1.3.3 Transformation de Fourier des distributions tempérées . . . . 9

1.4 Rappels sur les espaces compacts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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1.5.1 Théorème de représentation de Riesz . . . . . . . . . . . . . . 11
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2.1.1 Définition. Propriétés fondamentales. . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.2 L’espace Wm,p

◦ (Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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3 Les théorèmes d’injections 28
3.1 Théorèmes d’injections continues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.1.1 Cas de RN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Notations

E ′ dual de E,
E ′′ bidual de E,
L1
Loc(Ω) espace des fonctions localement intégrables,

supp f support de la fonction f,
f ∗ g produit de convolution de f et g,
mes(Ω) mesure de Lebesgue de Ω,
D(Ω) espace des fonction C∞ à supports compacts ,
D′(Ω) espace dual de D(Ω),
S(RN) espace de Schwartz ,
S ′(RN) espace dual de S(RN),
α = {α1, . . . , αn}
|α| =

n∑
i=1

αi
multi–indice avec αi ∈ N,∀i,

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

dérivée partielle d’ordre α,

p.p presque partout,
↪→ l’injection identique est continue,

F [f ] ou f̂ transformée de Fourier de la fonction f,
∆u laplacien de u,
∇u gradient de u,
(., .)E produit scalaire sur E,
〈., .〉 dualité,
⊕ somme directe,
L (E) espace des applications linéaires et continues de E

dans E,
B(0, ε) boule fermée de centre 0 et de rayon ε,
l.i.m limite dans L2,
‖.‖E norme de l’espace E.
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Introduction.

Au début du XXe siècle, les mathématiciens s’étaient rendus compte que les
espaces C1, C2, etc . . . n’étaient pas le cadre approprié pour étudier les solutions des
équations aux dérivées partielles. Le mathématicien russe S.L. Sobolev (1908 –1989)
a introduit des espaces fonctionnels, actuellement connus sous l’appelation �espaces
de Sobolev�, comme outil puissant fournissant le cadre adéquat pour la résolution
des problèmes aux limites engendrés par des équations aux dérivées partielles.

Ce mémoire est consacré essentiellement à l’étude des espaces de Sobolev. Cette
étude a touché les différents types d’espaces de Sobolev :Wm,p(Ω),W−m,p(Ω),Wm,p

◦ (Ω)
etHs(Ω) (s réel) où Ω peut aussi bien être l’espace RN tout entier, ou un demi–espace,
ou encore un ouvert de RN . Cette étude a porté aussi bien sur les propriétés fon-
damentales comme les différentes structures d’espaces de Banach et de Hilbert, les
théorèmes de densité etc . . . ; que sur les questions importantes liées aux théorèmes
d’injections et de prolongement d’une part, et aux opérateurs de restriction et de
traces, d’autre part. C’est ainsi que les théorèmes de Sobolev, Rellich et Kondra-
shov et d’autres sont exposés et établis. De même la théorie des traces est largement
abordée.
Comme application les méthodes hilbertiennes et la formulation variationnelle sont
étudiées. Ces méthodes s’adaptent à une large classe de problèmes aux limites. Cer-
tains problèmes de Sturm–Liouville, ainsi que le problème de Neumann sont étudiés
en détails.

Passons à la description du mémoire composé de cinq chapitres, de cette intro-
duction et d’une conclusion.
Le premier chapitre porte sur tous les rappels et compléments indispensables pour
les chapitres suivants.
Le deuxième chapitre est consacré aux définitions et propriétés fondamentales de
différents espaces de Sobolev ; aux théorèmes de densité ; et à d’autres résultats.
Le chapitre trois est consacré aux théorèmes d’injections continues et d’injections
compactes pour différents espaces de Sobolev de fonctions définies dans des domaines
divers. Ce chapitre porte également sur les inégalités de Sobolev. Ainsi le problème
de régularité de classe Ck est traité.
Dans le chapitre quatre l’étude a porté sur les opérateurs de restriction et de traces
aussi bien sur un demi–espace, que sur un ouvert Ω assez régulier, par morceaux.
Une autre caractérisation des espaces Hm

◦ (Ω) est donnée.
Enfin le dernier chapitre est consacré aux applications.
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Chapitre 1

Rappels et compléments

1.1 Rappels sur les espaces Lp et le produit de

convolution

Ce chapitre porte sur les rappels et compléments nécessaires et indispensables
pour traiter les autres chapitres. Pour la rédaction les ouvrages [8], [9], [4], [13], [3],
[14], [2] et [7] ont été utilisés.

1.1.1 Espaces Lp

Définition 1.1.1. Soit Ω un ouvert de RN . On dit que f est essentiellement bornée
sur Ω s’il existe une constante c positive telle que |f(x)| ≤ c p.p.

La plus petite de ces constantes est appelée le sup essentiel de f . On le note par
ess. sup |f(x)|.

Définition 1.1.2. Soit p ≥ 1 et Ω un ouvert quelconque de RN . On appelle espace
de Lebesgue de puissance d’ordre p l’espace, noté Lp(Ω), des classes des fonctions
mesurables au sens de Lebesgue, définies presque partout sur Ω à valeurs dans R ou
C vérifiant :

1.

∫
Ω

|f(x)|p dx

 1
p

<∞ si 1 ≤ p < +∞,

2. ess. sup |f(x)| < +∞ si p = +∞.

Proposition 1.1.1. L’application de Lp(Ω) dans R+ :

f 7→


‖f‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|f(x)|p dx

 1
p

, si 1 ≤ p < +∞,

‖f‖L∞(Ω) = ess. sup
x∈Ω
|f(x)| , si p = +∞,
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est une norme, qui fait de Lp(Ω) un espace de Banach, séparable pour p fini. De
plus L2(Ω) est un espace de Hilbert, le produit scalaire étant donné par

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx.

( qui s’écrit

∫
Ω

u(x)v(x) dx pour les fonctions réelles).

Soit 1 ≤ p ≤ ∞ ; on désigne par p′ l’exposant conjugué de p. i.e.
1

p
+

1

p′
= 1.

Proposition 1.1.2 (Inégalité de Hölder). Soient f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lp
′
(Ω). Alors

f.g ∈ L1(Ω) et ∫
Ω

|f(x)g(x)| dx ≤ ‖f‖Lp(Ω) . ‖g‖Lp′ (Ω)

Lorsque p = p′ = 2, on retrouve l’inégalité de Cauchy–Schwarz.

Proposition 1.1.3 (Inégalité de Young). Soient 1 < p <∞ et a, b ≥ 0 . Alors

ab ≤ ap

p
+
bp
′

p′
.

Démonstration. La fonction log est concave. Donc

log

(
ap

p
+
bp
′

p′

)
≥ log ap

p
+
log bp

′

p′
= log ab.

D’où

ab ≤ ap

p
+
bp
′

p′
.

Proposition 1.1.4 (Inégalité d’interpolation). Soit f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) avec 1 ≤
p ≤ q ≤ +∞. Alors f ∈ Lr(Ω) pour tout p ≤ r ≤ q et on a

‖f‖Lr(Ω) ≤ ‖f‖
α
Lp(Ω) ‖f‖

1−α
Lq(Ω) ,

1

r
=
α

p
+

1− α
q

, 0 ≤ α ≤ 1.

La preuve est traitée dans [1].

Pour g ∈ Lp′(Ω) fixé, l’application ϕ̃ : f →
∫
Ω

f(x)g(x) dx définit une forme linéaire

continue sur Lp(Ω) car d’après l’inégalité de Hölder∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lp′ (Ω) .

Si f → 0 dans Lp(Ω) alors ϕ̃ → 0 dans R ( ou C). Pour 1 ≤ p < +∞ la réciproque
est assurée par le théorème suivant :
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Théorème 1.1.1 (Riesz). Soit T une forme linéaire et continue sur Lp(Ω). Alors
il existe une unique fonction g ∈ Lp′(Ω) telle que

T (f) =

∫
Ω

f(x)g(x) dx, pour toute fonction f ∈ Lp(Ω).

Remarques 1.1.1.

1. L1(Ω) $ [L∞(Ω)]′.

2. Lp(Ω) avec 1 < p < +∞ est réflexif i.e. [Lp(Ω)]′′ = Lp(Ω).

Proposition 1.1.5. Si Ω est de mesure finie alors
i) Lp(Ω) ↪→ L1(Ω).
ii) ∀q ≥ p Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω).

Démonstration. i) Soit f ∈ Lp(Ω), on a alors d’après l’inégalité de Hölder

‖f‖L1(Ω) ≤ c ‖f‖Lp(Ω) où c = (mesΩ)
1
p′ . (1.1)

Comme ‖f‖Lp(Ω) < ∞ alors ‖f‖L1(Ω) < ∞, et par conséquent f ∈ L1(Ω). Si f → 0

dans Lp(Ω) alors f → 0 dans L1(Ω) d’après l’inégalité (1.1) et par conséquent si
fn → f dans Lp(Ω) alors fn − f → 0 dans Lp(Ω) et donc fn − f → 0 dans L1(Ω)
c’est à dire fn → f dans L1(Ω).
ii) Soit f ∈ Lq(Ω). On utilise l’inégalité de Hölder, et on prend g(x) = 1, h(x) =

|f(x)|p. Prenons r =
q

p
et s telle que

1

r
+

1

s
= 1∫

Ω

|h(x)g(x)| dx =

∫
Ω

|f(x)|p dx ≤ ‖|f |p‖Lr(Ω) ‖1‖Ls(Ω)

≤ ‖|f |p‖Lr(Ω) (mes(Ω))
1
s .

Or,

‖|f |p‖Lr(Ω) =

∫
Ω

(|f(x)|p)r dx

 1
r

=

∫
Ω

|f(x)|q dx


p
q

= ‖f‖pLq(Ω) .

Donc

∫
Ω

|f |p dx ≤ ‖f‖pLq(Ω) (mes(Ω))
1
s c’est à dire ‖f‖Lp(Ω) ≤ k ‖f‖Lq(Ω) où k =

((mes(Ω))
1
s )

1
p . Par conséquent si f ∈ Lq(Ω) alors f ∈ Lp(Ω). La continuité se

démontre comme dans le point i).

Corollaire 1.1.1. Toute fonction f ∈ Lp(Ω), (p ≥ 1) est dans L1
Loc(Ω).

Démonstration. Soit K un compact de Ω, comme f ∈ Lp(Ω) alors f ∈ Lp(K) et
donc d’après la proposition (1.1.5) f ∈ L1

Loc(Ω).

Conséquence : Pour tout ouvert Ω, toute fonction f ∈ Lp(Ω) définit une distribution

régulière par 〈f, ϕ〉 =

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).
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Proposition 1.1.6. L’application identité définie de Lp(Ω) dans D′(Ω) est injective.
Par conséquent il y a une bijection entre Lp(Ω) et son image de D′(Ω) et donc Lp(Ω)
est isomorphe à un sous espace de D′(Ω).

Démonstration. 1) La linéarité est évidente.

2) Supposons que

∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω). Pour montrer que f = 0 il

suffit de montrer que le produit de dualité 〈f, g〉 = 0, ∀g ∈ Lp′(Ω).
Soit g ∈ Lp′(Ω) quelconque. Comme D(Ω) est dense dans Lp

′
(Ω) alors il existe une

suite (ϕn)n de D(Ω) telle que ϕn → g dans Lp
′
(Ω). Par suite

∫
Ω

f(x)ϕn(x) dx = 0 et

donc ∫
Ω

f(x)g(x) dx =

∫
Ω

f(x)ϕn(x) dx+

∫
Ω

f(x) {g(x)− ϕn(x)} dx.

i.e.

∫
Ω

f(x)g(x) dx =

∫
Ω

f(x) {g(x)− ϕn(x)} dx,

c’est à dire∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(x){g(x)− ϕn(x)} dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

|f(x)(g(x)− ϕn(x))| dx

≤ ‖f‖Lp ‖g − ϕn‖Lp′ → 0,

car ϕn → g dans Lp
′
(Ω).

Pour compléter cette proposition on a :

Proposition 1.1.7. L’injection canonique Lp(Ω) ⊂ D′(Ω) est continue

i.e. fn → f dans Lp(Ω)⇒ fn → f dans D′(Ω).

Démonstration. Il suffit de prouver que si fn → 0 dans Lp(Ω) alors fn → 0 dans D′(Ω).
Supposons que fn → 0 dans Lp(Ω) i.e.

∀ε > 0,∃N0 ∈ N : ∀n ≥ N0, ‖fn‖Lp(Ω) < ε.

Montrons que ∀ϕ ∈ D(Ω), 〈fn, ϕ〉 → 0 i.e.

∀ε > 0,∃N1 ∈ N : ∀n ≥ N1, |〈fn, ϕ〉| < ε, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Soit ε > 0,∃N1 ∈ N, N1 = N0 : ∀n ≥ N1 |〈fn, ϕ〉| ≤ ‖fn‖Lp(Ω) ‖ϕ‖Lp′ (Ω) .
D’où, puisque ‖fn‖Lp(Ω) → 0, alors 〈fn, ϕ〉 → 0.
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1.1.2 Produit de convolution

Définition 1.1.3. Soit f et g deux fonctions de L1(R). La fonction x 7→ h(x) =∫
R

f(x− y)g(y)dy est appelée, lorsqu’elle existe, produit de convolution de f et g et

est notée f ∗ g.

De même, en dimension N , h(x) =

∫
RN

f(x− y)g(y)dy.

Théorème 1.1.2. Soit f ∈ L1(RN) et g ∈ Lp(RN) avec 1 ≤ p < +∞. Alors f ∗ g
existe et f ∗ g ∈ Lp(RN). De plus ‖f ∗ g‖Lp(RN ) ≤ ‖f‖L1(RN ) ‖g‖Lp(RN ).

Démonstration. Montrons ce théorème pour p = 1. Pour p ∈]1,+∞[, on refait le
même raisonnement avec la fonction |f(x− y)| |g(y)|p.
On a ∫

RN

|f(x− y)g(y)| dx = |g(y)|
∫

RN

|f(x− y)| dx p.p
= |g(y)| ‖f‖L1(RN ) <∞ .

De plus

∫
RN

∫
RN

|f(x− y)g(y)| dx

 dy =

∫
RN

|g(y)| ‖f‖L1(RN ) dy

= ‖g‖L1(RN ) ‖f‖L1(RN ) <∞ .

Donc (x, y) → f(x − y)g(y) ∈ L1(RN × RN). Par conséquent, d’après le théorème
de Fubini, (x, y)→ f(x− y)g(y) ∈ L1(RNy ), pour presque tout x i.e.∫

RN

|f(x− y)g(y)| dx <∞ p.p en x et

∫
RN

∫
RN

f(x− y)g(y)dx

 dy =

∫
RN

∫
RN

f(x− y)g(y)dxdy,

c’est à dire

‖f ∗ g‖L1(RN ) =

∫
RN

∣∣∣∣∣∣
∫

RN

f(x− y)g(y)dx

∣∣∣∣∣∣ dy ≤
∫

RN

dx

∫
RN

|f(x− y)g(y)| dy

=

∫
RN

|g(y)| dy
∫

RN

|f(x− y)| dx.

i.e. ‖f ∗ g‖L1(RN ) ≤ ‖f‖L1(RN ) ‖g‖L1(RN ).
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Support d’une convolution

Soit Ω un ouvert de RN et f : Ω → R. On dit que f s’annule sur un ouvert
ωi ⊂ Ω si f

p.p
= 0 sur ωi. On dit aussi que ωi est un ouvert d’annulation de f .

Soit ω le plus grand d’ouvert d’annulation de f (ω = ∪iωi).
Définition 1.1.4. supp f = Ω \ ω.

Remarque 1.1.2. Si supp f et supp g sont compacts alors supp(f ∗ g) est aussi
compact.
On peut établir les propositions suivantes :

Proposition 1.1.8. Soit ϕ ∈ D(RN) et f ∈ Lp(RN). Alors on a

1. f ∗ ϕ ∈ C∞(RN).

2. Dα(f ∗ ϕ) = Dαϕ ∗ f, ∀α ∈ N.
Proposition 1.1.9. Soit f ∈ C0(RN) à support compact et g ∈ L1

loc(RN). Alors
f ∗ g existe et f ∗ g ∈ C0(RN).

1.2 Régularisation et troncature

Définition 1.2.1. On appelle famille régularisante une famille de fonctions ρε
vérifiant :

1. ρε(x) ≥ 0, ρε ∈ C∞(RN).

2. supp ρε ⊆ B(0, ε).

3.

∫
RN

ρε(x)dx = 1.

Dans la pratique on utilise les �suites régularisantes �. Il suffit de prendre ε =
1

n
,

n ∈ N dans ρε(x) pour avoir des suites régularisantes :

Théorème 1.2.1. Les suites régularisantes existent.

Démonstration. Soit α > 0, θα(x) =

 exp

(
−α2

α2 − ‖x‖2

)
, si ‖x‖ < α;

0 , si ‖x‖ ≥ α,

avec ‖x‖2 =
N∑
i=1

x2
i . On vérifie directement que θα ∈ C∞(RN) ; ∀α,Dαθα(x) =

0 si ‖x‖ = α et supp θα = B(0, α). Par conséquent

θα(x− y) ∈ C∞0 (RNx ), supp θα(xy) = B(y, α).

Prenons ρε(x) = cεθε(x), où la constante positive cε est choisie de sorte que la 3ième

condition soit satisfaite c’est à dire que

cε =

∫
RN

θε(x)dx

−1

=

 ∫
B(0,ε)

θε(x)dx


−1

.
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Remarque 1.2.1. La régularisation permet d’avoir des fonctions C∞.

Définition 1.2.2. Une suite (τn)n est dite tronquante ssi

1. τn ∈ C∞(RN),

2. τn(x) = 1 pour ‖x‖ ≤ n,

3. τn(x) = 0 si ‖x‖ ≥ n+ 1.

τn peut être obtenue à partir de fonctions vérifiant les deux premières conditions
d’une suite régularisante. Mais on peut en construire, par exemple τ(t) ∈ D(RN)
définie par :

τ(t) =


1 , si ‖t‖ ≤ 1;
0 ≤ τ(t) ≤ 1 , si ‖t‖ ∈]1, 2[;
0 , si ‖t‖ ≥ 2.

On prend alors τn(x) = τ
(x
n

)
. Ces dernières fonctions vérifient les propriétés sui-

vantes :
a) ∀K compact de RN ,∃N0 ∈ N tel que τn(x) = 1,∀x ∈ K et ∀n > N0.
b) τn(x) sont uniformément bornées, ainsi que toutes leurs dérivées, sur RN :
∀β, ∃Cβ > 0

∣∣Dβτn(x)
∣∣ ≤ Cβ, ∀x ∈ RN , ∀n ∈ N i.e.

∀β, ∃Cβ > 0 : ∀n sup
x∈RN

∣∣Dβτn(x)
∣∣ ≤ Cβ.

La troncature permet, pour une fonction f ∈ E, d’avoir une fonction τnf à support
compact.

Proposition 1.2.1. Soit f ∈ Lp(R) avec 1 ≤ p <∞, (ρn)n une suite régularisante.
Alors f ∗ ρn → f dans Lp(R).

La preuve est traitée dans [12] et [1].

1.3 Rappels sur la transformation de Fourier

1.3.1 Transformation de Fourier dans S(RN)

On désigne par S(RN) l’espace de Schwartz, espace des fonctions de classe

C∞(RN) à décroissance rapide. Notons par F [ϕ](ξ) ≡ ϕ̂(ξ) =

∫
RN

e−ixξϕ(x)dx,

∀ξ ∈ RN la transformée de Fourier de ϕ, pour ϕ ∈ S(RN), avec xξ = x1ξ1+...+xNξN .
On a alors les propriétés suivantes :

1. F [Dαϕ](ξ) = (iξ)αϕ̂(ξ).

2. ∂αϕ̂(ξ) = F [(−ix)αϕ(x)](ξ).

3. F réalise un isomorphisme isométrique ( à un facteur près ) de S sur S muni
de la structure pré hilbertienne de L2. De plus

‖ϕ‖2
L2 =

1

(2π)N
‖ϕ̂‖2

L2 (égalité de Parseval).



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS 9

4. L’isomorphisme inverse est donné par

ϕ(x) = F−1[ϕ̂(ξ)](x) =
1

(2π)N

∫
RN

eixξϕ̂(ξ)dξ.

5. Soit ϕ ∈ S(RN). Alors

F(Fϕ)(y) =

∫
RN

e−iyξϕ̂(ξ)dξ

= (2π)N
1

(2π)N

∫
RN

ei(−y)ξϕ̂(ξ)dξ

= (2π)Nϕ(−y) ≡ (2π)N ϕ̌(y).

1.3.2 Transformation de Fourier dans L2(RN)

Par densité de S(RN) dans L2(RN) l’isomorphisme précédent se prolonge de
manière unique F : L2(RN)→ L2(RN). Pour f ∈ L2(RN),

f̂(ξ) = F [f(x)](ξ) = l.i.m
p→+∞

∫
Kp

f(x)e−ixξ dx ,

où (Kp)p est une suite croissante de compacts ( dans RN) tendant vers RN . De plus

f(x) = F−1[f̂(ξ)](x) = l.i.m
p→+∞

1

(2π)N

∫
Kp

f̂(x)eixξdξ.

1.3.3 Transformation de Fourier des distributions tempérées

Définition 1.3.1. Soit f ∈ S ′(RN), la transformée de Fourier de f notée Ff ou
f̂ , est définie par

< Ff, ϕ >=< f,Fϕ >, ∀ϕ ∈ S(RN).

On démontre alors

Proposition 1.3.1. Soit f ∈ S ′(RN). Alors
i) Ff ∈ S ′(RN).
ii) FFf = (2π)N f̌ , où < f̌, ϕ >=< f, ϕ̌ > et ϕ̌(x) = ϕ(−x).

1.4 Rappels sur les espaces compacts

1.4.1 Compacité et compacité relative

On rappelle qu’un espace métrique E est dit compact si tout recouvrement ouvert
de E contient un sous–recouvrement fini. Une partie A ⊂ E est dite relativement
compacte si sa fermeture est un espace compact, pour la métrique induite. La no-
tion de compacité est une notion plus forte que celle de la séparabilité, et plus
forte que celle de la complétude. Nous rappelons ici les résultats fondamentaux sans
démonstration sur la compacité, énoncés dans le théorème suivant :
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Théorème 1.4.1 ([8] ou [2]). Soit E un espace métrique. Les propositions suivantes
sont alors équivalentes :

1. E est compact.

2. Toute suite (xn)n d’éléments de E contient une sous–suite convergente.

3. Toute suite (xn)n d’éléments de E admet un point d’accumulation.

4. E est complet et, pour tout ε > 0, E admet un ε–réseau fini c’est à dire qu’il
existe une partie finie R ⊂ E telle que ∀x ∈ E,∃a ∈ R d(x, a) < ε, d étant
la distance sur E.

Comme conséquences de ce théorème, on obtient des critères de compacité relative.
On énonce ces critères sous forme de théorème voir [8], [4].

Théorème 1.4.2. Soit E un espace métrique et A une partie de E. Les propositions
suivantes sont alors équivalentes :

1. A est relativement compacte.

2. Toute suite (xn)n d’éléments de A contient une sous–suite convergente dans
E.

3. Toute suite (xn)n d’éléments de A admet un point d’accumulation dans E.

Signalons aussi le théorème suivant dû à Hausdorff :

Théorème 1.4.3. Soit E un espace métrique et A une partie de E. Alors

1. Pour que A soit relativement compacte il faut que, pour tout ε > 0, il existe
dans E un ε–réseau fini pour A.

2. Si E est complet pour que A soit relativement compacte il suffit que, pour tout
ε > 0, il existe dans E un ε–réseau fini pour A.

1.4.2 Cas de certains espaces fonctionnels

Nous rappelons ici les critéres de compacité dans les espaces des fonctions conti-
nues, et dans les espaces de Lebesgue. Il s’agit des théorèmes d’Ascoli–Arzéla, et des
théorèmes de Riesz–Fréchet–Kolmogorov. Nous donnons seulement des variantes
simples de ces théorèmes.

Définition 1.4.1. Soit E ⊂ C0([a, b]). E est dite équicontinue (également continue)
en ξ ∈ [a, b] si :

∀ε > 0, ∃δ > 0,∀u ∈ E,∀x ∈ [a, b] (d |x− ξ| < δ ⇒ |u(x)− u(ξ)| < ε).

Elle est dite équicontinue sur [a, b] si elle l’est en tout point ξ ∈ [a, b].

Théorème 1.4.4 (Ascoli–Arzéla). Une partie E ⊂ C0([a, b]) est relativement com-
pacte si et seulement si

1. E est bornée : ∃c > 0,∀u ∈ E ‖u‖ = sup
x∈[a,b]

|u(x)| ≤ c.

2. E est également continue.
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Théorème 1.4.5 (M. Riesz–Fréchet–Kolmogorov). Soit E ⊂ Lp[a, b]. Alors E est
relativement compacte si et seulement si :

1. E est bornée (∃c > 0,∀u ∈ E, ‖u‖Lp ≤ c).

2. ∀ε > 0, ∃δ > 0,∀τ, ∀u ∈ E, |τ | < δ ⇒ ‖u(x+ τ)− u(x)‖Lp < ε.

On rappelle la définition d’un opérateur compact.

Définition 1.4.2. Soient E,F deux espaces normés, et L un opérateur linéaire
défini de E dans F . On dit que L est compact si pour toute partie bornée A de E,
L(A) est relativement compacte dans F .

1.5 Divers autres résultats

1.5.1 Théorème de représentation de Riesz

Commençons par le résultat suivant :

Théorème 1.5.1 (de projection). Soit M un sous espace fermé d’un espace de
Hilbert H. Alors H = M ⊕M⊥.

Théorème 1.5.2 (de Riesz). Toute forme linéaire et continue f sur H s’exprime
à l’aide du produit scalaire. Il existe un unique élément u ∈ H (u dépend de f) tel
que

f(x) = (u, x), ∀x ∈ H.

De plus ‖f‖ = ‖u‖H ( ici ‖f‖ = sup
‖x‖≤1

|f(x)|).

Démonstration. Soit N = Ker f = {x ∈ H : f(x) = 0}. Comme f est continue
alors N est fermé.
1) Si N = H alors, ∀x, f(x) = 0 = (0, x), ∀x ∈ H.
2) Si N 6= H alors, d’après le théorème précédent, il existe N⊥, y 6= 0. Posons

u = f(x)
y

‖y‖2 . On vérifie que u répond au problème.

1.5.2 Théorème de Hahn–Banach

Soit E un espace vectoriel réel et p une fonction positivement homogène et
sous–additive i.e.

i) p(λx) = λp(x), ∀x ∈ E,∀λ > 0.
ii) p(x+ x′) ≤ p(x) + p(x′), ∀x, x′ ∈ E.

(par exemple une norme ou une semi–norme).
On a alors

Théorème 1.5.3 (Hahn–Banach). Soit M un sous–espace vectoriel de E et f :
M → R linéaire telle que f(x) ≤ p(x), ∀x ∈ M . Alors il existe F : E → R
linéaire qui prolonge f et telle que F (x) ≤ p(x), ∀x ∈ E.

Remarques 1.5.1.
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1. Le théorème reste valable dans le cas complexe. Dans ce cas la positivité ho-
mogène de p s’écrit :

p(λx) = |λ| p(x), ∀x ∈ E,∀λ ∈ C.

Les inégalités précédentes sont à remplacer par |f(x)| ≤ p(x) et |F (x)| ≤ p(x).

2. Le prolongement F n’est, en général, pas unique.

3. En pratique le théorème de Hahn Banach est utilisé lorsque F est unique. C’est
le cas, par exemple, quand M est un sous–espace dense d’un espace vectoriel
normé E et f est continue (F sera aussi continue ).

1.5.3 Théorème de la partition de l’unité.

Soit Ω un ouvert de RN .

Définition 1.5.1. Un recouvrement ouvert dénombrable (Ωi)i est dit localement fini
si tout point de Ω appartient seulement à un nombre fini d’ouverts Ω1,Ω2, . . . ,Ωn, . . . .

Définition 1.5.2. Soit (Ωi)i un recouvrement ouvert dénombrable localement fini
de Ω. On appelle partition de l’unité subordonnée à ce recouvrement une suite de
fonctions (αi)i vérifiant :

1. ∀i, αi ∈ C∞(Ω), 0 ≤ αi(x) ≤ 1, supp αi ⊂ Ωi.

2.
∑
i∈I
αi(x) = 1, ∀x ∈ Ω.

3. Tout compact K de Ω rencontre seulement un nombre fini de suppαj.

Il existe plusieurs énoncés du théorème assurant l’existence d’une partition de
l’unité subordonnée à un recouvrement donné. Nous utilisons la formulation suivante
( voir [1] p 160 et les références citées) :

Théorème 1.5.4 (Partition de l’unité). Soit Γ un compact de RN , Ω0 = RN\Γ

et Ω1,Ω2, . . .Ωk des ouverts de RN recouvrant Γ, Γ ⊂
k⋃
i=1

Ωi. Alors il existe une

partition de l’unité (α0, α1, . . . , αk) subordonnée au recouvrement Ω0,Ω1,Ω2, . . .Ωk

de RN .Lorsque Ω est un ouvert borné de RN et Γ est le bord de Ω, Γ = ∂Ω, α0 Ω est
une fonction C∞ à support dans Ω.



Chapitre 2

Espaces de Sobolev

Toute fonction de Lp(Ω) définit une distribution régulière et admet donc des
dérivées généralisées, de n’importe quel ordre. Cette remarque est à la base de la
définition des espaces de Sobolev. Ce chapitre est consacré aux définitions et aux
propriétés fondamentales de ces espaces (Wm,p(Ω),Wm,p

◦ (Ω),W−m,p′(Ω), Hs(RN)) :
structures d’espace de Banach et de Hilbert ; théorèmes de densité ; théorèmes de
caractérisation des espaces Wm,p

◦ (Ω) et W−m,p′(Ω). Pour la rédaction de ce chapitre
les ouvrages [3] et[1] ont été essentiellement utilisés.

2.1 Espaces de Sobolev Wm,p(Ω), Hm(Ω)

2.1.1 Définition. Propriétés fondamentales.

Définition 2.1.1. Soient Ω ouvert de RN , m entier positif et p ≥ 1. On définit
l’espace de Sobolev Wm,p(Ω) par :

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω) avec α ∈ Nn, |α| ≤ m}

( Dαu est comprise au sens des distributions).

Ainsi u ∈ Wm,p(Ω) signifie que u et toutes ses dérivées généralisées Dαu ∀α, |α| ≤
m sont dans Lp(Ω). Plus précisément, u ∈ Wm,p(Ω) si et seulement s’il existe m
fonctions v1, ..., vm ∈ Lp(Ω) telles que∫

Ω

uDjϕdx = (−1)j
∫
Ω

vjϕdx , ∀ϕ ∈ D(Ω),∀j = 1, 2, ...,m.

Dans le cas particulier où p = 2 Wm,2(Ω) sera noté Hm(Ω). Notons que l’espace
W 0,p(Ω) est l’espace Lp(Ω) et que H0(Ω) est l’espace L2(Ω).
Exemple. La fonction définie sur Ω =] − 1, 1[ par u(x) = 1

2
(|x| + x) appartient à

W 1,p(Ω) pour tout p, 1 ≤ p ≤ ∞.
En effet, u est continue et bornée sur Ω. Elle appartient donc à Lp(Ω) pour tout
1 ≤ p ≤ ∞. Sa dérivée au sens des distributions vaut la fonction de Heaviside
restreinte à ]− 1,+1[

H(x) =

{
1 si 0 < x < 1,
0 si − 1 < x < 0.
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Or H est bornée sur Ω, et donc H ∈ Lp(Ω) pour tout p, 1 ≤ p ≤ ∞. Ainsi,
u ∈ W 1,p(Ω).
Notons que H /∈ W 1,p(Ω) pour 1 ≤ p ≤ ∞, car H ′ = δ0 la mesure de Dirac en 0 qui
ne peut pas être identifiée à une fonction de Lp(Ω).

Proposition 2.1.1. i) L’application ‖.‖Wm,p(Ω) : Wm,p(Ω)→ R+ définie par :

‖u‖Wm,p(Ω) =


(
∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω))
1
p si 1 ≤ p <∞;

sup
|α|≤m

‖Dαu‖Lp(Ω) si p = +∞,
(2.1)

est une norme sur l’espace Wm,p(Ω).
ii) L’application définie par :

Hm(Ω)×Hm(Ω) → C
(u , v) → (u, v)Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω)
(2.2)

est un produit scalaire sur Hm(Ω).

Démonstration. i) La preuve est immédiate, en se rappellant que ‖.‖Lp(Ω) définit
une norme sur l’espace Lp(Ω).

ii) La preuve est évidente puisque chaque terme est un produit scalaire sur L2(Ω).

Théorème 2.1.1. 1. Wm,p(Ω) muni de la norme (2.1) est un espace de Banach.

2. Wm,p(Ω) est séparable pour p ∈ [1,∞[.

3. Hm(Ω) muni du produit scalaire (2.2) est un espace de Hilbert.

Démonstration. 1) L’espace Wm,p(Ω) est un espace vectoriel normé. Démontrons
qu’il est complet.
Soit (uk)k une suite de Cauchy dans Wm,p(Ω), c’est à dire,

∀ε > 0, ∃n0 : ∀k, l > n0 ⇒ ‖uk − ul‖Wm,p(Ω) < ε.

Par définition de la norme dans Wm,p(Ω), cela signifie que ∀α, |α| ≤ m la suite
(Dαuk)k est une suite de Cauchy dans Lp(Ω). Comme Lp(Ω) est complet alors il
existe des fonctions uα ∈ Lp(Ω) telles que Dαuk → uα dans Lp(Ω) et uk → u0

dans Lp(Ω). La continuité de l’injection Lp(Ω) → D′(Ω) assure que si une suite
converge dans Lp(Ω), elle converge aussi au sens des distributions. Par conséquent
Dαuk → Dαu0 dans D′(Ω) d’une part ; et d’autre part, pour les mêmes raisons
Dαuk → uα dans D′(Ω). D’après l’unicité de la limite Dαu0 = uα dans D′(Ω). Donc
u0 et toutes ses dérivées sont dans Lp(Ω) c’est à dire u0 ∈ Wm,p(Ω).
Vérifions que uk → u0 dans Wm,p(Ω). On a :

‖uk − u0‖pWm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dα(uk − u0)‖pLp(Ω) .

Chaque terme de la somme s’écrit sous la forme

‖Dα(uk − u0)‖pLp(Ω) = ‖Dαuk − uα‖pLp(Ω) → 0.
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2)Faisons une preuve pour m = 1 et p quelconque. Par définition u ∈ W 1,p(Ω)

signifie que u,
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN
∈ Lp(Ω). Considérons alors

T : W 1,p(Ω) −→ [Lp(Ω)]N+1

u 7−→ Tu =

(
u,

∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN

)
.

On verifie que T est une isométrie. Par suite, comme Lp(Ω) est séparable alors
[Lp(Ω)]N+1 est aussi séparable. Donc T (W 1,p(Ω)) est un sous espace fermé de
[Lp(Ω)]N+1. Il est donc séparable, et par conséquent W 1,p(Ω) est aussi séparable.
3) Il suffit de vérifier que la norme provient d’un produit scalaire. On voit que

(u, u)
1
2

Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖2
L2(Ω)

 1
2

= ‖u‖Wm,2(Ω) .

Proposition 2.1.2. i) Soit m′ ≥ m. Alors Wm′,p(Ω) ⊂ Wm,p(Ω). De plus l’in-
jection canonique est continue.

ii) Si Ω est borné et p ≤ q alors Wm,q(Ω) ⊂ Wm,p(Ω). De plus l’injection
canonique est continue.

Démonstration. i) La preuve est immédiate car ‖u‖Wm,p(Ω) ≤ ‖u‖Wm′,p(Ω).
ii) La preuve est aussi immédiate, puisque Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω).

Théorème 2.1.2. D(RN) est dense dans Wm,p(RN).

Démonstration. Donnons une démonstration pour H1(RN).
Soit u ∈ H1(RN). Montrons qu’il existe une suite (un)n ∈ D(RN) telle que un → u
dans H1(RN). Pour cela on suit les deux étapes suivantes :
Troncature (voir chapitre 1)
Soit τn(x) une suite tronquante. La fonction τnu ∈ H1(RN), de plus supp τnu est
compact car τnu = 0 si ‖x‖ ≥ 2n.

‖τnu− u‖2
L2(RN ) =

∫
‖x‖≤2n

|τnu− u|2 dx+

∫
‖x‖≥2n

|τnu− u|2 dx.

Le premier terme vaut 0 car τn = 1, et le deuxième terme aussi car τn = 0 si
‖x‖ ≥ n+ 1 et u ∈ L2(RN). De même pour les dérivées∥∥∥∥∂(τnu)

∂xj
− ∂u

∂xj

∥∥∥∥2

L2(RN )

=

∥∥∥∥ 1

n

∂

∂xj
τ
(x
n

)
u+ τn

∂u

∂xj
− ∂u

∂xj

∥∥∥∥
L2(RN )

≤
∥∥∥∥ 1

n

∂

∂xj
τ
(x
n

)
u

∥∥∥∥
L2(RN )

+

∥∥∥∥τn ∂u∂xj − ∂u

∂xj

∥∥∥∥
L2(RN )

.

D’après la deuxième condition d’une suite tronquante, le premier terme tend vers 0

quand n→ +∞ ; le deuxième terme tend aussi vers 0. Puisque
∂u

∂xj
∈ L2(RN) alors,
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on peut refaire la première étape avec
∂u

∂xj
à la place de u. Donc, le sous–espace de

H1(RN) formé par des fonctions à support compact est dense dans H1(RN).
Régularisation (voir chapitre 1)
Soit v ∈ H1(RN) à support compact. Montrons qu’il existe une suite (vn)n ∈ D(RN)
telle que vn → v dansH1(RN). Soit (ρn)n une suite régularisante. Prenons vn = ρn∗v.
Par conséquent vn est à support compact et vn ∈ C∞, donc vn ∈ D(RN). De plus

on a vn ∈ L2(RN) et ∀j, ∂v
∂xj
∈ L2(RN) car vn ∈ H1(RN). D’après la proposition

(1.2.1) vn → v dans L2(RN) et
∂vn
∂xj
→ ∂v

∂xj
dans L2(RN). Par conséquent on a bien

vn → v dans H1(RN).
On conclut que si u ∈ H1(RN) alors wn = τn.ρn ∗ u ∈ D(RN) et wn → u ∈
H1(RN).

La preuve faite pour p = 2 reste valable pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ et reste aussi valable
pour m ≥ 1. Dans ce dernier cas on utilise la formule de Leibnitz généralisée.

Dα (u.v) =
∑

|δ|+|β|=|α|

C
|β|
|α|D

βu.Dδv.

Proposition 2.1.3. L’opérateur de dérivation Dα est une application continue de
Wm,p(Ω) dans Wm−|α|,p(Ω), quel que soit |α| ≤ m.

Démonstration. Pour α = 1 montrons que l’application
∂u

∂xj
définit de Wm,p(Ω)

dans Wm−1,p(Ω) est continue. ∀u ∈ Wm,p(Ω) on a :∥∥∥∥ ∂u∂xj
∥∥∥∥p
Wm−1,p(Ω)

=
∑

|α|≤m−1

∥∥∥∥Dα ∂u

∂xj

∥∥∥∥p
Lp(RN )

≤
∑
|β|≤m

∥∥Dβu
∥∥p
Lp(RN )

= ‖u‖pWm,p .

2.1.2 L’espace Wm,p
◦ (Ω)

Définition 2.1.2. On désigne Wm,p
◦ (Ω) la fermeture de D(Ω) dans Wm,p(Ω) pour

tout 1 ≤ p <∞.

Autrement dit, u ∈ Wm,p
◦ (Ω)⇔ ∃(un)n ∈ D(Ω) telle que un → u dans Wm,p(Ω).

Remarques 2.1.1.

1. Pour Ω = RN , Wm,p
◦ (RN) = Wm,p(RN).

2. Pour Ω ouvert quelconque de RN , en général Wm,p
◦ (Ω) est un sous espace fermé

strict de Wm,p(Ω).

Wm,p
◦ (Ω) est alors muni de la norme induite par celle de Wm,p(Ω).
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Théorème 2.1.3 (Inégalité de Friedrichs). Soit Ω ouvert borné de RN et f ∈
Hm
◦ (Ω). Alors il existe une constante C positive qui ne dépend que de Ω telle que

‖f‖Hm(Ω) ≤ C

∑
|α|=m

‖Dαf‖2
L2(Ω)

 1
2

.

Démonstration. Prouvons ce théorème pour m = 2, (pour m quelconque, on fait
une démonstration par récurrence). Soit ϕ ∈ D(Ω) et soit Q = {x ∈ RN : |xi| < a}
un cube quelconque contenant Ω . Prolongeons ϕ par 0 sur Q\Ω, alors ϕ ∈ D(Q\Ω)
et représentons ϕ par

ϕ(x1, x2, ..., xN) =

x1∫
−a

∂ϕ

∂x1

(t, x2, ..., xN)dt.

On a alors, d’après l’inégalité de Cauchy–Schwarz

|ϕ(x1, x2, ..., xN)| ≤
x1∫
−a

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t, x2, ..., xN)

∣∣∣∣ dt
≤

 x1∫
−a

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t, x2, ..., xN)

∣∣∣∣2 dt
 1

2
 x1∫
−a

dt

 1
2

≤ (2a)
1
2

 a∫
−a

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t, x2, ..., xN)

∣∣∣∣2 dt
 1

2

.

Donc, |ϕ(x)|2 ≤ 2a

a∫
−a

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

∣∣∣∣2 dt.
En intégrant cette dernière inégalité par rapport à x2, x3, ..., xN entre −a et +a, on
trouve

a∫
−a

...

a∫
−a

∣∣ϕ2(x1, x2, ..., xN)
∣∣ dx2...dxN ≤ 2a

a∫
−a

a∫
−a

...

a∫
−a

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

∣∣∣∣2 dx1...dxN

≤ 2a

∫
Q

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

∣∣∣∣2 dx1dx2...dxN .

Intégrant cette dernière une autre fois par rapport à x1 entre −a et +a, on obtient∫
Q

∣∣ϕ2(x)
∣∣ dx ≤ 4a2

∫
Q

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(x)

∣∣∣∣2 dx.
Posons CΩ = 4a2, donc

∫
Ω

∣∣ϕ2(x)
∣∣ dx ≤ CΩ

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(x)

∣∣∣∣2 dx. D’où, par passage à la

limite

‖f‖2
L2(Ω) ≤ CΩ

∥∥∥∥ ∂f∂x1

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ CΩ

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂f∂xi
∥∥∥∥2

L2(Ω)

.
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D’après la proposition (2.1.3),
∂f

∂xi
∈ H1

◦ (Ω),∀i, i = 1, . . . , N et par suite

∥∥∥∥ ∂f∂xi
∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ C ′Ω

∥∥∥∥ ∂2f

∂xi∂xj

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ C ′Ω

n∑
i,j=1

∥∥∥∥ ∂2f

∂xi∂xj

∥∥∥∥2

L2(Ω)

.

Par conséquent, puisque

‖f‖2
H2(Ω) = ‖f‖2

L2(Ω) +
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂f∂xi
∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
n∑

i,j=1

∥∥∥∥ ∂2f

∂xi∂xj

∥∥∥∥2

L2(Ω)

,

on majore d’abord ‖f‖2
L2(Ω) par CΩ

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂f∂xi
∥∥∥∥2

L2(Ω)

et ensuite les autres termes en∥∥∥∥ ∂f∂xi
∥∥∥∥2

L2(Ω)

.

Corollaire 2.1.1. ‖f‖′ =

( ∑
|α|=m

‖Dαf‖2
L2(Ω)

) 1
2

définit sur Hm
◦ (Ω) une norme

équivalente à celle de Hm(Ω).

En effet, on a toujours ‖f‖2
Hm(Ω) ≥

∑
|α|=m

‖Dαf‖2
L2(Ω).

2.1.3 Caractérisation des espaces Wm,p(Ω) et Wm,p
◦ (Ω)

Proposition 2.1.4. Si u ∈ Wm,p(Ω) et est à support compact alors u ∈ Wm,p
◦ (Ω).

Démonstration. Soit (ρn)n une suite régularisante, posons un = ρn∗u. Donc (un)n ∈
D(Ω). De plus, d’après la proposition (1.2.1) un → u dans Lp(Ω). D’où u ∈ Wm,p

◦ (Ω)
car c’est la limite d’une suite dans D(Ω).

Lemme 2.1.1. Soient Ω un intervalle borné ou non de R et f ∈ L1
Loc(Ω). Pour x0

fixé dans Ω, on pose u(x) =

x∫
x0

f(t)dt. Alors u est continue et

∫
Ω

u(t)ϕ′(t)dt = −
∫
Ω

f(t)ϕ(t)dt, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Remarque 2.1.2. Ce lemme montre que la primitive u d’une fonction f de Lp(Ω)
appartient à W 1,p(Ω) dès que u ∈ Lp(Ω).

Démonstration. On vérifie facilement, par l’inégalité de Hölder, que u est absolument

continue. Il reste à montrer que

∫
Ω

uϕ′ dx = −
∫
Ω

fϕ dx. On a

∫
Ω

uϕ′ dx =

∫
Ω

 x∫
x0

f(t)dt

ϕ′(x)dx = −
x0∫
x

dx

x0∫
a

f(t)ϕ′(x)dt+

b∫
x0

dx

x∫
x0

f(t)ϕ′(x)dt.
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En appliquant le théorème de Fubini, on obtient :

∫
Ω

u(t)ϕ′(t)dt = −
x0∫
a

f(t)

 t∫
a

ϕ′(x)dx

 dt+

b∫
x0

f(t)

 b∫
t

ϕ′(x)dx

 dt

= −
x0∫
a

f(t) (ϕ(t)− ϕ(a)) dt+

b∫
x0

f(t) (ϕ(b)− ϕ(t)) dt

= −
∫
Ω

f(t)ϕ(t)dt, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Lemme 2.1.2. Soient Ω un intervalle borné ou non de R et f ∈ L1
Loc(Ω) telle que∫

Ω

fϕ′ dx = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω). Alors il existe C ∈ R tel que f
p.p
= C .

Démonstration. Toute fonction f dans Lp(Ω) définit une distribution régulière. Alors
∀ϕ ∈ D(Ω), on a :

〈f, ϕ′〉 = −〈f ′, ϕ〉 = 0. Donc f ′ = 0 c’est–à –dire f
p.p
= C.

Théorème 2.1.4. Soit u ∈ W 1,p(Ω) avec Ω =]a, b[ et p ≥ 1. Alors il existe une

fonction ũ absolument continue dans Ω, telle que u
p.p
= ũ sur Ω et

ũ(x)− ũ(y) =

x∫
y

u′(t)dt, ∀x, y ∈ Ω.

Démonstration. On fixe x0 ∈ Ω et on pose ũ(x) =

x∫
x0

u′(t)dt, ∀x ∈ Ω. En utilisant

l’inégalité de Hölder on obtient :

∀x, y ∈ Ω : |ũ(x)− ũ(y)| =

∣∣∣∣∣∣
x∫
y

u′(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖u′‖Lp |x− y| 1q .
Quand x → y, ũ(x) → ũ(y). On peut donc la prolonger en une fonction continue

sur Ω. D’après le lemme (2.1.1), on a

∫
Ω

ũϕ′ = −
∫
Ω

u′ϕ, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Ainsi,

∫
Ω

(ũ− u)ϕ′ = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω). Il résulte du lemme (2.1.2) que (ũ− u)
p.p
= C.

La fonction ũ(x) = u(x) + C a les propriétés désirées.
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Théorème 2.1.5. Soient Ω un intervalle borné de R et u ∈ W 1,p(Ω). Alors
u ∈ W 1,p

◦ (Ω)⇔ u = o sur la frontière de Ω.

Démonstration. Soit u ∈ W 1,p
◦ (Ω). Montrons que u = 0 sur ∂Ω, frontière de Ω.

u ∈ W 1,p
◦ (Ω)⇔ ∃(un)n ∈ D(Ω) telle que un → u dans W 1,p(Ω). D’après le théorème

précédent, un(x) − u(x)
p.p
= ũn(x) − ũ(x) =

x∫
x0

u′n(t) − u′(t)dt. D’après l’inégalité

de Hölder |un(x)− u(x)| ≤ ‖u′n − u′‖Lp(Ω) ( mes Ω)
1
q → 0. C’est à dire un → u

uniformément sur Ω. Pour x ∈ Ω, un(x) ∂Ω = 0. D’où u ∂Ω = 0.
Réciproquement, soit u ∈ W 1,p(Ω) telle que u ∂Ω = 0. Montrons que u ∈ W 1,p

◦ (Ω).
On fixe une fonction continue h sur R telle que : |h(t)| ≤ t,∀t ∈ R et

h(t) =

{
0 si |t| < 1,
t si |t| > 2.

Posons un =
1

n
h(n.u) de telle manière que un ∈ W 1,p(Ω) d’une part, et d’autre part,

supp un ⊂
{
x ∈ Ω : |u(x)| ≥ 1

n

}
qui est un compact inclus dans Ω, car un → u et

u ∂Ω = 0. D’après la proposition (2.1.4), on voit que un ∈ W 1,p
◦ (Ω).

Remarques 2.1.3.

1. On peut définir Wm,p
◦ (Ω) pour m > 1 par :

Wm,p
◦ (Ω) =

{
u ∈ Wm,p(Ω) : u = Du = ... = Dm−1u = 0 sur ∂Ω

}
.

2. Pour m = 0, W 0,p
◦ (Ω) = D(Ω) = Lp(Ω). D’une part, on sait que D(Ω) est

dense dans Lp(Ω), et d’autre part, pour u ∈ Lp(Ω), on la prolonge en ũ par 0
sur R \ Ω, on refait ensuite la régularisation et la troncature. Autrement dit,
si u ∈ Lp(Ω)⇔ ũ ∈ Lp(RN).

3. Pour m ≥ 1, si u ∈ Wm,p(Ω) alors ũ /∈ Wm,p(RN) en général, car Dαũ ∈
D′(RN) mais ne sont pas, en général, dans Lp(RN). De plus, la suite tronquante
(τn)n vérifiant les propriétés précédentes n’existe pas en général si Ω 6= RN .

Proposition 2.1.5. Soit u ∈ Wm,p
◦ (Ω) et soit ũ le prolongement de u par 0 sur

RN \ Ω. Alors

1.
∂ũ

∂xi
=

∂̃u

∂xi
; ∀i, i = 1, . . . , N .

2. ũ ∈ Wm,p(RN) et ‖ũ‖Wm,p(RN ) = ‖u‖Wm,p(Ω).

Démonstration. Prouvons ces propriétés pour m = 1 et p = 2.
1) Soit u ∈ W 1,2

◦ (Ω). Par définition, il existe une suite (ϕn)n ∈ D(Ω) telle que
ϕn → u dans W 1,2(Ω).

∀ψ ∈ D(RN), 〈ũ, ψ〉 =

∫
RN

ũ(x)ψ(x)dx =

∫
Ω

u(x)ψ(x)dx.
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Comme ϕn → u dans W 1,2(Ω), en particulier ϕn → u dans L2(Ω). Alors∫
Ω

ϕn(x)ψ(x)dx→
∫
Ω

u(x)ψ(x)dx.

Appliquons ceci à
∂u

∂xi
, on obtient :

∀ψ ∈ D(RN),

〈
∂̃u

∂xi
, ψ

〉
=

∫
Ω

∂u

∂xi
(x)ψ(x)dx = lim

n

∫
Ω

∂ϕn
∂xi

ψ(x)dx

= − lim
n

∫
Ω

ϕn
∂ψ

∂xi
dx = −

∫
Ω

u
∂ψ

∂xi
dx

= −
∫

RN

ũ
∂ψ

∂xi
dx =

〈
∂

∂xi
ũ, ψ

〉
.

2) puisque W 1,2
◦ (Ω) est un sous espace fermé de W 1,2(Ω). Alors

u ∈ W 1,2
◦ (Ω)⇒ u ∈ L2(Ω) et

∂u

∂xi
∈ L2(Ω), ∀i.

Appliquant le résultat précédent, on trouve que ũ ∈ L2(RN) et
∂ũ

∂xi
∈ L2(RN). Par

conséquent ũ ∈ W 1,2(RN). De plus, on a :

‖ũ‖2
W 1,2(RN ) = ‖ũ‖2

L2(RN ) +
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂ũ∂xi
∥∥∥∥2

L2(RN )

= ‖u‖2
L2(Ω) +

n∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂̃u∂xi
∥∥∥∥∥

2

L2(RN )

= ‖u‖2
L2(Ω) +

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2

L2(Ω)

= ‖u‖2
W 1,2(Ω) .

2.2 Espaces de Sobolev W−m,p′(Ω)

Le dual d’un espace de Banach existe toujours, identifions ses éléments dans le
cas des espaces de Sobolev.

Définition 2.2.1. W−m,p′(Ω) est le dual topologique de Wm,p
◦ (Ω) avec

1

p
+

1

p′
= 1.

C’est à dire T ∈ W−m,p′(Ω) si T : Wm,p
◦ (Ω)→ C est linéaire et continue i.e

∃k > 0, ∀u ∈ Wm,p
◦ (Ω) : |T (u)| ≤ k ‖u‖Wm,p

◦ (Ω) .

Proposition 2.2.1. Le dual W−m,p′(Ω), s’identifie à un sous espace de D′(Ω).
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Démonstration. Montrons d’abord que W−m,p′(Ω) ⊂ D′(Ω).
Soit T une forme linéaire continue sur Wm,p

◦ (Ω). Comme D(Ω) ⊂ Wm,p
◦ (Ω), alors

T ∈ W−m,p′(Ω)⇒ T ∈ D′(Ω).

i.e. W−m,p′(Ω) ⊂ D′(Ω). Montrons que cette injection est continue.
T → 0 dans W−m,p′(Ω) signifie que T (u)→ 0, ∀u ∈ Wm,p

◦ (Ω).
Or : D(Ω) = Wm,p

◦ (Ω), donc 〈T, ϕn〉 → 0, ∀ϕn ∈ D(Ω). C’est à dire

T (u)→ 0, ∀u ∈ W−m,p′(Ω).

Le théorème suivant caractérise l’espace W−m,p′(Ω).

Théorème 2.2.1 ( Théorème de Schwartz). T ∈ W−m,p′(Ω) si et seulement s’il
existe des fonctions fα dans Lp

′
(Ω) telle que T =

∑
|α|≤m

Dαfα.

Démonstration. On démontre le théorème pour p′ = 2. C’est à dire

T ∈ H−m(Ω)⇔ ∃fα ∈ L2(Ω) telle que T (x) =
∑
|α|≤m

Dαfα(x).

1) Soit T ∈ H−m(Ω) = (Hm
◦ (Ω))′. D’après le théorème de Riesz la forme linéaire et

continue T sur l’espace de Hilbert Hm
◦ (Ω) s’exprime à l’aide du produit scalaire : il

existe une unique fonction v ∈ Hm
◦ (Ω) telle que

〈T, u〉 = (u, v)Hm(Ω) , ∀u ∈ Hm
◦ (Ω).

i.e. 〈T, u〉 =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω) , ∀u ∈ Hm
◦ (Ω).

En particulier pour u = ϕ ∈ D(Ω)

〈T, ϕ〉 =
∑
|α|≤m

∫
Ω

DαϕDαvdx =
∑
|α|≤m

∫
Ω

(−1)|α|D2|α|vϕ(x)dx

et donc T =
∑
|α|≤m

(−1)|α|D2αv. Comme v ∈ Hm
◦ (Ω), alors Dαv ∈ L2(Ω) et donc aussi

(−1)|α|Dαv ≡ fα(x) ∈ L2(Ω),∀α, |α| ≤ m ; et on a bien :

T =
∑
|α|≤m

Dαfα(x).

2) Inversement. Soit T =
∑
|α|≤m

Dαfα(x) avec fα ∈ L2(Ω). Alors ∀ϕ ∈ D(Ω)

〈T, ϕ〉 =
∑
|α|≤m

〈Dαfα, ϕ〉 =
∑
|α|≤m

(−1)|α| 〈fα, Dαϕ〉

définit bien une forme linéaire et continue sur D(Ω). Comme D(Ω) = Hm
◦ (Ω) alors,

par passage à la limite, 〈T, ϕ〉 =
∑
|α|≤m

(−1)|α| 〈fα, Dαϕ〉 définit bien une forme linéaire

et continue sur Hm
◦ (Ω).

Dans le cas général une démonstration analogue peut être faite [3].
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2.3 Transformation de Fourier et espaces de

Sobolev Hs(RN)

Dans le cas où Ω = RN , une fonction de L2(RN) (et même de Lp(RN) en général)
définit une distribution tempérée et admet une transformée de Fourier. Il est alors
possible de donner des nouvelles définitions des espaces de Sobolev en utilisant les
propriétés de la transformée de Fourier. Soit f ∈ Hm(RN). Alors ∀α, |α| ≤ m :
f et Dαf admettent des transformées de Fourier .

Proposition 2.3.1. Soit f ∈ Hm(RN), ‖f‖m =
∥∥∥(1 + |ξ|2)

m
2 f̂(ξ)

∥∥∥
L2(RN )

définit une

norme équivalente à celle de Hm(RN).

Démonstration. Si f ∈ Hm(RN), alors on a :

‖f‖2
Hm(RN ) =

∑
|α|≤m

‖Dαf‖2
L2(RN )

=
1

(2π)N
∑
|α|≤m

‖F(Dαf)‖2
L2(RN )

=
1

(2π)N
∑
|α|≤m

∥∥∥ξαf̂(ξ)
∥∥∥2

L2(RN )

et ∥∥∥ξαf̂(ξ)
∥∥∥2

L2(RN )
=

∥∥∥∥∥ ξα(
1 + |ξ|2

)m
2

∥∥∥∥∥
2

L2(RN )

∥∥∥(1 + |ξ|2)
m
2 f̂(ξ)

∥∥∥2

L2(RN )
.

Comme la fonction ξ → ξα(
1 + |ξ|2

)m
2

∀α, |α| ≤ m est bornée sur RN , alors il existe

des constantes Cα positives telle que :

∣∣∣∣ ξα

(1 + |ξ|2)
m
2

∣∣∣∣ ≤ Cα. Par conséquent, il existe

C1 =
1

(2π)N
∑
|α|≤m

Cα telle que

‖f‖2
Hm(RN ) ≤ C1

∥∥∥(1 + |ξ|2
)m

2 f̂(ξ)
∥∥∥2

L2(RN )
.

D’autre part, la fonction gm : ξ →
(
1 + |ξ|2

)m
2

(1 + |ξ|)m
est bornée sur RN . Donc il existe

une constante K1 positive telle que,

(
1 + |ξ|2

)m
2

(1 + |ξ|)m
≤ K1. C’est à dire

(1 + |ξ|2)
m
2 ≤ K1 (1 + |ξ|)m ≤ K1

m∑
i=0

Ci
m |ξ|

i

≤ K1

m∑
i=0

Ci
m(|ξ|2)

i
2 ≤ K1

m∑
i=0

Ci
m(|ξ1|2 + · · ·+ |ξN |2)

i
2

≤ K1Cm
m∑
i=0

(|ξ1|2 + ...+ |ξN |2)
i
2 ,
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où Cm = max
0≤i≤m

Ci
m.

Par suite, si ξ1 6= 0 (sinon on en choisit ξj 6= 0)

(
|ξ1|2 + ...+ |ξN |2

) i
2 = |ξ1|i

[
1 +

(∣∣∣∣ξ2

ξ1

∣∣∣∣)2

+ ...+

(∣∣∣∣ξNξ1

∣∣∣∣)2
] i

2

.

En considérons la fonction gi, analogue de gm, en dimension N − 1, on voit qu’il
existe K ′i telle que[

1 +

(∣∣∣∣ξ2

ξ1

∣∣∣∣)2

+ ...+

(∣∣∣∣ξNξ1

∣∣∣∣)2
] i

2

≤ K ′i

[
1 +

∣∣∣∣ξ2

ξ1

∣∣∣∣+ ...+

∣∣∣∣ξNξ1

∣∣∣∣]i ,
d’où (

|ξ1|2 + ...+ |ξN |2
) i

2 ≤ K ′i (|ξ1|+ · · ·+ |ξN |)i .

En conclusion (
1 + |ξ|2

)m
2 ≤ K1Cm

m∑
i=0

K ′i(|ξ1|+ ...+ |ξN |)i

≤ K1Cm
m∑
i=0

K ′i
∑
|α|=i

Cα |ξ1|α1 ... |ξN |αn .

Comme |ξ1|α1 ... |ξN |αn = |ξα|, alors
(
1 + |ξ|2

)m
2 ≤ C ′

∑
|α|=i
|ξα|. Par conséquent,

∥∥∥(1 + |ξ|2
)m

2 f̂(ξ)
∥∥∥2

L2(RN )
≤ C ′

∑
|α|≤m

∥∥∥ξαf̂(ξ)
∥∥∥2

L2(RN )
≤ C ′

∑
|α|≤m

∥∥∥D̂αf
∥∥∥2

L2(RN )

≤ C ′′
∑
|α|≤m

‖Dαf‖2
L2(RN ) .

Notons que C ′ = K1CmCα
m∑
i=0

K ′i et C ′′ = C ′(2π)N . D’où

‖f‖m ≤ C ′′ ‖f‖Hm(RN ) .

Corollaire 2.3.1. f ∈ Hm(RN)⇔
(
1 + |ξ|2

)m
2 f̂ ∈ L2(RN).

Ce corollaire montre que f ∈ Hm(RN) dès que
(
1 + |ξ|2

)m
2 f̂(ξ) est dans L2(RN) et

f ∈ L2
(
RN
)
. Ceci nous amène à la définition de l’espace Hs(RN), avec s ∈ R+.

Définition 2.3.1. Pour s ∈ R+, on définit

Ĥs(RN) = {u ∈ L2(RN) :
(
1 + |ξ|2

) s
2 û ∈ L2(RN)}.

Pour s ∈ N, Ĥs(RN) et Hm(RN) sont isomorphes. On identifiera par la suite ces
deux espaces.



CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV 25

Lemme 2.3.1. L’opérateur de dérivation Dα : L1
loc(RN)→ L1

loc(RN) est fermé.

Rappelons d’abord la définition d’un opérateur férmé.

Définition 2.3.2. Soit E et F deux espaces vectoriels normés de A : E → F
un opérateur linéaire défini sur D(A) ⊂ E. On dit que A est férmé si ∀(xn)n ⊂
D(A), xn → x et Axn → y découle que x ∈ D(A) et y = Ax.

Il revient au même de dire que le graphe de A, noté G(A) = {(x,Ax), x ∈ D(A)},
est un sous–espace fermé de l’espace produit E × F muni de la norme

‖(x, y)‖2
E×F = ‖x‖2

E + ‖y‖2
F .

Démonstration. Soit (fn)n une suite de L1
loc(RN) telle que :

i) fn → f dans L1
loc(RN).

ii) Dαfn → g.
Montrons que Dαf existe dans L1

loc(RN) et que Dαfn = g. Soit ϕ ∈ D(RN), alors
on a d’après i)

〈fn, Dαϕ〉 → 〈f,Dαϕ〉 ,
puisque fn et f définissent des distributions régulières. C’est à dire

(−1)|α| 〈Dαfn, ϕ〉 → (−1)|α| 〈Dαf, ϕ〉 .

d’une part, et d’autre part, d’après ii) on a

(−1)|α| 〈Dαfn, ϕ〉 → (−1)|α| 〈g, ϕ〉 .

Par conséquent, Dαfn = g au sens des distributions, et donc Dαfn
p.p
= g au sens de

L1
loc(RN) (chapitre 1).

Remarque 2.3.1. La démonstration précédente reste valable pour montrer que
Dα défini de L2(RN) dans L2(RN) est fermé.

Théorème 2.3.1. Soit f ∈ Ĥm(RN). Alors

1. ∀α, |α| ≤ m, Dαf ∈ L2(RN).

2. F [Dαf ](ξ) = (iξ)αf̂(ξ).

Démonstration. 1. Soit f ∈ Ĥm(RN). Alors ĝ(ξ) =
(
1 + |ξ|2

)m
2 f̂(ξ) ∈ L2(RN).

Donc g(x) = F−1[ĝ(ξ)](x) existe dans L2(RN). Grâce à la densité de D(RN) dans
L2(RN), il existe une suite (ĝn(ξ))n ⊂ D(RN) telle que ĝn(ξ)→ ĝ(ξ) dans L2(RN).

Posons ĥ(ξ) =
ĝ(ξ)(

1 + |ξ|2
)m

2

. Alors ĥ ∈ S(RN). Donc hn(x) = F−1[ĥn(ξ)](x) existe

dans S(RN). D’après l’égalité de Parseval

‖hn(x)− f(x)‖2
L2(RN ) =

1

(2π)N

∥∥∥ĥn(ξ)− f̂(ξ)
∥∥∥2

L2(RN )

=
1

(2π)N

∥∥∥∥∥ ĝn(ξ)(
1 + |ξ|2

)m
2

− ĝ(ξ)(
1 + |ξ|2

)m
2

∥∥∥∥∥
2

L2(RN )

=
1

(2π)N

∥∥∥∥∥ 1(
1 + |ξ|2

)m
2

∥∥∥∥∥
2

L2(RN )

‖ĝn(ξ)− ĝ(ξ)‖2
L2RN ) → 0
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c’est à dire il existe une suite (hn)n ⊂ S(RN) telle que : hn → f dans L2(RN). Donc
f ∈ L2(RN). Montrons que (Dαhn)n converge dans L2(RN).

‖Dαhn −Dαhp‖2
L2(RN ) =

1

(2π)N

∥∥∥D̂αhn − D̂αhp

∥∥∥2

L2(RN )

=
1

(2π)N

∥∥∥ξα(ĥn − ĥp)
∥∥∥2

L2(RN )

=
1

(2π)N

∥∥∥∥∥ ξα(
1 + |ξ|2

)m
2

(ĝn(ξ)− ĝp(ξ))

∥∥∥∥∥
2

L2(RN )

≤ c ‖ĝn(ξ)− ĝn(ξ)‖2
L2(RN ) → 0.

Par conséquent, on a hn(x)→ f(x) dans L2(RN) et Dαhn(x)→ w dans L2(RN) et
donc, d’après le lemme (2.3.1) et la remarque (2.3.1), w = Dαf dans L2(RN).
2.Grâce à la relation de Parseval on a

‖Dαhn(x)−Dαf(x)‖2
L2(RN ) =

1

(2π)N

∥∥∥D̂αhn(ξ)− D̂αf(ξ)
∥∥∥2

L2(RN )

=
1

(2π)N

∥∥∥(iξ)αĥ(ξ)− D̂αf(ξ)
∥∥∥2

L2(RN )
.

Comme ‖Dαhn(x)−Dαf(x)‖L2(RN ) → 0 on a alors∥∥∥(iξ)αĥ(ξ)− D̂αf(ξ)
∥∥∥
L2(RN )

→ 0. Donc d’une part, on a

(iξ)αĥ(ξ)→ D̂αf(ξ) dans L2(RN), (2.3)

et d’autre part, ĥn(ξ)→ f̂(ξ) dans L2(RN), ou encore

(iξ)αĥn(ξ)→ (iξ)αf̂(ξ) dans L2(RN). (2.4)

D’après l’unicité de la limite de (2.3) et (2.4), on voit que (iξ)αf̂(ξ) = D̂αf(ξ).

La norme définie sur H−m(RN) est donnée par :

‖u‖H−m(RN ) = sup
f∈Hm(RN )

f 6=0

|〈u, f〉|
‖f‖Hm(RN )

.

Par analogie avec le cas précédent, on montre que Ĥ−m(RN) est identifiable à
H−m(RN) et que la norme ‖u‖H−m(RN ) est équivalente à la norme

‖u‖−m =

∥∥∥∥(1 + |ξ|2
)−m

2 û(ξ)

∥∥∥∥
L2(RN )

.

Comme D(RN) est dense dans Hm(RN), alors H−m(RN) est identifiable à un sous
espace de D′(RN). De plus, tout u ∈ H−m(RN) est de la forme : u =

∑
|α|≤m

Dαuα avec

uα ∈ L2(RN). Comme Hm(RN) est un espace de Hilbert, alors son dual H−m(RN)
l’est aussi. Le produit scalaire sera défini par (voir [13]) :

(u, v)−m =

∫
RN

û(ξ)(
1 + |ξ|2

)m
2

v̂(ξ)(
1 + |ξ|2

)m
2

dξ.
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Dans toute la suite Ĥs(RN) sera noté Hs(RN) tout simplement grâce à l’identifica-
tion précédente. Il est muni de la norme

‖u‖s =
∥∥∥(1 + |ξ|2

) s
2 û(ξ)

∥∥∥
L2(RN )

, pour tout s ∈ R.



Chapitre 3

Les théorèmes d’injections

L’objet de ce chapitre est l’étude des théorèmes d’injections continues et injec-
tions compactes pour différents espaces de Sobolev de fonctions définies dans divers
domaines (RN ,RN+ ,Ω ouvert borné de RN). Ces théorèmes sont dûs essentiellement à
Sobolev, Rellich, Kondrachov, et permettent d’obtenir un certain type de régularité.
Les théorèmes de prolongement des fonctions définies dans un demi–espace ou dans
un ouvert régulier sont également étudiés dans ce chapitre ainsi que les inégalités de
Sobolev qui donnent des critères de régularité de classe Ck. Pour rédiger ce chapitre
on a essentiellement utilisé les ouvrages [13], [3], [1] et [11].

3.1 Théorèmes d’injections continues

3.1.1 Cas de RN

Puisque Hm1(RN) ⊂ Hm(RN), d’après la proposition (2.1.2), et
(
1 + |ξ|2

)m
2 ≤(

1 + |ξ|2
)m1

2 , si m1 > m, alors

‖u‖Hm(RN ) ≤ ‖u‖Hm1 (RN ) .

D’où la proposition suivante :

Proposition 3.1.1. Soient m1, m deux entiers positifs tels que m1 > m. Alors
l’injection identique Hm1(RN) ⊂ Hm(RN) est continue.

Remarque 3.1.1. La démonstration montre que ce résultat reste vrai pourHs(RN).
∀s1, s ∈ R : si s1 > s alors Hs1(RN) ↪→ Hs(RN).
Il s’avère judicieux d’examiner, quelque fois, séparément la dimension N = 1 des
autres dimensions N ≥ 2.

Théorème 3.1.1. L’injection identique W 1,p(R) ⊂ L∞(R) est continue pour tout
p, 1 ≤ p ≤ ∞.

En dimension N ≥ 2, l’analogue de ce théorème est le théorème suivant :

Théorème 3.1.2 (Morrey). Soit p > N . Alors l’injection identique W 1,p(RN) ⊂
L∞(RN) est continue. De plus, pour tout u ∈ W 1,p(RN) on a :

|u(x)− u(y)| ≤ c |x− y|α ‖∇u‖Lp pour presque tout x et y de ∈ RN .
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où c = c(p,N), α = 1− N
p

.

La démonstration est traité dans [1].

Démonstration. (théorème 3.1.1). Le cas p =∞ est immédiat.
Soit 1 ≤ p < +∞, ϕ ∈ D(R). Montrons d’abord qu’il existe une constante C > 0
telle que ‖ϕ‖L∞ ≤ C ‖ϕ‖W 1,p(R). Posons

G(t) = |t|p−1 t et w(x) = G(ϕ(x)).

On vérifie facilement que w(x) est dérivable en tout point x ∈ R, et que

w′(x) = p |ϕ(x)|p−1 ϕ′(x).

D’où, comme w(x) =

x∫
−∞

w′(t)dt, alors

|G(ϕ(x))| =

∣∣∣∣∣∣
x∫

−∞

p |ϕ(t)|p−1 ϕ′(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ,
c’est à dire

∣∣|ϕ(x)|p−1 ϕ(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

−∞

p |ϕ(t)|p−1 ϕ′(t)dt

∣∣∣∣∣∣ .
Si

1

p′
+

1

p
= 1 alors

1

p′
=
p− 1

p
et donc p′(p − 1) = p. Par suite, puisque D(R) est

dense dans Lp(R) alors ϕ ∈ Lp(R) et donc |ϕ|p−1 ∈ Lp′(R) car∫
R

(
|ϕ(t)|p−1)p′ dt =

∫
R

|ϕ(t)|p dt <∞.

D’où, en utilisant l’inégalité de Hölder∣∣∣∣∣∣
x∫

−∞

|ϕ(t)|p−1 ϕ′(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
 x∫
−∞

(
|ϕ(t)|p−1)p′ dt

 1
p′
 x∫
−∞

|ϕ′(t)|p dt

 1
p

.

Par conséquent, |ϕ(x)|p ≤ p
∥∥|ϕ(t)|p−1

∥∥
Lp′
‖ϕ′(t)‖Lp . Or,

∥∥|ϕ(t)|p−1
∥∥
Lp′

=

(∫
|ϕ(t)|p

′(p−1) dt

) 1
p′

=

(∫
|ϕ(t)|p dt

) 1
p′

= ‖ϕ‖p−1
Lp

et donc,
|ϕ(x)|p ≤ p ‖ϕ‖p−1

Lp ‖ϕ
′‖Lp .

Utilisons l’inégalité de Young avec a = ‖ϕ‖p−1
Lp et b = ‖ϕ′‖Lp . On obtient alors

|ϕ(x)|p ≤ p

(
‖ϕ‖p

′(p−1)
Lp

p′
+
‖ϕ′‖pLp
p

)
,
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c’est à dire

|ϕ(x)|p ≤ p

(
‖ϕ‖pLp
p′

+
‖ϕ′‖pLp
p

)
,

d’où,
|ϕ(x)|p ≤ p ‖ϕ‖pW 1,p(R) .

Par suite de la concavité de la fonction logarithme on déduit, en particulier, log x ≤
x

e
(situant la courbe de log par rapport à sa tangente au point (e, 1)) ; et donc

log x

x
≤ 1

e
. Comme conséquence on obtient :

|ϕ(x)| ≤ p
1
p ‖ϕ‖W 1,p(R) ≤ e

1
e ‖ϕ‖W 1,p(R) .

D’où

‖ϕ‖L∞ ≤ C ‖ϕ‖W 1,p(R) , avec C = e
1
e . (3.1)

Soit u ∈ W 1,p(R). Par densité il existe une suite (ϕn)n ∈ D(R) telle que ϕn → u
dans W 1,p(R). Par suite (ϕn)n est de Cauchy dans W 1,p(R). D’après l’inégalité (3.1)
on a :

‖ϕn − ϕm‖L∞ ≤ C ‖ϕn − ϕm‖W 1,p(R) .

Par conséquent (ϕn)n converge dans L∞(R). On sait que u(x)
p.p
=

x∫
a

u′(t)dt, et donc

ϕn(x) − u(x)
p.p
=

x∫
a

(ϕ′n(t) − u′(t))dt, et comme ϕ′n → u′ dans Lp(R) (car ϕn → u

dans W 1,p(R)) alors, d’après l’inégalité de Hölder, ϕn → u dans L∞(R) .Par suite

‖u‖L∞ ≤ ‖u− ϕn‖L∞ + ‖ϕn‖L∞
≤ ‖u− ϕn‖L∞ + C ‖ϕn‖W 1,p(R) ,

et donc, par passage à la limite,

‖u‖L∞ ≤ C ‖u‖W 1,p(R) . (3.2)

Remarque 3.1.2. Ce théorème reste valable pour tout intervalle ouvert Ω borné
ou non.
Signalons d’autres résultats

Théorème 3.1.3. (Sobolev, Gagliardo, Nirenburg ) Soient p ∈ [1, N [ et p∗ tel que
1

p∗
=

1

p
− 1

N
. Alors

1. W 1,p(RN) ⊂ Lp
∗
(RN).

2. ∃C = C(N, p) telle que ‖u‖Lp∗ ≤ C ‖∇u‖Lp ,∀u ∈ W 1,p(RN).

La démonstration passe par le lemme suivant :
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Lemme 3.1.1. Soient N ≥ 2 et f1, ...fN ∈ LN−1(RN−1). Pour (x1, ..., xN) ∈ RN et
i ∈ {1, 2, ..., N}, on pose x̌i = (x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xN) ∈ RN−1. Alors

1. f(x) =
N∏
i=1

fi(x̌i) ∈ L1(RN).

2. ‖f‖L1(RN ) ≤
N∏
i=1

‖fi‖LN−1(RN−1)

Démonstration. Si N = 2 ; f1, f2 ∈ L1(R) alors f(x) = f(x1, x2) = f2(x1)f1(x2).
Ceci implique

‖f‖L1(R2) = ‖f2(x1)‖L1(R) ‖f1(x2)‖L1(R) .

Si N = 3 ; f(x1, x2, x3) = f1(x2, x3)f2(x1, x3)f3(x1, x2)∫
R

|f(x)| dx3 = |f3(x1, x2)|
∫
R

|f1(x2, x3)| |f2(x1, x3)| dx3

≤ |f3(x1, x2)|

∫
R

|f1(x2, x3)|2 dx3

 1
2
∫

R

|f2(x1, x3)|2 dx3

 1
2

.

Intégrant en x2 et utilisant de nouveau l’inégalité de Schwarz. On obtient, alors

∫
R2

|f(x)| dx3dx2 ≤

∫
R

|f2(x1, x3)|2 dx3

 1
2
∫

R

|f3(x1, x2)|2 dx2

 1
2

×

×

∫
R

dx2

∫
R

|f1(x2, x3)|2 dx3

 1
2

.

De nouveau appliquons la même procédure : intégrant en x1 et utilisons la même
inégalité, on obtient alors

∫
R3

|f(x)| dx ≤

∫
R2

|f2(x1, x3)|2 dx3dx1

 1
2
∫

R2

|f1(x2, x3)|2 dx3dx2

 1
2

×

×

∫
R2

|f3(x1, x2)|2 dx2dx1

 1
2

.

On voit donc qu’il suffit de faire une récurrence pour démontrer le lemme.

Démonstration. du théorème (3.1.3)
1) Cas p = 1 et u ∈ D(RN). On a :

|u(x)| =

∣∣∣∣∣∣
x1∫
−∞

∂u

∂x1

(t, x2, ..., xN)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
+∞∫
−∞

∣∣∣∣ ∂u∂x1

(t, x2, ..., xN)

∣∣∣∣ dt ≡ f1(x̌1).
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De même, pour chaque i = 1, . . . , N on a :

|u(x)| ≤
+∞∫
−∞

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xN)

∣∣∣∣ dt ≡ fi(x̌i).

Multipliant toutes ces inégalités membre à membre on aboutit à :

|u(x)|N ≤
N∏
i=1

fi(x̌i).

Notons que fi ∈ L1(RN−1), fi(x̌i) ≥ 0 ; et donc (fi(x̌i))
1

N−1 ≡ gi(x̌i) ∈ LN−1(RN−1).
Par suite

|u(x)|
N
N−1 ≤

N∏
i=1

gi(x̌i).

Par conséquent, d’après le lemme précédent, g ≡
N∏
i=1

gi ∈ L1(RN) et

‖g‖L1(RN ) ≤
N∏
i=1

‖gi‖LN−1(RN−1) .

Comme ‖gi‖LN−1(RN−1) =

 ∫
RN−1

|fi|

 1
N−1

alors, d’après l’inégalité précédente, on

déduit : ∫
RN

|u(x)|
N
N−1 dx ≤

N∏
i=1

‖fi‖
1

N−1

L1(RN−1)
=

N∏
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥ 1
N−1

L1(RN )

.

D’où

‖u‖
L

N
N−1 (RN )

≤
N∏
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥ 1
N

L1(RN )

.

On a donc bien

‖u‖Lp∗ (RN ) ≤
N∏
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥ 1
N

L1(RN )

≤ 1

N

N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
L1(RN )

car

(
p∗ =

N

N − 1

)
.

L’inégalité demandée est alors établie pour u ∈ D(RN). Comme D(RN) est dense
dans W 1,p(RN) alors, par passage à la limite, on montre qu’elle reste vraie pour
u ∈ W 1,p(RN).
2) Pour 1 < p < N on fait un raisonnement analogue.

Corollaire 3.1.1. Soit p ∈ [1, N [. Alors W 1,p(RN) ⊂ Lq(RN) pour tout q ∈ [p, p∗]
avec injection continue.
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Démonstration. Si u ∈ W 1,p(RN) alors u ∈ Lp(RN) ∩ Lp∗(RN) et donc u ∈ Lq(RN),
pour tout q ∈ [p, p∗]. De plus, d’après l’inégalité d’interpolation,

‖u‖Lq(RN ) ≤ ‖u‖
α
Lp(RN ) ‖u‖

1−α
Lp∗ (RN ) , ∀α ∈ [0, 1] , avec

1

q
=
α

p
+

1− α
p∗

.

En appliquant l’inégalité de Young au membre de droite avec les exposants r =
1

α

( et donc r′ =
1

1− α
), on obtient

‖u‖Lq(RN ) ≤ α ‖u‖Lp(RN ) + (1− α) ‖u‖Lp∗ (RN )

≤ ‖u‖Lp(RN ) + ‖u‖Lp∗ (RN ) .

Comme on a : ‖u‖Lp∗ (RN ) ≤ c ‖∇u‖Lp(RN ) alors

‖u‖Lq(RN ) ≤ K ‖u‖W 1,p(RN ) .

On établit, de même, le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.2. On a : W 1,N(RN) ⊂ Lq(RN), ∀q ∈ [N,+∞[ avec injection
continue.

3.1.2 Cas d’un ouvert borné Ω de RN

Théorème 3.1.4 (Rellich). Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné. Alors l’injection iden-
tique H1

◦ (Ω) ⊂ L2(Ω) est compacte.

Démonstration. 1) Soit f ∈ L2(Ω). Notons par f̃ le prolongement de f par 0 à

RN \ Ω. On a déjà vu que, pour f ∈ H1
◦ (Ω),

∂

∂xi
f̃ =

∂̃f

∂xi
, ∀i. Par conséquent,

f̃ ∈ H1
◦ (RN) et

∥∥∥f̃∥∥∥
H1(RN )

= ‖f‖H1(Ω) , ∀i = 1, . . . , N.

2) Soit (fn)n une suite d’éléments de H1
◦ (Ω). Donc fn ∈ L2(Ω). Soit ϕn(ξ) la trans-

formé de Fourier de f̃n :

ϕn(ξ) =

∫
RN

f̃n(x)e−ixξdx =

∫
Ω

fn(x)e−ixξdx.

Par suite, f̃n(x) =
1

(2π)N

∫
RN

ϕn(ξ)eixξdξ, ∀x ∈ RN . Écrivons f̃n(x) sous la forme

f̃n(x) =
1

(2π)N

∫
|ξ|≤A

ϕn(ξ)eixξdξ +

∫
|ξ|>A

ϕn(ξ)eixξdξ.
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D’autre part aussi bien pour f̃n(x) que ϕn(ξ), ces fonctions sont dans L2(RN) et
donc

f̃n(x) = l.i.m.
1

(2π)N

∫
|ξ|≤A

ϕn(ξ)eixξdξ pour A→ +∞.

Par conséquent

∀ε > 0, ∃A0 > 0,∀A,A > A0 :

∥∥∥∥∥∥∥
1

(2π)N

∫
|ξ|>A

ϕn(ξ)eixξdξ

∥∥∥∥∥∥∥
L2

< ε.

3) Posons f ∗n(x) =
1

(2π)N

∫
|ξ|≤A

ϕn(ξ)eixξdξ. Montrons que la suite (f ∗n(x))n satisfait

aux conditions du théorème d’Ascoli Arzèla sur C0(Ω).
i) D’après l’inégalité de Schwarz, on a :

|f ∗n(x)| ≤ 1

(2π)N
‖ϕn‖L2(RN ) (vol SA)

1
2 .

où vol SA est le volume de la sphère de rayon A. Comme ϕn(ξ) ∈ L2(RN) alors
|f ∗n(x)| ≤ C. Par conséquent

sup
x∈Ω

|f ∗n(x)| ≤ C.

ii) De la même manière

|f ∗n(x)− f ∗n(y)| =
1

(2π)N

∣∣∣∣∣∣∣
∫
|ξ|≤A

ϕn(ξ)(eixξ − eiyξ)dξ

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

(2π)N

∫
|ξ|≤A

|ϕn(ξ)|
∣∣1− ei(y−x)ξ

∣∣ dξ
≤ 1

(2π)N
max
|ξ|≤A

∣∣1− ei(y−x)ξ
∣∣ ∫
|ξ|≤A

|ϕn(ξ)| dξ.

D’où

|f ∗n(x)− f ∗n(y)| ≤ 1

(2π)N
max
|ξ|≤A

∣∣1− ei(y−x)ξ
∣∣ ‖ϕn‖L2 (vol SA)

1
2

≤ C max
|ξ|≤A

∣∣1− ei(y−x)ξ
∣∣ .

La suite (f ∗n(x))n est donc équicontinue.
Par conséquent, la suite (f ∗n)n contient une sous–suite (f ∗np)p converge uniformément

dans Ω. Cette sous–suite converge aussi dans L2(Ω).

4) Notons que f̃n(x) = f ∗n(x) + R∗n(x) où R∗n(x) = f̃n(x)− f ∗n(x)→ 0 dans L2(RN).
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Pour x ∈ Ω, fn(x) = f̃n(x) = f ∗n(x) +R∗n(x).
Rappelons que

R∗n(x) =
1

(2π)N

∫
|ξ|>A

ϕn(ξ)eixξdξ et ‖R∗n(x)‖L2 < ε′, ∀ε′ > 0.

et donc aussi pour toute sous–suite de (R∗n(x))n. Soit εn =
1

n2
.

Pour n = 1, (f ∗n)n contient une sous–suite (f ∗1n)n de Cauchy (puisque convergente).
De plus

∥∥R∗1n∥∥L2 < ε1 ( et donc aussi (R∗1n)n de Cauchy).
La sous–suite (f ∗1n)n vérifie donc les propriétés suivantes :

i) (f ∗1n)n de Cauchy dans L2(Ω).
ii)
∥∥R∗1n∥∥L2 < ε1.

Pour n = 2, comme (f ∗1n)n converge dans L2(Ω) elle est donc bornée. On peut refaire
l’étape précédente avec ε2. Elle contient une sous–suite notée (f ∗2n)n telle que

i) (f ∗2n)n de Cauchy dans L2(Ω).
ii)
∥∥R∗2n∥∥L2 < ε2.

On prend alors (f2n)n : f2n(x) = f ∗2n(x) +R∗2n(x).
Pour n = 3, on construit f ∗3n(x) et R∗3n ect. . .
On vérifie que la sous–suite diagonale (fmm)m est de Cauchy dans L2(Ω).

Corollaire 3.1.3. Ω étant un ouvert borné de RN , l’injection identique Hm
◦ (Ω) ⊂

Hm−1
◦ (Ω) est compacte.

Démonstration. Soit (fn)n une suite bornée dans Hm
◦ (Ω). Alors il existe c > 0 telle

que :
‖fn‖Hm(Ω) ≤ c, ∀n.

Comme fn ∈ Hm
◦ (Ω) alors, par définition même, Dαfn ∈ H1

◦ (Ω) ,∀α, |α| ≤ m− 1 .

De plus Dα : Hm
◦ (Ω)→ H

m−|α|
◦ (Ω) est continue :

‖Dαfn‖H1(Ω) ≤ Cα ‖fn‖Hm(Ω) , ∀α, |α| ≤ m− 1.

En conclusion (Dαfn)n est bornée dans H1
◦ (Ω). D’après le théorème précédent elle

contient une sous–suite (Dαfnp)p convergente dans L2(Ω). On peut choisir (fnp)p
commune pour tous les α , |α| ≤ m− 1 ; et donc (fnp)p converge dans Hm−1

◦ (Ω).

Dans ce corollaire, prenant m − 1 à la place de m, et ensuite m − 2 à la place de
m− 1, ect... on aboutit au résultat suivant :

Théorème 3.1.5 (Rellich, Sobolev, Kondrashov). ([6],[14]) Soit Ω ⊂ RN un ouvert
borné, m > l. Alors l’injection identique Hm

◦ (Ω) ⊂ H l
◦(Ω) est compacte.

Notons que ces résultats ne sont plus valables dans les espaces Hm(Ω) et, plus
généralement, dans les espaces Wm,p(Ω) sans conditions supplémentaires sur Ω.
L’injectionH1(R) ⊂ L2(R) n’est pas compacte. En effet, considérons la suite un(x) =√

1

n
ψ
(x
n

)
où ψ(x) = Cαθα(x), la fonction θα étant celle qui a été introduite dans
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le chapitre 1 portant sur les rappels :

θα(x) =

 exp

(
−α2

α2 − ‖x‖2

)
, ‖x‖ ≤ α;

0 , ‖x‖ > α.

On choisit la constante positive Cα de sorte que

∫
R

ψ2(x)dx = 1. Des calculs directs

montrent que

1. ‖un‖L2(R) = 1 .

2. (un)n est bornée dans H1(R).

Montrons que (un, v) → 0, ∀v ∈ H1(R). Comme D(R) est dense dans H1(R) il
suffit de montrer que (un, ϕ)H1(R) → 0, ∀ϕ ∈ D(R) . On a :

(un, ϕ)H1(R) =

∫
R

(
1 + |ξ|2

)
ûn(ξ)ϕ̂(ξ)dξ .

Comme

ûn(ξ) =

∫
R

e−ixξun(x)dx =

∫
R

e−ixξ
√

1

n
ψ
(x
n

)
dx

=

∫
R

e−ixξ
√

1

n
Cαθα

(x
n

)
dx = Cα

√
n

∫
R

e−iy(nξ)θα(y)dy (x = ny)

= Cα
√
n θ̂α(nξ),

alors

(un, ϕ)H1(R) = Cα

∫
R

(
1 + |ξ|2

)√
nθ̂α(nξ)ϕ̂(ξ)dξ (nξ = µ)

= Cα

∫
R

(
1 +
|µ|2

n2

)
√
nθ̂α(µ)ϕ̂

(µ
n

) dµ
n

= Cα
1√
n

∫
R

(
1 +
|µ|2

n2

)
θ̂α(µ)ϕ̂

(µ
n

)
dµ.

D’où
∣∣(un, ϕ)H1(R)

∣∣ ≤ Cα√
n

sup
Rξ
|ϕ̂|
∫
R

(
1 + |µ|2

) ∣∣∣θ̂α(µ)
∣∣∣ dµ → 0 quand n → +∞ (ϕ ∈

D ⊂ S, donc ϕ̂ ∈ S).
Conséquence. Toute sous–suite (unk) extraite de (un)n vérifie :

‖unk‖L2(R) = 1 et (unk , v)H1(R) → 0, ∀v ∈ H1(R)

Une telle sous–suite ne peut converger dans L2(R)

‖unk − unm‖
2
L2(R) = ‖unk‖

2
L2(R) − (unk , unm)− (unm , unk) + ‖unm‖

2
L2(R)

= 2− (unk , unm)− (unm , unk)→ 2

( car
∣∣(unp , v)L2(R)

∣∣ ≤ ∣∣(unp , v)H1(R)

∣∣→ 0).
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Théorème d’injection dans les espaces Wm,p(Ω)

Théorème 3.1.6. Soit Ω =]a, b[ (a, b ∈ R) . Alors

1. L’injection identique W 1,p(Ω) ⊂ C0(Ω) est compacte, ∀p, 1 < p ≤ +∞.

2. L’injection W 1,1(Ω) ⊂ Lp(Ω) est compacte, ∀p ∈ [1,+∞[.

Démonstration. 1 Soit B bornée de W 1,p(Ω). Alors il existe K ≥ 0 telle que

∀u ∈ B, ‖u‖W 1,p(Ω) ≤ K.

En particulier, ‖u‖Lp(Ω) ≤ K et ‖u′‖Lp(Ω) ≤ K, ∀u ∈ B.
Or

u(x)
p.p
=

x∫
a

u′(t)dt, ∀x, a ∈ Ω.

D’où, en utilisant l’inégalité de Hölder,

|u(x)| ≤ ‖u′‖Lp .(x− a)
1
p′ ≤ (b− a)

1
p′ ‖u′‖Lp .

Ceci implique

sup
x∈Ω

|u(x)| ≤ K(b− a)
1
p′ ,

B est donc bornée dans C0(Ω). Avec les mêmes arguments, on a :

|u(x)− u′(x)| ≤

∣∣∣∣∣∣
x∫

x′

u′(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ (|x− x′|)
1
p′ ‖u′‖Lp ≤ K |x− x′|

1
p′ .

Par conséquent B est équicontinue dans Ω et donc, d’après le théorème
d’Ascoli–Arzèla, B est relativement compacte dans C0(Ω).
2 Soit B bornée de W 1,1(Ω). Montrons que :

i) B est bornée dans Lp(Ω).

ii) ∀ε > 0,∃δ > 0 : ∀τ, ∀u ∈ B.
[
|τ | < δ ⇒ ‖u(x+ τ)− u(x)‖Lp(Ω) < ε

]
.

B étant bornée dans W 1,1(Ω) il existe alors K > 0 telle que

∀u ∈ B, ‖u‖W 1,1(Ω) ≤ K.

D’où
‖u‖L1 ≤ K et ‖u′‖L1 ≤ K.

i) Montrons que B est bornée dans Lp(Ω). D’après l’inégalité (3.2) il existe C > 0
telle que

‖u‖L∞(Ω) ≤ C ‖u‖W 1,1(Ω) ,∀u ∈ W
1,1(Ω).

et donc, en particulier, ∀u ∈ B, ‖u‖L∞(Ω) ≤ CK. Comme Ω =]a, b[ et

‖u‖pLp(Ω) ≤ (b− a) ‖u‖pL∞(Ω) ,

alors
‖u‖Lp(Ω) ≤ CK(b− a)

1
p , ∀u ∈ B.
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Montrons le deuxième point ii). On a

u(x+ τ)− u(x) =

x+τ∫
x

u′(t)dt = τ

1∫
0

u′(x+ τξ)dξ, ∀x ∈ Ω. D’où

|u(x+ τ)− u(x)| ≤ |τ |
1∫

0

|u′(x+ τξ)| dξ ≤ |τ | ‖u′‖L1(Ω) ≤ |τ | ‖u‖W 1,1(Ω) .

Par conséquent, |u(x+ τ)− u(x)| ≤ |τ |K, ∀u ∈ B ; et donc∫
Ω

|u(x+ τ)− u(x)|p dx ≤ (K |τ |)p(b− a)

c’est à dire
‖u(x+ τ)− u(x)‖Lp(Ω) ≤ K(b− a)

1
p |τ | ,∀u ∈ B.

Pour achever la démonstration on applique le théorème de M.Riesz–Fréchet
(chapitre 1).

3.2 Autres théorèmes d’injections

3.2.1 Prolongements à partir de RN
+

Pour pouvoir utiliser certaines opérations comme la convolution et la transformée
de Fourier il faut prolonger u définie sur Ω à tout l’espace RN . Ce prolongement doit
conserver les propriétés de régularité de u : si u ∈ Wm,p(Ω) le prolongement doit
être dans Wm,p(RN). Examinons le cas de Ω = RN+ . Pour p ∈ [1,∞] on a :

Théorème 3.2.1. Il existe un opérateur linéaire et continu, P : W 1,p(RN+ ) →
W 1,p(RN) tel que, pour tout u ∈ W 1,p(RN+ )

1. Pu RN+ = u.

2. Il existe une constante C > 0 telle que ∀u ∈ W 1,p(RN+ ) :
i) ‖Pu‖Lp(RN ) ≤ C ‖u‖Lp(RN+ ).

ii) ‖Pu‖W 1,p(RN ) ≤ C ‖u‖W 1,p(RN+ ).

Démonstration. 1) Posons Pu(x) =

{
u(x′, xN), si xN > 0;
u(x′,−xN), si xN < 0.

Alors par construction Pu RN+ = u.

2) i) On a Pu ∈ W 1,p(RN) par conséquent, Pu ∈ Lp(RN). De plus

‖Pu‖Lp(RN ) ≤ 2 ‖u‖Lp(RN+ ) , pour tout, u ∈ Lp(RN+ ). (3.3)

ii) Montrons que
∂

∂xi
(Pu) = P

∂u

∂xi
∀i, i = 1, ..., N − 1 ( au sens des distributions).

i.e.

∀ϕ ∈ D(RN),

∫
RN

∂

∂xi
(Pu)ϕ(x)dx =

∫
RN

P

(
∂u

∂xi

)
ϕ(x)dx. (3.4)
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Soit ϕ ∈ D(RN). On a :∫
RN

∂

∂xi
(Pu)ϕ(x)dx = −

∫
RN

Pu(x)
∂ϕ

∂xi
dx =

= −
∫

RN−1

dx′
0∫

−∞

Pu(x)
∂ϕ

∂xi
dxN −

∫
RN−1

dx′
+∞∫
0

Pu(x)
∂ϕ

∂xi
dxN

= −
∫

RN−1

dx′
0∫

−∞

u(x′,−xN)
∂ϕ

∂xi
dxN −

∫
RN−1

dx′
+∞∫
0

u(x′, xN)
∂ϕ

∂xi
dxN

= −
∫

RN−1

dx′


+∞∫
0

u(x′, t)
∂ϕ−

∂xi
dt+

+∞∫
0

u(x′, xN)
∂ϕ

∂xi
dxN

 ,

où
∂ϕ−

∂xi
=
∂ϕ

∂xi
(x′,−xN). Le deuxième membre de l’équation (3.4) donne :

∫
RN

P

(
∂u

∂xi

)
ϕ(x)dx =

=

∫
RN−1

dx′
0∫

−∞

∂u

∂xi
(x′,−xN)ϕ(x)dxN +

∫
RN−1

dx′
+∞∫
0

∂u

∂xi
(x′, xN)ϕ(x)dxN

= −
∫

RN−1

dx′


+∞∫
0

u(x′, t)
∂ϕ−

∂xi
dxN +

+∞∫
0

u(x′, xN)
∂ϕ

∂xi
dxN

 .

On aboutit donc à l’égalité suivante :∫
RN

Pu

(
∂ϕ

∂xi

)
dx′dxN =

∫
RN+

u

{
∂ϕ

∂xi
(x′, xN) +

∂ϕ

∂xi
(x′,−xN)

}
dxN .

La fonction ψ(x) = ϕ(x′, xN) + ϕ(x′,−xN) n’est pas en général dans D(RN+ ).
Considérons alors la fonction ηk(xN)ψ(x) où ηk(t) = η(kt) avec η ∈ C∞(R) définie
par :

η(t) =

{
0, t <

1

2
;

1, t > 1.

La fonction ηk(xN)ψ(x) vérifie les propriétés suivantes :
i) ηk(xN)ψ(x) ∈ D(RN+ ),

ii)
∂

∂xi
(ηkψ) = ηk

∂ψ

∂xi
,

iii)

∫
RN+

u
∂

∂xi
(ηkψ)dx = −

∫
RN+

ηkψ
∂u

∂xi
dx.
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On a alors −
∫

RN+

∂u

∂xi
(ηkψ)dx =

∫
RN+

u

[
ηk
∂ψ

∂xi

]
dx.

Par suite, par passage à la limite, quand k → +∞, −
∫

RN+

∂u

∂xi
ψdx =

∫
RN+

u
∂ψ

∂xi
dx.

D’après l’égalité précédente, on déduit que∫
RN

Pu
∂ϕ

∂xi
(x)dx =

∫
RN+

u
∂ψ

∂xi
dx = −

∫
RN+

(
∂u

∂xi

)
ψ(x)dx = −

∫
RN

P

(
∂u

∂xi

)
ϕ(x)dx,

i.e.
∂

∂xi
(Pu) = P

(
∂u

∂xi

)
au sens des distributions.

Reste à montrer que
∂

∂xN
(Pu) =

∂u1

∂xN
, au sens des distributions, où

u1(x′, xN) =

{
u(x′, xN) xN > 0,
−u(x′,−xN) xN < 0.

Soit ϕ ∈ D(RN). On a alors :

∫
RN

Pu
∂ϕ

∂xN
dx =

∫
RN−1

dx′
+∞∫
−∞

Pu
∂ϕ

∂xN
dxN

=

∫
RN−1

dx′


0∫

−∞

u(x′,−xN)
∂ϕ

∂xN
dxN +

+∞∫
0

u(x′, xN)
∂ϕ

∂xN
dxN


=

∫
RN−1

dx′
+∞∫
0

u(x)
∂

∂xN
(ϕ(x′, xN)− ϕ(x′,−xN)) dxN =

∫
RN+

u(x)
∂w

∂xN
dx.

avec w = ϕ(x′, xN)− ϕ(x′,−xN). Par conséquent∫
RN

∂(Pu)

∂xN
ϕ(x)dx = −

∫
RN+

u(x)
∂w

∂xN
dx.

D’autre part w(x′, 0) = 0 et donc |w(x)| =
∣∣∣∣xN ∂w

∂xN
(x′, x∗N)

∣∣∣∣ , avec 0 < x∗N < xN .

Donc,

|w(x)| ≤ |xN |
∣∣∣∣ ∂

∂xN
ϕ(x′, x∗N)− ∂

∂xN
ϕ(x′,−x∗N)

∣∣∣∣ .
Comme ϕ ∈ D(RN), il existe une constante C > 0 telle que |w(x)| ≤ C |xN |. Comme
précédemment ηk(xN)w(x) ∈ D(RN+ ) et donc∫

RN+

u(x)
∂

∂xN
(ηkw)dx = −

∫
RN+

∂u

∂xN
ηk(xN)w(x′, xN)dx.
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Or,
∂

∂xN
(ηkw) = ηk(xN)

∂w

∂xN
+ kη′(kxN)w(x′, xN). D’où

∫
RN+

u
∂

∂xN
(ηk(xN)w(x))dx =

∫
RN+

ηk(xN)u(x)
∂w

∂xN
dx+

∫
RN+

ku(x)η′(kxN)w(x)dx.

Le second terme tend vers 0 quand k → +∞. En effet∣∣∣∣∣∣∣
∫

RN+

ku(x)η′(kxN)w(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

RN∗

ku(x′, t)
η′(t)

k
w(x′, t) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤MC

∫
RN∗

|u(x)| dx.

où RN
∗ = suppw ∩

(
0 < xN <

1

k

)
, kxN = t, C est la constante précédente, et

M = max
t∈[0,1]

|η′(t)|. Lorsque k → +∞ alors xN → 0 et

∫
0<xN<

1
k

|u(x)| dx→ 0.

En conclusion∫
RN+

uηk
∂w

∂xN
dx+

∫
RN+

kuη′(kxN)wdx→ lim
k→+∞

∫
RN+

uηk
∂w

∂xN
dx.

Par suite,

− lim
k→+∞

∫
RN+

∂u

∂xN
ηkwdx = lim

k→+∞

∫
RN+

uηk
∂w

∂xN
dx.

Soit −
∫

RN+

∂u

∂xN
wdx =

∫
RN+

u
∂w

∂xN
dx ; ou encore

∫
RN+

∂u

∂xN
wdx = −

∫
RN+

u
∂w

∂xN
dx =

∫
RN

∂

∂xN
(Pu)ϕ(x)dx.

Comme

∫
RN+

∂u

∂xN
wdx =

∫
RN−1

dx′
+∞∫
0

∂u

∂xN
(ϕ(x′, xN)− ϕ(x′,−xN)) dxN =

〈
∂u1

∂xN
, ϕ

〉
.

Par conséquent on a :
‖Pu‖Lp(RN ) ≤ C ‖u‖Lp(RN+ ). Par suite, ∀i, i = 1, ..., N.∥∥∥∥ ∂

∂xi
(Pu)

∥∥∥∥
Lp(RN )

=

∥∥∥∥P ∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp(RN )

≤ C

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
Lp(RN+ )

,

∥∥∥∥ ∂

∂xN
(Pu)

∥∥∥∥
Lp(RN )

=

∥∥∥∥ ∂u1

∂xN

∥∥∥∥
Lp(RN )

≤ C

∥∥∥∥ ∂u∂xN
∥∥∥∥
Lp(RN+ )

.

Il s’agit de la même constante C partout. Le théorème est établi.
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Soit Ω un ouvert de RN . On définit Ck(Ω) (respectivement D(Ω)) comme l’en-
semble des restrictions à Ω des fonctions de Ck(G) (respectivement D(G)) où G est
un ouvert de RN contenant Ω. On a alors :

Théorème 3.2.2. D(RN+ ) est dense dans W 1,p(RN+ ).

Démonstration. Elle est similaire à celle du théorème (2.1.2) après prolongement
des fonctions définies sur RN+ à tout l’espace RN . Soit u ∈ W 1,p(RN+ ) alors v = Pu ∈
W 1,p(RN) et donc il existe une suite vn ∈ D(RN) telle que vn → v dans W 1,p(RN).

On vérifie que vn RN+ sont dans D(RN+ ) et que vn RN+ → u dans W 1,p(RN+ ).

Remarque 3.2.1. On peut démontrer D(RN+ ) est dense dans Hm(RN+ ).
On peut généraliser le théorème précédent. On a le résultat suivant :

Théorème 3.2.3. Pour tout m ∈ N, il existe P : L2(RN+ ) → L2(RN) linéaire et
continu de Hk(RN+ )→ Hk(RN) ∀k, k = 0, 1, . . . ,m tel que

1. Pu RN+ = u.

2. Pu ∈ Hm(RN).

3. ‖Pu‖Hk(RN ) ≤ ‖u‖Hk(RN+ ) .

Démonstration. Comme D(RN+ ) est dense dans Hm(RN+ ), il suffit de montrer que

toute fonction de D(RN+ ) soit prolongeable de manière que les trois propriétés restent

valables. Soit ϕ ∈ D(RN+ ). Posons

Pϕ =

 ϕ(x′, xN), xN > 0;
m∑
k=1

λkϕ
(
x′,− 1

k
xN
)
, xN ≤ 0.

On choisit les λk de sorte que Pϕ ∈ Cm−1(RN) c’est à dire

Pϕ xN=0+ = Pϕ xN=0− et
∂jPϕ

∂xjN xN=0+

=
∂jPϕ

∂xjN xN=0−

, ∀j = 1, 2, . . . ,m− 1,

c’est à dire
m∑
k=1

λk = 1

m∑
k=1

(
−1

k

)j
λk = 1 j = 1, . . . ,m− 1.

On obtient un système de m équations à m inconnues. Son déterminant est le de-

terminant de Vandermonde de

(
−1

k

)j
j = 0, 1, . . . ,m− 1. Il est donc non nul. Le

prolongement Pϕ existe donc. Par suite Pϕ ∈ Hm(RN) car la dérivée
∂m−1ϕ

∂xm−1
N

ne

présente pas de sauts.
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Par suite

‖Pϕ‖2
m =

∑
|β|+j≤m

∫
RN

∣∣∣∣Dβ
x′
∂j

∂xjN
Pϕ

∣∣∣∣2 dx
=

∑
|α|=|β|+j≤m

∫
RN+

|Dαϕ|2 dx+

∫
RN−

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

λkD
αϕ
(
x′,−xN

k

)∣∣∣∣∣
2

dx

 .

On a, d’après l’inégalité de Hölder,∣∣∣∣∣
m∑
k=1

λkD
αϕ
(
x′,−xN

k

)∣∣∣∣∣
2

≤ m
m∑
k=1

λ2
k

∣∣∣Dαϕ
(
x′,−xN

k

)∣∣∣2 .
Posons

−xN
k

= yN , donc,

∑
|α|=|β|+j≤m

∫
RN−

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

λkD
αϕ
(
x′,−xN

k

)∣∣∣∣∣
2

dx ≤ C(m)
∑

|α|=|β|+j≤m

∫
RN+

|Dαϕ(x′, yN)| dx′dyN .

Par conséquent, ‖Pϕ‖2
Hm(RN ) ≤ C ′(m) ‖ϕ‖2

Hm(RN+ ).

La démonstration faite pour m s’applique pour tout 0 ≤ k ≤ m, m fixé.

Remarque 3.2.2. Les résultats précédents restent valables pour SN+ où SN+

= SN ∩ RN+ , SN = {x = (x′, xN) : |x′| < 1 et |xN | < 1} , avec|x′|2 =
N−1∑
i=1

x2
i .

3.2.2 Prolongements à partir de Ω

Définition 3.2.1. Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné de frontière Γ (Γ = ∂Ω). On dit
que Ω est un ouvert régulier de classe C1 si Γ est une hypersurface (i.e variété de
dimension N − 1) de classe C1 telle que Ω soit localement situé d’un seul côté de Γ.

Comme Ω est borné, Ω est compact dans RN . Il existe donc un nombre fini d’ouverts

Ω0,Ω1, ...,Ωp de RN tel que Ω ⊂
p⋃
i=0

Ωi . On peut choisir Ω0 tel que Ω0 ⊂ Ω, et donc

Ω1, ...,Ωp recouvrent entièrement Γ. De plus, il existe ϕi : Ωi → SN telle que

1. ϕi et ϕ−1
i ∈ C1.

2. ϕi(Ωi ∩ Ω) = SN+ .

3. ϕi(Ωi ∩ Γ) =

{
ξ ∈ RN : |ξ′| < 1, ξN = 0 où ξ = (ξ′, ξN) et |ξ′|2 =

N1∑
i=1

ξ2
i

}
.

Définition 3.2.2. Si ϕi et ϕ−1
i ∈ Cm alors Ω est dit régulier de classe Cm.

Pour p ∈ [1,∞] on a :

Théorème 3.2.4. Soit Ω un ouvert de RN régulier de classe C1. Alors il existe un
opérateur linéaire et continu, P : W 1,p(Ω)→ W 1,p(RN)
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1. Pu Ω = u.

2. Il existe une constante C > 0 telle que ∀u ∈ W 1,p(Ω) :
i) ‖Pu‖Lp(RN ) ≤ C ‖u‖Lp(Ω).
ii) ‖Pu‖W 1,p(RN ) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω).

Démonstration. Avec les notations précédentes, d’après le théorème de la partition
de l’unité subordonnée au recouvrement Ω0,Ω1, ...,Ωp il existe des fonctions αi(x),

i = 0, 1, ..., p telles que αi ∈ D(Ωi), 0 ≤ αi(x) ≤ 1 et
p∑
i=0

αi(x) = 1, ∀x ∈ Ω.

Soit u ∈ W 1,p(Ω), alors

u =

p∑
i=0

αi(x)u =

p∑
i=0

ui, où ui = αi(x)u .

Pour prolonger u on prolonge chaque ui.
a) Prolongement de u0 : soit f définie dans Ω notons par f̃ son prolongement par 0
sur RN \ Ω. On a alors la proposition suivante :

Proposition 3.2.1. Soit f ∈ W 1,p(Ω) et α ∈ D(Ω). Alors

α̃f ∈ W 1,p(RN) et
∂

∂xi

(
α̃f
)

=
∂̃

∂xi
(αf).

De plus, on a :
∥∥∥α̃f∥∥∥

W 1,p(RN )
≤ C ‖f‖W 1,p(Ω).

Démonstration. Soit K = suppα ⊂ Ω. Alors α̃f =

{
αf sur K,
0 sur RN \K,

et donc

∫
RN

∣∣∣α̃f ∣∣∣p dx =

∫
Ω

|αf |p dx ≤ C ‖f‖pLp(Ω) <∞, où C = sup
x∈K
|α(x)|p.
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De même pour α
∂f

∂xi
et

∂α

∂xi
f . Par suite

˜(
α
∂f

∂xi
+
∂α

∂xi
f

)
∈ Lp(RN).

De plus, ∀ϕ ∈ D(RN)∫
RN

α̃f
∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Ω

αf
∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Ω

f

{
∂

∂xi
(αϕ)− ϕ ∂α

∂xi

}
dx

= −
∫
Ω

(
α
∂f

∂xi
+ f

∂α

∂xi

)
ϕdx

= −
∫
Ω

∂

∂xi
(αf)ϕdx = −

∫
RN

∂̃

∂xi
(αf)ϕdx,

i.e.
∂

∂xi
(α̃f) =

∂̃(αf)

∂xi
au sens des distributions.

Par conséquent α̃f ∈ W 1,p(RN) et on a bien le résultat désiré.

Appliquons ceci à u0 = α0u. On voit donc que ũ0 ∈ W 1,p(RN),

∂

∂xi
ũ0 = α0

∂̃u

∂xi
+
∂α0

∂xi
ũ et que ‖ũ0‖W 1,p(RN ) ≤ c ‖u‖W 1,p(Ω) .

b) Prolongement de uj : j = 1, ..., p. On utilise une technique classique qui consiste
à utiliser un résultat déjà établi pour SN+ ou RN+ pour passer, par le principe de
transport, à Ω. Considérons u Ωi∩Ω qu’on transporte sur SN+ à l’aide des ϕ−1

i .
Posons u ◦ ϕ−1

i (ξ) = vi(ξ), pour ξ ∈ SN+ i.e. u ◦ ψi(ξ) = vi(ξ), où ψi = ϕ−1
i . On

peut alors démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.2.2. vi(ξ) ∈ W 1,p(SN+ ) si u ∈ W 1,p(Ω) (voir [1] p156).

D’après le théorème (3.2.1) et la remarque (3.2.2), on peut prolonger vi par Pvi à
SN . i.e Pvi ∈ W 1,p(SN). On refait maintenant le chemin inverse : on retransporte
(Pvi) sur Ωi à l’aide des ϕi

(
ψ−1
i

)
.

i.e
(Pvi)(ϕi(x)) ≡ ωi(x), x ∈ Ωi.

Par la même proposition précédente ωi ∈ W 1,p(Ωi). De plus sur Ωi ∩ Ω, ωi = u ; et

‖ωi‖W 1,p(Ωi)
≤ ‖u‖W 1,p(Ω) .

Enfin posons

ǔi(x) =

{
αi(x)ωi(x) , x ∈ Ωi ,
0 x ∈ RN \ Ωi .

D’après la proposition (3.2.1) ǔi(x) ∈ W 1,p(RN), ǔi = ωi sur Ωi et

‖ǔi(x)‖W 1,p(RN ) ≤ C ‖ωi‖W 1,p(Ωi∩Ω) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) .

En conclusion on prend

Pu = ũ0 +

p∑
i=1

ǔi.

Le théorème est démontré.
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Notons que le théorème reste valable pour Hm(Ω), si Ω est régulier de classe Cm.
Comme conséquences citons le théorème de densité suivant :

Théorème 3.2.5. D(Ω) est dense dans Hm(Ω) lorsque Ω est un ouvert borné
régulier de classe Cm.

Démonstration. On se restreint au cas m = 1.
Soit u ∈ H1(Ω). D’après le théorème (3.2.4), il existe un opérateur Pu ∈ H1(RN)
qui prolonge u. Comme D(RN) est dense dans H1(RN) il existe alors une suite
(vn)n ∈ D(RN) telle que vn → Pu dans H1(RN). Soit un = vn Ω. Alors (un)n ∈ D(Ω)
et un → u dans H1(Ω).

Notons enfin les théorèmes d’injections suivants :

Théorème 3.2.6. Soit 1 ≤ p ≤ +∞, et Ω un ouvert régulier de classe C1. Alors

1. W 1,p(Ω) ⊂ Lp
∗
(Ω) où

1

p∗
=

1

p
− 1

N
si 1 ≤ p ≤ N .

2. W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞[ si p = N .

3. W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω) si p > N .

Toute les injections sont continues. De plus si p > N , pour tout u ∈ W 1,p(Ω)

|u(x)− u(x′)| ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) |x− x
′|α pour presque tous x et x′ ∈ Ω.

avec α = 1− N

p
et C = C(Ω, p,N). En particulier W 1,p(Ω) ⊂ C0(Ω).

Démonstration. Soit P : W 1,p(Ω) → W 1,p(RN) l’opérateur de prolongement. On
applique le théorème (3.1.3) à Pu, le corollaire (3.1.1), et enfin le théorème (3.1.2).

3.3 Inégalités de Sobolev

En dimension N = 1 on a vu, au deuxième chapitre, que les fonctions de Wm,p(Ω)
(∀p ≥ 1) étaient équivalentes aux fonctions absolument continues. On a vu ci des-
sus en dimension N , que W 1,p(Ω) ⊂ C0(Ω) pour p > N . On va énoncer quelques
résultats de régularité de classe Ck pour les espaces de Sobolev. Ces résultats sont
généralement connus sous l’appellation d’inégalités de Sobolev.

Définition 3.3.1. On dit que u ∈ Wm,p
loc si u ∈ Wm,p(Ω) pour tout ouvert Ω relati-

vement compact de RN .

Lemme 3.3.1. Soit K un compact de RN et u ∈ WN,p
loc . Alors u est équivalente à

une fonction continue et

∀x ∈ K : |u(x)| ≤ C
∑
|α|≤m


∫
K

|Dαu(y)|p


1
p

.
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Démonstration. Soit H(t) le fonction de Heaviside.

H(t) =

{
1, t > 0;
0, t < 0.

Posons H(x) = H(x1)H(x2) . . . H(xN) et β = {1, 1, . . . , 1}. On a alors

DβH(x) =
∂N

∂x1∂x2 . . . ∂xN
H(x) = DβH = δ

et donc u = δ ∗ u = DβH ∗ u = H ∗Dβu i.e. u = H ∗Dβu.
1) Supposons que supp u = K alors Dβu est à support compact et Dβu ∈ Lp(K).
Donc Dβu ∈ L1(K) et comme H est bornée alors H ∗Dβu existe et est bornée. De
plus

u(x) = H(x) ∗Dβu(x) =

∫
K

Dβu(y)H(x− y)dy.

D’où

|u(x+ h)− u(x)| ≤
∫
K

∣∣Dβu(y)
∣∣ |H(x+ h− y)−H(x− y)| dy.

Pour h → 0, H(x + h − y) et H(x − y) ne différent que sur un ensemble dont la
mesure tend vers 0 et donc |u(x+ h)− u(x)| → 0. Par suite

|u(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
K

Dβu(y)H(x− y)dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
K

∣∣Dβu(y)
∣∣ dy ≤ ∥∥Dβu

∥∥
Lp

(mesK)
1
p′ .

i.e. |u(x)| ≤ C
∥∥Dβu

∥∥
Lp

(
1
P

+ 1
p′

= 1
)

.

2) Si supp u est quelconque on considère une fonction θ ∈ D telle que supp θ = K, et
θ(x) = 1 dans un voisinage ω de x. On a alors, d’après 1), θu est équivalente à une
fonction continue, et |θu| ≤ C

∥∥Dβθu
∥∥
Lp

. Comme Dβθu =
∑
|α|≤β

Dαu.Dβ−αθ, alors

∥∥Dβθu
∥∥
Lp
≤
∑
|α|≤|β|

∥∥Dαu.Dβ−αθ
∥∥
Lp(K)

.

D’où, pour x ∈ ω,

|u(x)| = |θu(x)| ≤ C1

∑
|α|≤N

∫
K

|Dαu|p
 1

p

, ( car |β| = N),

où C1 = C1(C, θ,Dαθ).

Corollaire 3.3.1. Si u ∈ WN+k,p
loc alors u est équivalente à une fonction de classe

Ck.

On peut généraliser ces résultats comme suit :
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Théorème 3.3.1. Wm,p(RN) ⊂ Ck
b (RN) si m− N

p
> k où

Ck
b (RN) =

{
u ∈ Ck(RN) : sup

x∈RN
sup
|α|≤k
|Dαu| <∞

}
.

Démonstration. Pour p = 2. Soit u ∈ Hm(RN) alors
(
1 + |ξ|2

)m
2 û(ξ) ∈ L2(RN).

Soit k < m− N
2

alors, d’après l’inégalité de Cauchy Schwarz,∣∣∣∣∣∣
∫

RN

(
1 + |ξ|2

) k
2 û(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣
2

≤
∫

RN

(
1 + |ξ|2

)m |û(ξ)|2 dξ
∫

RN

(
1 + |ξ|2

)k−m
dξ.

Or

∫
RN

(
1 + |ξ|2

)k−m
dξ =

∫
RN

1(
1 + |ξ|2

)m−k dξ qui converge car 2(m− k) > N . Donc

(
1 + |ξ|2

) k
2 û(ξ) ∈ L1(RN). Par conséquent, ∀α, |α| ≤ k F [Dαu] ∈ L1(RN). Donc

d’après les propriétés des transformées de Fourier, Dαu = F−1[FDαu] sont continues
et bornées et

sup
x∈RN

|Dαu| ≤ C ‖u‖Hm(RN ) , ∀α, |α| ≤ k.

Corollaire 3.3.2. Soit Ω un ouvert quelconque de RN . Alors Wm,p(Ω) ⊂ C k(Ω)
avec injection continue pour k < m − N

p
où C k(Ω) est l’espace Ck(Ω) muni de la

topologie de la convergence uniforme des dérivées d’ordre ≤ k sur tout compact de
Ω.

Démonstration. Soit u ∈ Wm,p(Ω) et ϕ ∈ D(Ω) alors ϕu ∈ Wm,p(Ω). D’où ϕ̃u ∈
Wm,p(RN) (le prolongement par 0 sur RN\Ω de ϕu). Par conséquent

ϕ̃u ∈ Ck(RN), ∀ϕ ∈ D(Ω).

Soit K un compact de Ω. En prenant ϕ = θ ∈ D(Ω) qui figure dans la démonstration
du lemme (3.3.1), on voit que u ∈ Ck(K).

On peut étendre ces résultats et démontrer le théorème suivant :

Théorème 3.3.2. Soit Ω un ouvert régulier de classe C1. Alors Wm,p(Ω) ⊂ C0(Ω)
avec injection continue si mp > N .

Corollaire 3.3.3. Si k < m− N
p

alors Wm,p(Ω) ⊂ Ck(Ω) avec injection continue.



Chapitre 4

Espaces des traces

Ce chapitre est consacré aux opérateurs de restrictions et de traces aussi bien sur
RN+ que sur le bord ∂Ω d’un ouvert �assez�régulier. Pour une fonction f définie sur
RN on peut calculer sa valeur, par exemple, sur l’hyperplan xN = 0, f(x′, 0). Si f est
définie seulement p.p sur RN , alors f(x′, 0) n’est plus définie car l’hyperplan xN = 0
est de mesure nulle, et la valeur de f sur un ensemble de mesure nulle peut–être
choisie arbitrairement. Cependant on peut lui attribuer un sens pour les fonctions de
l’espace Hk, avec k > 1

2
. Comme application, une autre caractérisation des espaces

Hm
◦ (Ω) est donnée après avoir établir les formules de Green. Les ouvrages suivants

ont été utilisés [11], [10], [5] et [6].

4.1 Préliminaires

Notons d’abord que D(RN) étant dense dans les espaces Wm,p(RN) il en est de

même de S(RN). Soit u(x) ∈ S(RN) et û(ξ) =

∫
RN

u(x)e−ixξ dx sa transformée de

Fourier. Posons γ0u(x) = u(x′, 0) ≡ ω(x′) ( on conserve les notations précédentes
x = (x′, xN), ξ = (ξ′, ξN)). ω(x′) représente alors la valeur de u(x) sur l’hyperplan
xN = 0. Autrement dit ω(x′) est la restriction de u(x) à RN−1. On dit aussi que
ω(x′) est la trace de u(x) sur l’hyperplan xN = 0. Cette notion cöıncide donc, pour
toute fonction continue, avec la valeur que la fonction prend pour xN = 0.
Passons aux fonctions définies p.p. On sait que la transformée de Fourier est linéaire
continue, et réalise un isomorphisme de S(RN) sur lui–même :

F−1 [F [u(x)]] = u(x);F [F−1[û(ξ)]] = û(ξ),

où F−1[û(ξ)] =
1

(2π)N

∫
RN

û(ξ)eiξxdξ. Par conséquent l’opérateur (2π)
−N
2 F est uni-

taire sur S(RN) c’est à dire qu’il réalise un isomorphisme isométrique de S(RN)
dans lui–même, lorsqu’il est muni de la structure pré–hilbertienne de L2 car

‖û‖2
L2 = (2π)N ‖u‖2

L2 .

La démonstration de la proposition suivante est une simple vérification.
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Proposition 4.1.1. Soit ϕ(x′, xN) ∈ S(RN). Alors

ϕ̃(x′) =

∫
R

ϕ(x′, xN) dxN ∈ S(RN−1).

Comme conséquence on obtient une formule pour le calcul de γ0ϕ(x).
Comme ϕ(x) ∈ S(RN) alors

ϕ(x′, xN) = F−1 (ϕ̂(ξ)) =
1

(2π)N

∫
RN

ϕ̂(ξ′, ξN)eixξ dξ

=
1

(2π)N−1

∫
RN−1

eix
′ξ′

 1

2π

∫
R

ϕ̂(ξ′, ξN)eixN ξN dξN

 dξ′.

D’où ϕ(x′, 0) = γ0ϕ(x) =
1

(2π)N−1

∫
RN−1

eix
′ξ′

 1

2π

∫
R

ϕ̂(ξ′, ξN) dξN

 dξ′. Comme

ϕ̂(ξ′, ξN) ∈ S(RN) alors d’après la proposition précédente

ψ̃(ξ′) =
1

2π

∫
R

ϕ̂(ξ′, ξN) dξN ∈ S(RN−1) et donc γ0ϕ(x) apparâıt comme la trans-

formée de Fourier inverse de la fonction ψ̃(ξ′) en dimension N − 1. Ce qui veut

dire que la transformée de Fourier (en dimension N − 1) de γ0ϕ(x) est ψ̃(ξ′) =
1

2π

∫
R

ϕ̂(ξ′, ξN) dξN .

On a aussi

Proposition 4.1.2. Soit ϕ(x′, xN) ∈ S(RN). Alors

1.
1

2π

∫
R

ϕ̂(ξ′, ξN) dξN ∈ S(RN−1).

2. F [γ0ϕ(x)](ξ′) =
1

2π

∫
R

ϕ̂(ξ′, ξN) dξN .

Théorème 4.1.1. Soit l > 1
2
. Alors il existe une et une seule application linéaire

et continue de H l(RN) dans H l− 1
2 (RN−1) dont la restriction à S(RN) cöıncide avec

γ0. Cette application sera notée encore par γ0.

Démonstration. Par densité il suffit de prouver que si u ∈ S(RN) alors γ0u vérifie

‖γ0u‖Hl− 1
2 (RN−1)

≤ c ‖u‖Hl(RN ) ,

où c est une constante indépendante de u. Soit γ0u(x) = ω(x′), montrons que

(1 + |ξ′|2)
1
2(l− 1

2)ω̂(ξ′) ∈ L2(RN−1),

c’est à dire ∫
RN−1

(
1 + |ξ′|2

)l− 1
2 |ω̂(ξ′)|2 dξ′ <∞.
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Comme ω̂(ξ′) =
1

2π

∫
R

û(ξ′, ξN)dξN , alors

‖γ0u‖2

Hl− 1
2 (RN−1)

=

∫
RN−1

(
1 + |ξ′|2

)l− 1
2

 1

2π

∫
R

û(ξ′, ξN)dξN

2

dξ′.

|ω̂(ξ′)| = 1

2π

∣∣∣∣∣∣
∫
R

û(ξ′, ξN)dξN

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
R

1

(1 + |ξ|2)
l
2

(
1 + |ξ|2

) l
2 |û(ξ′, ξN)| dξN .

Comme u ∈ S(RN) alors u ∈ H l(RN) et donc
(
1 + |ξ|2

) l
2 û(ξ) ∈ L2(RN). D’où

|ω̂(ξ′)|2 ≤ 1

(2π)2

∫
R

1(
1 + |ξ|2

)ldξN ∫
R

(
1 + |ξ|2

)l |û(ξ′, ξN)|2 dξN .

Posons I =

∫
R

1

(1 + |ξ|2)l
dξN et t =

ξN√
1 + |ξ′|2

alors

I =

∫
R

1(
1 + |ξ′|2

)l 1

(1 + t2)l

√
1 + |ξ′|2dt =

1(
1 + |ξ′|2

)l− 1
2

∫
R

dt

(1 + t2)l
.

Comme l > 1
2

alors l’intégrale

∫
R

dt

(1 + t2)l
converge ( vers A) . Par suite

∫
RN−1

(1 + |ξ′|2)l−
1
2 |ω̂(ξ′)|2 dξ′ ≤ A

(2π)2

∫
RN−1

∫
R

(1 + |ξ|2)l |û(ξ′, ξN)|2 dξNdξ′

c’est à dire

‖ω(x′)‖2

Hl− 1
2 (RN−1)

≤ c2 ‖u‖2
Hl(RN ) où c2 =

A

(2π)2
.

Le théorème est établi.

Définition 4.1.1. γ0 : H l(RN)→ H l− 1
2 (RN−1) est appelée opérateur de trace ; γ0u

est appelée trace de u ∈ H l(RN) sur l’hyperplan xN = 0.

Remarques 4.1.1.

1. La condition l > 1
2

est essentielle.

2. ∀l > 1
2
, ∃ c > 0 ‖γ0u‖Hl− 1

2 (RN−1)
≤ c ‖u‖Hl(RN ).

3. La notion de trace qui intervient dans la pratique est celle sur la frontière du
domaine.
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4.2 Trace des fonctions de H l(RN+ ) sur la frontière

Commençons par la proposition suivante :

Proposition 4.2.1. L’application ϕ(x′, xN) → ϕ(x′, 0) définie de D(RN+ ) dans
D(RN−1) se prolonge par continuité de H1(RN+ ) dans L2(RN−1). De plus

‖u(x′, 0)‖L2(RN−1) ≤ ‖u‖H1(RN+ ) , ∀u ∈ H1(RN+ ).

Démonstration. Comme D(RN+ ) est dense dans H1(RN+ ), il suffit de vérifier cette

inégalité pour tout ϕ ∈ D(RN+ ). Posons G(t) = |t| t, t ∈ R et ω(xN) = G(ϕ(x′, xN))

pour ϕ ∈ D(RN+ ). Par un raisonnement déjà utilisé dans le chapitre 3 on voit que

ω′(xN) = 2 |ϕ(x′, xN)| ∂

∂xN
ϕ(x′, xN) et donc ω(x) = −

+∞∫
xN

ω′(t)dt.

D’où, ω(xN) = |ϕ(x′, xN)|ϕ(x′, xN) = −
+∞∫
xN

2 |ϕ(x′, t)| ∂
∂t
ϕ(x′, t)dt. Par conséquent

|ω(xN)| = |ϕ(x′, xN)|2 =

∣∣∣∣∣∣−
+∞∫
xN

2 |ϕ(x′, t)| ∂
∂t
ϕ(x′, t)dt

∣∣∣∣∣∣. D’après l’inégalité de Cau-

chy Schwarz suivie de l’inégalité de Young on obtient :

|ϕ(x′, 0)|2 ≤
+∞∫
0

|ϕ(x′, xN)|2 dxN +

+∞∫
0

∣∣∣∣ ∂

∂xN
ϕ(x′, xN)

∣∣∣∣2 dxN .
D’ où, en intégrant en x′ sur RN−1, ‖ϕ(x′, 0)‖2

L2(RN−1) ≤ ‖ϕ‖
2
H1(RN+ ).

L’analogue du théorème précédent est donné par :

Théorème 4.2.1. Soit l > 1
2
. Il existe une application linéaire et continue de

H l(RN+ ) sur H l− 1
2 (RN−1) unique prolongement de γ0, définie de S(RN) dans

S(RN−1). Elle est encore notée γ0, et est appelée application trace de H l(RN+ ) dans

H l− 1
2 (RN−1).

Démonstration. D’après le théorème (3.2.1), il existe un opérateur P : H l(RN+ ) →
H l(RN) linéaire et continu tel que :

1. Pu RN+ = u, ∀u ∈ H l(RN+ ).

2. ∃c : ∀k = 0, 1, ..., l : ‖Pu‖Hk(RN ) ≤ c ‖u‖Hk(RN+ ).

Soit u ∈ H l(RN+ ) et v = Pu ∈ H l(RN). On a alors, d’après le théorème (4.1.1),

γ0v ∈ H l− 1
2 (RN−1) et ‖γ0v‖Hl− 1

2 (RN−1)
≤ c ‖v‖Hl(RN ). D’autre part

‖v‖Hl(RN ) = ‖Pu‖Hl(RN ) ≤ c ‖u‖Hl(RN+ ) .

Par conséquent, ‖γ0v‖Hl− 1
2 (RN−1)

≤ K ‖u‖Hl(RN+ ) .
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L’opérateur de trace γ0 est unique comme prolongement linéaire et continu de γ0 :
S(RN) → S(RN−1). Ceci découle de la proposition précédente, puisque D(RN+ ) est
dense dans H l(RN+ ).

Définition 4.2.1. On pose γ0u = γ0v(= γ0Pu). γ0u est alors appelé trace de la
fonction u de H l(RN+ ).

4.3 Cas des ouverts réguliers

On se restreint aux ouverts bornés Ω réguliers de classe C1 et aux fonctions de
H1(Ω). On sait alors que D(Ω) est dense dans H1(Ω) ( D(Ω) est dense dans H l(Ω)).
On peut alors généraliser les théorèmes précédents.
Soit Γ = ∂Ω. Notons par dσ la mesure induite sur Γ par la mesure de Lebesgue dx
dans RN . Pour cette mesure dσ on définit l’espace L2(Γ) muni de la norme

‖u‖L2(Γ) ≡

∫
Γ

|u(x)|2 dσ

 1
2

Avec les notations du chapitre 3, et le théorème de la partition de l’unité on vérifie
que

u ∈ L2(Γ)⇔
(

˜(αiu) ◦ ϕ−1
i

)
(ξ′, 0) ∈ L2(RN−1), ∀i = 1, 2, . . . , p,

où ˜(αiu) ◦ ϕ−1
i est le prolongement par 0 de (αiu) ◦ ϕ−1

i dans

RN−1\{ξ′ ∈ RN−1, |ξ′| < 1},

i.e. en dehors de la boule ouverte unité de RN−1. De plus{
p∑
i=1

∥∥∥∥ ˜(αiu) ◦ ϕ−1
i

∥∥∥∥2

L2(RN−1)

} 1
2

,

définit une norme équivalente à ‖u‖L2(Γ) donnée ci –dessus (voir [11]).

Théorème 4.3.1. L’application ϕ → ϕ Γ ≡ γ0ϕ définie de D(Ω) dans L2(Γ) se
prolonge par continuité en une application linéaire continue de H1(Ω) dans L2(Γ)
(notée encore γ0).

Démonstration. 1) il existe une constante c > 0 telle que quelle que soit

u ∈ D(Ω) : ‖γ0u‖L2(Γ) ≤ c ‖u‖H1(Ω) .

En effet, posons vi = (αiu) ◦ ϕ−1
i i = 1, 2, ..., p. On a alors, d’après la proposition

(4.2.1)
‖ṽi(ξ′)‖L2(RN−1) ≤ ‖ṽi‖H1(RN+ ) .
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D’autre part, il existe ci > 0 telle que ‖ṽi‖H1(RN+ ) ≤ ci ‖u‖H1(Ω), d’après les pro-

priétés de ϕi et αi. Par conséquent

‖ṽi(ξ′)‖L2(RN−1) ≤ ci ‖u‖H1(Ω) .

Comme ‖ṽi(ξ′)‖L2(RN−1) est équivalente à la norme de L2(Γ) il suffit de prendre

c =

(
p∑
i=1

c2
i

) 1
2

.

2) Comme D(Ω) est dense dans H1(Ω) le théorème est alors établi, par passage à la
limite.

Remarque 4.3.1. Les résultats précédents, concernant les théorèmes de prolon-
gement de H1(Ω) à H1(RN), de densité de D(Ω) dans H1(Ω), la continuité de
l’opérateur de trace H1(Ω) dans L2(Γ) restent valables pour les ouverts bornés dits
réguliers de classe C1 par morceaux. On appelle ainsi un ouvert borné Ω de RN tel
que

i) ϕi(Ωi ∩ Ω) = B1 ∩ Ci.
ii) ϕi(Ωi ∩ Γ) = B1 ∩ ∂Ci.

où B1 est la boule ouverte unité de RN et Ci est soit RN+ , soit un cône ouvert de
RN+ , soit le complémentaire d’un cône fermé de RN+ .

4.4 Applications du théorème de trace

Comme application on caractérise les espaces Hm
0 (Ω).

Théorème 4.4.1. Soit Ω un ouvert borné de RN régulier de classe C1. Alors
H1

0 (Ω) = Ker γ0, où γ0 : H1(Ω) → L2(Γ) est l’opérateur de trace sur Γ = ∂Ω.
Autrement dit

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω); γ0u = u Γ = 0

}
.

Remarque 4.4.1. Ce théorème reste valable pour Ω régulier de classe C1 par
morceaux.

Démonstration. 1) Soit u ∈ H1
0 (Ω). Alors, par définition, il existe (ϕn)n ⊂ D(Ω)

telle que ϕn → u dans H1(Ω). Comme (ϕn)n ∈ D(Ω) alors ϕn Γ = 0 et donc, par
continuité de l’opérateur de trace γ0 : γ0ϕn → γ0u dans L2(Γ). Par suite γ0u = 0.
2) Soit u ∈ H1(RN+ ), telle que supp u compact dans RN+ et u(x′, 0) = 0. Montrons
que u ∈ H1

0 (RN+ ). Soit ũ le prolongement de u par 0 dans RN\RN+ . Vérifions que

∂ũ

∂xi
=

∂̃u

∂xi
i = 1, 2, ..., N au sens des distributions, et donc ũ ∈ H1(RN). Utilisons

le résultat suivant dont la démonstration sera faite après celle du théorème.

Lemme 4.4.1 (Formules de Green). Soit u, v ∈ H1(RN+ ). Alors

1.

∫
RN+

u
∂v

∂xi
dx = −

∫
RN+

∂u

∂xi
v dx i = 1, 2, ..., N − 1.
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2.

∫
RN+

u
∂v

∂xN
dx = −

∫
RN+

∂u

∂xN
v dx−

∫
RN−1

u(x′, 0)v(x′, 0) dx′.

Considérons alors ϕ ∈ D(RN) et donc ϕ ∈ H1(RN). Par suite〈
∂ũ

∂xi
, ϕ

〉
= −

〈
ũ,
∂ϕ

∂xi

〉
= −

∫
RN+

u
∂ϕ

∂xi
dx. i = 1, . . . , N.

Pour i = 1, ..., N − 1, et d’après le lemme on a :〈
∂ũ

∂xi
, ϕ

〉
=

∫
RN+

∂u

∂xi
ϕ(x) dx =

〈
∂̃u

∂xi
, ϕ

〉
.

i.e
∂ũ

∂xi
=

∂̃u

∂xi
, i = 1, ..., N − 1.

Pour i = N on a

〈
∂ũ

∂xN
, ϕ

〉
= −

∫
RN+

u
∂ϕ

∂xN
dx et donc, d’après le lemme

〈
∂ũ

∂xN
, ϕ

〉
=

∫
RN+

∂u

∂xN
ϕ(x)dx+

∫
RN−1

u(x′, 0)ϕ(x′, 0) dx′ =

〈
∂̃u

∂xN
, ϕ

〉
,

car u(x′, 0) = 0, par hypothèse . Par conséquent, au sens des distributions,
∂ũ

∂xi
=

∂̃u

∂xi
; et ũ ∈ H1(RN). Donc u ∈ H1

0 (RN+ ).

3) Soit v ∈ H1(Ω) telle que v Γ = 0. Par cartes locales adéquates et partition de
l’unité on se ramène au cas précédent.

Démonstration. du lemme.
1) Soit u, v ∈ D(RN+ )
a)

∫
RN+

u
∂v

∂xi
dx =

+∞∫
0

dxN


∫

RN−2

dx̌′i

∫
R

u
∂v

∂xi
dxi

 , ∀i, i = 1, . . . , N − 1;

où x̌′i = (x1, x2, x3, . . . , xi−1, xi+1, . . . xN−1). Comme∫
R

u
∂v

∂xi
dxi = uv |+∞xi=−∞ −

∫
R

v
∂u

∂xi
dxi = −

∫
R

v
∂u

∂xi
dxi,
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puisque u, v ∈ D(RN+ ) alors

∫
RN+

u
∂v

∂xi
dx = −

∫
RN+

v
∂u

∂xi
dx, i = 1, . . . , N − 1.

b) ∫
RN+

u
∂v

∂xN
dx =

∫
RN−1

dx′
+∞∫
0

u
∂v

∂xN
dxN

=

∫
RN−1

uv |+∞xN=0 −
+∞∫
0

v
∂u

∂xN
dxN

 dx′

= −
∫

RN+

v
∂u

∂xN
dx−

∫
RN−1

u(x′, 0)v(x′, 0)dx′.

2) Soit u, v ∈ H1(RN+ ). Il existe alors (ϕn)n, (ψm)m ∈ D(RN+ ) telle que ϕn → u et
ψm → v dans H1(RN+ ). De plus d’après 1)∫

RN+

ϕn
∂ψm
∂xi

dx = −
∫

RN+

ψm
∂ϕn
∂xi

dx ∀i, i = 1, . . . , N − 1,

et ∫
RN+

ϕn
∂ψm
∂xN

dx = −
∫

RN+

ψm
∂ϕn
∂xN

dx−
∫

RN−1

ϕn(x′, 0)ψm(x′, x)dx′.

Comme ϕn → u dans H1(RN+ ), alors ϕn → u dans L2(RN+ ) et
∂ϕn
∂xi
→ ∂u

∂xi
.

On a un résultat analogue pour ψm et v. Par suite∫
RN+

u
∂v

∂xi
dx =

∫
RN+

(u− ϕn + ϕn)

(
∂v

∂xi
− ∂ψm

∂xi
+
∂ψm
∂xi

)
dx

=

∫
RN+

{
(u− ϕn)

∂v

∂xi
dx+ ϕn

(
∂v

∂xi
− ∂ψm

∂xi

)
+ ϕn

∂ψm
∂xi

}
dx.

(4.1)

De même∫
RN+

v
∂u

∂xi
dx =

∫
RN+

(v − ψm + ψm)

(
∂u

∂xi
− ∂ϕn
∂xi

+
∂ϕn
∂xi

)
dx

=

∫
RN+

{
(v − ψm)

∂u

∂xi
dx+ ψm

(
∂u

∂xi
− ∂ϕn
∂xi

)
+ ψm

∂ϕn
∂xi

}
dx.

(4.2)

a) Supposons i ≤ N − 1 et ajoutons (4.1) et (4.2) membre à membre. On obtient∫
RN+

(
u
∂v

∂xi
+ v

∂u

∂xi

)
dx =

∫
RN+

(u− ϕn)
∂v

∂xi
dx+

∫
RN+

(v − ψm)
∂u

∂xi
dx

+

∫
RN+

ϕn

(
∂v

∂xi
− ∂ψm

∂xi
dx

)
dx+

∫
RN+

ψm

(
∂u

∂xi
− ∂ϕn
∂xi

)
dx+

∫
RN+

(
ϕn
∂ψm
∂xi

+ ψm
∂ϕn
∂xi

)
dx.

(4.3)
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Le dernier terme est nul. Par suite∣∣∣∣∣∣∣
∫

RN+

(u− ϕn)
∂v

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣∣
2

≤
∫

RN+

|u− ϕn|2 dx
∫

RN+

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣2 dx→ 0, quand n→ +∞,

car
∂v

∂xi
∈ L2(RN+ ) et ϕn → u dans L2(RN+ ). De même

∫
RN+

(v − ψm)
∂u

∂xi
dx → 0 pour

m→ +∞. En outre∣∣∣∣∣∣∣
∫

RN+

ϕn

(
∂v

∂xi
− ∂ψm

∂xi
dx

)∣∣∣∣∣∣∣
2

≤
∫

RN+

|ϕn|2 dx
∫

RN+

∣∣∣∣ ∂v∂xi − ∂ψm
∂xi

∣∣∣∣2 dx .
Comme ϕn ∈ D(RN+ ) et donc dans L2(RN+ ) et

∂ψm
∂xi

→ ∂v

∂xi
dans L2(RN+ ) alors ce

terme tend aussi vers 0. De même pour le terme restant. Par conséquent, par passage
à la limite on voit que∫

RN+

u
∂v

∂xi
dx = −

∫
RN+

v
∂u

∂xi
dx pour i ≤ N − 1.

b) Ecrivons les inégalités (4.1) et (4.2) pour i = N et ajoutons membre à membre.
On obtient la relation (4.3) avec i = N .

Le dernier terme

∫
RN+

(
ϕn
∂ψm
∂xN

+ ψm
∂ϕm
∂xN

)
dx n’est pas nul. Il vaut :

−
∫

RN−1

ϕn(x′, 0)ψm(x′, 0)dx′ = −
∫

RN−1

γ0ϕn(x)γ0ψm(x)dx′ → −
∫

RN−1

γ0u(x)γ0v(x)dx′,

car l’opérateur γ0 est continue de H1(RN+ ) dans L2(RN−1) et donc γ0ϕn → γ0u,
γ0ψm → γ0v. De plus∫

RN−1

(γ0uγ0v − γ0ϕnγ0ψm) =

∫
RN−1

(γ0u− γ0ϕn)γ0v − γ0ϕn (γ0ψm − γ0v) .

D’où ∣∣∣∣∣∣
∫

RN−1

(γ0u− γ0ϕn)γ0vdx
′

∣∣∣∣∣∣
2

≤
∫

RN−1

|γ0u− γ0ϕn|2 dx′
∫

RN−1

|γ0v|2 dx′ → 0.

De même

∫
RN−1

γ0ϕn(γ0ψm − γ0v)dx′ → 0. Par conséquent

∫
RN+

u
∂v

∂xN
dx+

∫
RN+

v
∂u

∂xN
dx = −

∫
RN−1

u(x′, 0)v(x′0)dx′.

Le lemme est complètement démontré.
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Désignons par ν la normale extérieure à Ω et soit νi = cos γi, γi étant l’angle que
fait ν avec l’axe Oxi. On peut alors généraliser le lemme (4.4.1) comme suit :

Théorème 4.4.2 (Formule de Green). Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1

par morceaux. Alors, pour tous u, v ∈ H1(Ω)∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx = −

∫
Ω

∂u

∂xi
vdx+

∫
Γ

uvνi dσ, i = 1, . . . , N.

Démonstration. Soit u, v ∈ H1(Ω). Comme D(Ω) est dense dans H1(Ω) il existe
(ϕn)n, (ψm)m ∈ D(Ω) telle que ϕn → u et ψm → v dans H1(Ω). Pour les fonctions
ϕn, ψm on applique la formule classique d’intégration par parties :∫

Ω

∂ϕn
∂xi

ψmdx = −
∫
Ω

ϕn
∂ψm
∂xi

dx+

∫
Γ

ϕnψmνi ds, ∀i, i = 1, 2, . . . , N.

Exactement comme dans la démonstration du lemme portant sur les formules de
Green on procède à un passage à la limite dans la formule précédente pour établir
le théorème.

Soit Ω un ouvert borné de frontière Γ régulier de classe C1 par morceaux, et soit

u ∈ H2(Ω). On peut alors définir non seulement γ0u = u Γ mais aussi γ0

(
∂u

∂xi

)
=

∂u

∂xi Γ

car
∂u

∂xi
∈ H1(Ω) et on sait que γ0

(
∂u

∂xi

)
∈ L2(Γ). De plus la fonction

νiγ0

(
∂u

∂xi

)
∈ L2(Γ) car νi ∈ L∞(Γ). Par conséquent la dérivée normale

∂u

∂ν Γ
=

N∑
i=1

νi
∂u

∂xi Γ

∈ L2(Γ).

On a alors le théorème suivant :

Théorème 4.4.3. Soit Ω un ouvert borné de classe C1 par morceaux. L’application

γ : D(Ω) → L2(Γ)× L2(Γ)
u → (γ0u, γ1u)

où γ1u = γ0

(
∂u

∂ν

)
=
∂u

∂ν Γ
se prolonge en une application de H2(Ω) dans L2(Γ)×

L2(Γ).

Cependant si Ω un ouvert borné régulier de classe C2 par morceaux ce prolongement
est unique, car dans ce cas D(Ω) est dense dans H2(Ω). Par analogie si Ω un ouvert
borné régulier de classe Cm par morceaux γ se prolonge de manière unique en une
application linéaire et continue de Hm(Ω) dans [L2(Γ)]m. Comme conséquence on a
la formule de Green.
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Corollaire 4.4.1. Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1 par morceaux de
frontière Γ. Alors ∀u ∈ H2(Ω),∀v ∈ H1(Ω) on a :

−
∫
Ω

(∆u)vdx =
N∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx−

∫
Γ

∂u

∂ν
vdσ.

Démonstration. ∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

. Comme u ∈ H2(Ω) alors
∂u

∂xi
∈ H1(Ω) et donc,

d’après le théorème (4.4.2)∫
Ω

∂2u

∂x2
i

vdx = −
∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx+

∫
Γ

∂u

∂xi
vνidσ.

D’où

−
∫
Ω

∆u.vdx =
N∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx−

∫
Γ

∂u

∂ν
vdσ,

car
∂u

∂ν
=

N∑
i=1

∂u

∂xi
νi.



Chapitre 5

Applications

Dans ce chapitre on expose, de manière gérérale, les méthodes hilbertiennes et la
formulation variationnelle de certains problèmes aux limites. On étudie, de manière
particulière, différents problèmes de Sturm–Liouville ainsi que le problème homogène
de Neumann pour le laplacien. Les ouvrages [3] et [1] ont été utilisés pour la rédaction
de ce chapitre.

5.1 Méthodes hilbertiennes. Formulation variation-

nelle

Soit V un espace de Hilbert réel.

Définition 5.1.1. Soit a : V × V → R une forme . On dit que
i) a est bilinéaire si elle est linéaire par rapport à u et v (∀u, v ∈ V ).
ii) a est continue s’il existe une constante M > 0 telle que

|a(u, v)| ≤M ‖u‖V ‖v‖V ∀u, v ∈ V.

iii) a est elliptique ou cœrcive (ou encore définie positive ) s’il existe une
constante α > 0 telle que

∀u ∈ V, a(u, u) ≥ α ‖u‖2
V .

Lemme 5.1.1. Soit a(., .) une forme bilinéaire, continue et elliptique sur V . Alors
il existe un isomorphisme A ∈ L (V ) tel que

a(u, v) = (Au, v)V , ∀u, v ∈ V.

Démonstration. Soit u ∈ V fixé. L’application v 7→ a(u, v) est alors une forme
linéaire et continue sur V . D’après le théorème de Riesz (cf. Rappels), il existe un
élément unique ũ ∈ V tel que a(u, v) = (ũ, v).
Posons ũ = Au et montrons que A est linéaire , continu et bijectif.
Pour tout u1, u2, v ∈ V , on a :

(A(u1 + u2), v)V = (ũ1 + u2, v)V = a(u1 + u2, v)
= a(u1, v)V + a(u2, v)V = (Au1, v)V + (Au2, v)V
= (Au1 + Au2, v)V .
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D’où A(u1 + u2) = Au1 + Au2.
De même

∀λ ∈ R,∀u, v ∈ V (A(λu), v)V = a(λu, v) = λa(u, v) = λ(Au, v)V .

i.e. A(λu) = λAu. Donc A est linéaire.
L’opérateur A est continu. En effet, comme a(., .) est continue alors

‖Au‖V = sup
v 6=0

|(Au, v)|
‖v‖V

= sup
v 6=0

|a(u, v)|
‖v‖V

≤M ‖u‖V ,

où M est une constante positive.
Puisque a est elliptique et A est continu, alors pour tout u ∈ V

α ‖u‖2
V ≤ a(u, u) = (Au, u)V ≤ ‖Au‖V ‖u‖V ,

i.e.
‖Au‖V ≥ α ‖u‖V , ∀u ∈ V. (5.1)

D’où Au = 0 ⇒ u = 0. Par conséquent A est injective. Pour montrer que A est
surjectif i.e. Av = ImA = {A(x)�x ∈ V } = V on utilise le théorème de la
projection (cf. Rappels).
i) Soit y ∈ AV ⇔ ∃(vn)n ∈ V : Avn → y. Par suite, d’après l’inégalité ( 5.1), on a

‖A(vn − vm)‖V ≥ α ‖vn − vm‖V .

Donc (vn)n est de Cauchy et par suite (vn)n converge vers v ∈ V. Puisque A est
continu alors Avn → Av. Par conséquent y = Av i.e. AV ⊂ AV . Donc AV est
fermé.
ii) Soit z ∈ (AV )⊥, on a :

0 = (Az, z) = a(z, z) ≥ α ‖z‖2

et donc z = 0, c’est à dire (AV )⊥ = 0. Par conséquent A est surjectif.
Donc A est une bijection de V sur V . Posons u = A−1v. i.e. Au = v.
L’inégalité (5.1) s’écrit ∥∥A−1v

∥∥
V
≤ 1

α
‖v‖V , ∀v ∈ V,

i.e. A−1 est borné, et donc continu puisqu’il est linéaire car A est linéaire.

On a le théorème suivant :

Théorème 5.1.1 (Lax–Milgram). Soit a(., .) une forme bilinéaire, continue et el-
liptique sur V . Soit H un espace de Hilbert tel que V ⊂ H avec injection continue.
Alors l’équation a(u, v) = (f, v)H , pour tout v ∈ V , admet une solution unique
u ∈ V pour chaque f ∈ H.
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Démonstration. La forme définie par :

V → R
v 7→ (f, v)H

est linéaire et continue. En effet, puisque par hypothèse, il existe une constante
C > 0 telle que : ‖v‖H ≤ C ‖v‖V , ∀v ∈ V, alors on a

|(f, v)H | ≤ ‖f‖H ‖v‖H ≤ C ‖f‖H ‖v‖V .

Donc, d’après le théorème de Riesz, il existe f1 unique de V tell que

(f, v)H = (f1, v)V , ∀v ∈ V. (5.2)

Comme précédement, on pose f1 = Jf . L’équation (5.2) équivaut donc à

a(u, v) = (Jf, v)V , ∀v ∈ V.

i.e. d’après le lemme (Au, v)V = (Jf, v)V , ∀v ∈ V ou encore Au = Jf = f1 qui
admet une solution unique u = A−1f1.

Dans beaucoup de cas a(u, v) = (f, v)H se ramène à un problème d’optimisation.
Soit a(., .) une forme bilinéaire symétrique sur V .

Posons J(u) =
1

2
a(u, u)− (f, u), on a alors

Théorème 5.1.2. Soit a(., .) une forme bilinéaire continue elliptique et symétrique
sur V . Alors le problème de minimisation J(u) = min

v∈V
J(v) admet une solution

unique qui est la solution du problème suivant :
pour toute f donnée, trouver u ∈ V tel que

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V.

Démonstration. Soit u ∈ V la solution de ce dernier problème. Cette solution existe
et est unique d’après le théorème (5.1.1). Soit v quelconque dans V . On a alors

J(u+ v) =
1

2
a(u+ v, u+ v)− (f, u+ v)

=
1

2
{a(u, u) + a(v, v) + 2a(u, v)} − (f, u)− (f, v)

=
1

2
{a(u, u) + a(v, v)}+ (a(u, v)− (f, v))− (f, u)

= J(u) +
1

2
a(v, v) car a(u, v) = (f, v).

Comme a(., .) est elliptique, alors il existe α > 0 tel que ∀v ∈ V, a(v, v) ≥ α ‖v‖2

et donc
J(u+ v) ≥ J(u) +

α

2
‖v‖2 .

On voit donc, en posant u+v = u1, que pour toute u1 ∈ V, u 6= u1 ⇒ J(u1) > J(u).
C’est à dire que u réalise le minimum de J .
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Remarque 5.1.1. Le théorème précédent explique pourquoi le problème de la
résolution de l’équation a(u, v) = (f, v) est appelé problème variationnel.
Pour ramener l’équation a(u, v) = (f, v)H , ∀v ∈ V à l’équation Au = f, f ∈ H
on utilise le théorème suivant :

Théorème 5.1.3. Soit a(., .) une forme bilinéaire, continue et elliptique sur V . Soit
H tel que V ⊂ H avec injection continue et V dense dans H. Alors l’équation

a(u, v) = (f, v)H , ∀v ∈ V, (5.3)

équivaut à Au = f, pour tout f ∈ H, où A est un opérateur linéaire ( non borné en
général) de domaine D(A) ⊂ V .

Démonstration. Soit D = {u ∈ V : ∃Cu > 0 : ∀v ∈ V |a(u, v)| ≤ Cu ‖v‖H} i.e.
u ∈ D ⇔ v 7→ a(u, v) est continue sur V pour la norme (induite) de H.
D est un sous–espace vectoriel non vide puisqu’il contient la solution de l’équation
(5.3).
Soit u ∈ D. La forme linéaire continue v 7→ a(u, v) définie sur V peut, d’après le
théorème de Hahn–Banach, être prolongée en une forme linéaire continue à tout H
et, d’après le théorème de Riesz, c’est le produit scalaire d’un élément ũ ∈ H avec
v i.e. a(u, v) = (ũ, v)H .
Posant ũ = Au on définit ainsi l’opérateur A de domaine D(A) = D. Si u ∈ D est
solution de l’équation (5.3) alors

∀v ∈ V, a(u, v) = (Au, v)H = (f, v)H ,

et comme V est dense dans H alors Au = f .

5.2 Problèmes de Sturm–Liouville

Le problème de Sturm–Liouville simplifié est étudié ici, à titre explicatif seule-
ment.
1) Considérons le problème de Sturm–Liouville avec des conditions aux limites de
Dirichlet homogènes : {

−u′′ + u = f, sur Ω = (0, 1);
u(0) = u(1) = 0,

(5.4)

où f ∈ C0(0, 1).
Une solution classique de (5.4) est une fonction u ∈ C2(Ω) qui le vérifie.

Définition 5.2.1. On appelle solution faible du problème (5.4) une solution au sens
des distributions i.e. une fonction u ∈ H1

◦ (Ω) qui doit vérifier

〈−u′′, ϕ〉+ 〈u, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω),

et donc, par densité, pour tout ϕ ∈ H1
◦ (Ω).
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Proposition 5.2.1 (existence et unicité de la solution faible). Soit f ∈ L2(Ω). Il
existe alors un unique u ∈ H1

◦ (Ω) vérifiant

1∫
0

u′v′ dx+

1∫
0

uv dx−
1∫

0

fv dx = 0 ∀v ∈ H1
◦ (Ω). (5.5)

Démonstration. Posons H = L2(Ω), V = H1
◦ (Ω), (f, v)L2(Ω) =

1∫
0

fv dx et

a(u, v) = (u, v)H1(Ω) =

1∫
0

u′v′ dx+

1∫
0

uv dx.

Appliquons le théorème (5.1.1) : l’équation a(u, v) = (f, v)H admet pour tout v ∈
H1
◦ (Ω) une unique solution u ∈ H1

◦ (Ω), pour chaque f ∈ L2(Ω).

Remarque 5.2.1. Comme a est symétrique, alors on peut appliquer le théorème
(5.1.2). La solution u réalise le minimum de J(v) où

J(v) =
1

2
a(v, v)− (f, v) =

1

2

1∫
0

{
v′2 + v2

}
dx−

1∫
0

fv dx.

Proposition 5.2.2. Toute solution classique est une solution faible.

Démonstration. Soit u une solution classique du problème (5.4). Multiplions la
première équation de (5.4) par une fonction ϕ ∈ D(Ω) et intégrons par parties.
On obtient

1∫
0

u′ϕ′ dx+

1∫
0

uϕ dx =

1∫
0

fϕ dx,

i.e.

1∫
0

(u′ϕ′ + uϕ− fϕ) dx = 0 et donc, par densité, on obtient l’équation (5.5).

Proposition 5.2.3. Toute solution faible u ∈ H1
◦ (Ω) est régulière en ce sens que

u ∈ H2(Ω). De plus si f ∈ L2(Ω)∩C0(Ω) la solution faible u est dans C2(Ω), et est
alors la solution classique.

Démonstration. 1) Soit u ∈ H1
◦ (Ω) la solution faible. Alors u ∈ H2(Ω).

En effet on a :
1∫

0

u′ϕ′ dx =

1∫
0

(f − u)ϕdx, ∀ϕ ∈ D(Ω),

et donc, comme f − u ∈ L2(Ω), u′ ∈ H1(Ω). Par conséquent u ∈ H2(Ω).
2) Si f ∈ L2(Ω) ∩ C0(Ω). Posons ω = u′, alors ω ∈ H1(Ω) et ω′ ∈ C0(Ω). Donc
ω ∈ C1(Ω) comme connu. i.e. u ∈ C2(Ω).
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3) Cette dernière solution faible u ∈ C2(Ω) est la solution classique
En effet

1∫
0

(−u′′ + u− f)ϕdx = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω)

alors, par densité de D(Ω) dans L2(Ω), on a : −u′′ + u − f p.p
= 0 i.e. −u′′ + u = f ,

grâce à la continuité.

Sturm Liouville (général)

2) Considérons le problème suivant :{
−(pu′)′ + ru′ + qu = f, sur Ω = (0, 1);
u(0) = u(1) = 0,

(5.6)

où les fonctions p ∈ C1(Ω), q, r ∈ C0(Ω), f ∈ L2(Ω) sont données.
Ce problème se ramène, par changement de fonction, au cas avec r = 0 et pour lequel
on peut appliquer le théorème (5.1.1) sans problème de minimisation. En effet, soit

R une primitive de
r

q
. Posons ζ = e−R et multiplions la première équation de (5.6)

par ζ on obtient :
−ζpu′′ − ζp′u′ + ζru′ + ζqu = ζf,

ou encore
−(ζpu′)′ + ζqu = ζf car ζ ′p+ ζr = 0.

3) Considérons le problème de Sturm–Liouville avec des conditions aux limites de
Neumann homogènes :{

−u′′ + u = f, sur Ω = (0, 1);
u′(0) = u′(1) = 0.

(5.7)

Ici u(0) et u(1) sont des inconnus et on ne peut pas travailler dans H1
◦ (Ω) comme

ci–dessus.

Proposition 5.2.4. i) Pour tout f ∈ L2(Ω), il existe u ∈ H2(Ω) unique solution
du problème (5.7).
ii) Si f ∈ C0(Ω) alors u ∈ C2(Ω).

Remarque 5.2.2. On peut préciser que u s’obtient par un problème de minimisa-
tion.

Démonstration. Soit u solution classique du problème (5.7). Alors

1∫
0

u′ϕ′ dx+

1∫
0

uϕ dx =

1∫
0

fϕ dx ∀ϕ ∈ D(Ω),

et donc, par densité,

1∫
0

u′v′ dx+

1∫
0

uv dx =

1∫
0

fv dx, ∀v ∈ H1(Ω).
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On applique le théorème (5.1.1) avec H = L2(Ω), V = H1(Ω) et

a(u, v) =

1∫
0

u′v′ dx+

1∫
0

uv dx. Il existe alors u ∈ H1(Ω) unique tel que

a(u, v) = (f, v)L2(Ω), ∀v ∈ H1(Ω).

Comme précédemment et de la même manière u′ ∈ H1(Ω). i.e. u ∈ H2(Ω) ( c’est la
régularité de la solution faible). Retournons à la solution classique.
Soit u ∈ H2(Ω) la solution faible i.e.

1∫
0

u′v′ dx+

1∫
0

uv dx =

1∫
0

fv dx ∀v ∈ H1(Ω).

On a alors u′ ∈ H1(Ω) et v ∈ H1(Ω), et donc u′, v sont équivalentes à des fonctions

absolument continues. De plus (u′v)′ existe presque partout et (u′v)′
p.p
= u′′v + u′v′.

D’où

1∫
0

u′v′ dx+

1∫
0

u′′v dx = u′v |10. Par conséquent, l’équation ci–dessus donne

1∫
0

(−u′′v + uv − fv) dx+ u′(1)v(1)− u′(0)v(0) = 0, ∀v ∈ H1(Ω).

En particulier, pour v ∈ H1
◦ (Ω) on obtient :

1∫
0

(−u′′v + uv − fv) dx = 0, ∀v ∈ H1
◦ (Ω),

et donc aussi quelle que soit v ∈ D(Ω). D’où −u′′ + u− f p.p
= 0. Par suite

u′(1)v(1)− u′(0)v(0) = 0, ∀v ∈ H1(Ω). Donc u′(0) = u′(1) = 0.

5.3 Problème de Neumann pour le laplacien

Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . On considère le problème suivant :{ −∆u+ u = f sur Ω,
∂u

∂ν Γ
= 0,

(5.8)

où Γ = ∂Ω et f est donnée.
Une solution classique de ce problème est une fonction u ∈ C2(Ω) qui le vérifie.

Définition 5.3.1. On appelle solution faible du problème (5.8) une fonction u ∈
H1(Ω) vérifiant :

(∇u,∇v)L2(Ω) + (u, v)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω) , ∀v ∈ H1(Ω).
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Proposition 5.3.1. Toute solution classique est solution faible.

Démonstration. D’après la formule classique de Green, pour u ∈ C2(Ω) et v ∈ C1(Ω)
on a ∫

Ω

v∆u dx =

∫
Γ

v
∂u

∂ν
dσ −

∫
Ω

∇u∇v dx.

(
∇u∇v =

N∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi

)
. On voit que si u est solution classique alors u est d’abord

dans H1(Ω) et ensuite ∫
Ω

v(−∆u) dx =

∫
Ω

∇u∇v dx,

c’est à dire

∫
Ω

v(f − u) dx =

∫
Ω

∇u∇v dx, ou encore

∫
Ω

uv dx+

∫
Ω

∇u∇v dx =

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ C1(Ω).

Comme D(Ω) est dense dans H1(Ω) et D(Ω) ⊂ C1(Ω), alors le résultat précédent
reste valable quelle que soit v ∈ H1(Ω) .

Proposition 5.3.2 (Existence et unicité). Pour tout f ∈ L2(Ω), il existe une solu-
tion unique u ∈ H1(Ω) du problème de Neumann.

Démonstration. On pose a(u, v) =

∫
Ω

∇u∇v dx+

∫
Ω

uv dx et on applique le théorème

(5.1.1) avec V = H = H1(Ω).

On peut étudier la régularité de la solution faible. Soit Ω un ouvert borné régulier
de classe C2 ( ou bien Ω = RN

+). On a alors (voir [1])

Proposition 5.3.3 ( Régularité de la solution faible). Pour f ∈ L2(Ω) la solution
faible du problème de Neumann est dans H2(Ω). De plus, si Ω est de classe Cm+2

et f ∈ Hm(Ω) alors la solution faible du problème de Neumann est dans Hm+2(Ω).
En particulier, si m > N

2
cette solution est dans C2(Ω).

Retournons à la solution classique. Soit u la solution faible du problème de
Neumann de classe C2(Ω) (c’est le cas de m > N

2
). On a alors, d’une part, la

formule classique de Green∫
Ω

(∆u)v dx =

∫
Γ

∂u

∂ν
v dσ −

∫
Ω

∇u∇v dx, ∀v ∈ C1(Ω).

et, d’autre part,

∫
Ω

∇u∇v dx +

∫
Ω

uv dx =

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ C1(Ω) (elle est réalisée

pour tout v ∈ H1(Ω)). D’où∫
Ω

(−∆u)v dx+

∫
Ω

uv dx+

∫
Γ

∂u

∂ν
v dσ =

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ C1(Ω). (5.9)
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Par conséquent si v ∈ C1
◦(Ω) (i.e. v à support compact ) on obtient :∫

Ω

(−∆u+ u− f)v dx = 0, ∀v ∈ C1
◦(Ω)

et donc −∆u+ u = f sur Ω. Par suite, la relation (5.9) donne∫
Γ

∂u

∂ν
v dσ = 0, ∀v ∈ C1(Ω) ,

et donc
∂u

∂ν Γ
= 0.

Remarque 5.3.1. Comme a(u, v) est symétrique la solution u réalise, d’après le
théorème (5.1.2), le minimum de

J(v) =
1

2
a(v, v)− (f, v)

=
1

2

 N∑
i=1

∫
Ω

(
∂v

∂xi

)2

dx+

∫
Ω

(v(x))2 dx

−
∫
Ω

f(x)v(x) dx

=
1

2

∫
Ω

(
|∇v|2 + v2

)
dx−

∫
Ω

f(x)v(x) dx.



Conclusion.

L’objectif visé sur les espaces de Sobolev est achevée. Cette étude est utilisée
pour la résolution des problèmes aux limites elliptiques, des problèmes d’évolution
(chaleur, ondes,. . .) et d’autres problèmes. Elle est également utilisée dans la théorie
des opérateurs pseudo–différentiels, et constitue la base essentielle pour introduire
d’autres espaces fonctionnels.
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