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Résumé

L'objet de ce travail est l'étude systématique despaces de Sobolev: Propriétés
fondamentales des différents cas d’espaces de Gobpgrincipaux théorémes d’injections

continues et compactes ; inégalités de Soboleerabgurs de prolongement et de restriction ;
traces.

Des applications aux problemes aux limites sordiéas.

Mots clés : Espacesle Sobolev, injection continue, injection compatii&ce, Rellich,
Neumann.

Abstract

In this work we study fundamental properties ofediént Sobolev spaces including the main
results as the embedding continuous and compaaginggptheorems, the Sobolev
inequalities, the extension and restriction opesaémd traces. Some applications are given.

Key words: Sobolev spaces, embedding continuous mapping time@mbedding compact
mapping theorem, Sobolev inequalities, trace, BeliNeumann.
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Introduction.

Au début du XX© siecle, les mathématiciens s’étaient rendus compte que les
espaces C', C?, etc ... n'étaient pas le cadre approprié pour étudier les solutions des
équations aux dérivées partielles. Le mathématicien russe S.L. Sobolev (1908 —1989)
a introduit des espaces fonctionnels, actuellement connus sous I'appelation “espaces
de Sobolev”, comme outil puissant fournissant le cadre adéquat pour la résolution
des problemes aux limites engendrés par des équations aux dérivées partielles.

Ce mémoire est consacré essentiellement a I’étude des espaces de Sobolev. Cette

étude a touché les différents types d’espaces de Sobolev : W™ (), W="2(Q), WP(Q)
et H*(Q2) (s réel) ol Q peut aussi bien étre 'espace R tout entier, ou un demi-espace,
ou encore un ouvert de RY. Cette étude a porté aussi bien sur les propriétés fon-
damentales comme les différentes structures d’espaces de Banach et de Hilbert, les
théoremes de densité etc ...; que sur les questions importantes liées aux théoremes
d’injections et de prolongement d’une part, et aux opérateurs de restriction et de
traces, d’autre part. C’est ainsi que les théoremes de Sobolev, Rellich et Kondra-
shov et d’autres sont exposés et établis. De méme la théorie des traces est largement
abordée.
Comme application les méthodes hilbertiennes et la formulation variationnelle sont
étudiées. Ces méthodes s’adaptent a une large classe de problemes aux limites. Cer-
tains problemes de Sturm—Liouville, ainsi que le probleme de Neumann sont étudiés
en détails.

Passons a la description du mémoire composé de cing chapitres, de cette intro-
duction et d'une conclusion.

Le premier chapitre porte sur tous les rappels et compléments indispensables pour
les chapitres suivants.

Le deuxieme chapitre est consacré aux définitions et propriétés fondamentales de
différents espaces de Sobolev ; aux théoremes de densité ; et a d’autres résultats.
Le chapitre trois est consacré aux théoremes d’injections continues et d’injections
compactes pour différents espaces de Sobolev de fonctions définies dans des domaines
divers. Ce chapitre porte également sur les inégalités de Sobolev. Ainsi le probleme
de régularité de classe CF est traité.

Dans le chapitre quatre I’étude a porté sur les opérateurs de restriction et de traces
aussi bien sur un demi-espace, que sur un ouvert {2 assez régulier, par morceaux.
Une autre caractérisation des espaces H"(£2) est donnée.

Enfin le dernier chapitre est consacré aux applications.



Chapitre 1

Rappels et compléments

1.1 Rappels sur les espaces [’ et le produit de
convolution

Ce chapitre porte sur les rappels et compléments nécessaires et indispensables
pour traiter les autres chapitres. Pour la rédaction les ouvrages [8], [9], [4], [13], [3],
[14], [2] et [7] ont été utilisés.

1.1.1 Espaces L?

Définition 1.1.1. Soit Q un ouvert de RYN. On dit que f est essentiellement bornée
sur §) sl existe une constante ¢ positive telle que |f(z)] < ¢  p.p.

La plus petite de ces constantes est appelée le sup essentiel de f. On le note par
ess.sup | f(x)].

Définition 1.1.2. Soit p > 1 et Q un ouvert quelconque de RY. On appelle espace
de Lebesgue de puissance d’ordre p Uespace, noté LP(QY), des classes des fonctions
mesurables au sens de Lebesgue, définies presque partout sur €2 a valeurs dans R ou
C vérifiant :

1. /|f(3:)]pdx <oo  sil<p<+oo,
0

2. ess.sup|f(x)] < 400 sip=+o0.

Proposition 1.1.1. L’application de LP(Q2) dans R :

1l = / F@)Pde| | si1<p< oo,
Q

1l iy = ess.sug |f(z)], sip=+o0,
Te
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est une norme, qui fait de LP(Q2) un espace de Banach, séparable pour p fini. De
plus L*(Q) est un espace de Hilbert, le produit scalaire étant donné par

(u,v)2(0) = /u(x)v(x) dx.

Q

( qui s’écrit /u(x)v(x) dx pour les fonctions réelles).
0

1

Soit 1 < p < oo; on désigne par p’ 'exposant conjugué de p. i.e. E +—=1

Proposition 1.1.2 (Inégalité de Holder). Soient f € LP(Q), g € LY (). Alors
f.g€ L Q) et

J17@9@) o < 1l Il
Q
Lorsque p = p’ = 2, on retrouve 'inégalité de Cauchy—Schwarz.

Proposition 1.1.3 (Inégalité de Young). Soient 1 < p < oo et a,b >0 . Alors

a?
p p

Démonstration. La fonction log est concave. Donc

Py loga?  logb”
log (a——l——) > 94 + o9 = log ab.

p 7 j% P
D’ou ,
aP bP
ab S — + —-
p P

]

Proposition 1.1.4 (Inégalité d’interpolation). Soit f € LP(2) N LI(2) avec 1 <
p < q<+oo. Alors f € L"(Q) pour tout p<r<gqetona
1 o 1-«

o l—a
1l ey < NN Zo ) 1 ey » P + P 0<a<l

La preuve est traitée dans [1].

Pour g € L (Q) fixé, I'application @ : f — /f(x)g(x) dx définit une forme linéaire
Q
continue sur LP(Q2) car d’apres I'inégalité de Holder

/ F(@)9(@) do| < [ Fllwey 19 ey -
Q

Si f — 0 dans LP(Q2) alors ¢ — 0 dans R ( ou C). Pour 1 < p < 400 la réciproque
est assurée par le théoreme suivant :
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Théoréme 1.1.1 (Riesz). Soit T une forme linéaire et continue sur LP(S2). Alors
il existe une unique fonction g € LP'(Q) telle que

/f x) dx, pour toute fonction f € LP(Q).

Remarques 1.1.1.
1. LYQ) ; [L>(Q)].
2. LP(Q) avec 1 < p < +oo est réflexif  i.e. [LP(Q)]" = LP(Q).

Proposition 1.1.5. 5i ) est de mesure finie alors
i) LP(Q) — LY(Q).
i) Yg>p L) — LP(Q).

Démonstration. i) Soit f € LP(2), on a alors d’apres l'inégalité de Holder

1
7/

Hf“Ll(Q) <c Hf”Lp(Q) ol ¢ = (mesQ)7'.

(1.1)

Comme || f[| 1p(q) < 00 alors |||l 1) < 00, et par conséquent f € L'(Q). Si f — 0
dans LP(2) alors f — 0 dans LY(Q) d’aprées 'inégalité (1.1) et par conséquent si
fn — [ dans LP(Q2) alors f, — f — 0 dans LP(2) et donc f, — f — 0 dans L'(Q)
c’est a dire f, — f dans L'(Q).

ii) Soit f € L%(2). On utilise I'inégalité de Holder, et on prend g(x) = 1, h(x) =

1
|f(z)|". Prenons r = T ot s telle que —+ - =1
P roos

L= (Q)

/Ih(x)g($)|d$=/|f(x)lpdx < Mo I
Q Q

ISPl ey (mes(€2))s.

IN

@

PN e ) = /(If( ) d /If Wda ) =1L

Q

o .
Done [ 11 de < | (mes(@)* cest i dite ey < k17l o & =
((mes(Q))%)%. Par conséquent si f € L4(Q) alors f € LP(Q). La continuité se
démontre comme dans le point i). ]
Corollaire 1.1.1. Toute fonction f € LP(Q), (p > 1) est dans L}, .(9).

Démonstration. Soit K un compact de €2, comme f € LP(Q) alors f € LP(K) et
donc d’apres la proposition (1.1.5) f € LLOC(Q) O

Conséquence : Pour tout ouvert €2, toute fonction f € LP(€) définit une distribution

réguliere par (f, ) /f x)dx, Yo € D).
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Proposition 1.1.6. L’application identité définie de LP(§2) dans D’ (Q2) est injective.
Par conséquent il y a une bijection entre LP(QQ) et son image de D'(QQ) et donc LP(2)
est isomorphe a un sous espace de D' ().

Démonstration. 1) La linéarité est évidente.

2) Supposons que /f(x)ap(x) dr =0, VYo € D(Q). Pour montrer que f = 0 il
Q

suffit de montrer que le produit de dualité (f, g) =0, Vg € L7 ().
Soit g € L (Q) quelconque. Comme D() est dense dans L¥' (Q) alors il existe une

suite (¢n), de D(Q) telle que ¢, — g dans L” (Q). Par suite /f(a:)apn(a:) dr =0 et

Q
donc

/ f(2)g(x) dz = / f(@)on(z) do + / ) {(@) — on(a)] d.

/ f(@)g(z) di = / £(2) {9(x) — pulx)} de,

C’es’?é dire .
/ f(2)g(x) dz| = / F@){9(x) — pula)} da| < / (@) (g(z) — (@) de
Q Q

Q
< N flle lg = @nllr — 0,

car @, — g dans L¥ (Q). O
Pour compléter cette proposition on a :
Proposition 1.1.7. L’injection canonique LP(2) C D'(2) est continue

ie. f, — f dans LP(Q) = f, — f dans D'(Q).

Démonstration. 1lsuffit de prouver quessi f,, — 0 dans LP(2) alors f,, — 0 dans D’'(12).
Supposons que f, — 0 dans LP(2) i.e.

Ve > 0,3No € N:Vn > No, || fall o) < &
Montrons que Vo € D(Q2), (fn, ) — 0 ie.
Ve > 0,3N; € N:Vn > Ny, [(fu, )| <&, Ve e D).

Soit € > 0,3N1 € N, Ny = Ny : Vn > Ny [(f, ¢)| < anHLP(Q) HSDHLP’(Q) :
Do, puisque || fol o) — 0, alors (fa, ) — 0. O
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1.1.2 Produit de convolution

Définition 1.1.3. Soit f et g deux fonctions de L*(R). La fonction x — h(z) =
/f xr— y)dy est appelée, lorsqu’elle existe, produit de convolution de f et g et

est notée f xg.

De méme, en dimension N, h(x / fx —

Théoréme 1.1.2. Soit f € L*(RY) et g € LP(RY) avec 1 < p < +o0. Alors fx g
eiste et f* g € LP(RY). De plus || f * gll pogny < I1F1 2@y 9] oy -

Démonstration. Montrons ce théoréme pour p = 1. Pour p €|1, 400, on refait le
méme raisonnement avec la fonction |f(x — y)||g(y)[".

On a

/'”‘ vllde = |/Ifw— e 2 Jg()] |l gy < 00

De plus

/ /|f:v— wlde | dy = [ 1o 1l1sa do

= ||g||L1(RN) ||f||L1(RN) < 0.

Donc (z,y) — f(z —y)g(y) € LY(RY x RY). Par conséquent, d’apres le théoréme
de Fubini, (x,y) flz—y)g(y) € L'(R]), pour presque tout z i.e.

/\fx— y)|dr < oo p.penzet

/ /fx— y)dz dy—//fx— y)dzdy,

RN RN

c’est a dire

1 gl = //f sl dy < [ o [[1G - y)g)ldy

RN

- /|g(y|dy/|fx— )l da.

Le. ||f*g||L1(RN) < ||f||L1(]RN) ||g||L1(RN)’ =
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Support d’une convolution

Soit Q un ouvert de RY et f : Q — R. On dit que f s’annule sur un ouvert
w; CQsif 220 sur w;. On dit aussi que w; est un ouvert d’annulation de f.
Soit w le plus grand d’ouvert d’annulation de f (w = U;w;).

Définition 1.1.4. supp f = Q \ w.
Remarque 1.1.2. Si supp f et suppg sont compacts alors supp(f * g) est aussi

compact.
On peut établir les propositions suivantes :
Proposition 1.1.8. Soit o € D(RY) et f € LP(RY). Alors on a
1. fxpe C=(RN),
2. D*(fxp)=Dx*f, VYaeN.
Proposition 1.1.9. Soit f € C°(RY) a support compact et g € L (RY). Alors
f*g existe et fxge CO(RY).

1.2 Régularisation et troncature

Définition 1.2.1. On appelle famille régularisante une famille de fonctions p.
vérifiant :

1. pe(x) >0, p. € C<(RY).

2. supp p- C B(0,¢).

3. /pg($)dl‘ =1.
RN

1
Dans la pratique on utilise les “suites régularisantes “. Il suffit de prendre ¢ = —,
n

n € N dans p.(z) pour avoir des suites régularisantes :

Théoreme 1.2.1. Les suites réqularisantes existent.

_az .
Démonstration. Soit a > 0, 0,(z) = ep (Oﬂ — HxH2> st [l < o
i fz]] =2 a,

i

N
avec ||z = 2. On vérifie directement que 6, € C®(RN); Va, D4(z) =
i=1

0si ||z]| = a et suppl, = B(0,a). Par conséquent

Oal —y) € CF(RY),  suppba(z,) = B(y, ).
Prenons p.(x) = c.0.(x), ou la constante positive c. est choisie de sorte que la gieme

condition soit satisfaite c’est a dire que

c. = /HE(x)d:c = / 0-(x)dx

N \B(0.¢)
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Remarque 1.2.1. La régularisation permet d’avoir des fonctions C'*°.

Définition 1.2.2. Une suite (7,,), est dite tronquante ssi
1. 7, € C*(RY),
2. To(x) =1 pour ||z|| < n,
3. Ta(z) =0 st ||z|| >n+ 1.
T, peut étre obtenue a partir de fonctions vérifiant les deux premieres conditions

d’une suite régularisante. Mais on peut en construire, par exemple 7(t) € D(RY)
définie par :

1 , st It <1
Tt)=9{ 0<7(t) <1 ,si|[t] €1,2[;
0 , st > 2.
On prend alors 7,(z) = 7 (£> Ces dernieres fonctions vérifient les propriétés sui-
n

vantes :
a) VK compact de RY,IN; € N tel que 7,(x) = 1,Vo € K et Vn > Nj.
b) 7.(x) sont uniformément bornées, ainsi que toutes leurs dérivées, sur RV :

V3, 3C5>0 |D°r,(x)|<Cs, VzeRY, VneN ie

V3, 3C3 > 0 : Vn sup }DﬁTn(a:)| < Cp.

z€RN

La troncature permet, pour une fonction f € E, d’avoir une fonction 7, f a support
compact.

Proposition 1.2.1. Soit f € LP(R) avec 1 < p < 00, (pn)n une suite réqularisante.
Alors f x p, — [ dans LP(R).

La preuve est traitée dans [12] et [1].

1.3 Rappels sur la transformation de Fourier

1.3.1 Transformation de Fourier dans S(R")

On désigne par S(RY) l'espace de Schwartz, espace des fonctions de classe
C>*(RY) & décroissance rapide. Notons par F[p|(&) = p(§) = /emégp(m)dm,

RN
Vé € RY la transformée de Fourier de o, pour ¢ € S(RY), avec € = 2,&,+...+xnEn.
On a alors les propriétés suivantes :

L FID*¢l(&) = (i€)*@(&)-
2. 999(¢§) = Fl(—ix)*p(x)](£)-

3. F réalise un isomorphisme isométrique ( & un facteur pres ) de § sur S muni
de la structure pré hilbertienne de L?. De plus

1 ~ ez
|3 = 2~ 18117, (égalité de Parseval).

(2w
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4. L’isomorphisme inverse est donné par

5. Soit ¢ € S(RY). Alors

F(Fo)(y) =:{/ei“@@ﬁ%

— (20

v [ @B
RN

= 2n)Ve(—y) = 2m)Vo(y).

1.3.2 Transformation de Fourier dans L?(R")

Par densité de S(RY) dans L2(RY) Iisomorphisme précédent se prolonge de
maniere unique F : L2(RY) — L2(RY). Pour f € L*(RY),

F(&) = Flf ()] —lzm/f e 7 da |

p—-+00

ou (K,), est une suite crmssante de compacts ( dans RY) tendant vers RY. De plus

fla) = FHAEN) = Lim oo ‘/f Jerie.

1.3.3 Transformation de Fourier des distributions tempérées

Définition 1.3.1. Soit f € S'(RY), la transformée de Fourier de f notée Ff ou
f, est définie par
<Ffp>=<f,Fp> VpecSRY).

On démontre alors

Proposition 1.3.1. Soit f € S'(RY). Alors
i) Ffe SRY). v
i) FFf=@2m)Vf, ob < f,o>=<f¢> et §(x) = ().

1.4 Rappels sur les espaces compacts

1.4.1 Compacité et compacité relative

On rappelle qu'un espace métrique E est dit compact si tout recouvrement ouvert
de E contient un sous-recouvrement fini. Une partie A C E est dite relativement
compacte si sa fermeture est un espace compact, pour la métrique induite. La no-
tion de compacité est une notion plus forte que celle de la séparabilité, et plus
forte que celle de la complétude. Nous rappelons ici les résultats fondamentaux sans
démonstration sur la compacité, énoncés dans le théoreme suivant :
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Théoréme 1.4.1 ([8] ou [2]). Soit E un espace métrique. Les propositions suivantes
sont alors équivalentes :

1. E est compact.
2. Toute suite (x,), d’éléments de E contient une sous—suite convergente.
3. Toute suite (xy,), d’éléments de E admet un point d’accumulation.

4. E est complet et, pour tout € > 0, E admet un e—réseau fini c’est a dire qu’il
existe une partie finie R C E telle que Vx € E;Jda € R d(x,a) < €, d étant
la distance sur E.

Comme conséquences de ce théoreme, on obtient des criteres de compacité relative.
On énonce ces criteres sous forme de théoreme voir [8], [4].

Théoreme 1.4.2. Soit E un espace métrique et A une partie de E. Les propositions
sutvantes sont alors équivalentes :
1. A est relativement compacte.

2. Toute suite (), d’éléments de A contient une sous—suite convergente dans

E.

3. Toute suite (), d’éléments de A admet un point d’accumulation dans E.
Signalons aussi le théoreme suivant dit a Hausdorff :

Théoreme 1.4.3. Soit E un espace métrique et A une partie de E. Alors

1. Pour que A soit relativement compacte il faut que, pour tout € > 0, il existe
dans E un e—réseau fini pour A.

2. Si E est complet pour que A soit relativement compacte il suffit que, pour tout
e > 0, il existe dans E un e—réseau fini pour A.

1.4.2 Cas de certains espaces fonctionnels

Nous rappelons ici les critéres de compacité dans les espaces des fonctions conti-
nues, et dans les espaces de Lebesgue. Il s’agit des théoremes d’Ascoli-Arzéla, et des
théoremes de Riesz—Fréchet-Kolmogorov. Nous donnons seulement des variantes
simples de ces théoremes.

Définition 1.4.1. Soit E C C°([a,b]). E est dite équicontinue (également continue)
en & € [a,b] si:

Ve > 0,30 > 0,Vu € E,Vx € [a,b] (d|x—&| <= |u(zx) —u(d)| < e).
FElle est dite équicontinue sur [a,b] si elle ’est en tout point £ € [a, b.

Théoréme 1.4.4 (Ascoli-Arzéla). Une partie E C C°([a,b]) est relativement com-
pacte si et seulement si

1. E est bornée : 3¢ > 0,Yu € B ||u| = sup |u(x)| <ec.
z€[a,b]

2. E est également continue.
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Théoreme 1.4.5 (M. Riesz—Fréchet-Kolmogorov). Soit E C LP[a,b]. Alors E est
relativement compacte si et seulement si :

1. E est bornée (3¢ > 0,Yu € E, ||lul|;, <c).
2.Ve>0,30 >0,Vr,Vu € E,|7| <= |lu(z+7) —u(x)|, <e.

On rappelle la définition d'un opérateur compact.

Définition 1.4.2. Soient E,F deuxr espaces normés, et L un opérateur linéaire
défini de E dans F. On dit que L est compact si pour toute partie bornée A de F,
L(A) est relativement compacte dans F'.

1.5 Divers autres résultats

1.5.1 Théoreme de représentation de Riesz

Commencons par le résultat suivant :

Théoréme 1.5.1 (de projection). Soit M un sous espace fermé d’un espace de
Hilbert H. Alors H= M & M.

Théoréme 1.5.2 (de Riesz). Toute forme linéaire et continue f sur H s’exprime
a laide du produit scalaire. Il existe un unique élément uw € H (u dépend de f) tel
que

f(x) = (u,x), Ve H.
De plus || fI| = lJull ; ( ici[|f]] = sup |/ (@)]).
Démonstration. Soit N = Ker f = {x € H : f(z) = 0}. Comme f est continue
alors N est fermé.
1) Si N = H alors, Vz, f(z) =0=(0,z), VzeH.
2) Si N # H alors, d’apres le théoréme précédent, il existe N+, y # 0. Posons

u=f (x)ﬁ On vérifie que u répond au probleme. ]

1.5.2 Théoreme de Hahn—Banach

Soit E' un espace vectoriel réel et p une fonction positivement homogene et
sous—additive i.e.

i) p(Az) = Ap(z), Vo€ E,¥YA>0.

ii) p(x +2') <p(x)+p(a), Ve ek
(par exemple une norme ou une semi—norme).
On a alors

Théoréme 1.5.3 (Hahn-Banach). Soit M un sous—espace vectoriel de E et f :
M — R linéaire telle que f(x) < p(x), Vx € M. Alors il existe FF : E — R
linéaire qui prolonge f et telle que F(x) < p(x), Vz € E.

Remarques 1.5.1.
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1. Le théoreme reste valable dans le cas complexe. Dans ce cas la positivité ho-
mogene de p s’écrit :

p(Ax) = |A| p(x), Ve E,VAeC.

Les inégalités précédentes sont a remplacer par |f(z)| < p(x) et |F(z)| < p(z).
2. Le prolongement F' n’est, en général, pas unique.
3. En pratique le théoreme de Hahn Banach est utilisé lorsque F' est unique. C’est

le cas, par exemple, quand M est un sous—espace dense d'un espace vectoriel
normé F et f est continue (F' sera aussi continue ).

1.5.3 Théoreme de la partition de I'unité.

Soit Q un ouvert de RV.

Définition 1.5.1. Un recouvrement ouvert dénombrable (€2;); est dit localement fini
si tout point de €2 appartient seulement a un nombre fini d’ouverts 2y, Qs ..., 2y, ...

Définition 1.5.2. Soit (€2;); un recouvrement ouvert dénombrable localement fini
de 2. On appelle partition de ['unité subordonnée a ce recouvrement une suite de
fonctions (a;); vérifiant :
1. Vi, ;€ C™®(Q),0<ai(x) <1, suppa; C Q.
2. 3 () =1, Vzeq.
el
3. Tout compact K de S rencontre seulement un nombre fini de supp o;.

Il existe plusieurs énoncés du théoreme assurant l'existence d’une partition de
I'unité subordonnée a un recouvrement donné. Nous utilisons la formulation suivante
( voir [1] p 160 et les références citées) :

Théoréme 1.5.4 (Partition de l'unité). Soit T' un compact de RN, Qy = RN\T
k

et 1,0, ... Q4 des ouwverts de RN recouvrant T, T' C UQZ Alors il existe une
i=1

partition de l'unité (og, o, ..., q) subordonnée au recouvrement o, Qy, Qo ... Q

de RN . Lorsque Q est un ouvert borné de RN et T' est le bord de 2, T' = 0%, a1 est

une fonction C'*° a support dans €.



Chapitre 2

Espaces de Sobolev

Toute fonction de LP(§2) définit une distribution réguliere et admet donc des
dérivées généralisées, de n’importe quel ordre. Cette remarque est a la base de la
définition des espaces de Sobolev. Ce chapitre est consacré aux définitions et aux
propriétés fondamentales de ces espaces (W™P(Q), W™P(Q), W= (Q), H*(RV)) :
structures d’espace de Banach et de Hilbert; théoremes de densité; théoremes de
caractérisation des espaces W™?(Q) et W~ (Q). Pour la rédaction de ce chapitre
les ouvrages [3] et[1] ont été essentiellement utilisés.

2.1 Espaces de Sobolev W™?(Q)), H™({)

2.1.1 Définition. Propriétés fondamentales.

Définition 2.1.1. Soient Q ouvert de RN, m entier positif et p > 1. On définit
Uespace de Sobolev W™P(Q) par :

WmP(Q) = {u e LP(Q) : D*u € LP(Q) avec a € N",|a| < m}
( D*u est comprise au sens des distributions).

Ainsi u € W™P(Q) signifie que u et toutes ses dérivées généralisées D*u Vo, |af <
m sont dans LP(€2). Plus précisément, v € W"P(Q) si et seulement s’il existe m
fonctions vy, ..., v, € LP(Q) telles que

/uDJgpdx = (—1)j/vyg0dx y VSO S D(Q),Vj = 1727“‘7m'
Q Q

Dans le cas particulier ot p = 2 W™?2(Q) sera noté H™(2). Notons que I'espace
WOoP(Q) est I'espace LP(Q) et que H(2) est Pespace L?(2).
Exemple. La fonction définie sur Q =] — 1, 1[ par u(z) = 3(|z| + z) appartient &
W1P(Q) pour tout p, 1 < p < co.
En effet, u est continue et bornée sur €. Elle appartient donc a LP(€)) pour tout
1 < p < oo. Sa dérivée au sens des distributions vaut la fonction de Heaviside
restreinte a | — 1, +1]

1 si0<zx<1,

H(@:{O si —1<z<0.
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Or H est bornée sur Q, et donc H € LP(Q2) pour tout p, 1 < p < oo. Ainsi,
u € Whr(Q).

Notons que H ¢ W1?(Q) pour 1 < p < oo, car H' = §y la mesure de Dirac en 0 qui
ne peut pas étre identifiée & une fonction de LP(€).

Proposition 2.1.1. i) L’application ||.||ymsiq) : W™P(Q) — R définie par :

B =

(‘ |Z [1D%ull7p ()7 511 <p < oo;
[ullyymoy = =" , (2.1)
) ‘Slllp [ D%ul| 1o 51 p = +00,
al<m
est une norme sur l'espace W™P(Q).
ii) L’application définie par :
H™Q)x H™(Q) — C
(w , v) = (Wv)mme) = X (D%, D)2 (22)
laf<m
est un produit scalaire sur H™(§2).
Démonstration. i) La preuve est immédiate, en se rappellant que ||.|| ., définit

une norme sur l'espace LP({).
ii) La preuve est évidente puisque chaque terme est un produit scalaire sur L?((2).

[]

Théoreme 2.1.1. 1. W™P(Q) muni de la norme (2.1) est un espace de Banach.
2. Wm™P(Q) est séparable pour p € [1,00].
3. H™(Q2) muni du produit scalaire (2.2) est un espace de Hilbert.

Démonstration. 1) L’espace W"™P()) est un espace vectoriel normé. Démontrons
qu’il est complet.
Soit (uy)x une suite de Cauchy dans W™P(Q), c’est a dire,

Ve > 0,3ng : Yk, 1 > no = [Ju, — wllyymrg) <€

Par définition de la norme dans W™P((2), cela signifie que Vo, |a| < m la suite
(D%uy) est une suite de Cauchy dans LP(2). Comme LP(2) est complet alors il
existe des fonctions u, € LP(Q) telles que D%uy, — u, dans LP(Q) et up — wug
dans LP(Q2). La continuité de Uinjection LP(2) — D'()) assure que si une suite
converge dans LP(€), elle converge aussi au sens des distributions. Par conséquent
D%y, — D%ug dans D'(2) d’une part; et d’autre part, pour les mémes raisons
D%uy, — u, dans D'(§2). D’apres 'unicité de la limite D*uy = u, dans D’(2). Donc
up et toutes ses dérivées sont dans LP(2) c’est a dire ug € W™P(Q2).

Vérifions que uy — ug dans W"?(2). On a :

etk = ol = S 1Dt — ) ey

|a|<m
Chaque terme de la somme s’écrit sous la forme

1D (wx = o) [y = 1D%ux = tallfp ) — 0
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2)Faisons une preuve pour m = 1 et p quelconque. Par définition u € W'?(Q)

0 0
signifie que u, —u, ce I pp (). Considérons alors
o0xq 0x N

W) — (@)
" L Ty ( ou ou ) .

"0z Oxn

On verifie que 7' est une isométrie. Par suite, comme LP(Q)) est séparable alors
[LP(Q))VF! est aussi séparable. Donc T(W'?(£2)) est un sous espace fermé de
[LP()]Y. 1 est donc séparable, et par conséquent W'?(€2) est aussi séparable.
3) Il suffit de vérifier que la norme provient d’un produit scalaire. On voit que

1
2

1
1 a N2
(t, Wipmey = | 22 1D ula) | = lulwmago

|a|<m
[l

Proposition 2.1.2. i) Soit m’ > m. Alors W™?(Q) C W™P(Q). De plus l'in-
jection canonique est continue.
ii) Si Q est borné et p < q alors W™1(Q2) C W™P(Q). De plus l'injection
canonique est continue.

Démonstration. 1) La preuve est immédiate car [[ullyymp) < [[ullymoq)-
ii) La preuve est aussi immédiate, puisque L(Q2) C LP(9). O

Théoréme 2.1.2. D(RY) est dense dans W™P(RY).

Démonstration. Donnons une démonstration pour H(RY).

Soit u € H(RY). Montrons qu’il existe une suite (u,), € D(RY) telle que u,, — u
dans H'(RY). Pour cela on suit les deux étapes suivantes :

Troncature (voir chapitre 1)

Soit 7, (z) une suite tronquante. La fonction 7,u € H'(RY), de plus supp 7,u est
compact car T,u = 0 si ||z|| > 2n.

HTnu—uHiz(RN): / [Tt — ul® da + / [Tt — ul® da.

[[z[|<2n [[z[|>2n

Le premier terme vaut 0 car 7, = 1, et le deuxieme terme aussi car 7, = 0 si
|z|| > n+1etue L*(RY). De méme pour les dérivées

2

H@(Tnu) ou 10 (m)u ou  Ou
0z Ox; L2(RN) noxr; \n Or; Oz, L2(RN)
< 1 0 (a:) n ou ou
——7(—=u Tpe— — — )
~|ndzx; \n L2(RN) Oxr; Ox; L2(RN)

D’apres la deuxieme condition d’une suite tronquante, le premier terme tend vers 0

u
quand n — +00; le deuxieme terme tend aussi vers 0. Puisque 7. € L*(RY) alors,
Ly
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. ", ou
on peut refaire la premiere étape avec — a la place de u. Donc, le sous—espace de

0x;
HY(RY) formé par des fonctions & suppor]t compact est dense dans H'(RY).
Régularisation (voir chapitre 1)
Soit v € HY(RY) & support compact. Montrons qu’il existe une suite (v,,), € D(RY)
telle que v, — v dans H*(R™Y). Soit (p,), une suite régularisante. Prenons v,, = p,*v.
Par conséquent v,, est & support compact et v, € C*, donc v, € D(RY). De plus

0
on a v, € L*(RY) et Vj, a—v € L*(RY) car v, € HY(RY). D’apres la proposition
L
ov, v

(1.2.1) v, — v dans L*(RY) et —* — —— dans L?(R"). Par conséquent on a bien
Lj Lj

v, — v dans HY(RY).

On conclut que si v € HYRYN) alors w, = 7,.pn xu € D(RY) et w, — u €

HY(RM). O

La preuve faite pour p = 2 reste valable pour tout 1 < p < oo et reste aussi valable
pour m > 1. Dans ce dernier cas on utilise la formule de Leibnitz généralisée.

a B é
D% (u.w) = Z CNQ"Dﬁu.D v.
|8]+]8|=]a
Proposition 2.1.3. L’opérateur de dériwvation D est une application continue de

Wm™P(Q) dans Wm1ebp(Q), quel que soit |a| < m.

ou
Démonstration. Pour o« = 1 montrons que 'application Er définit de W™P(Q2)

Ly
dans W™ 1P(Q) est continue. Yu € W™P(Q) on a :

‘ au p - Z a au P
3xj Wm—1p(Q) la|<m—1 ?xj LP(RN)
< X HDﬁuHLp(RN) - ||u“€Vm”"

2.1.2 L’espace W!"P(Q)

Définition 2.1.2. On désigne W2?(Q2) la fermeture de D(S2) dans WP () pour
tout 1 < p < o0.

Autrement dit, u € W"P(Q) < I(u,), € D(Q) telle que u,, — u dans WP(Q).
Remarques 2.1.1.
1. Pour Q = RN WmP(RN) = WmP(RN).

2. Pour  ouvert quelconque de RY | en général W™P () est un sous espace fermé
strict de W™P(Q).

WrP(Q) est alors muni de la norme induite par celle de W™P(€2).
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Théoréme 2.1.3 (Inégalité de Friedrichs). Soit Q ouvert borné de RY et f €
H™ (). Alors il existe une constante C' positive qui ne dépend que de 2 telle que

1

ey < C | D 1D fllz2ey

laj=m
Démonstration. Prouvons ce théoreme pour m = 2, (pour m quelconque, on fait
une démonstration par récurrence). Soit ¢ € D(Q) et soit Q = {x € RY : |z4| < a}
un cube quelconque contenant €2 . Prolongeons ¢ par 0 sur @\ €2, alors ¢ € D(Q\ Q)
et représentons ¢ par

o(xy, T2y .y xy) = | —(t, xa,...,xy)dL.

On a alors, d’apres I'inégalité de Cauchy—Schwarz

z1

lo(x1, 22, ..., xn)| < [g—i(t,xz,...,x]v) dt
< Zg—;(t,mg,...,xjv)2dt § Zdt §
< (20)? _/ag—z(t,@,. ,xN)zdt E
Donc, |gp(a:)|2§2a/a 5—22&.

—a
En intégrant cette derniere inégalité par rapport a xs, x3, ..., xy entre —a et +a, on
trouve

a a a a a a
/.../‘902@1,:1:2,...,a:N)|dx2...da:N < 2a///‘—¢
8:151

—a —a

2
dl’1...dZL’N

oo |?
< 2a — | dxidzs...dxy.
aZL'l
Q
Intégrant cette derniere une autre fois par rapport a x; entre —a et +a, on obtient
Op 2
2 2
dr <4 — dx.
/|g0 (:v)| r < 4a / 8$1(x) o
Q Q
8 2
Posons Cq = 4a?, donc /}<p2(:c)‘ dr < CQ/ a—(p(a:) dx. D’ou, par passage a la
x
J 1
limite ) )
of " || of
Ifle0) < Ca||5-|| < Ca .
o iz 2_; il 120
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0
D’apres la proposition (2.1.3), 8f € HY(Q),Vi,i=1,..., N et par suite
Ly
2 9 2 n 9 2
52,0 < ey <8 2 525
Par conséquent, puisque
n af 2 n an 2
12y = 112y + + ,
) ) ; 0| 12(0) Jzzl 0i0%j || 1)
- 2 n |1 of |® .
on majore d’abord || f{|72q) par Ca - et ensuite les autres termes en
i=1 1| ;i L2(Q)
a 2
‘ A s
il r2(@)

NI

Corollaire 2.1.1. ||f|| = ( 3 ||D°‘f||iz(m> définit sur H™(Q2) une norme

|a|=m
équivalente a celle de H™(S2).
En effet, on a toujours HinIm(Q) > HDainz(Q).
|a|=m
2.1.3 Caractérisation des espaces W"™P(Q)) et WIP(Q)
Proposition 2.1.4. Si u € W™P(Q) et est a support compact alors u € WIP(Q).

Démonstration. Soit (p,), une suite régularisante, posons u, = p, *u. Donc (uy,), €
D(Q). De plus, d’apres la proposition (1.2.1) u,, — u dans LP(Q2). D’ou u € W™P(Q))
car c’est la limite d'une suite dans D(2). O

Lemme 2.1.1. Soient Q un intervalle borné ou non de R et f € L}, .(Q). Pour x

fixé dans 2, on pose u(x) = /f(t)dt. Alors u est continue et

o

[utrs ot =— [ sreterar, o € D@)

Q Q

Remarque 2.1.2. Ce lemme montre que la primitive u d’'une fonction f de LP(£2)
appartient & WhP(Q) deés que u € LP().

Démonstration. On vérifie facilement, par I'inégalité de Holder, que u est absolument

continue. Il reste & montrer que [ uy'dx =— [ fedr. On a
Q

Q

/wp'd:)j:/ if(t)dt o' (x)dr = —fda:?f(t)gp’(x)dt%—/bd:v/xf(t)ap'(a:)dt.

Q Q Wily)
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En appliquant le théoreme de Fubini, on obtient :

/u(t)@’(t)dt _ /f / 2)dz dt+/f / )dz | dt

Q
- —/jamww—wm»w+/famww—w@»ﬁ
= - [, VoD
Q

]

Lemme 2.1.2. Soient Q un intervalle borné ou non de R et f € LE (Q) telle que

/fga dr =0, Yo € D(Q). Alors il existe C € R tel que f 2 C .

Démonstration. Toute fonction f dans LP(€)) définit une distribution réguliere. Alors
Vo € D(2), on a :

(f,¢") = —={(f" ) =0. Donc f' =0 c’est-a —dire f 2 C.
]
Théoréme 2.1.4. Soit u € WP(Q) avec Q =|a,b] et p > 1. Alors il existe une
fonction @ absolument continue dans S, telle que u™2 @ sur Q et
u(r) —u(y) = /u’(t)dt, Y,y € Q.
y

T

Démonstration. On fixe zy € € et on pose u(zx) = /u’(t)dt, Vz € Q. En utilisant

zo

I'inégalité de Holder on obtient :

Va,y € Q: faz) <n—-/ ((t)dt| < [l 2 — ult

Y

Quand = — y, @(z) — @(y). On peut donc la prolonger en une fonction continue
sur Q. D’apres le lemme (2.1.1), on a /ﬂgp’ = — /u’go, Vo € D(Q).

Q Q
Ainsi, /(& —u)¢’' =0, Vo € D(Q). Tl résulte du lemme (2.1.2) que (@ —u) 2 C.

Q
La fonction 4(x) = u(z) + C a les propriétés désirées. O
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Théoréme 2.1.5. Soient Q un intervalle borné de R et u € W'P(Q). Alors
u € WHP(Q) & u = o sur la frontiére de Q.

Démonstration. Soit u € W1P(Q). Montrons que u = 0 sur 99, frontiere de Q.
u e Wh(Q) & Iu,), € D(Q) telle que u,, — u dans WH?(Q). D’apres le théoreme

)
13
=4}

précédent, u,(x) — u(z) o(x) —a(r) = /u’n(t) — /(t)dt. D’apres l'inégalité
zo

de Holder |un(z) —u(z)| < |lu;, — v/l 1) ( mes Q)% — 0. Cest a dire u,, — u

uniformément sur Q. Pour z € Q, u, () lgo = 0. Dot w90 = 0.

Réciproquement, soit u € WP(Q) telle que uj9q = 0. Montrons que u € W2P(Q).

On fixe une fonction continue h sur R telle que : |h(t)] < ¢,Vt € R et

0 st |t <1,
h(t)_{t st |t > 2.

1
Posons u,, = —h(n.u) de telle maniere que u,, € W?(2) d’une part, et d’autre part,
n

1

supp u, C ¢x € Q: |u(z)| > —} qui est un compact inclus dans €2, car u, — u et
n

w190 = 0. D’apres la proposition (2.1.4), on voit que u,, € W1P(Q). ]

Remarques 2.1.3.
1. On peut définir W2P(Q2) pour m > 1 par :

WP(Q) = {u eW™P(Q):u=Du=..=D""1u=0sur 89} .

2. Pour m = 0, Wo(Q) = D(Q) = LP(Q). D’une part, on sait que D(Q) est
dense dans LP((2), et d’autre part, pour v € LP(£2), on la prolonge en @ par 0
sur R\ €2, on refait ensuite la régularisation et la troncature. Autrement dit,
siue LP(Q) & ae LP(RY).

3. Pour m > 1, si u € W™P(Q) alors . ¢ W™P(RY) en général, car D €
D’'(RY) mais ne sont pas, en général, dans LP(RY). De plus, la suite tronquante
(7,,)n vérifiant les propriétés précédentes n’existe pas en général si Q # RY.

Proposition 2.1.5. Soit u € W™P(Q) et soit @ le prolongement de u par 0 sur
RY\ Q. Alors

ou  ou
8:1:7/ axl, Zjll/ ) )
2. a € WPRN) et ||illyymp@ny = l[tllymsgy-

Démonstration. Prouvons ces propriétés pour m =1 et p = 2.
1) Soit w € W13(Q). Par définition, il existe une suite (¢,), € D(Q) telle que
©n — u dans W12(Q).

Vi e DRY), (@) = / ae)(z)de = / w(@)p(z)de.
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Comme ¢,, — u dans W12(Q), en particulier ,, — u dans L*(§2). Alors

[entavtaas = [u@ute)ds.

Q

U
Appliquons ceci & —, on obtient :

Ou ou . Op
N — _ n
v € DRY) < axi,w> — [ @ =tim [ S
Q Q
_ oy, [ 0P
= hgl/gpna—xidx = U(’?xi dz
Q@@D 5 Q

RN
2) puisque W212(2) est un sous espace fermé de WH2(£2). Alors

0
we WH(Q) = u e LA(Q) et 6” € L}(Q), Vi
Z;
: ; 4ol ~ 2N u 2@ N
Appliquant le résultat précédent, on trouve que u € L*(RY) et 3 € L*(RY). Par
Ty

conséquent u € WH2(RY). De plus, on a :

2

o || o ||? n |l ou
2 <112 2
||u||W1,2(RN) = ||u”L2(RN)+Z O :||UHL2(Q)+Z Oz
=19 rzqwy =9 2y
n |l Ou
2 2
= u + = u , .
Il + 2 |, = Nl

2.2 Espaces de Sobolev W7 (Q)

Le dual d’'un espace de Banach existe toujours, identifions ses éléments dans le
cas des espaces de Sobolev.

/ 1 1
Définition 2.2.1. W= (Q) est le dual topologique de WIP(Q) avec — + — = 1.
p P

Clest & dire T € W= (Q) si T : WP(Q) — C est linéaire et continue i.e
Ik > 0,Yu € WP (Q) : [T(u)] <k ||ullyyme g -

Proposition 2.2.1. Le dual W= (Q), s’identific d un sous espace de D'(€).
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Démonstration. Montrons d’abord que W="?(Q) C D'(Q).
Soit T" une forme linéaire continue sur W™?(Q). Comme D(2) C W™P(Q), alors

TeW ™ (Q)=TecD ().

ie. W=m7(Q) C D'(2). Montrons que cette injection est continue.
T — 0 dans W~ (Q) signifie que T'(u) — 0, Yu € W™P(Q).
Or : D(Q) = W™P(Q), donc (T, p,) — 0, Vo, € D(Q). Cest a dire

T(u) — 0, Yue W™ (Q).

JORY . . _ ’
Le théoreme suivant caractérise 'espace W=7 (Q).

Théoréme 2.2.1 ( Théoréme de Schwartz). T € W~""(Q) si et seulement s’il
existe des fonctions f, dans L' (Q) telle que T = Y. D°f,.

la|<m
Démonstration. On démontre le théoreme pour p’ = 2. C’est a dire
T € H™(Q) ¢ 3fa € L(Q) telle que T(z) = Y D*fu(x).
la|<m

1) Soit T'e H™™(Q2) = (H*(2))". D’apres le théoreme de Riesz la forme linéaire et
continue 7" sur l'espace de Hilbert H*(Q2) s’exprime a 'aide du produit scalaire : il
existe une unique fonction v € H*(Q) telle que

<T7 u) = (U, U)H’”(Q) ) Vu € H:@(Q)
ie. (T,u) = > (D%u, Dav)Lg(Q), Yu € H'(Q).

|laj<m

En particulier pour u = ¢ € D(Q)
(T, 0) = > / D*pD%vdr = ) / (1)l D2elyp(z)da
la|<m la|<m

et donc T = Y (=1)l*D2ay. Comme v € H™(Q), alors D% € L*(Q2) et donc aussi

laj<m

(=Dl Dey = f,(x) € L*(Q),Ya,|a| < m; et on a bien :

T=>" D (x).

|a|<m
2) Inversement. Soit T'= > Df,(x) avec f, € L*(Q). Alors Vo € D(Q)
la|<m
(T,0) = > (D farp) = Y (=11 (fa, D)
la|<m lo]<m

définit bien une forme linéaire et continue sur D(2). Comme D(2) = H*(Q2) alors,

par passage a la limite, (T, ¢) = > (=1)ll(f,, D*¢) définit bien une forme linéaire
laj<m

et continue sur H"(€).

Dans le cas général une démonstration analogue peut étre faite [3]. O
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2.3 Transformation de Fourier et espaces de
Sobolev H*(RY)

Dans le cas ot Q = R¥, une fonction de L?*(RY) (et méme de LP(R") en général)
définit une distribution tempérée et admet une transformée de Fourier. Il est alors
possible de donner des nouvelles définitions des espaces de Sobolev en utilisant les
propriétés de la transformée de Fourier. Soit f € H™(RY). Alors Vo, |a| < m :
f et D*f admettent des transformées de Fourier .

Proposition 2.3.1. Soit f € H™(RY), ||f]l,, = H(l + e f(e )‘ définit une

L2(RN)
norme équivalente a celle de H™(RY).
Démonstration. Si f € H™(RY), alors on a :
2 a
||f||Hm(]RN) = ||Z |D f||L2 RN)
al<m
1
= F(D*
o wgm 7D 1) e
2
a (2 ) la|<m ( ) L2(RN)
et
2
“feo) o JavenEie)|
_ i vemiof,
N
PED L1+ 16) * [l ageny e
Sa
Comme la fonction ¢ - ——— Va, |a| < m est bornée sur RV alors il existe
(1+1¢P)?
des constantes C, positives telle que : ‘Oﬁw < (. Par conséquent, il existe
+ Fl
1
C, = > C, telle que
(QW)N la|<m
% 2
I15mcary < €| (1 167D FO
2\%
, . o (k) , N .
D’autre part, la fonction g, : £ — ————=— est bornée sur R". Donc il existe
T+ I
» (L+ 1) ST
une constante K positive telle que, W < K. Clest a dire

(1+EPF < K1<1+|f|>m§m§%c;|sv
< K fci (€2)3 < K, iCi (& + -+ en?)?

< KGy Z(!&\ + o+ e )3,



CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV 24

ou C,, = max C’l
0<i<m

Par suite, si & # 0 (sinon on en choisit &; # 0)

() (2]

En considérons la fonction g;, analogue de g,,, en dimension N — 1, on voit qu’il
1

existe K| telle que
2] 2
) T ) ] <K [1+ }

(e
(&l + .. + |§N|2)% < K (j] + -+ len)'

&

&1

En

(617 + ..+ len?)? = laf |1 -
1

)
&1

€

*(s—

1

&
&

v

-
&

d’ou

En conclusion

@%Wgéﬁ%im%Hw%Wi

KiC Y. K] > Cal&al™ o fw]™

=0 Ja|=i

IN

Comme |&|™ ... [En]™ = |€°], alors (1 + \§|2)% < C" Y €Y. Par conséquent,

|a|=i
F i e o) x> ||pey
L) O e, IO iy <€ 2077
|+ 1) * 70 L, < z fﬂ@wwf_hé .
< O 2 IID ey
la|<m
Notons que C' = K,C,,Cy, " K! et C" = C'(2m)N. D’ott
i=0
£l < C7 N g ey -
[

Corollaire 2.3.1. f € H"(RY) & (1+ [¢%)* f € L2(RY).

Ce corollaire montre que f € H™(RY) des que (1 + [¢] ) f(€) est dans L2(RN) et
f € L* (RY). Ceci nous amene & la définition de I'espace H*(RY), avec s € Ry.

Définition 2.3.1. Pour s € Ry, on définit
A (RYN) = {u e LARY) : (1+1¢)%)% 0 € LARY)}.

Pour s € N, H*(RY) et H™(RY) sont isomorphes. On identifiera par la suite ces
deux espaces.
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Lemme 2.3.1. L’opérateur de dérivation D* : L} (RY) — L1 (RY) est fermé.

loc

Rappelons d’abord la définition d’un opérateur férmé.

Définition 2.3.2. Soit E et F deux espaces vectoriels normés de A : E — F
un opérateur linéaire défini sur D(A) C E. On dit que A est férmé si ¥(x,), C
D(A),x, — x et Ax,, — y découle que x € D(A) et y = Ax.

Il revient au méme de dire que le graphe de A, noté G(A) = {(z, Az), x € D(A)},
est un sous—espace fermé de l'espace produit £ x F muni de la norme

(@, ) = Nl + lyllE-
Démonstration. Soit (f,), une suite de L} (RY) telle que :
i) f, — f dans Li (RY).
i) D*f, —g.
Montrons que D*f existe dans L}, (RY) et que D*f, = g. Soit ¢ € D(RY), alors
on a d’apres i)
(fas D%p) — (f, D) ,

puisque f, et f définissent des distributions régulieres. C’est a dire

(=1)H(D fu, 0) — (=1)(Df, ).

d’une part, et d’autre part, d’apres ii) on a
(=)D fuy ) — (=) (g, ).

Par conséquent, D®f,, = ¢ au sens des distributions, et donc D*f, £ g au sens de
L} (RY) (chapitre 1). O

loc

Remarque 2.3.1. La démonstration précédente reste valable pour montrer que
D* défini de L?(R”Y) dans L?(RY) est fermé.

Théoréme 2.3.1. Soit f € H™(RN). Alors
1. Va,|a| <m, D*f € L*(RY).

~

2. FID*fI(€) = (i&)*f(&).

Démonstration. 1. Soit f € H™(RN). Alors §(€) = (1+ |£|2)%f(£) e L*RY).
Donc g(z) = Fg(¢)](z) existe dans L*(RY). Grace a la densité de D(R") dans
L*(RY), il existe une suite (§,(€)), C D(RY) telle que §,(¢) — §(€) dans L?(RY).

Posons h(¢) = (g(|—£|)2)m Alors h € S(RY). Donc hy,(z) = F ' [h,(£)](x) existe
14+1£7) 2
dans S(RY). D’apres 'égalité de Parseval
2 _ 1 NI
@) = F@ ey = G |00 = 7Oy
RN G
CON (L 1e7)* @ 1eP)* e
1 1 . Ao (2
= ™ n - apny — 0

L2(RN)
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c’est & dire il existe une suite (h,), C S(RY) telle que : h,, — f dans L?(RY). Donc
f € L*RY). Montrons que (D%h,,), converge dans L?(R").
1 _ 2
|D*hy — Dby fagny = Deh,, — Dh

oMV P
(7{) ,

L2(RN)
= *(hy, — h
(2m)N & 2 L2(RN)

1 £
= w (Gn(€) = Gp(6))
CONIREEY ’

< cllgn(8) = GOl 2n) — 0.

Par conséquent, on a h,(z) — f(z) dans L*(RY) et D%h,,(x) — w dans L*(RY) et
donc, d’apres le lemme (2.3.1) et la remarque (2.3.1), w = D*f dans L*(RY).
2.Grace a la relation de Parseval on a

2

L2(RN)

1 2

o o 2 _ Do — Dot
anm—Dfmmmm—-@?ﬁDm@ Dﬂmgw)
= G 60°h©O = DT,
Comme || D%hy(z) — D f(2)|| 2 gry — 0 on a alors
H(zf’)o‘ﬁ(f) - ﬁa\f(f)‘ L) — 0. Donc d’une part, on a
(i€)*h(&) — D*f(€) dans L*(R™), (2.3)

et d’autre part, h,(€) — f(£) dans L2(RY), ou encore

(i€)“hn(€) — (i€)° f(€) dans L*(RY). (2.4)

D’aprés Punicité de la limite de (2.3) et (2.4), on voit que (i€)*f(€) = Do f(€). O

La norme définie sur H~™(R") est donnée par :

fullg ey = sup  — S
fEH™(RY) HfHHm(RN)
J#0

Par analogie avec le cas précédent, on montre que H ~m(RY) est identifiable &
H=™(RY) et que la norme ||ul| r-m(®ny €St équivalente a la norme

ol = |0-+167) ¥ ate)

L2(RN) '

Comme D(RY) est dense dans H™(RY), alors H~™(RY) est identifiable & un sous
espace de D'(RY). De plus, tout u € H-™(RY) est de la forme : u = > D%, avec

laj<m
Uy € L2(RY). Comme H™(RY) est un espace de Hilbert, alors son dual H~™(RY)
'est aussi. Le produit scalaire sera défini par (voir [13]) :

u(§) 0(&)
(w,v)_,, = — dg.
/ (Q+1¢P) " (1+1€P)

vf3

RN
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Dans toute la suite H*(RY) sera noté H*(RY) tout simplement grace a 'identifica-
tion précédente. Il est muni de la norme

Jull, = [[ 1+ 161%)* ate)

, pour tout s € R.
L2(RN)



Chapitre 3

Les théoremes d’injections

L’objet de ce chapitre est 1’étude des théoremes d’injections continues et injec-
tions compactes pour différents espaces de Sobolev de fonctions définies dans divers
domaines (RY,RY, Q ouvert borné de RY). Ces théorémes sont dis essentiellement &
Sobolev, Rellich, Kondrachov, et permettent d’obtenir un certain type de régularité.
Les théoremes de prolongement des fonctions définies dans un demi—espace ou dans
un ouvert régulier sont également étudiés dans ce chapitre ainsi que les inégalités de
Sobolev qui donnent des criteéres de régularité de classe C*. Pour rédiger ce chapitre
on a essentiellement utilisé les ouvrages [13], [3], [1] et [11].

3.1 Théoremes d’injections continues

3.1.1 Cas de RY
Puisque H™(RY) c H™(RY), d’aprés la proposition (2.1.2), et (1+ |¢| )
(1+ ]§|2)71 , 81 my > m, alors

m
2

||u||Hm(RN < lull g (RN) -

D’ou la proposition suivante :

Proposition 3.1.1. Soient my, m deux entiers positifs tels que my > m. Alors
Uinjection identique H™ (RN) ¢ H™(RY) est continue.

Remarque 3.1.1. La démonstration montre que ce résultat reste vrai pour H*(RY).
Vsi,s € R :si sy > s alors H(RY) — H*(RY).

Il s’avere judicieux d’examiner, quelque fois, séparément la dimension N = 1 des
autres dimensions N > 2.

Théoréme 3.1.1. L’injection identique WIP(R) C L>®(R) est continue pour tout
p, 1 <p=<oo.

En dimension N > 2, ’analogue de ce théoreme est le théoreme suivant :

Théoréme 3.1.2 (Morrey). Soit p > N. Alors linjection identique WIP(RY) C
L>®(RY) est continue. De plus, pour tout u € WHP(RN) on a :

lu(z) —u(y)| < clz —y|*||Vull», pour presque tout x ety de € RY.
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ouc=c(p,N),a=1-— %.
La démonstration est traité dans [1].

Démonstration. (théoreme 3.1.1). Le cas p = oo est immédiat.
Soit 1 < p < 400, ¢ € D(R). Montrons d’abord qu’il existe une constante C' > 0
telle que [|¢f| o < C'|@]lyy10()- Posons

G =t et w(z) = Glp(x).
On vérifie facilement que w(x) est dérivable en tout point x € R, et que

w'(x) = ple()[" ¢/ (2).
D’ou, comme w(x) = / w'(t)dt, alors

T

Glp(a))] = / ple() P~ o (t)d|

c'est & dire ||p(z)[" " p(2)| = /p\go P~ (t)dt| .
11 1 p-1 , L
Si —+ - =1alors — = et donc p'(p — 1) = p. Par suite, puisque D(R) est
p p p p

dense dans LP(R) alors ¢ € LP(R) et donc |P~" € L” (R) car

[ ety ae= [ 1o ar < o

R

D’ou, en utilisant 1'inégalité de Holder

/ ()P o (8)dt| < / (o))" at / GO dt

W o I @)l - Or,

le@P,, = (/ ol |””dt) (/ ot |pdt) — gl

et donc,

Par conséquent, [p(z)[P < p |||%0

==

-1
@) < pllelr ¢l -

Utilisons I'inégalité de Young avec a = [|¢|[%," et b = ||¢||.,. On obtient alors

ezl
lo(@)P <p e )
p P
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p 1|P
¥ ¥
|@(I)|p Sp (H |1LP + || ||Lp) 7
p p

[o@)” < pllelliyinm, -

Par suite de la concavité de la fonction logarithme on déduit, en particulier, log x <

c’est a dire

d'ot,

T
— (situant la courbe de log par rapport a sa tangente au point (e,1)); et donc
e

1 1
08T < —. Comme conséquence on obtient :
x e
1 1
lp(@)] < pP [ellwrom) < €€ llellwipm) -
D’ou

1
el e < Cllellwram) , avee C = ee. (3.1)

Soit u € WHP(R). Par densité il existe une suite (¢,), € D(R) telle que ¢, — u
dans W1P(R). Par suite (¢,), est de Cauchy dans W1P(R). D’apres I'inégalité (3.1)
on a:

lon = emll e < Cllon = emllyrog, -
Par conséquent (,,),, converge dans L®(R). On sait que u(x) 2 / u'(t)dt, et donc

a
T

on(z) — u(z) 2 /(g&n(t) u'(t))dt, et comme ¢!, — u' dans LP(R) (car ¢, — u

dans W'P(R)) alors, d’aprés I'inégalité de Holder, ¢,, — u dans L*>°(R) .Par suite

[ull e < llu = @nll oo + [ @nll o0
< fu—enllpe +C HSOn”WLp(R) ,

et donc, par passage a la limite,
Jull g < Cllullyrpe, - (3.2)
O

Remarque 3.1.2. Ce théoreme reste valable pour tout intervalle ouvert €2 borné
ou non.
Signalons d’autres résultats

Théoréeme 3.1.3. (Sobolev, Gagliardo, Nirenburg ) Soient p € [1, N[ et p* tel que
1 1 1
— = —— —. Alors
p p
1. WEP(RYN) c LP"(RY).
2. 3C = C(N,p) telle que ||ul| ;- < C||Vull;p,Yu € WEHP(RY).

La démonstration passe par le lemme suivant :
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Lemme 3.1.1. Soient N > 2 et fi,...fy € LY"Y(RY™Y). Pour (z1,...,x5) € RY et
i€{1,2,...N}, on pose T; = (1, ..., Ti_1, Tir1, -, Tn) € RN Alors

N
1. f(z) = Ulfz(@) € LY(RY).
N
2' ||f||L1(RN) S 1;[1 ||fi||LN—1(RN—1)
Démonstration. Si N = 2; f1, fo € LY(R) alors f(z) = f(x1,22) = fa(x1) f1(z2).

Ceci implique
Hf“Ll(R?) = HfQ(xl)H[}(R) Hfl(x2>HL1(R) :

Si N =3; f(xr,xe,23) = fi(xa, x3) fa(x1, 3) f3(T1, 22)

/|f($)|d$3 = |f3($1,$2)|/|f1($2,$3)||f2($17$3)|d$3
R R

vl
SIE

< |f3(w1, 72)] /\f1($2,373)|2d953 /|f2($1,$3)‘2d9€3

R R

Intégrant en x5 et utilisant de nouveau l'inégalité de Schwarz. On obtient, alors

/’f(x)’dl’:sd@ < /’f2(1’1>$3)\2d$3 /’f3(1’1,132)’2d$2 X
R2 R R

N|—=

2

X /dI2/|f1($27I3)\2d$3
R

R

De nouveau appliquons la méme procédure : intégrant en x; et utilisons la méme
inégalité, on obtient alors

[

/ F@)dr < / |falar, @a)? desday / (o, ) dagdrs | %
R3 2 2

X (m/ | fa(a1, 22)|? dod,

On voit donc qu’il suffit de faire une récurrence pour démontrer le lemme. ]

2

Démonstration. du théoreme (3.1.3)
1) Casp=1et ue DRY). On a:

T ou ou

+oo
lu(z)| = /8_3:1(7571727---,$N)dt S/'a—xl(tﬂzj---,@v) dt = fi(i1).

o0



CHAPITRE 3. LES THEOREMES D’INJECTIONS 32

De méme, pour chaque : =1,..., N on a :

“+o0
0
JJ)|§/ 8;( e Wi, Tig 1, e TN) | dE = f3(2:).

Multipliant toutes ces inégalités membre a membre on aboutit a :

N
N < Hfz(f
=1

Notons que f; € LY(RY™Y), f;(#;) > 0; et donc (f; ()71 = gi(%;) € LN YRV ).

Par suite
N
N
|7 H

Par conséquent, d’apres le lemme précédent, g = H gi € LY(RY) et
i=1

N

”g”Ll RN S ”giHLN—l RN-1) -
(RY) ( )
=1

1

N1
Comme ||gi| pn-1gn-1y = / | fil alors, d’apres l'inégalité précédente, on
N-—-1
déduit :
/|u N1d$<H||fz||L1RN1 H‘a
Ty Lt RN)
D’ou
N 1
ul| N
R (.
On a donc bien
N 1
Ju ||V N
|| o= < car |pf=——1].
leller g 211 0T || 11 mov) axz L1 (RN) ( N_l)

L’inégalité demandée est alors établie pour u € D(RY). Comme D(RY) est dense
dans WHP(RY) alors, par passage & la limite, on montre qu’elle reste vraie pour
u € WHP(RM).

2) Pour 1 < p < N on fait un raisonnement analogue. O]

Corollaire 3.1.1. Soit p € [1, N[. Alors W'P(RY) C LY(RYN) pour tout q € [p, p*]
avec injection continue.
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Démonstration. Siu € WP(RY) alors u € LP(RY) N LP"(RY) et donc u € LY(RY),
pour tout ¢ € [p, p*]. De plus, d’apres 'inégalité d’interpolation,
1 o 1—-«

e’ l1-a
lwll oy < lullze @y ||u||LP*(]RN)7 Va € [0,1] , avec 4 = > + e

1
En appliquant I'inégalité de Young au membre de droite avec les exposants r = —

a
( et donc r' = 1%), on obtient
[ull Lary < allullppery + (1 = @) [|ull o @,
< ”uHLP(RN) + ||u||LP*(RN) :
Comme on a : [[ul| p+ gv) < ¢[|Vul[ gy, alors
||“||L4(RN) <K ||u||W17P(]RN)'
O]

On établit, de méme, le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.2. On a : WWN(RY) C LY(RY), Vq € [N,+oo| avec injection
continue.

3.1.2 Cas d’un ouvert borné () de RY

Théoréme 3.1.4 (Rellich). Soit Q C RN un ouvert borné. Alors l'injection iden-
tique HL(Q) C L3(2) est compacte.

Démonstration. 1) Soit f € L?*(R). Notons par f le prolongement de f par 0 &
0 o of
&wi N 8%’2 ’

RY\ . On a déja vu que, pour f € H1(Q), Vi. Par conséquent,

7 e H(RY) et Hf‘ — |l Vi = 1, N,

H1(RN)

2) Soit (f,)n une suite d’éléments de H!(Q). Donc f,, € L*(). Soit ,(£) la trans-
formé de Fourier de f, :

@n(f)z/ﬁl@)e_”gdx:/fn(x)e_”gdx.
RN 9)

1

Par suite, f,(z) = )"

/ on(€)e™de,  Va € RN Bcrivons f,(z) sous la forme

RN

T) = e e dE .
File) = o [ @+ [ pe)eas

[g1<A l€]>A
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D’autre part aussi bien pour fn(x) que o, (&), ces fonctions sont dans L*(RY) et

donc )
falz) = l.i.m.W / on(€)e™de  pour A — +o0.

l§l<A

Par conséquent

1 ,
Ve > 0,340 > 0,VA, A> Ay : || o=x / on(&)e™de|| <.

(2m)
[€]>A 1,2
1
(2m)N

3) Posons fi(z) = / ©n(€)e™d€. Montrons que la suite (f*(x)), satisfait

n
gf<a B
aux conditions du théoreme d’Ascoli Arzela sur C°(Q).
i) D’apres I'inégalité de Schwarz, on a :

‘ ( )’ = ( )N HQOTLHL2 (RN) (UOZSA)E

ot vol Sy est le volume de la sphére de rayon A. Comme ¢, () € L*(RY) alors
|f(x)| < C. Par conséquent

sup [ f, (2)] < C.

e
ii) De la méme maniere
50 = 0 = oy | [ ealO — emag
g<A
< o [ @11 e g
- @2m)y
] |€1<A
< — eily—z)¢ )
< G max|t—ex| [ g (6]
[€1<A
D’ou
* * 1 P 1
|fn(x)_fn(y)| (27T)N |§\<A‘1_6 v €’||907LHL2 (UOZSA)Q
< Cmax‘l—e(y f”)f‘.
|§1<A

La suite (f¥(z)), est donc équicontinue.
Par conséquent, la suite (f;), contient une sous-suite (f, ), converge uniformément

dans Q. Cette sous—suite converge aussi dans LQ(QL
4) Notons que f,(x) = fi(x) + R (z) on R:(x) = fu(x) — fi(x) — 0 dans L*(R").
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Pour @ € Q, fu(x) = fulz) = fr(w) + R; ().
Rappelons que

* 1 T * / /
Rio) = [ @0t et B @)ls << o
[€1>A

1
et donc aussi pour toute sous—suite de (R;,(z))n. Soit &, = —.
n

Pour n = 1, (f;)» contient une sous-suite (f; ), de Cauchy (puisque convergente).
De plus HR’{HHLQ < &1 (et donc aussi (R] ), de Cauchy).
La sous-suite (f7 ), vérifie donc les propriétés suivantes :
i) (ff )n de Cauchy dans L*(12).
i) ||Ry |- <er
Pour n = 2, comme (f ), converge dans L?(Q) elle est donc bornée. On peut refaire
I'étape précédente avec e,. Elle contient une sous-suite notée (f; ), telle que
i) (f; )n de Cauchy dans L*(12).
i) ||Rs, ||, < e
On prend alors (fa,)n ¢ fo,(x) = f5 (z) + R (z).
Pour n = 3, on construit f; (z) et R3 ect...
On vérifie que la sous-suite diagonale (fy,,, )m est de Cauchy dans L?*(Q). O

Corollaire 3.1.3. Q étant un ouvert borné de RY | linjection identique H™(Q) C
H™ 1(Q) est compacte.

Démonstration. Soit (f,), une suite bornée dans HJ*(Q2). Alors il existe ¢ > 0 telle
que :
||fn||Hm(Q) <¢ Vn

Comme f, € H™(Q) alors, par définition méme, D*f,, € H}(Q) Vo, |a] <m —1.
De plus D : H™(Q2) — HJ°/(Q) est continue
1D full gy < Callfallgmy, Vo, laf <m —1.

En conclusion (D*f,), est bornée dans H!(Q2). D’aprés le théoréme précédent elle
contient une sous-suite (D*f, ), convergente dans L?(€2). On peut choisir (fy,),
commune pour tous les a , |a] < m—1; et donc (f,,), converge dans H*"1(Q). O

Dans ce corollaire, prenant m — 1 a la place de m, et ensuite m — 2 a la place de
m — 1, ect... on aboutit au résultat suivant :

Théoréme 3.1.5 (Rellich, Sobolev, Kondrashov). (/6/,/14]) Soit @ C RY un ouvert
borné, m > l. Alors linjection identique H™(Q) C HL(Q) est compacte.

Notons que ces résultats ne sont plus valables dans les espaces H™(2) et, plus
généralement, dans les espaces W™P(Q)) sans conditions supplémentaires sur §.
L’injection H'(R) C L*(R) n’est pas compacte. En effet, considérons la suite u,,(z) =

1
\/j Y <£> ot ¢Y(x) = Cuba(x), la fonction 6, étant celle qui a été introduite dans
n'\n
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le chapitre 1 portant sur les rappels :

exp| ———— x|l £ «
0

Nzl > e,

On choisit la constante positive C,, de sorte que / wz(w)dx = 1. Des calculs directs

montrent que
L unll oy =1
2. (uy), est bornée dans H'(R).

Montrons que (u,,v) — 0, Vv € H'(R). Comme D(R) est dense dans H'(R) il
suffit de montrer que (un, ¢)g1®y — 0, Vo € D(R).Ona:

(s ) 11() = / (1+ J€%) () BE) e

R
Comme
~ —iz —ix 1 Z
u,(§) = /e 5un(as)daz:/e 5\/;1/1 (ﬁ) dx
R R
= /e”‘"5 lC 6 (f) de = C, \/ﬁ/eiy@é)e (y)dy (x =ny)
n aY o n « (0%
R N R
= Cav/nba(né)
alors

(1+ |€]%) Vnba(n€)B(€)dE  (n& = p)
F) Ve (1) %
Cot / (1+’7’j—‘2> a0 (2) dn

NG
) N Ca o~
Dot | (s @) mrcey| < % sup |3] / (1+ 1) |G
R

|
2
B P
+
=

))du—>0quandn—>+oo (p €

\/ﬁRg

D cC S, donc g €8).
Conséquence. Toute sous—suite (uy, ) extraite de (uy,), vérifie :

H“nka(R) =1 et (Unk,U)Hl(R) — 0, Yve Hl(R)
Une telle sous—suite ne peut converger dans L*(R)

2 2 2
[tny, — unm||L2(R) = ||unk||L2(R) = (Ung Unp) = (Unps Uny) + “UanL?(]R)
= 2= (Uny> Unyp) = (Unyps Uny) — 2

( car ‘(uan)LQ(]R)‘ < ‘(unp,v)Hl(Rﬂ — 0).
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Théoréme d’injection dans les espaces W™P((2)

Théoréme 3.1.6. Soit 2 =|a, b (a,b € R) . Alors
1. L’injection identique WP(Q) C C°(Q) est compacte, ¥p,1 < p < +o0.
2. L’injection WHH(Q) C LP(Q) est compacte, Vp € [1, +oo].

Démonstration. 1 Soit B bornée de WP(Q). Alors il existe K > 0 telle que

En particulier, |lul|,q) < K et [[u/|[ ;5 < K, Vu€ B.
Or

u(z) 2 /u’(t)dt, Vr,a € Q.

D’ou, en utilisant I'inégalité de Holder,

Lo
(b—a)” o] -

<
N—

e
IA

u(z)] < [/l - (x =

Ceci implique

B est donc bornée dans C°(Q). Avec les mémes arguments, on a :
@
ule) = ()| < | [wOat] < (2 = D [,y < Kl =)
o
Par conséquent B est équicontinue dans €2 et donc, d’apres le théoreme
d’Ascoli-Arzela, B est relativement compacte dans C°((Q).

2 Soit B bornée de W(£2). Montrons que :
i) B est bornée dans L”(€).

ii) Ve > 0,30 > 0:V7,Yu € B. [|T| <0 = flu(z +7) — u(@)|| o) < 5].
B étant bornée dans W1(Q) il existe alors K > 0 telle que
VU c B, ||U||W11(Q) S K.
D’ou
lull e < K et o], < K.

i) Montrons que B est bornée dans LP(Q2). D’apres 'inégalité (3.2) il existe C' > 0

telle que
[ull e 0y < C llullyprag), Vu € whi(Q).

et donc, en particulier, Vu € B, |ul| o (q) < CK. Comme Q =|a, b] et
HUHI/;p(Q) <(b—a) ||U||I£<x>(Q) ’

alors )
||u||L,,(Q) <CK((b—-a)r, Yué€B.



CHAPITRE 3. LES THEOREMES D’INJECTIONS 38

Montrons le deuxieéme point ii). On a
z+T 1

wz+7) —u(r) = / o' (t)dt = T/u'(x +78)d¢, Ve Q. Don

T 0
1
e+ 7) = u(@)] < [7] [ 1Ga+ 7€)1 ¢ < | [0y < Il Nelhonse
0

Par conséquent, |u(x + 7) — u(x)| < |7| K,Yu € B; et donc
[ e +7) ~ u@) do < (K |77~ o)
Q

c’est a dire )

Ju(z +7) = u(@)]|ppq) < K(b—a)r|7],Yu e B.
Pour achever la démonstration on applique le théoreme de M.Riesz—Fréchet
(chapitre 1). O

3.2 Autres théoremes d’injections

3.2.1 Prolongements a partir de Rﬂf

Pour pouvoir utiliser certaines opérations comme la convolution et la transformée
de Fourier il faut prolonger u définie sur ) & tout ’espace RY. Ce prolongement doit
conserver les propriétés de régularité de u : si u € W™P(Q) le prolongement doit
étre dans W™P(R"). Examinons le cas de @ = RY. Pour p € [1,00] on a :

Théoréme 3.2.1. Il existe un opérateur linéaire et continu, P : WHP(RY) —
WP(RN) tel que, pour tout u € W'P(RY)
1. Pu‘Rf = U.
2. Il existe une constante C > 0 telle que Yu € W'P(RY) :
V) 1 Pull vy < Cllll oy
ii) ||PUHW1»P(RN) < CH“HWLP(]M)'

u(x' ), si xy > 0;

Démonstration. 1) Posons Pu(x) = w(@' —zx), sizy <0
y TN N .

Alors par construction Pulgy = u.
2) i) On a Pu € WHP(RY) par conséquent, Pu € LP(RY). De plus

[ Pull o @ry < 2 ||u||Lp(R$) , pour tout, u € LP(RY). (3.3)
ou
@J]i

Vi € DRY), / aii(Pu)go(x)dx - / P (g;‘) o(x)dz. (3.4)

RN

9]
o (Pu) =P

ii) Montrons que Vi,i=1,...,N —1 (au sens des distributions).

i.e.




CHAPITRE 3. LES THEOREMES D’INJECTIONS 39
Soit » € D(RY). On a :

R[ aii (Pu)p(z)ds = — / Pu(x)gidx -

RN
0 5 400 5
= / dx'/Pu(m)adeN— / dx'/Pu(x)afide
RN-1 —00 RN-1 0
0 9 “+oo 9
- — / da:’/u(:c',—:cN)a;O'de— / dx’/u(x',a:N)gfde
RN-1 —00 ’ RN-1 0 !
+o00 9o +o00 9
- — / dx'{/u(x’,t) 5; dt + /u(x’,xN)a;’ida:N},
RN-1 0 0
. 0T dp - S
ot = (', —zn). Le deuxieme membre de I’équation (3.4) donne :
ou
/P (8x) o(z)dr =
RN Z
0 9 -ﬁ-ooa
= / d:n’/a;(f,—x]v)go(z)dz]vjt / dz’/ag'(x’,:v]v)go(x)d:):]v
RN-1 —00 ! RN-1 0 !
T oy y 9
- — / dx’ /u(a:’,t) 5; dry + /u(az’,xN)a;ida:N
RN-1 0 0

On aboutit donc a 1’égalité suivante :

690 / o 8@ ’ asp , B
/Pu (axi)dxde—/U{axi(l‘,xN)—i-a—xi(x, ) o dry.

N
R RY

La fonction ¢ (x) = p(2/, xn) + ¢(a’, —xy) nest pas en général dans D(RY).
Considérons alors la fonction nx(zn)Y(z) ou ne(t) = n(kt) avec n € C*°(R) définie

par :
1

0, t<=;

n(t) :{ 2

1, t>1.
La fonction ny(zx)1(x) vérifie les propriétés suivantes :
i) m(zn)v(z) € Da(llff),
" g ) =g, a
iii) /uaxi (Mp))dx = —/nkwaxidx.

axi’
N N
RY RY
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)z — / [ kg)ﬂ da.

RN

lors —
On a alors /8

. Ju 0
Par suite, par passage a la limite, quand k — 400, — = / u ¢dx
; .

D’apres 'égalité précédente, on déduit que

/Pug;i( )dx:/ugid:c:—/ (g;i) w(x)dx:—/P(gZ)@(w)dw’

N N N N
R RY RY R

1.e.

0 (Pu)=P (gu) au sens des distributions.
Z;

Ly
ou!
Reste a montrer que —— (Pu) = ——, au sens des distributions, ou
0:ch 833]\7
1 | ou(@, xn) zy >0,
u (v on) = { —u(2', —xy) xn <O0.

Soit ¢ € D(RY). On a alors :

/Pu—dm— /dm /Pu—de
83:N

RN ]RN 1
dp 0 Iy
~ [ / e, —aw) g da + [l aw) 5 day
RN—l —0o0 0
+00 9 ow
N / da’ / “(@%(w(»f@w)—%0@'7_”))‘1”:/ o) gy 4
RN-1 0 Rf

avec w = (', xN) — p(2', —xy). Par conséquent

/O(Pu)ga(x)dx - —/u(x)a—wdx.

8xN
RN RN

D’autre part w(2’,0) = 0 et donc |w(zx)| = avec 0 < oy < xn.

xN%(a:’,x*N) ,

Donc,
0

0
< - / *\ _ 7 /o .
w(@)] < lan] | G—ele' ox) — 5—ple', )

Comme ¢ € D(RY), il existe une constante C' > 0 telle que |w(x)| < C'|zx|. Comme
précédemment 7y (zn)w(z) € D(RY) et donce

/u(m)ajN (mpw)dz = aa?jvnk(x]v)w(x’,x]v)dx.

N N
RY RY
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o ow
Or, —— (mw) = nu(zn)—— + ki (kzy)w(z’, ). D'oit
@xN 8 TN

/U%(W(mw) ())dz = /”k(xzv)U( )aa_Ndx+/k“(x)ﬁl(ml\f)w(x)dx'

Le second terme tend vers 0 quand k — +o00. En effet

/k‘u(:ﬂ)n’(kx]\/)w(az)dm = /ku(:v’,t) /(t)w(:v’,t) dx SMC’/]u(xﬂdx.

v iV RY

1
ot RY = suppw N (O <ay < E)’ kxny = t,C est la constante précédente, et

M = m(Oz:f |/ (t)]. Lorsque k — 400 alors xy — 0 et / |u(z)|dx — 0.
te

O<zrn< %
En conclusion

/unkg—d:c—i—/kun (kxy)wdx — lim unkaa—wdx.

RY RY RY
Par suite,
0 0
— lim —unkwdx— lim /unk—wd:c
k——+o0 TN k—4o00 8ZL’N
RY RY
0 0
Soit  — —uwdx—/u—wdx ou encore
8xN al‘N
RY RY
ou
—wdxr = — —d = (Pu)
ame v uf)xN T /81’]\[ U
RN
Comme wd:v / / ol zy) — (!, —an)) dey = ou’
- 8:cN y LN 2 ) N N — 8:1:1\7’(’0 .
RN

Par consequent on a:

0 8 0

1
9, 2 (pu) :’ ou <c ou |
aQ:N LP(RN) ax]\/’ LP(RN) 8:6]\[ LP(R{'\_])

Il s’agit de la méme constante C' partout. Le théoreme est établi. [
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Soit © un ouvert de RY. On définit C*(Q) (respectivement D(Q)) comme 1'en-
semble des restrictions a Q des fonctions de C*(G) (respectivement D(G)) ott G est
un ouvert de RY contenant Q. On a alors :

Théoreme 3.2.2. D(RY) est dense dans WP(RY).

Démonstration. Elle est similaire a celle du théoreme (2.1.2) apres prolongement
des fonctions définies sur RY a tout Pespace RY. Soit u € W'P(RY) alors v = Pu €
WEP(RY) et donc il existe une suite v, € D(RY) telle que v, — v dans W"P(RY).

On vérifie que v, gy sont dans D(RY) et que vy gy — u dans WH? (RY). O

Remarque 3.2.1. On peut démontrer D(RY) est dense dans H ™(RY).
On peut généraliser le théoreme précédent. On a le résultat suivant :

Théoréme 3.2.3. Pour tout m € N, il existe P : L*(RY) — L*(RY) linéaire et
continu de H*(RY) — H*(RYN) Vk,k=0,1,...,m tel que

1. PU\R{X = u.
2. Pue H™(RY).

3 M Pull ey < el ey -

Démonstration. Comme D(M) est dense dans H™(RY), il suffit de montrer que

toute fonction de D(RY) soit prolongeable de maniére que les trois propriétés restent
valables. Soit ¢ € D(RY). Posons

(@, rN), xzy > 0;
> e (2, —gzn), oy <0.
k=1

On choisit les Ay de sorte que Py € C™ HRY) c’est a dire

oI P P )
PSD‘INZO"' :PSD‘Z‘NZO_ et JSO - ]90 y \VI] = 1,2,...,m—17
Ory |ppmot  OTN lpy—o-
c’est a dire .

=1

k=1

m _1 j

> (—) =1 j57=1,....m—1.

= \ K

On obtient un systeme de m équations a m inconnues. Son déterminant est le de-

J
terminant de Vandermonde de (T) j=0,1,...,m—1. 1l est donc non nul. Le

m—lgp

prolongement Py existe donc. Par suite Pp € H™(RY) car la dérivée T

—7 ne
N
présente pas de sauts.
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Par suite
1Pl - / 022 pf
|ﬁ\+]<m
m 2
= @ T + k “ T, _:B_N dx
> [Dp[*d > D% (o
jal=I87<m | J. e k
+ —
On a, d’apres I'inégalité de Holder,
ZMD”‘ (« ——> m3o A D (+ =)
k=1
Posons —IN yn, donc,
" 2
> / > D% (:v’, —%) dr < C(m) ) Do, yn)| da'dyy .
la|=IB|+i<mpy k=1 \a|=|6\+j§mR§
, 2 2
Par conséquent, | P|m ey < C'(m) [0l ey,
La démonstration faite pour m s’applique pour tout 0 < k < m, m fixé. O

Remarque 3.2.2. Les résultats précédents restent valables pour SY ou S¥

N-1
=SNARY, SN ={z=(a,an): |2/| <let |oy| <1}, avecls/|" = 3 a2,
i=1

3.2.2 Prolongements a partir de (2

Définition 3.2.1. Soit Q C RY un ouvert borné de fronticre T (I' = 9). On dit
que Q est un ouvert régulier de classe C' si T' est une hypersurface (i.e variété de
dimension N —1) de classe C' telle que Q soit localement situé d’un seul coté de T.

Comme € est borné, € est Compact dans R™. Il existe donc un nombre fini d’ouverts

Qo, U, ..., Q, de RY tel que Q C U ;. On peut choisir Q tel que Qy C €, et donc
=0

Q1 ..., , recouvrent enticrement I'. De plus, il existe ¢; : Q; — SV telle que
1. @;et ;' € CL

Ny
3. gO,(QZﬂF) = {f S RV . |§’| < 1,5]\[ =0 ou f = (gl,&v) et |§/|2 = 21522}

Définition 3.2.2. Si ¢; et o; ' € C™ alors Q est dit régulier de classe C™.
Pour p € [1,00] on a :

Théoréme 3.2.4. Soit Q un ouvert de RN régulier de classe C*. Alors il existe un
opérateur linéaire et continu, P : W1P(Q) — Whr(RY)
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EN

2. Il existe une constante C' > 0 telle que Yu € WP(Q) :
) 1Pull ey < C oy
it) ||Pu||wl,p(RN) < CHUHWLP(Q)'

44

Démonstration. Avec les notations précédentes, d’apres le théoreme de la partition
de l'unité subordonnée au recouvrement €, {2y, ..., 2, il existe des fonctions a;(x),

p
i=0,1,..,ptelles que o; € D(§%), 0 < eii(x) < let Y ay(z) =1, Vae.
i=0

Soit u € WP(Q), alors

p p

u = a;(x)u = Zui, ou u; = a(x)u.
i=0 i=0

Pour prolonger v on prolonge chaque u;.

a) Prolongement de uq : soit f définie dans {2 notons par f son prolongement par 0

sur RV \ ©2. On a alors la proposition suivante :

Proposition 3.2.1. Soit f € W'P(Q) et o € D(Q2). Alors

P

— 9 /~\ 0
of € WEY) et 5 (af) = 550

De plus, on a : HoszW1 & < Ol fllwrog)-

)

af sur K,
0  sur RV\ K,

—~ |P
et donc / ‘Oéf‘ dr = / af"dz < C||f[[}rq) < oo, ot €' = sup |a(z)]".
zeK
RN )

Démonstration. Soit K = supp a C 2. Alors (/)470 = {
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P

af O«
o, T oz,

8

ox; (93(;Z
De plus, Vi € D(RN)

0 0 0 Ja
/ ‘de = / 8;70~dx :/f{am(ago)—goax}dx
Q

f. Par suite ( f> € LP(RY).

]RN
- - ( gf ) i
= d
c‘) / oz, fledz,
d(af) o
8x,< f )= o, au sens des distributions.
Par conséquent « f € WHP(RY) et on a bien le résultat désiré. 0

Appliquons ceci & uy = apu. On voit donc que @y € WHP(RY),

0 -~ /8\1-; 6a0~ ~ <
(‘)xiuo = aof)xi + aIiu et que Hu0||W1,p(RN) <c ||U|’W1,p(a)-

b) Prolongement de u; : j = 1,...,p. On utilise une technique classique qui consiste
a utiliser un résultat déja établi pour Sf ou Rﬂf pour passer, par le principe de
transport, a 2. Considérons uo,nq qu’on transporte sur S iv a l'aide des go;

Posons uo ;&) = v;(€), pour £ € SV ie. uo(§) =vi(€), out; =" On

peut alors démontrer la proposition suivante :
Proposition 3.2.2. v;(¢) € WH(SY) siu € WH(Q) (voir [1] p156).

D’apres le théoreme (3.2.1) et la remarque (3.2.2), on peut prolonger v; par Pv; a
SN ie Pv; € WHP(SN). On refait maintenant le chemin inverse : on retransporte
(Pv;) sur Q; a laide des ; (wjl).
ie

(Poi)(pi(2)) = wilz), =€ Qi

Par la méme proposition précédente w; € WP(€;). De plus sur ;N Q, w; = u; et

lwill o,y < lullwro) -

Enfin posons
. a(x)wi(x) z €y,
0 T € RN \ Qz .

D’apres la proposition (3.2.1) i;(x) € WHP(RN), 1; = w; sur Q; et

||ai(‘r)“W17P(RN) <C ||Wi||wl,p(QmQ) <C ”UHWLP(Q) :

En conclusion on prend
p
Pu = 110 + E IVLZ'.
i=1

Le théoreme est démontré. O
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Notons que le théoreme reste valable pour H™(£2), si 2 est régulier de classe C"™.
Comme conséquences citons le théoreme de densité suivant :

Théoréme 3.2.5. D(Q) est dense dans H™(Q) lorsque Q est un ouvert borné
réqulier de classe C™.

Démonstration. On se restreint au cas m = 1.

Soit u € HY(Q). D’apres le théoreme (3.2.4), il existe un opérateur Pu € H'(RY)
qui prolonge u. Comme D(RY) est dense dans H'(RY) il existe alors une suite
(Vy)n € D(RY) telle que v, — Pu dans H'(RY). Soit u, = v, . Alors (u,), € D(Q)
et u, — u dans H'(Q). O

Notons enfin les théoremes d’injections suivants :

Théoréme 3.2.6. Soit 1 < p < 400, et Q un ouvert régulier de classe C'. Alors
. 1 1 1
1. W Q) CcLP (Q) ot —=-— — sil1 <p<N.
(@) (@) o = -
2. WP(Q) C LI(Q), Vq€ [p,+oo] sip=N.
3. WtrP(Q) C L>*(Q) sip > N.

Toute les injections sont continues. De plus si p > N, pour tout u € WP(Q)

u(x) — u(@’)| < Cllullyrpgy |z —2'|" pour presque tous x et 2’ € Q.

N _
awec a =1—— et C =C(Q,p,N). En particulier WP(Q) C C°(Q).
p
Démonstration. Soit P : WHP(Q) — WIP(RY) Popérateur de prolongement. On

applique le théoreme (3.1.3) a Pu, le corollaire (3.1.1), et enfin le théoréme (3.1.2).
]

3.3 Inégalités de Sobolev

En dimension N = 1 on a vu, au deuxieéme chapitre, que les fonctions de W™P(Q)
(Vp > 1) étaient équivalentes aux fonctions absolument continues. On a vu ci des-
sus en dimension N, que WP(Q2) C C°(Q) pour p > N. On va énoncer quelques
résultats de régularité de classe C* pour les espaces de Sobolev. Ces résultats sont
généralement connus sous l'appellation d’inégalités de Sobolev.

Définition 3.3.1. On dit que u € WP si u € W™P(Q) pour tout ouvert Q relati-
vement compact de RY.

Lemme 3.3.1. Soit K un compact de RY et u € VVl];Qp. Alors u est équivalente a
une fonction continue et

VoeK: |u(x)|<C Y | D%u(y) [

la|<m K
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Démonstration. Soit H(t) le fonction de Heaviside.

1, t > 0;
H(t):{o t <O0.

Posons H(z) = H(x1)H (z3) ... H(zy) et f={1,1,...,1}. On a alors

aN

DPH
( ) 81'181'2 .0z TN

H(r)=D°H =6

etdoncu=0+u=DHxu=HxD ie u=HsxD".

1) Supposons que suppu = K alors DPu est & support compact et D%u € LP(K).
Donc DPu € LY(K) et comme H est bornée alors H * DPu existe et est bornée. De
plus

u(z) = H(x) * DPu( /Dﬁ —1)dy.

ju(z + h) — u(z)| < / |DPu(y)| |H(z + h —y) — H(z — y)| dy.

Pour h — 0,H(x + h — y) et H(x — y) ne différent que sur un ensemble dont la
mesure tend vers 0 et donc |u(z 4+ h) — u(z)| — 0. Par suite

ol =| [ Dout e~ y)dy| < [ [DMulw)] dy < [[Du], (mes )

ie. Ju(@)| < C D%, (5+ 5 =1),
2) Si suppu est quelconque on considere une fonction 6 € D telle que suppf = K, et

f(z) =1 dans un voisinage w de z. On a alors, d’apres 1), fu est équivalente & une

fonction continue, et [fu] < C'||D?0ul|,,. Comme DGu = Y D*u.DP~0, alors
la|<B

1D%0ul, < > D0 D0 -
al<I8]

D’ou, pour z € w,

la|<N \ g
ol Cl :Cl(C,Q,DQQ). ]

Corollaire 3.3.1. Si u € W2 alors u est équivalente a une fonction de classe

loc
Ck

On peut généraliser ces résultats comme suit :
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Théoréme 3.3.1. W™P(RY) C CFRY) sim — % >k ou

zeRN |a|<k

CF(RN) = {u € C*RY) : sup sup |Du| < oo}

Démonstration. Pour p = 2. Soit u € H™(R") alors (1+ |§|2)%ﬁ(§) € L*(RY).
Soit k < m — % alors, d’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz,

2

[alentaas| < [arieh)la©rds [ (e i

N RN

—-m 1
Or / (1 + |§|2)k d¢ = /Wdf qui converge car 2(m — k) > N. Donc
1+ ¢

RN RN
k
(1+1¢[*) % () € LY(RN). Par conséquent, Vo, |a| < k  F[D%u] € LY(RY). Donc
d’apres les propriétés des transformées de Fourier, D = F~![F D%u] sont continues
et bornées et

sup |[Du| < Cllull ymgny, Vo |af < k.
z€RN

]

Corollaire 3.3.2. Soit Q un ouvert quelconque de RN. Alors W™P(Q) C €*(Q)
avec injection continue pour k < m — % ot €F(Q) est Uespace CF(Q) muni de la

topologie de la convergence uniforme des dérivées d’ordre < k sur tout compact de
Q.

Démonstration. Soit u € W™P(2) et p € D(2) alors pu € W™P(Q). D'ou pu €
WmP(RY) (le prolongement par 0 sur R¥\Q de @u). Par conséquent

puc C'RY), Vy e D).

Soit K un compact de §2. En prenant ¢ = 0 € D(Q) qui figure dans la démonstration
du lemme (3.3.1), on voit que u € C*(K). O

On peut étendre ces résultats et démontrer le théoreme suivant :

Théoréeme 3.3.2. Soit Q un ouvert régulier de classe C*. Alors W™P(Q) C C°(Q)
avec injection continue si mp > N.

Corollaire 3.3.3. Si k <m — % alors W™P(Q) C C*(Q) avec injection continue.



Chapitre 4

Espaces des traces

Ce chapitre est consacré aux opérateurs de restrictions et de traces aussi bien sur
Rf que sur le bord 992 d’un ouvert “assezrégulier. Pour une fonction f définie sur
RY on peut calculer sa valeur, par exemple, sur 'hyperplan 2y = 0, f(2/,0). Si f est
définie seulement p.p sur RY, alors f(2/,0) n’est plus définie car 'hyperplan zy = 0
est de mesure nulle, et la valeur de f sur un ensemble de mesure nulle peut—étre
choisie arbitrairement. Cependant on peut lui attribuer un sens pour les fonctions de
I'espace H*, avec k > % Comme application, une autre caractérisation des espaces
H" () est donnée apres avoir établir les formules de Green. Les ouvrages suivants
ont été utilisés [11], [10], [5] et [6].

4.1 Préliminaires

Notons d’abord que D(RY) étant dense dans les espaces W™P(RY) il en est de

méme de S(RY). Soit u(xr) € S(RY) et a(§) = /u(w)e_””§ dx sa transformée de
RN

Fourier. Posons you(x) = u(z’,0) = w(z’) ( on conserve les notations précédentes
= (2,zn),§ = (£,&N)). w(a') représente alors la valeur de u(x) sur I'hyperplan
ry = 0. Autrement dit w(z’) est la restriction de u(z) & RV~1. On dit aussi que
w(z’) est la trace de u(z) sur 'hyperplan xy = 0. Cette notion coincide donc, pour
toute fonction continue, avec la valeur que la fonction prend pour xy = 0.
Passons aux fonctions définies p.p. On sait que la transformée de Fourier est linéaire
continue, et réalise un isomorphisme de S(RY) sur lui-méme :

FHF [u(@)]) = ulw); FIFHa©))] = a©),

1 . _
ot Fa()] = 20~ /ﬁ(f)eléxdﬁ. Par conséquent 'opérateur (27)2 F est uni-
T
RN
taire sur S(RY) c’est a dire qu’il réalise un isomorphisme isométrique de S(RY)

dans lui-méme, lorsqu’il est muni de la structure pré-hilbertienne de L? car
lallze = @m) [lull7. -

La démonstration de la proposition suivante est une simple vérification.
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Proposition 4.1.1. Soit p(2/,xy) € S(RY). Alors

o(x') = /cp(x/,xN)de c S(RVY).

R

Comme conséquence on obtient une formule pour le calcul de ().
Comme p(x) € S(RY) alors

1 .
Pwan) = FEE) = g [ A€ e e
]RN
1 . 1 P iENEN ,
= @or / et %/90(57&\/)@ ey | g
RN-1 R
Dot p(.0) = q0ple) = o [ e 5 [ EEL e den | de' Comme
RN-1 R

P(€,€En) € S(RY) alors d’apres la proposition précédente
n /@(f',&v) déy € S(RY™Y) et donc yop(x) apparait comme la trans-

formée de Fourier inverse de la fonction $(¢') en dimension N — 1. Ce qui veut
dire que la transformée de Fourier (en dimension N — 1) de yop(x) est (&) =

1 A~ !
T

R
On a aussi

Proposition 4.1.2. Soit (2, xy) € S(RY). Alors
1 ~ _
1. %/w(ﬂ&v) déy € SRV,
R

2. Fhupla)l€) = 5= [ € 6x) dew.

R

Théoreme 4.1.1. Soit | > % Alors il existe une et une seule application linéaire

et continue de H'(RYN) dans H'=2(RN™1) dont la restriction & S(RY) coincide avec
0. Cette application sera notée encore par .

Démonstration. Par densité il suffit de prouver que si u € S(RY) alors you vérifie
oty g1y < €l
ol ¢ est une constante indépendante de u. Soit yu(x) = w(z’), montrons que

(1+1&1)3(-2)5(e) € L2RNY),

[ ()

RN-1

c’est a dire

NI

B(&)]° de’ < 0.
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1

Comme ©(¢') = %/ﬁ(f’,&v)d&v, alors

R
2

ol sy = [ (141€R) 7 o [ ey | ae.

RN-1 R

A 1 1 2 % A~ ~!
/Uf En)dEn _%/m(l‘i‘\ﬂ )2 (g, En)| dén.
R

L
Comme u € S(RY) alors v € H'(RY) et donc (1 + |¢] )2 u(¢) € LA(RYN). Do

BEP < 5 [ ( e [ (L1 @€l de.

(2m)? Jo(+leP)
1 &N
Posons [ = | ———déy et t=———=— alors
R/(1+\5|2)l V1 lep?

B 1 | A 1 dt
I‘/( 2) (L + 82 A 2“/(1+t2)"
R

1+ ¢ (1+1€) >4
dt
Comme [ > % alors l'intégrale / (1"‘—752)[ converge ( vers A) . Par suite
R
/ N / A (¢! /
[ asierrtperas < oo [ iy e e dsvae
RN-1 RN-1 R

c’est a dire
5 A
)t gy < € ey ot €= 5

Le théoreme est établi. O

Définition 4.1.1. o : H/(RY) — H'"2(RN1) est appelée opérateur de trace ; ~ou
est appelée trace de u € HY(RYN) sur I’hyperplan xy = 0.
Remarques 4.1.1.

1. La condition [ > l est essentielle.

2. %05 & 36 0lhwtlly g sy < llary

3. La notion de trace qui intervient dans la pratique est celle sur la frontiere du
domaine.
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4.2 Trace des fonctions de H'(RY) sur la frontiére

Commencons par la proposition suivante :

Proposition 4.2.1. L’application ¢(z',xn) — (2/,0) définie de D(@) dans
D(RY1) se prolonge par continuité de H*(RY) dans L*(RY~1). De plus

||u(x/7 O)HLQ(RN—l) S HUHHI(R_‘A_]) 9 Vu E H]-(Rf)
Démonstration. Comme D(RY) est dense dans H'(RY), il suffit de vérifier cette

inégalité pour tout ¢ € D(RY). Posons G(t) = |t|t, te Retw(zy) = Gl zy))
pour ¢ € D(RY). Par un raisonnement déja utilisé dans le chapitre 3 on voit que

400
0
W(xy) =2|e(@, zN)| a—gp(m’,xN) et donc w(x) = — / W' (t)dt.
T
N 2
+oo 9
Do, w(zyn)=|e(@,zn)| (@, xn) = — / 2 |p(a ) t)] a(p(a:’,t)dt. Par conséquent
TN
+00 P
lw(zn)| = e, zy)]> = |- / 2|2, 1)) Egp(m’,t)dt . D’apres l'inégalité de Cau-

TN
chy Schwarz suivie de 'inégalité de Young on obtient :

+oo +o0o
a 2
o OF < [ 1ot o) doy + [ |oTolet o) o,
TN
0 0
D’ oll, en intégrant en 2’ sur RV -1, ||S0(I‘/,O)||§/2(RN71) < ||‘P||§{1(Rﬁ)' O

L’analogue du théoreme précédent est donné par :

Théoreme 4.2.1. Soit | > % 1l existe une application linéaire et continue de
HY(RY) sur H'=2(RN1) unique prolongement de o, définie de S(RN) dans
S(RN=1Y). Elle est encore notée o, et est appelée application trace de H'(RY) dans

Hl_%(RN_l).

Démonstration. D’apres le théoréme (3.2.1), il existe un opérateur P : H'(RY) —
HYRN) linéaire et continu tel que :

L Pujgy =u, Vu€ H'(RY).
Soit u € H'(RY) et v = Pu € H(RY). On a alors, d’aprés le théoréme (4.1.1),

Yov € H=2(RV=Y) et ||ov]| < c|lvll gigw)- D’autre part

HI-3(RN-1)
1l @y = 1Pl gy < ellull gy -

Par conséauent, [[7001] - sy < K [l e - 0
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L’opérateur de trace 7y est unique comme prolongement linéaire et continu de 7y :
S(RY) — S(RN1). Ceci découle de la proposition précédente, puisque D(RY) est
dense dans H'(RY).

Définition 4.2.1. On pose yu = yv(= Y Pu). you est alors appelé trace de la
fonction u de H'(RY).

4.3 Cas des ouverts réguliers

On se restreint aux ouverts bornés € réguliers de classe C! et aux fonctions de
H'(€2). On sait alors que D(Q) est dense dans H'(2) ( D() est dense dans H'(Q2)).
On peut alors généraliser les théoremes précédents.

Soit I' = 0€). Notons par do la mesure induite sur I' par la mesure de Lebesgue dz
dans RY. Pour cette mesure do on définit 'espace L?(I") muni de la norme

2

ey = | [ ) o
r

Avec les notations du chapitre 3, et le théoreme de la partition de I'unité on vérifie
que

—_—

ue L) & ((oziu) o (pi_l) (€,0) € L*RY™Y, Vi=1,2,...,p,

ot (a;u) o ;* est le prolongement par 0 de (oyu) o ¢; ! dans
RN_l\{f/ c RN_l, |€/| < 1}7

i.e. en dehors de la boule ouverte unité de RV~!. De plus

1
p 2 2
{Z LQ(RN—I)} ’

i=1
définit une norme équivalente & [[uf| ;o) donnée ci ~dessus (voir [11]).

(au) o ;!

Théoréme 4.3.1. L’application ¢ — o = Yo définie de D(Q) dans L*(T) se
prolonge par continuité en une application linéaire continue de H*(QY) dans L*(T)
(notée encore ).

Démonstration. 1) il existe une constante ¢ > 0 telle que quelle que soit

u € D(Q) : [[oull 2y < cllull gy -

En effet, posons v; = (qu) o ;' i =1,2,....,p. On a alors, d’aprés la proposition
(4.2.1)
15:E ) ey < Nl ey -
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D’autre part, il existe ¢; > 0 telle que [[Uil| gy < ¢il|ull g1 (), daprés les pro-
priétés de ¢; et ay;. Par conséquent

10N L2v—y < cillull ey -

Comme |[v;(§') || j2(rn-1y est équivalente a la norme de L*(T) il suffit de prendre

1
p 2
_ 2
c= E G| -
i=1

2) Comme D(Q) est dense dans H'(2) le théoréme est alors établi, par passage a la
limite. [l

Remarque 4.3.1. Les résultats précédents, concernant les théoremes de prolon-
gement de H'(Q) & H'(RY), de densité de D(Q) dans H'(Q), la continuité de
l'opérateur de trace H'(Q2) dans L?(T') restent valables pour les ouverts bornés dits
réguliers de classe C'' par morceaux. On appelle ainsi un ouvert borné Q de R¥ tel
que
1) ¢i(;NQ) =B NC;.

ou By est la boule ouverte unité de RN et C; est soit RY, soit un cone ouvert de
RY soit le complémentaire d'un cone fermé de Rf .

4.4 Applications du théoreme de trace

Comme application on caractérise les espaces H{"(€2).

Théoréme 4.4.1. Soit Q un ouvert borné de RN régulier de classe C'. Alors
H}(Q) = Kery, ou v : H'(Q) — L*T) est l'opérateur de trace sur T = 0.
Autrement dit

Hy(Q) = {ue H(Q);vou=ur=0}.

Remarque 4.4.1. Ce théoréme reste valable pour € régulier de classe C' par
morceaux.

Démonstration. 1) Soit u € HJ (). Alors, par définition, il existe (¢,), C D(Q)
telle que ¢, — u dans H'(Q2). Comme (p,), € D(Q) alors ¢, = 0 et donc, par
continuité de 'opérateur de trace g : Yon — You dans L*(T'). Par suite you = 0.

2) Soit u € H*(RY), telle que suppu compact dans RY et u(2’,0) = 0. Montrons
que u € Hj(RY). Soit @ le prolongement de u par 0 dans RV\RY. Vérifions que
o Ou

le résultat suivant dont la démonstration sera faite apres celle du théoreme.

Lemme 4.4.1 (Formules de Green). Soit u,v € H'(RY). Alors

ov ou
1. U oz, de = — oz,

N N
RY RY

i=1,2,....N au sens des distributions, et donc u € H'(RY). Utilisons

vde 1=1,2,...,.N —1.
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2. uﬁ dmz—/ﬂvd:r— / u(2’,0)v(z’,0) dz’

RN RN RN-1

Considérons alors ¢ € D(RY) et donc p € HY(RY). Par suite

ou Op .
<a—xi,g0>——< aIZ> /8xldx 1=1,...,N.

Pouri=1,..., N — 1, et d’apres le lemme on a :

9 N[O e u

Y
ou  ou
i. = i =1,..,N—1.
e 0:(:1 8567;7 ’ _ T
Pour i = N on a ﬂ, Y )= /ua—w dz et donc, d’apres le lemme
ory Orn
sy
o Ou [ ou
(o) = [ grplonte [ ule0)pta'0)do —<%,s&>,
RY RN-1

. o du
car u(z’,0) = 0, par hypothese . Par conséquent, au sens des distributions, Frole
T

0 ~
= HY(RM). Donc u € H}(RY).
x

i
3) Soit v € HY(Q) telle que v = 0. Par cartes locales adéquates et partition de
I'unité on se ramene au cas précédent. O

Démonstration. du lemme.
1) Soit u,v € D(RY)

a)
—+00
av .
dr = dm N da:’ dx Vi, i=1,. -1
Z 7 )
8:701 890,
N—-2

ou x'y = (1, T, T3, ..., Ti—1, Tix1,- .- Ty—1). Comme

ov oo ou , ou
/uaxidxi =uv ;2 —/va—xidxi = —/ &'Eldx“
R R

R
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puisque u, v € D ) alors /
3@

ov , v
/u%dx = /d:v /u%d@v

+

b)

2) Soit u,v € H'(RY). 1l existe alors (©n)n, (¥m)m € D(]R ) telle que ¢, — u et
Y, — v dans H'(RY). De plus d’apres 1)

/gonaawmdx— /z/;maw"dx Viji=1,... N—1,

8[Ei
RN
et 9 P
[ et / tngitde = [ (el O (e’ )i’
Oz N
RY RN -1
1N 2N Opn _ Ou
Comme ¢,, — v dans H'(RY'), alors ¢, — u dans L*(RY) et o Da
Ly i

On a un résultat analogue pour v, et v. Par suite

v B ov O, Oy,
/uaxidx = /(u—gpn—i-gon) (a—xz— oz, + 8xi)dx

+ + (4.1)
- / oo e o (20 o) L On
Y
De méme
ou B ou  Op, 0Op,
RY RY
4.2)
B ou  Jyp, 0Py, (
- /{( ) (axi‘ 8$i)+wm8xi}dx'
=Y

a) Supposons i < N — 1 et ajoutons (4.1) et (4.2) membre & membre. On obtient

v ou ov ou
/ ( oz, —H}axi) dx:/(u—gon)a—%dx—i-/(v—wm)a—xidx

N N N
RY RY RY

v O Ou  Dpn O Don
+/<Pn (8_% Jz; dm) ot /¢m (3_331 Oz, > da:—i—/ <<Pn Oz T m oz; dr.

RY RY RY

(4.3)
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Le dernier terme est nul. Par suite
2

av ) 81}
— < —
N Rﬁ

2
dx — 0, quand n — +00,

N
+ RY

ou
axi

ov

car dr — 0 pour

€ L*(RY) et ¢, — u dans L*(RY). De méme /(v — Ym)

N
R+

X

m — +oo. En outre

2

81} G@Dm 2 a'U 8¢m
/@n (a_xz_ 0x; dx) = /|S0n| dx/‘axi - Ox;
N RY RY

+

2
dx .

0, ov

—

Comme ¢, € D(RY) et donc dans L2(RY) et 5 3 dans L*(RY) alors ce
ZT; ZT;

terme tend aussi vers 0. De méme pour le terme restant. Par conséquent, par passage
a la limite on voit que

0 0
ua;}idx:—/va;idx pour i < N — 1.
RY RY

b) Ecrivons les inégalités (4.1) et (4.2) pour i = N et ajoutons membre & membre.
On obtient la relation (4.3) avec i = N.

Le dernier terme / gonaw—m + wm% dx n’est pas nul. Il vaut :
&vN aCL’N
Y
— / O (2, 0) (2, 0)d2’ = — / Y0Pn (T)YoUm(x)dz" — — / You(z)yov(z)da',
RN-1 RN-1 RN-1

car l'opérateur 7o est continue de H'(RY) dans L*(RN™') et donc Yo — 7ou,
Yo¥m — Yov. De plus

/ (YouYov — Yo YoUm) = / (You — Y0Pn) Y0V — Yo@n (YoUm — Yov) -

RN-1 RN-1

D’ou
2

/ (You — Yon)Yovdz'| < / |you — 70g0n|2 dz’ / |70v|2 dz’ — 0.

N-1 RN-1 RN-1

De méme / Y0Pn(YoWm — Yov)dz' — 0. Par conséquent

RN-1
uﬁdac+/vaa—udx: — / w(a’,0)v(2'0)dz’.
RN RN RN-1

Le lemme est completement démontré. O
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Désignons par v la normale extérieure a 2 et soit v; = cos;, v; étant 'angle que
fait v avec 'axe Oz;. On peut alors généraliser le lemme (4.4.1) comme suit :

Théoréme 4.4.2 (Formule de Green). Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*
par morceaux. Alors, pour tous u,v € H' (2

)
83:1 /&Ezvdx /vuzda 1=1,...,N.
r

Démonstration. Soit u,v € H'(2). Comme D(Q) est dense dans H'(Q) il existe
(@n)ns (Vm)m € D(Q) telle que p, — u et ¥, — v dans H'(Q). Pour les fonctions
Yn, Ym on applique la formule classique d’intégration par parties :

0 n m ..
/ 4 wm = /Spn (;i’ d-T‘l‘/QOnwml/ZdS, VZ,ZZLQ,...,N.
Q

Q r

Q

Exactement comme dans la démonstration du lemme portant sur les formules de
Green on procede a un passage a la limite dans la formule précédente pour établir
le théoreme. O

Soit 2 un ouvert borné de frontiere I' régulier de classe C'* par morceaux, et soit

0

u € H?(Q). On peut alors définir non seulement you = wr mais aussi o (au> _
L

0 ) 9

a;i - &Z € H'(Q) et on sait que v (a;i) € L*(T"). De plus la fonction

0
ViYo ( 8::) € L*(T) car v; € L>(T). Par conséquent la dérivée normale

car

e L*(I).

N
Z yl 8:6@

On a alors le théoreme suivant :
Théoréme 4.4.3. Soit Q un ouvert borné de classe C* par morceauz. L application

v: D) — L) x L*T)
u = (You,mu)

0 0
ot YU = Yo (8u> TN se prolonge en une application de H*(QY) dans L*(T") x
v

ovlr
LA(T).

Cependant si € un ouvert borné régulier de classe C? par morceaux ce prolongement
est unique, car dans ce cas D(€) est dense dans H?(). Par analogie si £ un ouvert
borné régulier de classe C"™ par morceaux 7 se prolonge de maniere unique en une
application linéaire et continue de H™({2) dans [L?*(T")]™. Comme conséquence on a
la formule de Green.
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Corollaire 4.4.1. Soit Q un ouvert borné régulier de classe C' par morceauz de
frontiere T. Alors Yu € H*(Q),Yv € H'(Q) on a :

ou 0v ou
/ (Au)vdr = Z/ oz, axz avda.
r
. _ N 9%y ) ou .
Démonstration. Au = ZF Comme u € H?*(Q2) alors o € H'(Q) et donc,
i=1 0T; T
d’apres le théoreme (4.4.2)
0%u ou Ov ou
a:C%vdx = — oz, 8xidx+ / oz, do.
Q Q r
D’ou
N ou Ov
—/Au.vd:ﬂ:Z/axi 8$zd —/—vda
Q =19
ou N Ou
7 O
car o ; o7, v



Chapitre 5

Applications

Dans ce chapitre on expose, de maniere gérérale, les méthodes hilbertiennes et la
formulation variationnelle de certains problemes aux limites. On étudie, de maniere
particuliere, différents problemes de Sturm—Liouville ainsi que le probleme homogene
de Neumann pour le laplacien. Les ouvrages [3] et [1] ont été utilisés pour la rédaction
de ce chapitre.

5.1 Méthodes hilbertiennes. Formulation variation-
nelle

Soit V' un espace de Hilbert réel.

Définition 5.1.1. Soita: V x V — R une forme . On dit que
i) a est bilinéaire si elle est linéaire par rapport a u et v (Vu,v € V).
i) a est continue s’il existe une constante M > 0 telle que

la(u, )| < M{lully vl Vu,0eV.

iii) a est elliptique ou ceercive (ou encore définie positive ) s’il existe une
constante o > 0 telle que

VueV, a(u,u)>alul?.

Lemme 5.1.1. Soit a(.,.) une forme bilinéaire, continue et elliptique sur V. Alors
il existe un isomorphisme A € L (V) tel que

a(u,v) = (Au,v)y, Vu,veV.

Démonstration. Soit v € V fixé. L’application v — a(u,v) est alors une forme
linéaire et continue sur V. D’apres le théoreme de Riesz (cf. Rappels), il existe un
élément unique @ € V' tel que a(u,v) = (4, v).

Posons @ = Au et montrons que A est linéaire , continu et bijectif.

Pour tout uy,us,v € V, on a:

(A(u1 + Ug), U)V = (Umz,v)v = CL(Ul + UQ,U)
= a(uy,v)y + aluz,v)y = (Auy,v)y + (Aug,v)y
= (Au1 -+ AUQ,’U)V.
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D’ou A(Ul + UQ) = A’LLl + AUQ.
De méme

VA € R, Vu,v € V (A(Au),v)v = a(Au,v) = Aa(u,v) = AM(Au,v)y.

ie. A(Mu) = MAu. Donc A est linéaire.
L’opérateur A est continu. En effet, comme af(.,.) est continue alors

Au, v a(u, v
Jull, = sup LA g 10Oy

oo vl w0 olly

ou M est une constante positive.
Puisque a est elliptique et A est continu, alors pour tout u € V'

allully < alu,u) = (Au,w)y < || Aully |ully

1.e.

lAully > allull, V€ V. (5.1)

D’ou Au = 0 = u = 0. Par conséquent A est injective. Pour montrer que A est
surjectif ie. Av = ImA = {A(z) /x € V} = V on utilise le théoréme de la
projection (cf. Rappels).

i) Soit y € AV < J(v,), € V 1 Av,, — y. Par suite, d’apres I'inégalité ( 5.1), on a
[AWn = vm)lly 2 al[on = vmlly -

Donc (vy,)n est de Cauchy et par suite (v,), converge vers v € V. Puisque A est
continu alors Av, — Aw. Par conséquent y = Av i.e. AV C AV. Donc AV est
fermé.

ii) Soit 2 € (AV)*, on a:

0=(Az2) = a(z,2) > a|z|’

et donc z = 0, c’est & dire (AV)* = 0. Par conséquent A est surjectif.
Donc A est une bijection de V sur V. Posons u = A™'v.  ie. Au=.
L’inégalité (5.1) s’écrit

1
Jatolly <= lelly, Voev,

i.e. A7 est borné, et donc continu puisqu’il est linéaire car A est linéaire. O
On a le théoreme suivant :

Théoréme 5.1.1 (Lax-Milgram). Soit a(.,.) une forme bilinéaire, continue et el-
liptique sur V. Soit H un espace de Hilbert tel que V' C H avec injection continue.
Alors léquation a(u,v) = (f,v)g, pour tout v € V, admet une solution unique
u €V pour chaque f € H.
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Démonstration. La forme définie par :

V —- R
v = (f)U)H

est linéaire et continue. En effet, puisque par hypothese, il existe une constante
C > 0 telle que : ||v||; < C|vll,,, Vv eV, alorson a

|(F )l < g ol < CHF A ol -

Donc, d’apres le théoreme de Riesz, il existe f; unique de V tell que

(f,v)u = (fr,o)v, YveV. (5.2)

Comme précédement, on pose f; = Jf. L’équation (5.2) équivaut donc a
a(u,v) = (Jf,v)y, YvelVl.

i.e. d’apres le lemme (Au,v)y = (Jf,v)y, Vv € V ou encore Au = Jf = fi qui
admet une solution unique u = A1 f;. m

Dans beaucoup de cas a(u,v) = (f,v)g se ramene a un probléme d’optimisation.
Soit af.,.) une forme bilinéaire symétrique sur V.

Posons J(u) = §a(u, u) — (f,u), on a alors

Théoréme 5.1.2. Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue elliptique et symétrique
sur V.. Alors le probleme de minimisation J(u) = mi‘r/l J(v) admet une solution
ve

unique qui est la solution du probleme suivant :
pour toute f donnée, trouver u € V' tel que

a(u,v) = (f,v), YveV.

Démonstration. Soit u € V' la solution de ce dernier probleme. Cette solution existe
et est unique d’apres le théoreme (5.1.1). Soit v quelconque dans V. On a alors

J(u+v) = la(u%—”u,u%—v)—(f,u+v)
= —{a(u,u) + a(v,v) + 2a(u,v)} — (f,u) — (f,v)

= 5 la(u,u) +a(v,v)} + (a(u, v) = (f,v)) = (f,u)
1
= J(u)+ §a(v,v) car a(u,v) = (f,v).
Comme a(.,.) est elliptique, alors il existe v > 0 tel que Yo € V,  a(v,v) > o||v|?
et donc o
J(u+v) > J(u)+ 2 ol

On voit donc, en posant u+v = uy, que pour toute u; € V, u # uy = J(uy) > J(u).
C’est a dire que u réalise le minimum de J. O
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Remarque 5.1.1. Le théoreme précédent explique pourquoi le probleme de la
résolution de 1'équation a(u,v) = (f,v) est appelé probléme variationnel.

Pour ramener ’équation a(u,v) = (f,v)y, Vv €V aléquation Au=f, feH
on utilise le théoreme suivant :

Théoreme 5.1.3. Soit a(.,.) une forme bilinéaire, continue et elliptique sur V. Soit
H tel que V C H avec injection continue et V dense dans H. Alors ’équation

a(u,v) = (f,v)y, Yv eV, (5.3)

équivaut a Au = f, pour tout f € H, ou A est un opérateur linéaire ( non borné en
général) de domaine D(A) C V.

Démonstration. Soit D ={u eV :3C, >0:Yv eV |a(u,v)| <C,|v|y} ie

u € D < v a(u,v) est continue sur V' pour la norme (induite) de H.

D est un sous—espace vectoriel non vide puisqu’il contient la solution de I’équation
(5.3).

Soit uw € D. La forme linéaire continue v — a(u,v) définie sur V' peut, d’apres le
théoreme de Hahn—Banach, étre prolongée en une forme linéaire continue a tout H
et, d’apres le théoreme de Riesz, c’est le produit scalaire d'un élément u € H avec
vie. a(u,v)=(a,v)y.

Posant @ = Awu on définit ainsi 'opérateur A de domaine D(A) = D. Si u € D est
solution de I'équation (5.3) alors

YoeV, a(u,v)=(Au,v)g = (f,v)m,

et comme V est dense dans H alors Au = f. m

5.2 Problémes de Sturm—Liouville

Le probleme de Sturm-Liouville simplifié est étudié ici, a titre explicatif seule-
ment.
1) Considérons le probleme de Sturm-Liouville avec des conditions aux limites de
Dirichlet homogenes :

{ —u'+u=f  suQ=(01) (5.4)

u(0) = u(1) =0,

ot f € C°0,1). B
Une solution classique de (5.4) est une fonction u € C*(Q2) qui le vérifie.

Définition 5.2.1. On appelle solution faible du probleme (5.4) une solution au sens
des distributions i.e. une fonction u € HY(Q) qui doit vérifier

<_u”7 (10> + <ua 90> = <f> 90> ) VSO € D(Q>7

et donc, par densité, pour tout p € HL().
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Proposition 5.2.1 (existence et unicité de la solution faible). Soit f € L*(Q). I
eziste alors un unique u € HL(Q) vérifiant

1 1 1

/u'v'dw+/uvdm—/fvda:=0 Yo € HX(Q). (5.5)
0 0 0

1
Démonstration. Posons H = L*(Q),V = HX(Q), (f,v) 2@ = [ fodz et
0

1 1

a(u,v) = (u,v) i) = /u'v' dr + /uv dr.

0 0

Appliquons le théoreme (5.1.1) : I'équation a(u,v) = (f,v)y admet pour tout v €
H!(Q) une unique solution u € H!(2), pour chaque f € L*(Q). O

Remarque 5.2.1. Comme a est symétrique, alors on peut appliquer le théoreme
(5.1.2). La solution u réalise le minimum de J(v) ou

1 1

J(v):%a(v,v)—(f,v):%/{v'2+02} dx—/fvdx.

0 0

Proposition 5.2.2. Toute solution classique est une solution faible.

Démonstration. Soit u une solution classique du probleme (5.4). Multiplions la
premiere équation de (5.4) par une fonction ¢ € D(2) et intégrons par parties.

On obtient
1 1 1

/u’gp’dw—l—/ugpdx:/fgodx,
0

0 0

1
ie. /(u’go’ + up — fy)dx = 0 et donc, par densité, on obtient I’équation (5.5). O
0

Proposition 5.2.3. Toute solution faible u € H(Q) est réguliere en ce sens que
u € H*(Q). De plus st f € L*(Q)NC%Q) la solution faible u est dans C*(QQ), et est
alors la solution classique.

Démonstration. 1) Soit u € H!(2) la solution faible. Alors u € H?(2).

En effet on a :
1 1

/u’go’ dr = /(f —u)pdr, Yy € D),
0 0

et donc, comme f —u € L*(Q), ' € H'(Q). Par conséquent u € H*(Q).
2) Si f € L*(Q) N C°(Q). Posons w = o/, alors w € H'(Q) et o' € C°(Q). Donc

w € C1(Q) comme connu. i.e. u € C?(Q).
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3) Cette derniere solution faible u € C?(Q) est la solution classique

En effet .

/(—u” +u— flpder =0, VYpeD)

0
alors, par densité de D(Q) dans L2(Q), on a : —u" +u — f 2 0ie —u" +u = f,
grace a la continuité. O]

Sturm Liouville (général)

2) Considérons le probleme suivant :

{ —(pu') +ru +qu=f, sur Q= (0,1);

w(0) = u(1) = 0, (56)

ott les fonctions p € C1(Q),q,r € C°(Q), f € L*(Q) sont données.
Ce probleme se ramene, par changement de fonction, au cas avec r = 0 et pour lequel
on peut appliquer le théoreme (5.1.1) sans probleme de minimisation. En effet, soit

R une primitive de —. Posons ¢ = e~ et multiplions la premiere équation de (5.6)

par ¢ on obtient :
—Cpu” = (p'u’ + Cru’ + Cqu = (f,
ou encore
—(Cpu')" + Cqu=¢f car {'p+Cr=0.
3) Considérons le probleme de Sturm—Liouville avec des conditions aux limites de
Neumann homogenes :

{ —u fu=f,  surQ=(0,1); (5.7)

uw'(0) =u'(1) = 0.

Ici u(0) et u(1) sont des inconnus et on ne peut pas travailler dans H!(£2) comme
ci—dessus.

Proposition 5.2.4. i) Pour tout f € L*(Q), il existe u € H?*(Q2) unique solution
du probléme (5.7). B
i) Si f € C°Q) alors u € C*(Q).

Remarque 5.2.2. On peut préciser que u s’obtient par un probleme de minimisa-
tion.

Démonstration. Soit u solution classique du probleme (5.7). Alors

1 1 1
/u'@’dx—l—/wpdx:/fgodx Y € D(Q),
0 0 0

et donc, par densité,

1 1 1
/u’v’dm—i—/uvdm:/fvdx, Yo e HY(Q).
0 0 0
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On applique le théoreme (5.1.1) avec H = L?(Q2), V = H*(Q) et
1 1

a(u,v) = /u’v’ dxr + /uv dz. 1l existe alors u € H'(Q2) unique tel que

0 0
a(u,v) = (f,v)12@), Vv e H'(Q).

Comme précédemment et de la méme maniere v’ € H*(Q). i.e. u € H*(Q) ( c’est la
régularité de la solution faible). Retournons a la solution classique.
Soit u € H?(Q) la solution faible i.e.

1 1 1

/u'v'dm+/uvdx:/fvdx Yo e HY(Q).
0 0 0

On a alors u' € H(Q) et v € H'(Q2), et donc v/, v sont équivalentes & des fonctions

absolument continues. De plus (u/v)’ existe presque partout et (u'v)" 2 u’v + u'v'.
1

1
D’ou / u'v dr + / u"vdr = u'v |§. Par conséquent, 1’équation ci-dessus donne
0 0
1
/(—u”v +uv — fv)dr +u'(1)v(1) — 4 (0)v(0) =0, Vv € HY(Q).
0
En particulier, pour v € H}(2) on obtient :
1
/(—u"v +uv — fv)dr =0, Yo e HX(Q),
0

et donc aussi quelle que soit v € D(Q). D'ott —u” +u — f £ 0. Par suite
o' (1)v(1) — ' (0)v(0) =0, Vv e HY(Q). Donc «/(0) = /(1) = 0. O

5.3 Probleme de Neumann pour le laplacien

Soit € un ouvert borné régulier de RY. On considere le probleme suivant :

{ —Au+u=f sur ),

ou o, (5.8)

o
oul' =00 et f est donnée.
Une solution classique de ce probleme est une fonction u € C?(Q) qui le vérifie.

Définition 5.3.1. On appelle solution faible du probléeme (5.8) une fonction u €
HY(Q) vérifiant :

(Vu, vU)L2(Q) + (u, U)L2(Q) = (/, U)L?(Q) ., Yve HY(Q).
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Proposition 5.3.1. Toute solution classique est solution faible.

Démonstration. D’apres la formule classique de Green, pour u € C?(Q) et v € C*(Q)

on a 5
/UAudx—/v—u da—/Vqud:L‘.
v
Q r Q
N Ou Ov ) _ . .
VuVo =) 5. 9 . On voit que si u est solution classique alors u est d’abord
i=1 O; O

dans H'(Q) et ensuite

/v(—Au) dr = /Vqu dx,
0

Q

c’est a dire /v(f —u)dr = /Vqu dr, ou encore
Q Q

/uvd:v—i—/Vqudx—/fvdx, Yo e C1(Q).
Q

Q Q

Comme D(Q) est dense dans H'(2) et D(Q) C C'(Q), alors le résultat précédent
reste valable quelle que soit v € H'() . O

Proposition 5.3.2 (Existence et unicité). Pour tout f € L?(Q), il existe une solu-
tion unique uw € H*(Q) du probléme de Neumann.

Démonstration. On pose a(u,v) = /VUVU d:zH—/ uv dx et on applique le théoreme
Q

Q
(5.1.1) avec V. = H = H'(Q). O

On peut étudier la régularité de la solution faible. Soit €2 un ouvert borné régulier
de classe C? ( ou bien © = RY). On a alors (voir [1])

Proposition 5.3.3 ( Régularité de la solution faible). Pour f € L*(Q) la solution
faible du probléme de Neumann est dans H*(). De plus, si Q est de classe C™2
et f € H™(Q) alors la solution faible du probléme de Neumann est dans H™2(Q).
En particulier, sim > § cette solution est dans C*(Q).

Retournons a la solution classique. Soit u la solution faible du probleme de
Neumann de classe C?(2) (c’est le cas de m > &). On a alors, d’'une part, la
formule classique de Green

/(Au)vdx:/%vda—/Vqudx, Vv e CHQ).
v
Q T Q

et, d’autre part, /VUVU dx + /uv dr = /fv dr, Yv € C*(Q) (elle est réalisée

0 Q 0
pour tout v € H'(Q2)). D’olt

du _
(—Auw)vdr + [ wwdr+ | —vdo = [ fvdr, Yve CYHQ). (5.9)
[ fuiee [ |

Q Q
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Par conséquent si v € C}(Q) (i.e. v & support compact ) on obtient :

/(—Au—i— u— flvde =0, YveClQ)

Q

et donc —Au 4 u = f sur Q. Par suite, la relation (5.9) donne

ou _

— = cHQ
/ayvda 0, YveC(Q)),
T

et donc a—‘ =0.
vir
Remarque 5.3.1. Comme a(u,v) est symétrique la solution u réalise, d’apres le

théoreme (5.1.2), le minimum de

J(v) = %G(U,U)—(fav)
— %{ﬁ:l/ (;:)2 dw+/(v(x))2 dx —/f(x)v(w)dx
Q Q
_ %/qwuqﬂ) da:—/f(a:)v(a:) dz



Conclusion.

L’objectif visé sur les espaces de Sobolev est achevée. Cette étude est utilisée
pour la résolution des problemes aux limites elliptiques, des problemes d’évolution
(chaleur, ondes,. . .) et d’autres problemes. Elle est également utilisée dans la théorie
des opérateurs pseudo—différentiels, et constitue la base essentielle pour introduire
d’autres espaces fonctionnels.
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