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Abstract.

In this thesis we expose some knowledge and main properties of unbounded linear operators
from a Hilbert space to another Hilbert space. We started with some preliminaries on the
Hilbert spaces. The second chapter of this memory is devoted to the study of the general
fundamental properties of unbounded linear operators of a Hilbert space. The third chapter
of this thesis, we are interested in semi-groups of linear operators on Hilbert spaces, as an

application on unbounded linear operators.

Key words :
Bounded operator, unbounded operator, uniformly continuous semi-group, strongly conti-

nuous semi-group, infinitesimal generator.



Résumé.

Dans ce mémoire on expose quelques connaissances et propriétés principales des opé-
rateurs linéaires non-bornés d’un espace de Hilbert vers autre espace de Hilbert. On a
commencé par quelques préliminaires sur les espaces de Hilbert. Le deuxiéme chapitre de
ce mémoire est consacré a ’étude des propriétés fondamentales générales des opérateurs li-
néaires non-bornés d’un espace de Hilbert. Le troisiéme chapitre de ce mémoire, on s’intéresse
aux semi-groupes d’opérateurs linéaires sur les espaces de Hilbert, comme une application

sur les opérateurs linéaires non-bornés.

Mots clés :
Opérateur borné, opérateur non-borné, semi-groupe uniformément continus, semi-groupe

fortement continu, générateur infinitésimal.
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Introduction.

La théorie des opérateurs non bornés a connu un immense progrés, depuis un siécle déja,
avec la vulgarisation de la théorie des perturbations établie principalement par Kato (voit
[11]), pour les opérateurs fermés, puis par Kato et Rellich pour les opérateurs auto-adjoints.
Depuis, la théorie des opérateurs non bornés a connu des efforts sans relache pour mettre a
loeuvre des outils permettant des dégager toutes les difficultés lices & cette classe. Les opé-
rateurs fermés, sujets d’investigation, viennent souvent de domaines différents (mécanique
quantique, analyse semi classique, EDA, EDP,...) mais rassemblent les propriétés mathéma-
tiques liées a la terminologie Théorie des opérateurs". Le prototype de I'opérateur non borné
est application linéaire T': Hy — Hy d’un sous espace linéaire D(T) C H; le domaine de T
a lespace Hy. Contrairement a la convention habituelle, ne peut pas étre défini 'opérateur
T sur tout 'espace H;.

La théorie des équations différentielle a coefficient opérationnels non bornés, dans les espaces
de Banach est apparue et a commencé a se développer intensivement dans les années cin-
quante dans les travaux fondamentaux de E. Hill [9] et K. Yoside |21]. Par une méthode de
la théorie des semi-groupes qui se développait remarquablement pendant cette période, a été
construire de résolution du probléme de Cauchy pour une équation différentielle homogeéne

de premier ordre & coefficient opérationnel A ne dépendant pas de ¢ :

Dans ce travail nous étudions quelques propriétés de facon simple de la théorie des
opérateurs non-bornés, et comme une application de ces opérateurs, on s’intéressera aux
semi-groupes d’opérateurs linéaires sur les espaces de Hilbert.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :
Dans le premier chapitre on va donner les éléments de base de I'analyse fonctionnelle : es-
paces de Hilbert, les opérateurs linéaires , les opérateurs bornés avec leurs propriétés, leur

adjoint.
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Dans le deuxiéme chapitre on présente la théorie élémentaire des opérateurs non bornés et
leurs propriétés, en particulier celle des opérateurs fermés, extensions, fermables et aussi
I'opérateur adjoint, symétriques et auto-adjoints d’'un opérateur non borné dans les espaces
de Hilbert.

Dans le troisiéme chapitre on présente les semi-groupes d’opérateurs linéaires comme une
application pour les opérateurs non-bornés, nous étudierons deux cas : semi-groupes unifor-

mément continus et semi-groupe fortement continu.



Chapitre 1
Préliminaires.

L’objectif de ce chapitre est de rappeler ’essentiel des notions et résultats utilisés tout
au long de ce travail. Le chapitre est composé de deux sections, la premiére section, nous
rappelons quelques définitions et résultats sur les espaces de Hilbert, La deuxiéme section,
contient un apercgu sur les opérateurs linéaires bornés. Pour plus de détails le lecteur est

invité a consulter les ouvrages suivants : 1, 2, 6, 7, 12, 14, 16, 18|.

1.1 Espaces de Hilbert.

L’espace de Hilbert qui a été introduit par David Hilbert en 1909 pour développer ’ana-

lyse fonctionnelle abstraite.

1.1.1 Rappels et notions fondamentales .

Définition 1.1.1. Soit H un espace vectoriel complexe. Un produit scalaire sur H X H noté

(-,-) est une forme sesquilinéaire, hermitienne, définie positive c¢’est-a-dire :
HxH—C

(z,y) — (z,y)



1.1. Espaces de Hilbert.

Sesquilinaire  : Vx,y,z € H {

et Vr,y € H,VaeC: {

Hermitienne Yo,y € H: (x,y) = (y,x).
Définie positive Ve eH (x,z) > Oet(z,z) =0 <=1 =
Lemme 1.1.1. Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et || x ||= \/(z,z) -

Alors|| - || est une norme sur ‘H, c’est-a-dire, une fonction positive vérifiant les propriétés

suivantes pour tous x,y € H et A € C
|z ||=0<= x=0;
| Az f|= AL 2 I
lz+yl<lzl+1lyll-

Définition 1.1.2. On dit que deuz vecteurs z, y d’un espace vectoriel complexe sont ortho-
gonauz pour le produit scalaire (-,-) si (x,y) = 0
Lemme 1.1.2. Soit H un espace vectoriel réel ou complexe muni du produit scalaire (-, -)-
Alors, pour tous x,y € H

1) z+yP=ll [I” +2Relz, y)+ [l y |I%,

de plus on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz
[z, )| <[] - [yl
2) Od
1 . . ‘ .
(wy) = qUlz+y P =z —y P +i e +iy |* =i [ = =iy |*),

st H est un C-espace vectoriel et

1
(wy) = qUlz+y P =1z =y "),

st H est un R-espace vectoriel En plus on a [identité de la médiane ou du parallélo-
gramme

le+y I+ lz—ylP=2(1= 1+ 1y *).

St x et y sont orthogonauz on a lidentité de Pythagore

lz+yPP=lz|*+ 11y ]*.



1.1. Espaces de Hilbert.

Définition 1.1.3. (Espace de Hilbert .)
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire et qui est complet

pour la norme associé
Ve e, | z|=/(z,z)

Exemple 1.1. soit H = (>(N) = {z = (Zn)nz0 : 2,50 |2,|* < co}. Lapplication
(Tryn) : HXH — C  Jx,,y, € (*(N)

(2,9) — Y Tl

n>0

est un espace de Hilbert.

1.1.2 Somme directe et complémentaire orthogonal.

Définition 1.1.4. Soit H un espace de Hilbert, Hi et Ho deuz sous-espaces vectoriels sur
H.On dit que H est la somme directe orthogonale de H, et Ho , notée H = Hq, ®+ Hao,
S’iH:H1+H2, Hlﬂ’ng{OH} et Vl’l EHl,.TQ EHQ . <$1,5L’2> =0

Le complémentaire orthogonal d’un sous-espace F' C H est défini par
Fr={zeH|VyeF: (xy) =0}.

Théoréme 1.1.1. Soit H un espace de Hilbert et F' C H un sous-espace fermé. Soit v € H.
Alors

1. Il existe un unique y € F' qui satisfait
|z +y ||°=d(x, F) =inf{|lx —z|| : 2 € F}.
On note y = Pp(z). Ceci définit alors une application
Pr:H — F.

2. Pp(x) est l'unique vecteur dans F' qui satisfait ©x — Pp(x) L F.
3. Vx € W |laf* = [|1Pr(2)|* + || Pre ()%
4. L’application Pr : H — F' est linéaire est continue. C’est la projection sur F' le long

F+.
5. Le complémentaire orthogonal F- est un sous espace fermé de H et H = F @& F*.

Corollaire 1.1.1. Pour tout sous-espace vectoriel fermé F C H on a (FY)* = F. En
particulier 'orthogonale d’un sous-espace vectoriel non-fermé est fermé. En outre F est

dense dans H si et seulement si F+ = {0}.



1.2. Opérateurs linéaires.

1.1.3 Bases orthonormales.

Définition 1.1.5. On dit qu’un espace de Hilbert H est séparable, s’il existe un sous-

ensemble de H qui est a la fois dénombrable et dense.
Théoréme 1.1.2. Tout espace de Hilbert séparable posséde une base hilbertienne.

Deéfinition 1.1.6. Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle base orthonormale de

H tout sous-ensemble fini ou dénombrable {e,}, qui vérifie
1. |len]| =1 et (en,em) =0 sin #m,
2. le sous-espace vectoriel engendré par {e, }, (par combinaisons linéaires finies) est dense

dans H.

Lemme 1.1.3. Soit (€;)i<,, une famille orthonormée et soit F' le sous-espace engendré (donc

(ei, e; = d;j, mais on ne demande pas que F soit dense). Alors pour tout  :
Pp(z) =) (z,e)e;.
<n
Théoréme 1.1.3. (Ezistence des bases orthonormales.)

Tout espace de Hilbert séparable posséde une base orthonormale.

Théoréme 1.1.4. Soient H un espace de Hilbert et {e,}, . une base orthonormale.

Pour tout x € H la série 3, - |(z, en)|? converge et

€T = Z <:L”, en>en ) ” x H2 = Z |<ZL’, 6n>|2-

n>0 n>0
1.2 Opérateurs linéaires.

Définition 1.2.1. Un opérateur linéaire d’un espace de Hilbert H vers un espace de Hilbert

H' est une fonction A : H — H' telle que :
i) pour tous x,y € H, Az +y) = A(z) + A(y),
i) pour tous X\ € C et pour tous x € H, A(\x) = NA(x)-

Nous notons Az l'image A(x) d’un élément z € H. L'image de A est le sous-espace

vectoriel de H’
R(A)=1Im(A)={Ax | xe€H},

et le noyau de A est le sous-espace vectoriel de H

N(A)=Ker(A)={xeH | Ax=0}-



1.2. Opérateurs linéaires.

1.2.1 Opérateurs bornés.

Définition 1.2.2. Un opérateur linéaire A défini sur H dans H' est dit borné s’il existe une

constante positive C' > 0, telle que
| A(z) ||,y <C || 2 ||n, Vo eH, (1.1)

on note L(H,H') Uespace vectoriel constitué par toutes les applications linéaires borné de ‘H

dans H'. Lorsque H =H' on écrit L(H) au lieuw de L(H,H).
Exemple 1.2. Soit H = (%. L’opérateur
A:H—H
S(z) = (x1,3x2, v3, 34, x5, 36, - - .)

est borné car
|AZ|]? = |21 |* + 9 |za|® + |2s|* + 9|aal> + ... + 9|z + ...,

d’ou

|Az||? < 9z |? 4+ 9|z + 9 |as|* + 9|zul* + ... + 9]z P + ...,

par conséquent
[ Az[* < 9],

donc

3 c=3>0 telque :||Az| < 3|z| ,Vx € >

D’ot A est borné.

Proposition 1.2.1. (Norme d’un opérateur.)
La plus petite des constantes C vérifiant la relation (1.1) est appelée norme de A notée || Al

et donnée par Az
Ax
|Al = sup o= sup  [|Az|y,
reH,x#0 ||x||7.[ [|z]|<1,27£0

Notation :

La composée A o B de deux opérateurs A et B sera souvent note AB.

Définition 1.2.3. L’opérateur linéaire A est continu 6 xo € H si :

Ve>0, do>0, VeecH |[z—x|y<o=|Ar—Ax |, <e



1.2. Opérateurs linéaires.

Puis que la continuité de A peut étre caractérisée par les suites, A est continu a xy si pour

toute suite {x,,n € N} C H converge vers xq telle que :
Jim_ ]2 =0 = 0.
on a
|| Az — Azo [l =0,
en effet
| Az — Az [l < [ 20 = 20 [ly,

= lim || Az, — Az ||, =0

n—aoo

Soient H et H' deux espaces vectoriels normés et A : H — H' un opérateur linéaire.
Le théoréeme suivant caractérise la continuité d’un opérateur linéaire.
Théoréme 1.2.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. L’opérateur A est continu sur H.

2. L’opérateur A est continu au point Oy.

3. L’opérateur A est borné.

Proposition 1.2.2. (Propriétés de la norme d’opérateur.)

Soient H, H' et H" des espaces vectoriels normés.
(i) Si Ae L(H,H), alors, ||A|| =0 si et seulement si A = 0.
(ii)) Si A,B € L(H,H'), alors, A+ B € L(H,H') et |A+ B| < ||A]| + || B]
(iii) Si o € C et Ae L(H,H'), alors, aA € LIH,H') et ||aA| = ||| Al
(iv) Si Ae L(H,H') et Be L(H',H"), alors BA € L(H,H") et |BA| < ||BJ||A]l-
De (1)-(3) de le Théoreme 1.2.1, ||.|| définit une norme sur L(H,H').

1.2.2 Adjoint d’un opérateur.

Théoréme 1.2.2. Soit A € L(H,H'). Alors il existe un unique opérateur A* € L(H', H)
tel que
VeeH, VyeH (Azx,y),, = (x, A%y),

L opérateur A* s’appelle 'adjoint de A.



1.2. Opérateurs linéaires.

Exemple 1.3. On considére l'opérateur Shift S : (*(N) — (*(N) défini par
S(.Z'l, Ta, ) = (0,33'1, Ta, )
Soient (z,,) et (y,) dans I*(N), alors

<S*xnayn> = (fL’mSyn>
- <(3§'1,$2, )a (07@/1, Y2, )>
= ToTT + 3T + ...

= ((z2, 73, ), (Y1, 92, ),

donc S* est défini par

S*(Jfl,l’g, ) = (mg,l'g, )

Proposition 1.2.3. (Propriétés de l’adjoint.)

1. pour tout A € L(H,H') on a
(A)"=A et [ A"[|=] A,
2. siAe L(H,H') et Be L(H',H), alors
(AB)* = B*A*,

3. pour tout A € C
(A+B) = A"+ B* ; (\A)* =A%,
4. pour tout Ay, Ay € L(H,H') et tout \,up € C on a
(VA + pAg)* = AT + AS.
Lemme 1.2.1. Soit A € L(H) est inversible, alors A* est inversible et on a :
(A7) = (4)

Corollaire 1.2.1. Pour A € L(H) on a
1| AAT =]l AA = | A%
2. AA=0<= A=0

Lemme 1.2.2. Soient H et H' deux espaces de Hilbert et A € L(H,H') :



1.2. Opérateurs linéaires.

Proposition 1.2.4. Soient H et H' deux espaces de Hilbert et soit A € L(H,H'). Alors
H' = Ker(A*)@+(Im(A))~,

H = Ker(A) &+ (Im(A*)),

ot (Im(A))~ et (Im(A*))~ désignent la fermeture (pour la norme) de Im(A) et Im(A*)

respectivement-

Proposition 1.2.5. Soit H un espace de Hilbert, G un sous-espace de H et soit A € H.
Alors AG C G si et seulement si A*G+ C G+
Définition 1.2.4. Soient H et H' deux espaces de Hilbert :
a) Un élément A € L(H,H') est appelé unitaire si A*A = Idy et AA* = Idy.
b) Un élément A € L(H,H') est appelé isométrique si ||A(x)|| = ||z|| pour tout x € H.
¢) Un élément N € L(H) est appelé normal si NN* = N*N.
d) Un élément S € L(H) est appelé hermitien ou auto-adjoint si S = S*.

e) Un élément P € L(H) est appelé positif (notation : P > 0) si P est autoadjoint et si
pour tout v € H(P(x),z) > 0.

10



Chapitre 2
Opérateurs non-bornés.

Dans le chapitre précédent, nous avons vu dans le cas d’un opérateur borné, on pouvait
toujours supposer que son domaine était ’espace de départ. Dans le cas d’un opérateur non
borné il n’en est pas de méme, le domaine de 'opérateur devra toujours étre précisé et,
lorsqu’on effectuera des opérations algébriques sur des opérateurs non bornés, les questions
de domaine devront étre examinées avec soin. Pour plus de détails on a les ouvrages suivants

[5, 20, 13, 8, 4].

2.1 Domaine, graphe et fermeture.

Soit H un espace de Hilbert. On noté par ‘H & H est I'espace de Hilbert H x H muni du
produit scalaire ((x1,1), (T2, y2)) = (71, T2)% + (Y1, Y2) n-

Définition 2.1.1. Un opérateur dans H est une application linéaire A définie sur un sous-

espace vectoriel D(A) C H a valeurs dans H. D(A) est appelé le domaine de lopérateur.

On note un opérateur par (A, D(A)) mais s’il n’y a pas d’ambiguité concernant son

domaine on pourra noter simplement par A.

Exemple 2.1. Soient H = L*(R)
{L*(R,C), espace des fonctions L*sur Rpour < f,g >= [, f(z)g(z)dz},
et D(A) l'ensemble des fonctions f dans L*(R) tel que

/:c2 |f ()| dz < oo

On définit pour tout, f € D(A), (Af)(z) =af(x).

A est non borné.

11



2.1. Domaine, graphe et fermeture.

Définition 2.1.2. On dit qu’un opérateur (A, D(A)) est & domaine dense si D(A) = H.

Définition 2.1.3. On dit qu’un opérateur (A, D(A)) dans H est borné si D(A) = H et

A:H — H est continue.
Exemple 2.2. on pose D(A) = {(zn), € A(N): 2% n?|z,|> < 00},
A:D(A) — *(N)
(@ )n = (AZn)n = (020 )0,
alors (A) est un opérateur non borné de domaine D(A).

Définition 2.1.4. Le graphe d’un opérateur (A, D(A)) est le sous-espace de H & H donné
par
G(A) ={(z,Az) ;2 € D(A)} CHDH.

La norme du graphe de A est définie pour tout x € D(A) par :
|z la=ll = | + [| Az || .

Nous considérons les opérateurs linéaires sur le produit H définis par :

U(ill',y) = (yvx) et V(l‘,y) = (y7 —Z'),

pour tout (z,y) € H. Ces opérateurs sont bijectifs et préservent le produit scalaire de H.
Ils vérifient de plus les identités suivantes ou I représente 'identité sur H :
UV =-VU e —-V:2=U%?=1I.

Remarque 2.1.1. Il n’est pas vrai que tout sous-espace de H X H est le graphe d’un opé-

rateur.

On note p; : HBAH — H, i = 1,2, les deux projections données respectivement par

pi(z,y) =z et pa(x,y) = .
Lemme 2.1.1. Un sous-espace G C H @ H est le graphe d’un opérateur si et seulement si
((0,y) € G =y =0) (2.1)

Démonstration. Si la propriété 2.1 est vraie alors (z,y1) € G et (z,y2) € G implique que
y1 = y2. Donc, 'application A : p1G — H qui associe & x € p;G, 'unique y € H tel que
(x,y) € G est bien définie et posséde G comme son graphe. O

12



2.2. Opérateurs fermés.

Soit A un opérateur non borné de domaine D(A) dans H. Alors :

e Le noyau et I'image de A sont respectivement les sous-espaces de H définie par :
N(A) ={zx € D(A) : Ax = 0},
et
R(A) ={Azx:2 € D(A)}.

e L’opérateurs usuelles telles que la somme, le produit et le passage a la limite sont toujours
définis dans la classe des opérateurs non bornés, on faisant attention aux domaine. En fait ;

si B est un autre opérateur non borné de domaine D(B), on a
(A+ B)x = Az + Bx pour tout x € D(A+ B) = D(A) N D(B),

(AB)x = A(Bz) pour tout © € D(AB) ={x € D(B) : Bt € D(A)}.

e L'opérateur A est inversible si il existe un opérateur borné noté A~! dit I'inverse de A
défini de H a valeurs dans D(A) tel que, AA™t = A='A = [ ou I désigne I'opérateur identité
sur H.

2.2 Opérateurs fermés.

Définition 2.2.1. (opérateur fermé.)

On dit que A est un opérateur fermé si son graphe G(A) est fermé dans H x H.
Exemple 2.3. Soit A un opérateur non borné défini sur H'(]0,1]) avec A = —iL on :

dx
H'(]0,1]) est Uespace de Sobolev d’indice 1
H'(J0,1[) : {f € L2(J0. 1[), f" € L*(J0,1]) } -
Alors : A est un opérateur fermé.

Proposition 2.2.1. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) A est fermé.

(11) Si (Tn)nen est une suite de vecteurs x, € D(A) telle que lim x, = x dans H, et
n—>-+400

lim A(x,) =y dans Hi, alors v € D(A) et Ax =y.

n—-4oo

(iii) (D(A),||.]|4) est complet, ou de fagon équivalente, (D(A),(.,.)a) est un espace de
Hilbert.
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2.2. Opérateurs fermés.

Démonstration. (i) est équivalent a (i7), car (i) n’est qu'une reformulation de la fermeture
du graphe G(A) dans H; & Ho.

(1) «— (7i7) : Par la définition (2.1.4) de la norme du graphe, 'application x — (z, Ax)
de (D(A),||.|| ,) sur le graphe G(A) muni de la norme de la somme directe Hilbert I’espace
H1 @ Hs est isométrique. Par conséquent, (D(A), ||.||,) est complet si et seulement si G(A)

est complet, ou de maniére équivalente, si G(A) est fermé dans H; @ Ho O

Notation 2.2.1. On note par C(H) l’ensemble des opérateurs fermé a domaine dense dans

H.
Corollaire 2.2.1. Soit H un espace de Hilbert muni de deuz normes||.||, et ||.||5
sl existe ¢ > 0 telle que

veeH al, < cllell.

Théoréme 2.2.1. (du graphe fermé.)
Soit H un espace de Hilbert, et soit A : H — H une application. alors A est continue si et
seulement si le graphe G(A) de A est fermé dans H x H.

Démonstration. On considére sur H la norme ||.||, définie par : ||z||, = ||z|,, + ||Az||;, La

norme du graphe. Soit (z,) € H une suite de Cauchy. Alors

Ve >0 dng e NVn,m >ng: ||z, — znl, <e,

et on a :
= @onlly = 0 = ol + 1Ay = Al
ceci implique que
20 — Tl < € . (z) est une suite de Cauchy dans (H, ||-||5).
| Az, — Ay, < € (Az,,) est une suite de Cauchy dans (#, ||-||,,)-

dreH:x, — x.
—
dyeH:x, —y.

d’ou (x,,) converge pour |[|-||,.

D’autre part d’apreés le corollaire précédent précédent on déduit qu’il existe ¢ > 0 tel que
lzlly < cllzlly, = llzlly, + 1Azl < cllzll, = Azl < (e = 1) [zl

d’ot A est continue. O]
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2.3. produits et sommes d’opérateurs fermés.

2.3 produits et sommes d’opérateurs fermés.
En générale le produit de deux opérateurs fermés n’est pas nécessairement fermé et ainsi
pour la somme.

Théoréme 2.3.1. Soient A et B deuz fermés a domaine dense, alors
B est inversible
1. BA est fermé si X ou

A est borné

2. A+ B est fermé si B est borné (i.e B € L(H)).

Démonstration. 1. On suppose que B est inversible (i.e B~! € L(H)).
Soit (zy,)n>0 C D(BA) tel que :

x, —x , BAx, — vy,
donc

BArx —y = B 'BAr, — B 'y (car B 'est borné)

= Ar, — B 'y(car BT'B C I)-
Et puisque A est fermé alors,

v €D(A) et B ly=Ar € D(B)(carB™' : D(B) — ImB)-

Az € D(B)

z € D(BA)

BB~y =y = BAx,
ce qui montre que BA est fermé.

Maintenant on suppose que A est borné. Soit (x,),>0 C D(BA)tel que :

T, — v et BAzx, —y,

puisque A est fermé alors
Az, — Ax et x € D(A).

Si on pose z, = Az, et z = Ax et on utilisant la fermeture de 'opérateur B on trouve
que

Bz, — Bz.
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2.3. produits et sommes d’opérateurs fermés.

C’est-a-dire,

Ax € D(B) et y= BAx.
D’od BA est fermé.

2. Comme B est borné, alors
D(A+ B) =D(A).

Soit (x,)n>0 C D(A + B) tel que
T, —x et (B+ Az, — vy,
puisque B est borné, alors
Bz, — Bux-

D’ou
y «— Bz, + Ax,, — Bx + Ax

Az, + Bx — y
Ax, — y — Buz.

Or A est fermé, donc

y—Bx=Ax et xe€D(A).

D’ou
(B+Azx=y et xeDA).

C’est-a-dire A + B est fermé.
O

Remarque 2.3.1. Si A est borné, alors A est fermé si et seulement, D(A) est fermé dans

H.
Lemme 2.3.1. 51 A: D(A) C H — H est un opérateur fermé, alors KerA est fermé.

Démonstration. Soit x, € KerA une suite convergent vers x dans H. Alors la suite Ax,
est convergente puisqu’elle est identiquement nulle. Comme A est fermé, on en déduit que
r € D(A) et Az = 0. O

Lemme 2.3.2. Si A: D(A) C H — H est un opérateur fermé et bijectif de D(A) sur H,

alors A~1 est également fermé.
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2.3. produits et sommes d’opérateurs fermés.

Démonstration. Soit x, € H telle que x,, — x dans H et A~'z,, — y dans H. Posons :
2n = A7 2, Alors z, — y dans H et Az, — = dans H. Comme A est fermé, il en résulte
que y € D(A) et Ay = z, soit y = A~z

]

Définition 2.3.1. (Opérateur extension.)
On dit que (B,D(B)) est une extension de (A, D(A)) si D(A) C D(B) et Ax = Bx pour
tout © € D(A), (Autrement dit, G(A) C G(B)).

Proposition 2.3.1. Soit o € C, Soient A, B,C, trois opérateurs non borné sur leurs do-

maine alors on a
1. 0A CO.
0+A=A4+0=A.
(C+B)+A=C+(B+A)=C+B+A.
B+ A=A+ B.
(AB)C = A(BC) = ABC.
(@aA)B = A(aB) = a(AB)  sia # 0
{ (0A)B = 0(AB) C A(0B).
7. (A+ B)C = AC + BC.

8. CA+CBCC(A+B).
9. Ac B=— CACC(CB.
10. A+ B— B C A.

Démonstration.
1. Il est clair que D(0) = H et D(0A) = D(A) par conséquent 0A C 0-
2. Evidents.

3. On a

D(C+B)+ A = D(C+ B)ND(A)
= D(C)ND(B)ND(A)
= D({C)ND(B+ A)
= D[C+ (B+A)

Dot (C+B)+A=C+(B+A)=C+B+A
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2.3. produits et sommes d’opérateurs fermés.

. Evidents.

D[(AB)C] = {xeD(C):Cxe D(AB)}
D[(AB)C] = {xe€D(C):CxeD(B),BCx DA}
D[(AB)C| = {xe€D(BC): ABCx € D(A)} = D[A(BC)],

ce qui donne (AB)C = A(BC) = ABC.

. On
D[(wA)B] = {zx € D(B): Bx € D(aA)}
D[(aA)B] = {zxe€D(B): BxeDA)}
D[(«A)B] = {zeD(aB):aBx e D(A)} (cara #0)
D[(aA)B] = D[A(aB)] (car D(A) et D(B) sont des sous-espaces vectoriels ),

On obtient 1'égalité («A)B = a(AB) par la méme procédé.
. On a

):Cx € D(A+ B)}

):Cx € D(A)ND(B)}
= {xeD(C):CxeDA) et CzxeD(B)}

):Cx e D(A)}N{zx e D(C): Cx € D(B)}
— D(AC)ND(BC) = D(AC + BO).

. On a
D(CA+CB) = D(CA)ND(CB)
D(CA+CB) = {x€D(A): Az e D(C)}n{x € D(B) : Bt € D(C)}
D(CA+CB) = {xe€D(A)ND(B): Ax,Bx € D(C) € D(A)}
D(CA+CB) C {x€DA)ND(B): Ax+ Bx € D(C)}
( car D(C') est un espace vectoriel),

par conséquent, D(A+ B) D D(CA+ CB) et C(A+ B) D CA+ CB.
. OnaD(CA)={x € D(A): Az € D(C)} . et puisque A C B, alors

D(CA) C{z €D(B): Bz € D(C)=D(CB)}-
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2.3. produits et sommes d’opérateurs fermés.

10. 1l est clair que
DA+ B—B)=(D(A)ND(B)) C D(A),
et
(A+ B+ C)x=Ax Vz € D(A)ND(B),

on déduit alors que A+ B— B C A-

Définition 2.3.2. (Opérateur fermable.)

On dit qu’un opérateur (A, D(A)) est fermable s’il posséde une extension fermé.

Proposition 2.3.2. Tout opérateur fermable (A, D(A)) admet une plus petite extension

fermé notée A- De plus, on a

Démonstration. Pour toute extension B fermée de A, il existe au moins une, on a G(A) C
G(B) avec G(B) un fermé de # @& H. D’oi, on a G(A) C G(B). De plus, par lemme
1.1.1 G(A) est le graphe d’un opérateur fermé, noté A, puisque (0,y) € G(A) C G(A)
implique que y = 0. Enfin, il est claire A est la plus petite extension fermée de A puisque
G(A) = G(A) c G(B) pour toute extension fermée B de A. O

On remarque aussi que si (A, D(A)) est un opérateur fermable alors

G(A) = NierG(A),

ot (A;, D(A;))ier est la famille de toutes les extensions fermés de (A, D(A)) (il existe au

moins une).

Proposition 2.3.3. Soit A un opérateur non borné de domaine D(A) dans H. Les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

(i) A est fermable,

(ii) pour toute suite (x,), C D(A) telle que v, — 0 € H et Az, —> y on ay =0,
(iii) G(A) est un graphe d’un opérateur, ¢’est-a-dire : si (0,y) € G(A) alors y = 0.

Démonstration. (i) — (m) Soit B un opérateur fermé tel que A C B. Alors G(A) C G(B),
et donc G(A) C G

(B lemme (2.1.1) il s’ensuit que G(A) est le graphe d’un opérateur.
(1ii) — (i) : Si G(A ) = ( ) pour un opérateur B, alors A C B, et B est fermé, car G(B)

est fermé.
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2.4. Opérateurs symétriques, auto-adjoints.

(#7) <— (it7) : La condition (ii) signifie que (0,y) € G(A) implique que y = 0. Par consé-
quent, (i7) et (7ii) sont équivalents par le lemme (2.1.1).
[

Remarque 2.3.2.
1. Tout opérateur fermé est fermable .la réciproque n’est pas vrai.

2. La somme (respectivement le produit) de deux opérateurs fermables n’est pas en général

un opérateur fermable.

Exemple 2.4. A =4 :[*-1,1] — L*[-1,1]
D(A) = CY([-1,1]) nest pas fermé mais fermable.

2.4 Opérateurs symétriques, auto-adjoints.

Définition 2.4.1. Soit A un opérateur fermé de domaine D(A) l'ensemble des vecteurs

y € H pour lesquels il existe f € H tel que
(Az,y) = (z, f) pour tout x € D(A), (2.2)

pour tout y € D(A*) on pose A*y = f, ou [ est le vecteur vérifiant I’égalité ci-dessus.
A* est appelé l'opérateur adjoint de A.

Si A est un opérateur borné, alors A* est aussi borné et on a
[A] = lA*]]-

Théoréme 2.4.1. Soit (A, D(A)) un opérateur non bornée sur un espace de Hilbert H de
domaine D(A) dense dans H alors :

i) A* est fermé,
ii) A est fermable si et seulement si D(A*) est dense,

iii) Si A est fermable alors A = A™ et (A)* = A*.

Démonstration. On muni H X H du produit scalaire suivant :

((@1,91), (T2, Y2)) s = (@1, T2)) 2 + (Y1, Y2)) s

H x H devient un espace de Hilbert et on défini sur H x H ’application V par :

V(l’,y> € H x H? V(l’,’y) = (_y7x>7
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2.4. Opérateurs symétriques, auto-adjoints.

V' est une isométrie surjective sur H x H alors V' est un opérateur unitaire sur || X ||
V?=—Idx).

D’autre part pour tout sous espace espace vectoriel F de H x H on a

V(EY) = (V(E))"
En effet, soit y € V(E+). 3X € B+ tel que Y = V(X))
VZ e Eona (Y,V(2)) = (V(X),V(Z)) = (X, Z) =0, Dot

Ye(V(E)" et V(EY)C(V(E),

réciproquement
Soit YV € (V(E))* donc (Y, V(X)) =0, VX € FE,
YEHXH,Y=-VX(Y)=V(-V(Y)=V(X)ou X' =-V(Y)eHxH
par conséquent 0 = (Y, V(X)) = (V(X'), V(X)) = (X", X) dot X' € Et et Y =V(X') €
(V(E')) ainsi

(V(E)* C V(EY);

pour montrer que (i) vérifie G(A*) est fermé dans H x H pour cela on montre que

@Q

(A%) = (V(G(A)*+
En effet,
(z,9) € (V(G(A)" <= ((2,9),(=Az,2))uxn =0 Yz € D(A)
— (Az,z) =((z,y)) VD(4)
<— (re€DAY)) et Ax=y
— ((z,y) € G(AY)),
d’oit G(A*) = (V(G(A)*+ =V(G(A)Y)
donc G(A*) est fermé.

(77) remarquons que G(A) est un sous-espace vectoriel de H x H

G(A) = GAHVA(GA)H



2.4. Opérateurs symétriques, auto-adjoints.

si D(A*) est dense dans H alors A™ existe et
G(A) = V(G(A")" = G(A™)-

Par conséquent A est fermable et A = A**,

réciproquement si :

Supposons que D(A*) n’est pas dense dans H c’est-a-dire (D(A*))L # 0
Soit ¢ € D(A*))+, 1 # 0 par conséquent (0,1) € (V(G(A*)))*.

En effet

Vi € D(A*) on a

((0,), (~Ap. ) = (0, ~Ap) + (¢, ) = (. 0) = 0

Or
(V(GA)*F = G(4)

Si G(A) = G(A) alors A0 = 1 = 0 car (0,9) € G(A),

on conclut il ne peut pas existe un opérateur non bornée A tel que G(A) =

(A) donc

A0 = ¢ = 0 car A linéaire ce qui est impossible car 1) # 0 donc A ne peut pas étre un

opérateur fermable.

(4ii) Si A est fermabele alors D(A*) est dense dans? et on a A = A** puisque A est une

extension de A alors

D(A C D(A) = D(A™)-

Comme D(A) dense dans H alors D(A), D(A**) donc

(A) = (A™)" = A = A"

Proposition 2.4.1. Soit A un opérateur fermable o domaine dense sur H, alors

Ker(A)* = (Im(A")).

Ker(A*) = Im(A)*.
Ker(A) = Im(A*)*.

Ker(A*)*: = Im(A).
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2.4. Opérateurs symétriques, auto-adjoints.

Démonstration. On :

y € Im(A)*: < ((y;A*2) =0 Va € D(AY))
<~ (yeD(A) et (Ay,z) =0 Vxec D(A"))
<= y € Ker(A).

y e Im(Ar < ((y;Az) =0 Vz € D(A))
< (yeDA") et (A'y,xz)=0 Ve D(A)
< ye Ker(A").

Les deux autre relations s’obtiennent en prenant les orthogonaux. O]

Définition 2.4.2. Définir la cartographie

V:HIXH// — H//XH/

Théoréme 2.4.2. Soit A, B et BA des opérateurs non bornés a domaines denses, Alors :
1) AC B= B* C A"
2) A* est toujours fermé.
3) A*+ B* C (A+ B)*.
4) A*B* C (BA)*.
5) (A4 B)* = A* + B* si B ot A est borné.
6) (BA)* = A*B* si B est borné (non pas A).
7) si A est injectif, alors D(A™') est dense dans H et on a (A71)* = (A*)~L.

Démonstration. Prouvons tous d’abord que pour un opérateur A non borné
G(A") = (V(G(A)*.

tel que I'opérateur unitaire.
Soit © € D(A) et y € D(A*). On a :

(", y), Vi, Az)) = ((y, A"y), (—Az, x))
= —<y7A{L‘>+<A*y,[E>
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2.4. Opérateurs symétriques, auto-adjoints.

Alors :
G(A*) C (V(G(A)))*

réciproquement, si (y,2) C (V(G(A)))*+ Alors
((y,2),(—Ax,x)) = (y,—Azx) + (z,2) =0 Vz € D(A).
Donc
(Az,y) = (z,2)

ce qui donne y € D(A*) et z = A*y-
D’ou

Clest-a-dire :G(A*) = (V(G(A)))*
1) On a:
ACB = G(A) c G(B)

= V(G(A) CV(G(B))

= (V(G(B))" C (V(G(A)*
— G(B") C G(AY)

= B* C A",
2) puisque AL est toujours fermé alors :
G(A*) = (V(G(A)))™* est ferme -

D’ou A* est fermé.

3) On a
DA+ B)=D(A)ND(B) et DA+ B*) =D(A") N D(B")-
Donc pour
re€DA+B) et yeDA + B
On aura :

(x,(A"+B)) = (v,A%) + (z, B"y)
= (Az,y) + (Bz,y)
= ((A+ B)z,y).

C’est-a-dire A* + B* C (A+ B)*.
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2.4. Opérateurs symétriques, auto-adjoints.

4)

Soit y € D(A*B*) et © € D(BA).
c’est-a-dire
y € D(B*) et B'y € D(A") et x € D(A) et Ax € D(B)-
D’ot (Ax, B*y) = (x, A*B*y) (car x € D(A) et B*y € D(A"))-
Et par conséquent (BAz,y) = (x, A*B*).
On a B est borné, alors

D(A + B) = D(A) et D(A* + B*) = D(A*).

Soit y € D((A + B)*), alors pour tout € D(A),

on aura :

(Az,y) = (A+ B)z,y) — (Az,y)
Doty € D(A*) = D(A* + BY).
Il est clair que A*B* C (AB)*. Montrons que A*B* D (AB)*

Si B est borné, alors :D(B) = D(B*) = H.
Soit y € D((BA)*) et x € D(BA) = D(A),donc

(Az, B'y) = (BAxz,y) = (z,(BA)"y) Vz € D(BA),

et par conséquent B*y € D(A*)

donc y € D(A*B*)

d’ot (AB)* C A*B*.

On a KerA* = (ImA)*t = {0}, donc A* est injectif. Maintenant, rappelez-vous Dé-

finition. (2.4.2), ainsi que les notations et les résultats développés dans la preuve de
Théoréme (2.4.1), on a

Mais évidemment on a U~V = VU, on obtient donc

G((A™)") =VU(G(A)) = V(G(A") = G((A) 7).

Cela prouve I'affirmation.
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2.4. Opérateurs symétriques, auto-adjoints.

Définition 2.4.3. Soit A un opérateur non borné de domaine D(A) dense dans H.
e Si A C A" alors on dit que A est un opérateur symétrique.
e 51 A= A", on dit que A est auto-adjoint.

e Si A= A*, on dit que A est essentiellement auto-adjoint.

Remarque 2.4.1. Soit A un opérateur de domaine D(A) dense dans H. Alors :
1. Si A est symétrique borné, il est alors adjoint.

2. Si A est symétrique alors D(A) C D(A*) ce qui implique que A* est densément défini.
Autrement dit, A est fermable et on a A = A™ C A*. D’oi, si A est essentiellement

auto-adjoint, alors A = A* C A*.
3. Si A est auto-adjoint, alors A = A* = A*.

. Si A est un opérateur auto-adjoint bijectif sur son image dense dans H. Alors [’opé-
4 P i} 4] g P

rateur inverse A~ est aussi auto-adjoint.

5. A est borné si et seulement si A* est borné, dans ce cas on a

1Al =A%) et [|ATAll = [1A]*
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Chapitre 3
Semi-groupes d’opérateurs linéaires.

Dans ce chapitre, nous étudierons deux cas, le premier cas semi-groupes uniformément
continus et le second cas semi-groupe fortement continu. Les résultats dans ce chapitre et

ses preuves sont tirés de [3, 10, 11, 17, 9, 21] et d’autres références.

3.1 Semi-groupes uniformément continus.

Définition 3.1.1. On appelle semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bor-
nés sur H une famille {T(t) }1>0 C L(H) vérifiant les propriétés suivantes :
i) T(t)=1.

i) T(t+s)=T({t)T(s) Vt,s>0-

i) 11\2% | T(t)—11] =0.
Définition 3.1.2. On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu
{T'(t)}+>0 lopérateur linéaire :

A H—H,

A = lim M
N0 t

Lemme 3.1.1. Soit A € L(H). Alors {e};50 est un semi-groupe uniformément continu

d’opérateurs linéaires bornés sur E dont le générateur infinitésimal est A.

Démonstration. Soit A € L(H) et [0,00) 5 t — T'(t) € L(H) une application définie par :

Ltk Ak
Tt)=et=) —5
k=0 ’
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3.1. Semi-groupes uniformément continus.

La série du membre de droite de I'égalité est convergente pour la topologie de la norme de
L(H). De plus, il est évident que T(0) = I et T(t + s) = T'(¢t)T(s) quels que soient t, s > 0

Compte tenu de l'inégalité :
| T —T||<elt -1 v >o,

il résulte :
K%H Tt)—1]=0

Donc la famille {T'(t)}+>0 C L(H) est un semi-groupe uniformément continu.

D’autre part, puisque :

T(t) -1 1
et [
1 [ thA*
S N
k=0
1 *© k Ak
= |7 <I+tA+Z o —I—tA) ‘
k=2
Lot ) A"
= ?Z k!
1 tF HA]
= 3 1+t||A||+Z —1—t||A|
L el
= ;e —1—75HAH)
Al -4 N
= — 0 51 t\0,
A
nous obtenons :
T(t)—1
i 2021 _ 4.
t\0 t
Le semi-groupe {7'(¢)};>0 admet donc pour générateur infinitésimal 'opérateur A. O

Lemme 3.1.2. FEtant donné un opérateur A € L(H), il existe un unique semi-groupe uni-

formément continu {T(t)}>o tel que :
T(t)=¢e4 | Vvt>0.

Démonstration. Si {S(t)}i>0 est un autre semi-groupe uniformément continu engendré par

A, nous avons :
. T —1
lim ———

= A7
t\0 t

28



3.1. Semi-groupes uniformément continus.

et
lim —S(t> -1
t\.0 t

= A.

Par conséquent :

lim
N0

Pour a €]0, c0), nous considérons l'intervalle I, = [0, a[. Comme {T'(t) };>0 et {S(t) }+>0 sont

O -SW|
t

des semi-groupes uniformément continus, nous voyons que les applications :
t— T,

et
t— S() |,

sont continues. Il existe ¢, € [1,00) tel que :

sup {|| T'(2) |1, [ () [I} < ca-

tel,

Sie >0, il existe tg € I, to > 0, tel que :

10 -50) = [Tl - [sil)]
— T(n2)S(05) - T((n = D2)SAL) + T((n = 1))S(17)
— (= 2)1)S(20) — .~ T(0)S(n-)
_ N [T((n - k)%)S(/ﬁﬁ) —T((n—k— 1>%>S((k¢ + 1>%>
k=0
= YT -k-1h) [T(%) - sm%)] S(k),
k=0
quel que soit t € 1,.
De l'inégalité :
T B

nous obtenons :
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et par suite :

n—1
g
I7°(A) = SN < Qo

k=0

t
—Cq , Vtel,
n

Puisque € > 0 est arbitraire, il en résulte que T'(t) = S(¢), pour tout ¢t € I,. Mais, comme

a €]0,00) est aussi arbitraire, il s’ensuit que T'(t) = S(t), (V)t € [0,00). O

Présentons maintenant la condition nécessaire et suffisante pour qu’'un opérateur soit le

générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu.

Théoréme 3.1.1. Un opérateur A : H — H est le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Corollaire 3.1.1. Soient {T'(t)}i>0 un semi-groupe uniformément continu et A son géné-
rateur infinitésimal. Alors :
i) il existe w > 0 tel que | T(t)|| < et , Vt>0.

ii) Uapplication [0,00) > t — T(t) € L(H) est différentiable pour la topologie de la

norme et :
dr'(t
% =AT(t)=T@t)A , Vt>0.
Démonstration. i) Nous avons :
IT@) = le] < 41, vz o,

Pour w =|| A ||, nous obtenons 'inégalité :
1T <e , V>0
L’assertion (ii) provient des égalités suivantes :

T
A=lim——— T r—
N0 t t\0 t—0
nous en déduisons que I'application considérée est dérivable au point ¢ = 0. Soient

t>0et h>0.Alors :
HT@+M—T@
h

—ar)| < |* —AMT

Al
Y

N

T(h) -1
Ehe
h
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3.2. Semi-groupes de classe Cy.

d’ou :
lim T(t+h)—T(t)
R\0 h

Par conséquent, ’application considérée dans 1’énoncé est dérivable a droite et on a :

—AT()|| = 0.

drT(t)
dt

=AT(t) , Vt>O0.

Soient t > 0 et h < 0 tel que t + h > 0. Alors :

H T(t+h)—T(t) I —T(—h)
h

h

- ar() < | - ar(-n)| It + )

T(=h) -1 HR)Al

— AT(=h)|| €'

d’ou il vient :

T(t+h)—T(t)
- — AT(1).

Par conséquent ’application considérée dans ’énoncé est dérivable a gauche et nous

avons .

— AT(t). Vt>0.
o (), >

Finalement on voit que Papplication considérée dans 1’énoncé est dérivable sur [0, 0o)

et nous avons :
dT'(t
MO _yry | wso

On vérifie que AT (t) =T(t)A, (V)t > 0.

3.2 Semi-groupes de classe Cj.

3.2.1 Définitions. Propriétés élémentaires.

Dans le cadre de ce paragraphe, nous introduisons une classe plus générale que la classe

des semi-groupes uniformément continus et nous étudions leurs propriétés élémentaires.

Définition 3.2.1. On appelle Cy-semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu) d’opéra-

teurs linéaires bornés sur H une famille {T'(t) }1>0 C L(H) vérifiant les propriétés suivantes :
i) T(0)=1;
i) T(t+s)=TWH)T(s) , Vt,s>0;
i) li{‘%T(t)x =z , VreH
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3.2. Semi-groupes de classe Cy.

Définition 3.2.2. On appelle générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T(t)}1>0, un
opérateur A défini sur l’ensemble :
T(t)xr —
D(A) = {Jc € H :lim Mem’ste} :
t\0 t
par :

T(t)x —
Az = i L=
t\0 t
Remarque 3.2.1. Il est clair que le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe est un

Vo € D(A).

opérateur linéaire.

Remarque 3.2.2. Puisque :
[T(t)x — || < [|T(2) — ]| ||,

pour tout x € H et tout t > 0, il en résulte que les semi-groupes uniformément continus sont
Co-semi-groupes. Mais il existe des Cy-semi-groupes qui ne sont pas uniformément continus,

comme nous pouvons le voir dans le exemple suivant.

Exemple 3.1. Soit :
Cl0,00) = {f : [0,00) — R/ f est uniformément continue et bornée}- Avec la norme

1 llefo,00) = SUPaeo,00) [f ()], Uespace C[0, 00) devient un espace de Hilbert. Définissons :
(TH)f)a)=ft+a) , Vt>0 et ac€l0,00).
Evidemment T(t) est un opérateur linéaire, et, en plus, on a :
1) (T(0)f)(a) = f(0+ ) = f(a). Donc T(0) =1;

i) (T(t+s)f)(a)=ft+s+a)=(T@)f)(s+a)=(TH)T(s)f)(),Vf € Cl0,00). Donc
T(t+s)=T(t)T(s),Vt,s >0;

iii)

t\0 t\,0 OéE[0,00)

V[ € C[0,00) sup,epo o) [(T'(1) f) ()]

De méme, nous avons :

1T fllepeey = sup [(T(0)f)(a)]

a€l0,00)
= sup |f(t+a)

a€l0,00)

= sup [f(B)]

BE[t,00)

< sup [f(B)|

BE[0,00)
= Hf”c[o,oo) , VE20

i ([T'(E) f = fllego,o0) = hm{ sup [f(t+a) - f(a)\} =0,
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3.2. Semi-groupes de classe Cy.

Donc |T(t)|| = 1, Vt > 0. Par conséquent {T'(t)}+>o est un Cy-semi-groupe d’opéra-
teurs linéaires bornés sur C[0,00), nommé le Cy-semi-groupe de translation a droite.
Soit A : D(A) C C[0,00) — C[0,00) le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe
{T'(t)}+>0. Si f € D(A), alors nous avons :

Af(a) =lim Tt)f(a) = lim = f'(«),

uniformément par rapport & . Par conséquent : D(A) C {f € C[0,00)f" € C[0,00)}.
Si f € C[0,00)tel que f' € C[0,00), alors :

T(t)f_f_/ — su — o
H t / C[0,00) ae[O,poo)' t fle)
Masis :
(CON=50) _ ) _ [fotn=fe)
- [ s
- 3| - rele
< [T e —o,

uniformément par rapport & o pour t \, 0. Par suite :

HT(t)f—f -

; 7 —50 s tN\,0,

C[0,00)

d'ou f € D(A) et :
{f €Cl0,00) | ff€C[0,00)} C D(A)

Par conséquent D(A) = {f € C[0,00) | f' € C[0,00)} et Af = f'. Comme cet opérateur
est non borné, compte tenu du théoréeme 3.1.1, il ne peut pas engendrer un semi-groupe

uniformément continu.

Théoréme 3.2.1. Soit {T(t)}i>0 un Co-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés. Alors :

i) il existe T >0 et M > 1 tel que :
T <M Vtel0,7];
i) il existe w € R et M > 1 tel que :

IT(t)] < Me', vt >0.
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3.2. Semi-groupes de classe Cy.

Corollaire 3.2.1. Si {T'(t)}:>0 est un Cy-semi-groupe, alors lapplication :
[0,00) 5t +— T(t)x € H
est continue sur [0,00), quel que soit v € H

Démonstration. Solent tg, h € [0,00) et x € H.

Si ty < h, nous avons :
17 (to + h)z — T(to)z|] < |T(to)ll |T(h)x — || < Me*™ |T(h)x — |-
Si ty > h, nous obtenons :
IT(to + h)x — T(to)z|| < | T(to — W I T(h)z — 2] < M@ | T(h)z — x| .
La continuité forte en ty de I'application considérée dans I’énoncé est évidente. O

Définition 3.2.3. On dit que le Cy-semi-groupe {T'(t) }1>0 est uniformément borné s’il existe
M > 1 tel que :
IT(t)] <M, Vt=>O0.

Théoréme 3.2.2. Soit {T'(t)}i>0 un Cy-semi-groupe pour lequel il existe w € R et M > 1
tel que :
IT()[ < Me**, Vvt >0.

Alors la famille {S(t)}i>0 C L(H), ot :
S(t) =e'T(t), Vt>0,
est un Cy-semi-groupe ayant la propriété :
IS(t)]| < M, Vt=>0.

De plus, si A est le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe {T(t)}1>0, alors le Cy-semi-

groupe {S(t) }+>0 a pour générateur infinitésimal l'opérateur B = A — wl.

Démonstration. Dans les conditions du théoréme, il est évident que {S(¢)}:i>0 est un Cp-

semi-groupe et :

IS = || T(®)|| < e ' Met = M, vt > 0.
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3.2. Semi-groupes de classe Cy.

Donc {S(t)}i>0 est un Cy-semi-groupe uniformément borné. Soit A le générateur infinité-
simal du Cy-semi-groupe {7'(t)}+>0. Si B est le générateur infinitésimal du Cp-semi-groupe
{S(t) }+>0, alors pour tout x € D(A), nous avons :

S(h)x —x e “"T(h)x — x

S

—wh
= lim (6 1)T(h)x + lim
R\0 h h\0
= —wzr+ Ax

= (A—-wl)x,

T(h)x —x

d’ou il résulte que x € D(B) et Bx = (A — wl)x. Soit x € D(A). Alors, nous obtenons :

— wh —
i T(h)x —x i © S(h)x —x
RN\0 h h\0 h
wh —
_ im (e 1)S(h) +lim S(h)x —z
h\0 h h\O h
= (wl+ B)z

d’ou il vient que = € D(A) et Ax = (wl + B)z. Par conséquent D(A) = D(B) et B =
A—wl. O

Remarque 3.2.3. Soit {T'(t)}i>0 un Cy-semi-groupe pour lequel il existe w € R et M > 1
tel que :
IT(t)] < M, (V)t = 0.

St w < 0, alors nous obtenons :
IT@)|| < Me** <M, Vt>0.

Par conséquent on peut considérer que w > 0. Nous noterons par SG(M,w) ’ensemble des

Co-semi-groupes {T'(t) }i>0 C L(H) pour lesquels il existe w > 0 et M > 1 tel que :
T < Me*, (V)t>0.

Avec le théoréme (3.2.2) nous voyons que le passage entre la classe SG(M,w) avec w > 0 et

la classe SG(M,0) est trés simple.

3.2.2 Propriétés générales des Cj-semi-groupes.

Proposition 3.2.1. Soient {T'(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Si
x € D(A), alors T(t)x € D(A) et on a l’égalité :

T(t)Ax = AT (t)z, Vt>0.
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3.2. Semi-groupes de classe Cy.

Démonstration. Soit x € D(A). Alors pour tout ¢ > 0, nous avons :

B . T(h)x—=x
T(t)Az = T(t) }ILI{(% —
_ lim T(h)T(t)x — T(t)x'
RN\0 h
Donc T'(t)x € D(A) et on a T(t)Ax = AT (t)x, Vt>0. O

Remarque 3.2.4. On voit que :
T(t)D(A) CD(A), Vit>0.

Théoréme 3.2.3. Soient {T(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Alors
Uapplication :

[0,00) 2t +—— T(t)x € H,
est dérivable sur [0,00), pour tout x € D(A) et nous avons :
i) LT(t)x = T(t)Av = AT(t)z , Vt>0
i) T()x —x = [/ T(s)Axds , Yt>0

Démonstration. 1) Soient x € D(A), t > 0 et h > 0. Alors :

T+ h)x—T(t T(h)x —
| AR =108 rgas| < o [ - a
< Me* —T(h)m_x—Ax :
h
Par conséquent :
Tt+h)x—T
lim (t+h)e (t)$:T(t)AI,
R\O h
d’otut :
d+

%T(t)x =Tt)Az , (V)t>0.

Sit— h > 0, alors nous avons :

HT(t — h)_a:h— Ttz T(t)Az| < |T(t—h)| H% — Az + Az — T(h)Ax
< Me#t=h ("—T(h)]‘f — T Az| + ||IT(h) Az — Aa:H)
Par suite :
lim T(t—h)x—T(t)x () As,
RN\O —h
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3.2. Semi-groupes de classe Cy.

et :
d-
S TMr=TMAx , ()t =0.

Il s’ensuit que I'application considérée dans ’énoncé est dérivable sur [0, 00), quel que
soit © € D(A). De plus, on a 'égalité :

STty = T()Ax = AT()r (9t 20

ii) Si x € D(A), alors nous avons :

C%T(s)x =T(s)Ax , (Y)s€[0,t],t>0,

d’ou :
/ T(s)Axds = / —T(s)ds=T({t)x—x , (V)t>0.
O]

Théoréme 3.2.4. Soient {T'(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Alors :

i) DA) =H ;

ii) A est un opérateur fermé.

Démonstration.

i) Soient x € H et t,, >0, n €N, tel que lim,,_,t, = 0. Alors :
1 [t
Ty = t_/ T(s)xds € D(A), VneN,
n Jo

d’ou : .
1 n
lim z, = lim —/ T(s)xds =T(0)x = .
n—->00 n—oo ), 0

Par conséquent D(A) = H.

ii) Soit (x,)nen C D(A) tel que lim, o x, = z et lim,, o, Az,, = y. Alors :
IT(s) Az, — T(s)yll < | T(s)I| || Az, — yl| < Me®" || Az, — gl

quel que soit s € [0,t]. Par suite T'(s)Az,, — T(s)y, pour n — oo, uniformément
par rapport a s € [0, t].

D’autre part, puisque z, € D(A), nous avons :

t
Tz, — x, = / T(s)Az,ds,
0
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d’ou : .

lim [T'(t)z, — z,) = lim T(s)Ax,ds

n——aoo n—-aoo 0

ou bien : .
Tt —x= / T(s)yds
0
Finalement, on voit que :

T(t)z — I
i 222 e L psyyds = .
h\0 t tNO T g

Par suite x € D(A) et Az =y, d’ou il résulte que A est un opérateur fermé.

]

Nous montrons maintenant un résultat qui concerne 'unicité de ’engendrement pour les

Co-semi-groupes.

Théoréme 3.2.5. (l'unicité de ’engendrement.)
Soient{T'(t)}i>0 deux Cy-semi-groupes et {S(t)}i>0 ayant pour générateur infinitésimal le
méme opérateur A. Alors :

T(t)=S(t),vt > 0.

Démonstration. Soient t > 0 et « € D(A). Définissons 'application :

0,t] 3 s — U(s)x =T(t — s5)S(s)x € D(A).

Alors :
d d d
EU(S)I = %T(t —35)S(s)x+T(t— s)£5(s)x =—AT(t —s)S(s)x +T(t —s)AS(s)z =0

quel que soit x € D(A). Par suite U(0)x = U(t)z, pour tout x € D(A), d’ou :
T(t)x =S(t)x, (V)xzeD(A) et t>0.
Puisque D(A) = H et T'(t),S(t) € L(H), pour tout ¢ > 0, il résulte que :

Tt)x=S{t)z,(V)t >0 et x€H,

ou bien :
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Théoréme 3.2.6. Soient {T'(t)}+>0 un Co-semi-groupe, A son générateur infinitésimal et
F e L(H). Alors T(t)F = FT(t) pour tout t > 0 si et seulement si :

FD(A) € D(A),

et :
FAr = AFx, Yz e D(A).

Démonstration. = Soit F' € L(H) tel que :
T(t)F = FT(t), Vt>0,

et x € D(A). Alors, nous avons :
FT(t)x — Fx _ hmFT(t)m — Fx.
t\0 t N0 t t\0 t
Par conséquent F'x € D(A) et on a AFx = F Az, pour tout = € D(A).
<= Soit F' € L(H) tel que :
FD(A) € D(A),
et
AFx = FAz, Yz € D(A).

Pour tout ¢ > 0 et tout z € D(A), définissons 1'application :
0,t] 5 s+—— U(s)x =T(t —s)FT(s)x € D(A).

Alors nous avons :

disU(s)x = %T(t—s)FT(s)x—i—T(t—s)%FT(s)x = —AT(t—s)FT(s)z+T(t—s)FAT(s)x = 0,

compte tenu de la commutativité. Par conséquent :
U0)x =U(t)x, Yz e D(A),

d’ou on obtient :
T{t)Fx=FT(t)x,

pour tout ¢ > 0 et tout € D(A). Comme D(A) = H et T(¢)F, FT(t) € L(H) pour tout
t > 0, nous obtenons :
Tt)Fx=FT(t)x,

pour tout t > 0 et tout x € H. O]
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Nous finissons cette section avec une généralisation du théoréme (3.2.2)

Théoréme 3.2.7. Soient {T'(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Alors :
i) D(AP) = H, quel que soit p € N*;
ii) AP est un opérateur fermé, quel que soit p € N*;
iii) Uapplication :

[-[[p(ary : D(A?) — Ry,

p
|2l peary = D |4 ]|
=0

est une norme avec laquelle D(AP) devient un espace de Hilbert, pour tout p € N*.

3.2.3 Le théoréme de Hille - Yosida.

Dans ce paragraphe nous présentons un résultat trés important concernant les semi-
groupes de classe Cy. Il s’agit du célebre théoréme de Hille-Yosida qui donne une carac-
térisation pour les opérateurs qui sont générateurs de Cy-semi-groupes. Nous avons besoin
de quelques résultats intermédiaires. Dans la suite, pour w > Onous désignerons par A,
I'ensemble {\ € C: ReX > w}.

Théoréme 3.2.8. Soient {T'(t)}1>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Si \ €
Ay, alors Uapplication :

RA H— H,
Ryx = / e~ MT(t)adt
0
définit un opérateur linéaire borné sur H, X\ € p(A) et Ryx = R(\; A)x, pour tout © € H.

Remarque 3.2.5. On voit que pour tout A € A, on a :
ImR(M\, A) =ImRy C D(A)
R(X\; A)YD(A) = R\D(A) C D(A).

Remarque 3.2.6. On peut dire que les opérateurs bornés NAR(X; A) sont des approzima-
tions pour 'opérateur non borné A. C’est le motif pour lequel on intro- duit la définition

sutvante.

Définition 3.2.4. La famille {Ax} o\, C L(H), ot Ay = NAR(N; A), pour tout A € A,

s’appelle Uapprozimation généralisée de Yosida de l'opérateur A.
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Remarque 3.2.7. Evidemment, pour A\ € A, on voit que Ay est le générateur infinitési-

mal d’un semi-groupe uniformément continu {etAA} Nous utiliserons cette famille pour

>0
montrer ['existence d’un Cy -semi-groupe engendré par A.

Lemme 3.2.1. Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire vérifiant les propriétés

sutvantes :

i) A est un opérateur fermé et D(A) =H ;

i) il existe w >0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A, on a :

M
[R(X; A)"| <

_m , (Y)n e N*

Si {A/\}AeAw est approzimation généralisée de Yosida de opérateur A, alors pour

tous a, 8 € A, nous avons :
||etA°‘ac - etABxH < MPte' ||Agr — Agz|| , (V)x €H ett>0.

Théoréme 3.2.9. (Hille - Yosida).
Un opérateur linéaire :
A: DA CH—H
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe{T (t)}i>0 € SG(M,w) si et seulement si :
i) A est un opérateur fermé et m =H;
ii) il existe w >0 et M >1 tel que A, C p(A) et pour A € A,,, on a :

M

1RO A < s

(V)n € N*.

Corollaire 3.2.2. Soient {T'(t)}+>0 € SG(M,w) , A son générateur infinitésimal et { Ax}rea,

Uapprorimation généralisée de Yosida de lopérateur A. Alors :

T(t)x = lim ez, (V)z € H,
Rel— o0

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).

Démonstration. Elle résulte du théoréme de Hille-Yosida. O

3.2.4 (j-semi-groupes de contractions.

Dans la suite nous présentons quelques problémes concernant la classe du Cy-semi-

groupes {7T'(t) }+>o vérifiant la proprié¢té ||T'(t)|| < 1, pour tout ¢ > 0.
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Définition 3.2.5. On dit que {T'(t)}+>o est un Cy-semi-groupe de contractions sur [’espace
de Hilbert H si {T'(t)}i>0 € SG(1,0).

Lemme 3.2.2. Soit {T(t)}i>0 € SG(M,w). Alors, Uapplication :
LI H— Ry
l|z[]| = supe™* |7 ()], (V)= € H,
>0
est une norme sur H équivalente avec la norme initiale ||.|.
Démonstration. Soit x € H. Pour tout t > 0, on a :
e T @)z) < e T =]l < M |||
En passant a la borne supérieure par rapport a t, on voit que :
lzl[] < M |lz||, Ve € H
D’autre part, nous avons :
[zl = sup e T(t)z]| = e T(0)x| = [|z]|, (V)= € H,
d’ou il résulte que :
[l < [fl=(l] < M ||, (V)2 € H.
Par conséquent les normes |||.||| et ||.|| sont équivalentes. O
Théoréme 3.2.10. Soient {T(t) }1>0 € SG(M,w), A son générateur infinitésimal et :
S(t) = e “'T(t),vt > 0.
Alors :

i) {T()}=0 € 8G(1,0),

ii) le Cy-semi-groupe {S(t)}i>0 a pour générateur infinitésimal 'opérateur B = A — wl.

Démonstration. 1) 1l est clair que la famille {S(¢)}+>0 est un Cy -semi-groupe. De plus,

pour tout ¢ > 0, on a :
HS@MIstgyf“HT@ﬁf”T@hH ZﬁgeﬂWﬂYﬂxHSﬂg@”ﬂﬂYﬂf”zHMm, (V)

d’ou on obtient :
ISzl <z ] , (Vreett>D0.

Il s’ensuit que :
1SOI<1t . (Mt=>0

et, par conséquent, {S(t)}:>0 € SG(1,0).
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ii) Elle est analogue a celle du théoréme 3.2.2.

[]

Pour les Cy-semi-groupes de contractions, on peut formuler la version suivante du théo-

réme de Hille-Yosida.

Théoréeme 3.2.11. Un opérateur linéaire :
A: DA CH—H

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T(t) }1>0 € SG(1,0), si et seulement si :
i) A est un opérateur fermé et D(A) =H ;
ii) Ao = {\ € C|ReX > 0} C p(A) et pour XA € Ay, on a

RO A € o (Y €

Démonstration. i) = ii)Comme {T'(t)};>0 € SG(1,0),, nous avons :
1T <1, ()t = 0.

Par suite, on peut prendre M = 1 et w = 0. Avec le théoréme de Hille-Yosida, il résulte

que : (i) A est un opérateur fermé et D(A) = H ;
(ii) Ag = {X € C|ReX > 0} C p(A) et pour A € Ay, on a :

[R(A A)"] < (V)n € N™.

(ReX\)’
ii) = 1)Soit
A: DA CH—H

un opérateur linéaire vérifiant les propriétés (i) et (ii) de I’énoncé. Avec le théoréme
de Hille-Yosida, il en résulte que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe

{T'(t)}+>0 pour lequel il existe M =1 et w = 0 tel que :
T ()] < 1,Vt > 0.

Donc A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions.

Définition 3.2.6. Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H, est dissipatif si

Vo € D(A),YA>0,  |[Az— Az|| > Az].
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Définition 3.2.7. On appelle opérateur m-dissipatif un opérateur linéaire A : D(A) C
H — H vérifiant les propriétés suivantes :

i) A est opérateur dissipatif;

ii) il existe ag > 0 tel que Im(apgl — A) = H.

Théoréme 3.2.12. (Lumer - Phillips)
Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire tel que D(A) = H.
Lopérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T'(t)}>0 € SG(1,0). si et

seulement si A est un opérateur m-dissipatif.

Proposition 3.2.2. Soit A € L(H) tel que ||A| < 1. Alors {40}

uniformément continu de contractions.

£50 est un semi-groupe

Démonstration. 11 est évident que{et(A_I )} est un semi-groupe uniformément continu. De

t>0

plus :
Jea-0]) < e e < Mlet <1, vz o
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