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Résumé

Dans le domaine de I'analyse fonctionnelle, les opérateurs de Fredholm occupent une
place centrale en raison de leurs propriétés remarquables et de leurs applications dans
divers domaines des mathématiques et de la physique. Dans ce mémoire, nous entrepre-
nons une étude approfondie des opérateurs de Fredholm, en commencant par définir leur
nature et leurs caractéristiques fondamentales. Nous explorons également leur relation
étroite avec les opérateurs compacts, mettant en lumiere les liens essentiels entre ces deux
concepts. De plus, nous examinons le concept d’adjoint des opérateurs de Fredholm et son
importance dans la théorie des opérateurs. Enfin, nous abordons le théoreme des pertur-
bations, qui offre un cadre précieux pour comprendre le comportement des opérateurs de
Fredholm sous des perturbations spécifiques. Cette étude approfondie vise a fournir une
compréhension compléte et rigoureuse des opérateurs de Fredholm et de leur role essentiel
dans I'analyse fonctionnelle moderne.

Mots-clés : Opérateur compact, Opérateur de Fredholm, Théoreme de parturbation,

Espace quotient.



Abstract

In the field of functional analysis, Fredholm operators hold a central place due to their
remarkable properties and applications in various areas of mathematics and physics. In
this thesis, we undertake an in-depth study of Fredholm operators, starting with defining
their nature and fundamental characteristics. We also explore their close relationship with
compact operators, highlighting the essential links between these two concepts. Additio-
nally, we examine the concept of the adjoint of Fredholm operators and its importance in
operator theory. Finally, we address the theory of perturbations, which provides a valuable
framework for understanding the behavior of Fredholm operators under specific perturba-
tions. This thorough study aims to provide a comprehensive and rigorous understanding
of Fredholm operators and their essential role in modern functional analysis.

Keywords : Compact operator, Fredholm operator, Perturbation theorem, Quotient

space.
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Introduction

Le mathématicien Fredholm a développé sa théorie a partir du théoréme principal

connu sous le nom de Alternative de Fredholm qui concerne la résolution de I’équation

N —Tf=g (1)

Avec T un opérateur agissant sur X ( Par exemple les opérateurs intégraux a noyau). Ce
théoreme affirme que ’équation admet une solution unique pour tout g appartenant a
X ou bien I’équation homogene A f—T'f = 0 admet n solutions linéairement indépendantes
ce qui équivaut a co dim(Im(T — AI) = n) et dans ce cas ’équation non homogene
est résoluble si et seulement si g vérifie n conditions d’orthogonalité.

Ce théoreme fondamental a donné naissance a la théorie des opérateurs de Fredholm
qui donne des informations sur les solutions de I’équation (|1)) en utilisant dim(ker(7"))
et co dim(/m(T")). Dans ce mémoire nous intéressons a la description de cette classe
d’opérateurs et a l'alternative de Fredholm.

Le manuscrit se compose en trois chapitres dont le contenu est comme suit :

Dans le premier chapitre, on aborde les définitions classiques sur les espaces normés
et de Banach.

Dans le deuxieme chapitre, nous essayons d’applique les propriétés qui déja vue sur
les espaces produits et quotients de sorte que on présente la difficulté de cette étude
particulierement sur les espaces quotients.

Dans Le troisieme chapitre, on s’intéresse a la classe des opérateurs de Fredholm dans
le cas des opérateurs bornés et quelques concepts liés a cette classe et consacré a 1’étude

des perturbatios des opérateurs compactes et donne quelques applications.



Chapitre 1

Espaces normés, Espaces de Banach

1.1 Rappels

1.1.1 Espaces métriques

On définie sur R la distance usuelle suivante

d:RxR —— R,

(z,y) —— d(z,y) =z -yl

Définition 1.1.1. On rappelle qu’un espace métrique est un couple (X, d) ou X est un

ensemble avec d une distance sur X, c’est-a-dire l’application

d: X xX —— R,
telle que :
1. V(x,y) € X2, d(z,y) = 0 <= z=1.
2. V(x,y) € X2, d(x,y) = d(y,z) (Symétrie).
8. V(z,y,2) € X3, d(x,2) < d(z,y) + d(y,2) (Inégalité triangulaire).
Exemple 1. Distance usuelle sur R ou C: d(x,y) = |z — y|.

Exemple 2. Etant donné un espace métrique (X,d) : distance produit sur

X x X, définie par :



5(($? y)> ('1'/’ y/)) = max (d(l‘, y), d(xlv y/)>'
Proposition 1.1.1. (Seconde inégalité triangulaire)
\V/([L',y,Z) € X37 |d(£L’,y) - d(yv Z)| < d(I‘, Z)
Définition 1.1.2. Dans un espace métrique (X, d), on appelle boule ouverte (resp. boule
fermée) de centre a € X et de rayon r > 0, le sous-ensemble :
B(a,r) ={z € X, d(a,z) <r}.
(resp. Br(a,r) ={z € X, d(a,x) <r}).

Définition 1.1.3. Un sous-ensemble A d’un espace métrique (X, d) est borné si et seule-

ment s’il est contenu dans une boule :
da € X, 3r > 0/A C Br(a,r).

Une application a valeur dans un espace métrique est bornée si et seulement si son image

est bornée.

1.1.2 Produit d’espaces métriques

Soit (X, di)1<k<n une famille finie d’espaces métriques.

Proposition 1.1.2. Sur le produit Y = X7 x Xy X -+ x X,,, Uapplication § qui a (z,y)

associe 0(x,y) = max di(x;,y;), définit une distance, qu’on appelle distance produit.

Remarque 1.1.1. Les projections p; sur les facteurs X; pour :

f:Z—Y =X xXox---xX,, on appelle composantes de f les applications f; = p;o f.

Proposition 1.1.3. Lorsque Z est un espace métrique, et Y est muni de la métrique

produit : [ est continue si et seulement si ses composantes le sont.
Remarque 1.1.2. Enoncé analogue pour la convergence des suites dans le produit Y .

Proposition 1.1.4. Un produit fini d’espaces métriques complets est complet.



1.1.3 Distances équivalentes

Définition 1.1.4. Deux distances d et § sur le méme ensemble X sont équivalentes si et

seulement s’il existe kq, ko > 0 tels que :
V(z,y) € X%, kid(z,y) < (z,y) < kaod(z,y).
Cette définition exprime que lapplication Idx est lipschitzienne de (X, d) vers (X,0), et

de (X,0) vers (X,d).

L’équivalence des distances est une relation d’équivalence.

Définition 1.1.5. Deux distances d et § sur le méme ensemble X sont uniformément

équivalentes si et seulement si lapplication identique Idx est uniformément continue de

(X,d) vers (X,0), et de (X,9) vers (X,d).

Deux distances d et § sur le méme ensemble X sont topologiquement équivalentes si et

seulement si lapplication Idx est continue de (X, d) vers (X,0), et de (X,0) vers (X,d).

Proposition 1.1.5. Deuz distances équivalentes sont topologiquement équivalentes.

1.2 Espaces normés

Définition 1.2.1. ( La normes)
Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C, on appelle une norme sur l’espace E

toute application notée ||.| définie sur E d valeurs dans R", telle que :
1. ||z|| =0 <= z=0.
2. Vx € EVA € K, || Ax| = |\|||z|.

3. v,y € Bl +yll < [zl +lyll

Définition 1.2.2. (Espaces normés)
Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C, on dit que E est un espace vectoriel
normé s’il est muni d’une norme ||.||.

Exemple 1.2.1. Les applications définies par : Vx = (z1,x2,...,2,) € E"

n

a) Ni(z) =zl =>_ |zil.

=1



b) No(z) = |l = /|1 |2+ + |zaf2.
¢) Noolw) = [[]loc = max (|:])-

Sont des normes dans E™.

Les applications définies par : Vf € C°([a,b], E).
b
o) Ni(f) = Iflh = [ 1f @),

b
b) No(F) = IIfllo =/ [ 1 (0P,
) Nese(w) = el o0 = sup (1)

sont des normes sur C°([a,b], E).

Les normes Ny dans les deux cas sont dites attachées au produit scalaire correspondant

dans le cas d’espaces vectoriels réels.

1.2.1 Normes équivalentes

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes (E,|.||1) et (E,||.]|2), on dit que les
deux normes sont équivalentes, si on peut trouver deux constantes positives « et 3 telles

que :
all.lv < 1z < Bl Vo e E.

Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si, 'application

identique de E dans E soit un isomorphisme entre les espaces normés (E, ||.||1) et (£, ||.]|2)-

Théoréme 1.2.1. Dans un espace vectoriel normé (E, ||.|) de dimension finie, toutes les

normes sont équivalentes.

Définition 1.2.3. (Semi-normé)
Soit E un espace vectoriel sur K. Une semi-normé sur E est une application p de E dans

R, qui vérifie, pour tout (x,y) € E* et pour tout A € K,
1. p(Az) = Ap(x).
2. p(z +y) < p(x) +py).

Si p est une semi-normé sur E, on dit que le couple (E,p) est un espace vectoriel semi-

normé, ou simplement un espace semi-norme.



Exemple 1.2.2.

2

1. L’application p définie pour tout (x,y) € E* par p(z,y) = |2* — y?| est une semi-

normé sur E?.

2. Soit € espace des fonctions en escalier sur un intervalle [a,b] de R la fonction p

définie sur € par :

b
plo) = [ le)lat,
est une semi-normé sur E.

On a pour les semi-normés une proposition analogue a la précédente pour les écarts,

de démonstration immédiate.
Proposition 1.2.1. Tout espace vectoriel normé (E, ||.||) est un espace métrisable.

Preuve. Pour tout x,y € E, on définit la fonction p par

plz,y) = [z —yl.
On remarque que cette fonction est bien définie une métrique sur E car, on a
p(z,y) =llz—y[ =0
Sr—y=0
sr=y.

Il est évident de voir que la distance (z,y) est symétrique

p(z,y) = ||z —y
= |ly — |
=p(y, x).

Pour l'inégalité triangulaire, on écrit
p(z,y) = [z -yl

= Itz = 2) + (z =yl
<l =2 + 1z = y)l



1.2.2 Sous-espaces produits et quotients

n
Soient (E;, ||.|l:)1<i<n des espaces normés et £ = [[ E; I'espace vectoriel produit des

i=1
E;.
On vérifie facilement que 'application |||« de E dans R définie pour tout z = {x;}, ., .,

par

l2]loo = max [l

est une norme sur E. La topologie associée a |||« est la topologie produit sur E. On dit
que ||.]|oc est la norme produit des normés ||.||;. Dans la suite, on supposera toujours un

espace produit muni de la norme produit.

Proposition 1.2.2. Soit (E, Ng) un espace normé, on a
1. L’application ¢ de E x E dans E, définie par ¢p(x,y) = x +y, est 2-lipschitzienne.
2. L’application ¥ de K x E dans E, définie par V(A,x) = Az, est continue.

Corrolaire 1.2.1. Soit (E, Ng) un espace vectoriel normé. L’adhérence d’un sous-espace

vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de E .

Proposition 1.2.3. Soit (E,p) un espace vectoriel semi-normé. Le noyau de la semi-
normé p est la partie K = {x € E,p(x) = 0}, c’est un sous-espace vectoriel de E.
L’application p induit sur l’espace vectoriel quotient E/K une application N bien définie
par N(zx) = p(z), et N est une norme sur E /K. La distance sur E/K associée a la norme

N est la distance quotient de [’écart associe a p.

1.3 Applications linéaires continues

Ce paragraphe est essentiel, on va donner quelque des propriétés.
Soient E et I’ deux K-espaces vectoriels. Une application f : E — F est linéaire si, pour

tout A € K et tout (x,y) € E? on a

fQz+y)=M(x) + f(y)

Les applications linéaires sont aussi appelées morphismes d’espaces vectoriels.

1. Un automorphisme est une application linéaire bijective de £ dans E.

10



2. Un endomorphisme est une application linéaire de £ dans FE.

3. Un isomorphisme est une application linéaire bijective de F dans F.

1.3.1 Espaces d’applications linéaires continues

Soient (E, Ng) et (F, Nr) deux K-espaces vectoriels normés. On adopte les notations

suivantes :
L(E,F)={f: E — F, flinéaire},
et
L(E,F)={f:FE — F, flinéaire continue }.

Lorsque £ = F, on note simplement L(E) = L(E, F) et L(E) = L(E, E). Donnons tout

d’abord diverses conditions équivalentes de continuité pour une application linéaire.

Proposition 1.3.1. Soient (E, Ng) et (F, Np) deux espaces vectoriels normés et f une

application linéaire de E dans F'. Les cing propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f est continue.
2. f est continue au point 0.
3. f est bornée sur la boule unité fermée de E.
4. 1l existe un réel a > 0 tel que || f(z)||r < al|z|| g, pour tout x € E.
5

. [ est lipschitzienne.

Proposition 1.3.2. Soient (E, Ng) et (F, Nr) deux espaces vectoriels normés.
L application ||| zg,r) de L(E, F) dans Ry, définie par

1 lleery = sup || f(2)]lr,

=]l z<1

est une norme sur L(E, F') appelée norme associtée a ||.||g et ||.||r.

Remarque 1.3.1. On vérifie facilement les égalités suivantes valables pour tout
feL(EF)

J(@)||F
Iflem = sup [If@)lp= sup 1LEDNE

11



De plus, en pratique, on utilisera trés souvent la caractérisation suivante : si f € L(E, F),

alors

1fllee.ry = inf (Ve € B |[f(2)lr < alz]e}.

Proposition 1.3.3. Soient (E, Ng) et (F, Ng),(G, Ng) trois espaces vectoriels normés,
feL(EF) etge L(F,G). Alors,

gof e LE,G) et |goflleea < Ngllere | fllcer -

1.4 Suites de Cauchy

Soit (z,,) une suite d’éléments d’un espace normé (E, ||.||) on dit que la suite (x,), est

de Cauchy si, on a la relation suivante
Ve >0,3N.,Vp,q > N: ona: |z, —z,] <e.

Lemme 1.4.1. Soit (x,), une suite de Cauchy dans un espace normé (E.,|.||) contient
une sous suite (rnr)r convergente vers x alors la suite (x,), est aussi convergente vers le

méme élément x.
Preuve. Soit (z,), une suite de Cauchy alors il vient :
Ve >0,3IN.,Vp,q > N. ona : [z, — 2| < e,
en particulier pour ny > N, on a
Vp,ng > Not ||z, — 2ni || < e,
avec la convergence de la suite () vers x
ng > N |jzne — 2| < e
D’ou la convergence de la suite (x,,), vers 1’élément z

vp? ng > Ns : H'rp - xnk” = pr — T+ Tpp — mnk”

< |lwp — xnkl| + ||zne — ]| < 2e.

12



1.5 Espaces complets

Un espace vectoriel normé (E, |.||) est dit complet, si toute suite de Cauchy (z,),
d’éléments de E est une suite convergente dans FE.

Autrement dit :
Ve > 0,3IN. € N,Vp,q > N. ona: [z, — x| < e.
Implique 'existence d’un élément x € E, tel que

lim =z, = =x.
n—-+o0o

Exemple 1.5.1. Tout espace métrique discret est complet. En effet, dans un espace mé-

trique discret :
d(u,v) =1 st u #v.

Donc toute suite de Cauchy est stationnaire et donc convergente.

1.6 Espaces de Banach

On appelle espace de Banach (E, ||.||) tout espace vectoriel normé est complet.

Exemple 1.6.1.
1. Tout espace normé de dimension finie est un espace de Banach.

2. Soit X et E deuz espace de Banach. L’espace vectoriel B(X, E), muni de la norme
I|.|l1, est espace de Banach.
Si de plus X est un espace topologique, alors Cy(X, E) muni de la norme induite

par ||.||1 (que Uon notera encore ||.||1 ) est aussi un espace de Banach.

3. Soit 1 < p < 400, l'espace vectoriel des fonctions f : R" — K continues telles

que / |f(z)|P doz < +o0 peut étre muni de la norme :
R’ﬂ

1
1717 = ([ 15@)P do)P.

Est un espace normé alors est de Banach noté LP(R",K).
Lemme 1.6.1. Tout espace de Banach (E,||.||) est fermé.

13



Théoréme 1.6.1. Soient E et F' deux espaces normés. L’ensemble L(E, F') de tous les

opérateurs A linéaires continus sur E dans F muni de la norme || A|| est un espace normé.

Théoréme 1.6.2. Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, alors L(E, F) est

un espace de Banach.

1.7 Espaces produits

Soient (E, ||.||g) et (F,||.||r) deux espaces vectoriels normés sur le méme corps K = R

ou C, alors I'espace produit E' x F' défini par
G=EXxF={(z,y)tels que x € Eet y € F}.

Est un espace vectoriel normé sur K par I'une des normes produits suivantes :

L@@ )l = llzlle + lyllr Vo € B,y € F.

1

2. (@, 9)llp = (l=llz + llyllz)" Vo e E,y e F,1<p<+oo.

3. (@, y)lloe = max {|[z]|s, [lyllr} Voe E,yeF.

1.8 Opérateurs continus

Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur un sous ensemble G C E
dans F' est dit continu au point xy de G si on a, la propriété suivante :
pour toute suite (z,), de G converge vers g, la suite (A(x,)), converge vers A(zg), ¢’est
a dire

lim A(z,) =A( lim z,) = A(zo).

n—-+o0o n—-+o0o

Remarque 1.8.1. L’opérateur A est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point

de l’ensemble G.

Théoreme 1.8.1. Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur

un sous ensemble G C E dans F, est dit continu sur G s’il est continu en un point xq de

G.

14



1.9 Opérateurs bornés

Un opérateur linéaire A défini sur £ dans F' est dit borné s’il existe une constante

positive C' > 0, telle que
[A@)[[r < Cllzllg,  Vzek. (1.1)

Proposition 1.9.1. La plus petite des constantes C vérifiant la relation est appelée

norme de A notée ||A| et donnée par

Az F
4l = sw A= s 150
lallz=1 lele<t [|7lle
x#0
Proposition 1.9.2. La norme ||A|| = sup ||A(z)||r sur la boule unité est toujours finie

pour tout opérateur continu.

Théoréme 1.9.1. Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

Espaces isomorphes

Soient (E,|.||g)et (F,||.||r) deux espaces vectoriels normés, on dit que E et F' sont

isomorphes, s’il existe un opérateur homéomorphe A défini sur £ dans F', c’est a dire :
1. A est bijectif sur F dans F.

2. A et A™! sont des opérateurs continus.

Espaces isométriques

Soient (E, ||.||g) et (F,||.]|r) deux espaces vectoriels normés, on dit que E et F' sont

isométriques, s’il existe une isométrie A appliquant E dans F', c’est a dire,
|A(z)||F = ||z||g pour tout x € E.
Remarque 1.9.1. La notion d’isométrie est plus forte que celle de [’isomorphie.

Inégalité de Holder

1

1
Soit p, q,r des nombres de [1,+o0] vérifiant — + — = (avec la convention —— = 0).

1
p q T +00
si feLPetge L?leproduit fg appartient a L", et on a
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I fgller < NIfllze lgllze-

Inégalité de Young

1 1
Soient a,b € R et p, ¢ €]1,+00[ tq =+ — = 1. Alors :
p 4q

ab b
ab < — + —.
p q

Inégalité de Minkowski

Soit p € [1,+00] et f et g dans LP on a

If+alle < Ifllp + llgllp-

Théoréme 1.9.2. (Ascoli-Arzeld)
Soit A un sous ensemble de C(J, E), A est relativement compact dans C(J, E) si et seule-

ment si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) L’ensemble A est borné, i.e, il existe une constante K > 0, telle que :
lo(@)]| < K pour tout x € J, et tout p € A.
it) L’ensemble A est équi-continue, i.e, pour tout € > 0, il existe 6 > 0, telle que :
|z1 — 23] <0 = |lp(x1) — p(z2)|| < e pour tout x1,z5 € J, et tout ¢ € A.

L’ensemble {f(z), f € A} C E est relativement compact pour tout x € X.
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Chapitre 2

Espaces produits, Espaces quotients

2.1 Espaces produits

Probléme de la topologie initiale : Soit £ un ensemble, (F;, 7;) une famille d’espaces
topologiques et (f;);cr une famille d’applications, pour tout ¢ € I, f; de E dans F;. On
s’intéresse aux topologies T sur E telles que chaque f; soit continue de (E, 7) dans (F;, 1;),
on notera A 'ensemble de ces topologies. Il est clair que la topologie discrete sur E est
dans A et c’est la topologie la plus fine ayant cette propriété. On voit aussi que, si T
est dans A, toute topologie 7 sur F plus fine que 7 est aussi dans A. Il est donc naturel
de s’intéresser a la topologie la moins fine appartenant a A. On a vu que l'intersection
d’une famille quelconque de topologies sur E est une topologie sur F. L’intersection des
éléments de A est donc pavoisement la topologie la moins fine cherchée. Cette topologie
est dite topologie initiale sur E pour les données (F;, 7;)ier et (fi)ier-

Soit (E;);er une famille d’ensembles non vide et E = H E; son produit. Il existe alors
naturellement une famille (27;);c; de surjections Canoniqulgsl de F sur les E; les projections
canoniques. La projection canonique &; de E= H E; dans E; est I'application quiaxz € E
associe z; € F;, ou x; est la i-ieme composante]ceié x, ceci conduit, lorsque les F; sont des

espaces topologiques, a la définition suivante.
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Définition 2.1.1. (Topologie produit)

Soit (E;, 7;) une famille d’espaces topologiques, E = HEz leur ensemble produit et pour
tout i € I, P la projection canonique de E sur (Ez)z:I La topologie produit sur E est
la topologie initiale sur E pour les données (E;, T;)icr et (£;)icr. C’est donc la topologie
la moins fine de E pour laquelle toutes les projections (2;) sont continues. On notera
®icr T; la topologie produit des topologies T; .

Dans toute la suite de ce paragraphe, on conserve les notations de la définition, la topologie

produit est facile a décrire elle possédé une base particulierement simple.

Définition 2.1.2. (Rectangle élémentaire)

On appelle rectangle élémentaire de E toute partie Z de E de la forme

,@: m@;lﬁ]

j=1
Ou les parties O; sont des ouverts de I, et ou J est une partie finie de I .

Remarque 2.1.1. Une maniéré équivalente de définir un rectangle élémentaire est la

suivante un rectangle élémentaire est une partie Z de E de la forme

% =T[eo.
i=1
avec O; = E; sauf pour un nombre fini d’indices i € I. Cette derniére description est plus
maniable en pratique et justifie d’ailleurs la dénomination rectangle, la description de la
définition précédente est utile dans les démonstrations théoriques.
La proposition suivante explique en particulier pourquoi, dans la définition des rectangles,

on se limite a des parties J finies.

Proposition 2.1.1. L’ensemble % des rectangles élémentaires de E est une base de to-
pologie sur E. La topologie engendrée par % est la topologie produit. Un ouvert pour la
topologie produit est donc une réunion de rectangles élémentaires.

1Y%
i=1keK

pour tout i € |1,n| et tout k € K. a¥ € R, 0F € R et a¥ < bF. Un ouvert pour cette

) %

Exemple 2.1.1. Soit R" un rectangle élémentaire est de La forme H U ]al-“ bl-“[ ou,

topologie est une réunion quelconque de ces rectangles élémentaires.
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Proposition 2.1.2. Soit f une application d’un espace topologique (F, ) dans un espace
topologique produit (RicrE, ®icr;). Alors, [ est continue si et seulement si, pour tout
1el,

f=piol.

f est continue.

Attention. [l n’existe pas de résultat analogue pour les applications définies sur un espace

produit la fonction de R® dans R. Définie par

o) = ¢ Y i (2,y) # (0,0) et g(0,0) =0,

2% +y?)
n’est pas continue en (0,0), mais ses applications partielles x — g(x,0) et y — ¢(0,y)
sont nulles. Donc en particulier continues en 0.

On s’intéresse maintenant aux liens qui existent entre topologie produit et séparation.

Proposition 2.1.3. Soient I un ensemble quelconque et (E;);e; une famille d’espaces

topologiques sépares. Alors, ’espace

iel
Muni de la topologie produit est sépare .

Proposition 2.1.4. Soit (E, T) un espace topologique. Alors, (E,T) est sépare si et seule-

ment si la diagonale
A ={(z,x):x € E},
est un fermé de l’espace produit E X E.

Remarque 2.1.2. Sin > 3, il y a plusieurs manieres de munir un produit de n espaces
topologiques d’une structure topologique. Par exemple, si on donne trois espaces

E1 x Ey X --- x E,, il est possible de munir d’abord E, X Ey de la structure produit, puis
(Ey X Ey) x E5 de la structure produit, ou directement Ey X Ey X Es.... On admet que

tous ces procédés sont équivalents, dans le sens ou ils donnent la méme topologie.
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2.2 Espaces quotients

Commencons par rappeler la définition algébrique d'un quotient d’espace vectoriel.

Définition 2.2.1. Soit V un F-espace vectoriel et W un sous-espace de V, alors le quotient
de groupes abéliens V/W , dont l’ensemble sous-jacent est {v+W v € V}, est un K-

espace vectoriel, appelé espace quotient, muni de la loi interne :
+:V/WxV/W — V/W
W+ W' +W) — (v4+W)+ @ +W)=(w+2)+W,
et de la loi externe
S KxV/W o — V/W
Nov+W) — A(v+ W)= () +W,
le K-homomorphisme.

v — v+ W.

Est appelé application quotient ou projection canonique.

Nous rappelons que si W est un sous groupe d’un groupe V, on peut définir une rela-
tion d’équivalence ~ w en posant v ~ wu si et seulement si uw—v € W. Les classes
d’équivalence sont les v+ W tels que v € V et l'on note V/W [’ensemble de ces classes
d’équivalence. C’est un groupe si W < V.

Considérons maintenant un espace normé (X,|.||x) et M C X un sous-espace nous
cherchons da savoir si la norme. ||.||x induit une norme sur le quotient X/M. Une fa-
con naturelle de définir une distance entre deux classes (a gauche ) consiste da utiliser la

distance entre sous-ensembles d’un espace métrique :
dlx+My+M)=inf{|jv—w|x : veEx+ Metw € y+ M}.
Remarquons que

dlx+M,y+ M) =d(x,y+ M) =inf{||lv—w||x : wey+ M}.
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(Ou la deuxiéme d représente la distance d’un point a un sous-ensemble d’un espace mé-

trique), étant donné que Vax € X :

fv—w:verx+Mwey+M}={(x+my)— (y+ma) : mi,my € M}
={x—(y+my —ma) : my,me € M}
={r—(y+m): meM}
={r—w:zey+ M}

En outre, si l’on veut que lapplication d ci-dessus définie une métrique, il est nécessaire

que le sous-espace M soit fermé car si x € M/M, on obtient que
dlz+M,04+ M) =d(x,0+ M) =d(x, M) =0.

Orx € M/M implique que x & M et donc | x+M # 0+ M. Ainsi M doit étre fermé si
d veut avoir une chance de satisfaire les axiomes de métrique. Maintenant, si nous voulons
que d soit la métrique engendrée par une norme, cette derniere norme doit nécessairement
mesurer la distance entre une classe et le point zéro de X/M. Nous pouvons donc poser

la définition suivante :

Définition 2.2.2. Soit M C X un sous-espace fermé d’un espace normé (X, ||.||x). La

norme quotient de lespace X/M est l'application

| lxm: X/ M — F

r+ M — v+ M| xm =dx+ M0+ M).
Remarque 2.2.1. Pour tout x € X nous avons :

dlx+M,04+ M) =d(z,0+ M) =d(z, M),
et

d(x+ M,04+ M) =d0,z+ M) .

Ainsi,

|z + M| x/m = inf{||lx —m]x :m e M}

= inf{||lz + m||x : m € M}.
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Vérifions que ||.||x/as est bien une norme au sens de la Définition[1.2.1]

Théoréme 2.2.1. Soit M C X un sous-espace fermé d’un espace normé (X, ||.||x). Alors
la norme quotient ||.||x/n est une norme.
Preuve. Soit z,y € X, et A € F.
1. Le sous-espace M étant fermé, on a que
0=|lz+ M|xm = dlx+ M,0+ M) = dx, M),
si et seulement si X € M et seulement si x + M = 0+ M.
2. Supposons A # 0, alors
A (@ + M) |Ixar = || (Az) + Ml|x/ar = d (A, M)
= d(Az,A\M) puisque M est stable par loi externe
= Al d(z, M) = [Nz + M| x/ar,
et
10 (2 + M) lIx/ne = |0+ Mllx/ar = 0= [0f[[ + M| x/ar-
Ainsi,
A (z 4+ M) || x/m = [Al|lz + M||x/m, VAEF et Vo e X.

3. Par définition de la norme quotient et en appliquant I'inégalité triangulaire a ||.||x

obtient les inégalités suivantes :
Iz + M)+ (y + M) [|x/n = || (2 +y) + Ml x/n
<|lz+y+m +m2HX/M D Vmy,mp € M

< lz+mallxm + l|lz + mallx/m-
Ainsi en prenant l'infimum sur les my, my € M de ces deux derniéres normes, on

obtient que
I (@ + M)+ (y + M) [lx/p = |l + Mllxsnr + |2+ Ml x-

De ce fait ||.|| x/n satisfait I'inégalité triangulaire et il s’agit donc bien d’une norme.

Proposition 2.2.1. Soit M C X un sous-espace fermé d’un espace normé (X,|.|x)-

Alors,

(1) ||z + Mlx/m < ||z||lx  pout tout z € X.
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(2) Pour tout x € X et pour tout € > 0, il existe T € X tel que

F+M=x+M et |F|x < o+ Mlxm+e.

Preuve.
(1) Nous avons
l+ Mllx/p = d(z, M) = inf{{lz = M|x : meM} < [lz—0]x = [z x
(2) Soit x € X et € > 0, par définition de U'infimum, il existe m € M tel que
|z —m|x < inf{|lx —v||x,veE M} +¢
=d(x,M)+c¢
= ||z + M||x/m +e.
Posons £ = x — m, Alors
1Zllx < [lz+ Mllx/m +e.
De plus, m € M entraine que m+ M =0+ M et
T+M=@x-m)+ M=(x—-0)+M=x+ M.

Nous pouvons maintenant montrer que les quotients par des sous-espaces fermés des

espaces de Banach ont le bon gofit d’étre complets eux aussi.

Théoréme 2.2.2. Soit M C X un sous-espace fermé d’un espace de Banach (X, |.||x).
Alors, (X/M, ||.||X/M) est aussi un espace de Banach.

Preuve. Soit {Xy + M} une suite de Cauchy dans X /M. Il suffit de prouver que

{Xn + M} admet une sous-suite convergente, ce qui implique que la suite elle converge
vers la méme limite. Essayons donc d’extraire une sous-suite convergente. Remarquons
d’abord que si ,y € X sont tels que |[(x —y) + M||x/m < 0 > 0, alors le point (2) de
la Proposition 2.2.1] il existe y € X tel que (z —y) + M € X + M et ||(z — y)||x <.
Par définition d’une suite de Cauchy, il existe n; € N, tel que quelque soit n > nq,
(20, — 2n) + M|l x/ar < 27". De méme, il existe ny € N, ny > ny, tel que quelque soit
n > na, ||(xn, — xn) + M|l x/m < 272 Et ainsi de suite, il existe pour tout m > 0,

Nm € N, ny, > nyp,q tel que quelque soit

n 2> Ny, ||[(Tn,, — 2n) + M| xm < 27™.

Autrement dit, la sous-suite {x,;} de {z, + M} définie ci-dessus est telle que :
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| (Znke = Trks1) + M| xm < 27% pour tout k > 0.
Ainsi par la remarque mentionnée, il existe z,,, € X tel que :
(Tt = Tny) + M = (20, — Ty 2) + M et [|(zn, — Tny)||x < 27"

Alors comme z,, + M = z,, + M on peut dire, Z,, = x,.

De méme, il existe Z,, € X tel que (1, — Tp,) + M = (T, — Tny) + M et

(s — ) + Mllx < 272

Alors comme 7,, + M = z,, + M on peut poser, sans perte de généralité, z,, = Ty,.
Ainsi par une induction sur k, on obtient que |z, — @, |[x < 27%. Il en découle que
{z,, } est une suite de Cauchy dans X. En effet, soit ¢ > 0, alors pour p > 1 — log, ¢ et

pour tout m >p > qon a :

||‘rnm - IanX S Hxnm - m”mfl HX + o + ||Inq+l - an”X

1 1 1 1
< =+ +oet

om—1 om=—2 i < 2(1-logy €) =¢

Ainsi par complétude de X, la suite (x,,) converge vers un certain  C X lorsque

k — 4o00. Par conséquent,
oy + 2 = (&4 M) xja1 = |, = 2) + Mllxjar < e, — allx — 0, lorsque n — +oc.

Donc la sous-suite {x,, + M} converge vers x + M et de ce fait la suite totale {x, + M}

converge vers la méme limite.

Proposition 2.2.2. Soit M C X un sous-espace fermé d’un espace normé (X, ||.||x), si

X et M sont complets, alors l’espace X/M est aussi complet .

Preuve. Tout d’abord, supposons que X est complet, alors X/M est complet par le
théoreme précédent et M est en particulier complet en tant que sous-espace fermé de X.
Il reste a voir que si M et X/M sont complets, cela implique que X est aussi complet.

Soit (), une suite de Cauchy dans X. Alors par le point (1) de la Proposition 2.2.1]
T — @ + M| xm < || — 2| x  pour tout m,n € N.

Ainsi z,, + M est une suite de Cauchy dans X/M, qui est complet, et de ce fait converge
vers un certain y + M € X/M. Le point (2) de la Proposition entraine alors que
pour tout n € N, il existe y, € X tel que y, + M = (v, — y) + M (autrement dit
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Ty —Y—Yn € M) et [lyn]| < [[(xny) + M| x/m +27" — 0 lors que n — +oo. Ainsi y,
converge vers (.

Soit € > 0. Les suites (z,,), et (y,), étant convergentes, il existe n; € N tel que pour tout
m,n > ny ||z, — Tn|lx < % et il existe ny € N, tel que pour tout

€ .
m,n > g |Yn — Ymllx < 3 Ainsi, pour tout m,n > max{m,n} :

= ¢.

po| ™

g
‘|($n_y_yn)_<xm_y_ym)||)( < ”xn_ImHX +||yn_ymHX = §+

Donc x, — y — y, est une suite de Cauchy dans M et par complétude de M, elle admet

une limite z € M.

Finalement,
Tpn =Tpn —Y—Ynt+ Yo +Y > 2+,
+oo
—Z —0
n—>+00 n—s—+0o

autrement dit X est complet.

Lemme 2.2.1. Soit M C X un sous-espace fermé d’un espace normé (X, ||.||x), et

m: X = X/M, Uapplication quotient associée, Alors
m(Ux) = Ux/um-
Preuve. "C" Soit x € Uy, alors d’apres la Proposition
I (@) xynr = [l + Mlxmr < llzflx <1,

donc 7(x) € X/M et w(U,) € Ux/ns -
'D>" Soit x + M € Ux/u, alors par le point (2) de la Proposition il existe 7 € X
tel que

m(Z) =T+ M =2+ M et ||Z||x < ||z + M| x/m + € pour tout € > 0.

En d’autres terme, il existe Z € Ux/ys tel que m(Z) = T+ M = x + M. Par conséquent,

UX/M 2 W(Um)

Proposition 2.2.3. Soit X et M comme dans le lemme ci-dessus. Alors, l'application

quotient m: X — X/M est un opérateur linéaire borné et ouvert. De plus, si

M # X alors ||| = 1.
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Preuve. L’application 7 est linéaire par la définition des lois interne et externe sur X /M.
D’apres le lemme précédent l’image par 7 de Ux est un sous-ensemble borné de X /M,
ce qui implique, par linéarité, que 7 est borné. Pour voir que 7 est ouvert, il faut voir que
I'image par 7 de tout sous-ensemble ouvert de X est un sous-ensemble ouvert de X /M.
Soit U un ouvert de X et x € U, alors il existe r > 0 tel que U D x + rUx.

Ainsi,
m(U) D w(z +rUx) = n(x) + rUx/um,

d’apres le Lemme Autrement dit 7(U) est ouvert dans X/M et 7 est une application

ouverte.

Si M C X, alors X/M est différent de I'espace vectoriel trivial. Ainsi, m étant borné,

Il = sup{l(a) [l € Sx} = 1 par Lemme

Nous allons maintenant voir que sous certaines hypothéses supplémentaires, on peut
obtenir deux propriétés qui sont les analogues pour les espaces normés de la propriété

universelle du quotient et du premier théoreme d’isomorphe algébriques.

2.3 Propriété universelle de ’espace quotient.

Soit X et Y des espaces normés et T' : X — Y un opérateur linéaire. Soit encore
M C ker(T') un sous-espace fermé de X et m: X — X /M D'application quotient. Alors, il
existe un unique opérateur linéaire S : X/M — Y tel que T'= S o .

Autrement dit le diagramme suivant commute :

De plus, Im(S) = Im(T), S est une application ouverte si et seulement si 7" est une

application ouverte; S est borné si et seulement si 7" est borné et si T est borné, alors
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151 = 1IT1]-

Preuve. L’existence et I'unicité d’une application linéaire S : X/M — Y tel que T' = Som
et de méme image que T’ constitue la propriété universelle algébrique du quotient.
Montrons que S est une application ouverte si et seulement si T est une application
ouverte : Supposons d’abord que S soit une application ouverte. 7 est aussi une application
ouverte par la Proposition 2.2.1] par conséquent, T = S o 7 est aussi une application
ouverte en tant que composition de deux applications ouvertes.

Réciproquement, supposons que T soit une application ouverte et soit U un ouvert de

X/M. Alors,

Est un ouvert de X puisque 7 est continu et donc U = T(7'(U)) est un ouvert de Y
puisque T est ouverte. Par conséquent S est une application ouverte.
Montrons que S est borné si et seulement si T" est borné. Par le Lemme

m(Ux) = Ux/m. Par conséquent :
sup{||S(z + M)|| : o+ M € Ux/n} = sup{||S(7(x))|| : = € Ux}
= sup{||Tz| : = € Ux}.
Ainsi S est borné si et seulement si T" est borné et on a, alors ||S|| = ||T]|.
Théoreme 2.3.1. D’isomorphe

Soit X etY des espaces de Banach et T : X — 'Y un opérateur linéaire borné. Supposons
de plus que Im(T) fermé de Y. Alors :

X/ker(T) 2 T(X).

Preuve. Le noyau de T est fermé en tant que I'image par une application continue fermé
{0y} de Y. Nous pouvons donc considérer I'espace quotient X/ ker(T') ainsi que I'unique
opérateur induit S : X/ker(7T) — Y tel que T'= S o, fourni par la propriété universelle
du quotient. Il vient,
ker(S) = {z+ker(T) : v € XetSom(x) =0}
= {x+ker(T) : x € ker(T)}
= {0+ ker(T)}.
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L’opérateur S est donc un opérateur linéaire borné et injectif de I'espace de Banach

X/ ker(T') dans I'espace de Banach T'(X). Il s’agit donc d’un isomorphisme.

Proposition 2.3.1. Soit T : X — Y un opérateur linéaire de rang fini entre deuz espaces

normés. Alors, T' est continu si et seulement si ker(T') est un fermé de X.

Preuve. Il suffit de montrer que 7" est borné si et seulement si ker(7") est un fermé de X.
Si T est borné, alors son noyau est fermé en tant que 'image par T d’un sous-ensemble
fermé {0y} de Y.

Réciproquement, supposons que ker(7") est fermé. Alors nous pouvons prendre le quotient
X/ ker(T) et considérons I'application S : X/ ker(T) — Y fournie par la propriété univer-
selle de X/ ker(T"). Alors, S(z +ker(7)) = 0 si et seulement si T'(x) = 0 pour x € ker(T).
Ainsi ker(S) = ker(T') = 0x/ker(T) et S est de ce fait injectif. Par hypothese, Im(T)
est de dimension finie, par conséquent, 'injectivité de 'opérateur linéaire S implique que
X/ ker(T') est aussi de dimension finie. Donc S est borné, ce qui implique, toujours d’apres

la propriété universelle du quotient, que 1" est borné aussi.
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Chapitre 3

Opérateur de Fredholm

3.1 Concepts liés aux opérateurs de Fredholm

3.1.1 La somme directe et projection

Comme nous le verrons par la suite, certains opérateurs de Fredholm peuvent étre

obtenus a partir de projections. C’est pourquoi nous consacrons cette section.

Définition 3.1.1. (Somme directe extérieure d’espaces normés)
Supposons que Xi,...,X, des espaces vectoriels. La somme directe de Xy,...,X, est
I’espace vectoriel obtenu par le produit cartésien Xy x ---x X,, et muni des deux opérations

sutvantes :

1. (z1, 0 mn) + (Wi oY) = (T1 4+ Y1y oo, T+ Yn)-

2. alxy,...,x,) = (axy, ..., 0z,).
Supposons maintenant que X1, ..., X, sont des espaces vectoriels normés munis des normes
N llxys-- s | llx, - Leur somme directe (extérieure) est ’espace vectoriel produit X X - - - X

X,, muni de la norme suivante :

DN | —

TSI (Z ||:vj||%(j)

On obtient alors un espace vectoriel normé noté X1 & --- d X,,.

Définition 3.1.2. (Somme directe intérieure d’espaces normés)

i Mi,..., M, so es SouUs-espac €s a rmé U
Si My, ..., M, sont des sous es fermés d’un espace normé X tel que
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ZMk:X ethﬂZMk:{O}.
k=1 k=1
k]

Alors, on dit que X est la somme directe (intérieure) de My, ..., M,.

Définition 3.1.3. (Somme directe d’opérateurs)
Soient Xy,...,X, et Y1,...,Y,, des espaces normés et T; : X; — Y;, des opérateurs

linéaires. La somme directe de Ty, ...,T,, est l'opérateur :
e 00, Xi® - 0X, =>Y1®---DY,,
définie par
(YT, (x1,...,x,) = (Th(21), ..., Tn(zy)).
Avec (z1,...,2,) € X1 - B X,

Définition 3.1.4. (Projection)
Soit X un espace de Hilbert. Un élément p € L(X) est appelé un opérateur de projection

orthogonale s’il est auto-adjoint et idempotent, ¢’est-a-dire si p* = p et p* = p.

Définition 3.1.5. [4] Soit (X, |.||x) un espace vectoriel normé, A un sous-ensemble de X

et B un sous-ensemble de X*. On appelle ensemble polaire de A dans X (respectivement

de B dans X*) l’ensemble

A° ={az" € X" : z"(x) = 0 pour tout x € A},
respectivement de

°B={zeX : z(x") =0 pour tout x* € B}.
Proposition 3.1.1. Eﬂ Les ensembles A° et °B sont fermés.

Preuve. L’ensemble °B = N +cx+ ker ¥ est fermé en tant qu’intersection de fermés.
montrons que A° est fermé.
Soit {z} une suite dans A° qui converge vers un certain z* € X. Alors en particulier,

*

zr(x) — 2"(x) pour tout z € X. Or 27| A = 0 pour tout n € N, ce qui entraine que

Z*|A=0.

Par conséquent, z* € A° et c’est a dire A° fermé.
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Théoréme 3.1.1. Soit M un sous-ensemble fermé d’un espace normé (X, ||.||x). Alors,

(1) M° est isomorphe a (X/M)".
(2) M* est isomorphe a X*/ M°.

Preuve.

(1)

Soit 7 : X — X/M Dapplication quotient et soit T": y* — y*m. Clairement 7" est
un opérateur linéaire de (X/M)* dans M°. Si z* € M*° alors
M C ker z*. Alors la propriété universelle du quotient garanti qu’il existe un unique

x+. Autrement dit, T’

y* € (X/M)" tel que o = y*m et de plus ||y ||(x/m)+ = |27

est bijectif et ||y*||(x/ar)+ = |Ty"| x+. En conséquence, T est méme un isomorphisme
isométrique de (X/M)* dans M°.

Soit T': X*/M° — M* 'application qui envoie un élément de z* + M° € X*/M°
sur la restriction de x* a M. Puisque deux éléments x7 + M° et a3+ M° de X*/M°
sont égaux si et seulement si 27| M = x5| M, T est bien définie. Il est aussi injectif
par définition et clairement linéaire. Maintenant, si m* € M* et x*m™ est une

extension de Hahn-Banach de m* a X, alors T (x*m* + M°) = m™, ainsi T est

surjectif. Il s’agit donc d’un isomorphisme.

Lemme 3.1.1. Soit (X, ||.|lx) et (Y, ||.|ly) deuz espaces normés et T' € L(X,Y) un

opérateur borné. Alors

(1) ker T* =

(ImT)°.

(2) kerT' = °(ImT™).

Preuve.

(1)

kerT* = {y* €Y : 0=T"y"=y*oT}

={y e Y : y|[ImT =0}
={y" € Y : y"(y) =0 pour tout y € ImT}
= {ImT}°.
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°(ImT*) = {x € X : 2"(x) = 0 pour tout ™ € ImT"}
={re X : 0= (T"y")x pour tout y* € Y}
= {re X : 0=y"(Tx) pour tout y* € Y*}
={re X :0="Txzx}
= kerT.
Remarque 3.1.1. Il découle du Théoréme[3.1.1] ainsi que du Lemme[3.1.1] que

ImT =°((ImT)°) =° (ker T%) .

3.1.2 Opérateurs a image fermée

Théoréme 3.1.2. (Théoréme de l’image fermée)
Sotent X et Y deux espaces de Banach, alors pour tout T € B(X,Y) les assertions

sutvantes sont équivalentes.
(1) ImT est fermée.
(2) ImT = ° (ker T™).
(8) ImT* est fermée.
(4) ImT* = (kerT)°.
Preuve.
(1) <= (2) Valide, d’aprés la remarque précédente [3.1.1]
(1) <= (4) D’apres le Lemme précédent (ker T')° = °((ImT™)°) D ImT™.
En vertu du premier théoreme d’isomorphisme, nous avons que ’application
S: X =kerT — ImT
z+kerT — T(x),

est un isomorphisme. Maintenant, si x € (ker T'), alors I'unique application
T : (v +kerT) — z*(x) définie par la propriété universelle du quotient est un élément
de (X +kerT)". Par conséquent, T o S~ € (ImT)". Donc il existe y* € Y* tel que
y*|[ImT =7 o S™'. Ainsi, pour tout x € X :
(T"y")x =y" (Tz) = (ToS7")(Tx)
(ToS ) (x + kerT))
=T (z+kerT) x*(z).
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C’est-a-dire T*y* = z*. Par conséquent (ker T')° C ImT*. Et donc (ker T)° = ImT".
(4) = (3) D’apres la Proposition Précédente les ensembles polaires sont des fermés.

3.1.3 Opérateurs compacts

Définition 3.1.6. Soient X etY des espaces normés. Un opérateur T € L (X,Y) est
dit compact si, pour toute suite bornée {xy,}, o dans X, la suite {T'xy, }nen dans'Y contient
une sous-suite convergente. L’ensemble des opérateurs compacts est noté K(X,Y).

donnons dans cette section quelques propriétés algébriques simples des opérateurs compacts

dont nous aurons besoin dans la suite.

Théoréeme 3.1.3. Soient X et Y deux espaces normés et T € K(X,Y). Alors T est
borné. Ainsi, K(X,Y) C B(X,Y).

Preuve. Supposons que 7' n’est pas borné. Alors pour tout entier n > 1 existe un vecteur
unitaire x,, tel que ||T'z,|| > n. Puisque la suite {x, } est bornée, par la compacité de T, il
existe une sous-suite {72y} qui converge. Mais ceci contredit le fait que || T2, q)|| > n(r),

donc T doit étre borné.

Théoreme 3.1.4. Soient X,Y, Z des espaces normés.
(a) Si S, T € K(X,Y) et a,p € C alors oS + BT est compact.

(b) Si S € B(X,Y), T € B(Y,Z) et au moins l'un des opérateurs S,T est compact,
alors TS € B(X, Z) est compact.

Preuve.

(a) Soit {z,} une suite bornée dans X. Puisque S est compact, il exist une sous- suite
{Zne} telle que {Sx,y} converge dans Y. Ensuite, comme {x,)} est borné et T" étant
compact, il existe une sous-suite {2, (s)) } de la suite {z,} telle que {1z, (s))} converge
dans Z. Il s’ensuit que la suite {aS@p(r(s)) + BT Tn(r(s))} converge dans Z. Donc aS + 5T
est compact.

(b) Soit {z,} une suite bornée dans X. Si S est compact, alors il existe une sous-suite
{Zne} telle que { Sz, ()} converge dans Y.

comme T est bornée (et donc continue), la suite {T'Swy(r(s))} converge dans Z. d’ou T'S

est un opérateur compact.
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Maintenant si S est borné mais non compact, alors par la continuitée de S la suite {Sx,, }
est bornée dans Y. Par la compacité de T, il exist une sous-suite {Sz,)} telle que

{T'Sxyy} converge dans Z, d’ou T'S est compact.

Définition 3.1.7. Un opérateur T : X — Y est dit de rang finie si dim(ImT') est

fini et on a :
rg(T) = dim(ImT).

Théoreme 3.1.5. Soient X etY des espaces normés et T un opérateur borné de X
dans'Y :

(1) SiT est de rang fini alors il est compact.

(2) Sil'une de dimension de X ou de Y est finie alors T' est compact.
Preuve.
(1) Comme T est de rang fini alors l'espace Z = ImT est normé de dimension finie. De
plus, pour toute suite bornée {x,}, dans X, la suite {Tx,} est bornée dans Z, donc par

le théoréme de Bolzano-Weierstrass cette suite doit contenir une sous-suite convergente.

D’ou T est compact.
(2)
a) Sila dimension de X est finie, alors dim(I/m7') = rg(T) est finie. Donc d’apres la

premiere propriété T' est compact.

b) Si la dimension de Y est finie, il est clair que dim(ImT) est finie car ImT C Y,

par suite T est de rang fini donc compact.

Exemple 3.1.1. Soit

T:L*[~m, 7] — L?[-7, 7
f=Tf(x) = iCOS(w —y)f(y) d(y).
On démontre que T est compact. 7
Im(T) = {Tf(x), f € L [-m,7],x € [-m,7]}.

Soient x € [—m,7| et f € L*[~m, ), alors :
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= /(cos(:zc) cos(y) + sin(z) sin(y)) f(y)d(y)

= cos(x) [ cos(y) fy)dly) +sin(x) [ sin(y)f(v)d(y).

m m

On pose o = /cos(y)f(y)d(y) et = /sin(y)f(y)d(y). Done T(x) = acosx + Bsinx

—Tr

avec o et 5 € R.
Donc Tf € L? [—7, 7], alors Comme toute fonction de L*() est décomposable en serie de

Fourier, alors
Tf(x) = (an/2) (Z oy, cosnx + 3, sin nx) )
n>0
avec oy, et B, des scalaires, d’ou ImT est engendré par {cosz,sinx}.

Donc dim(ImT) =2 < oo = rg(T) < oo =T est compact.

3.2 Opérateur de Fredholm et Semi-Fredholm

Définition 3.2.1. Soit A un opérateur borné d’un espace de Hilbert H dans un autre
espace de Hilbert Hy. A est dit un opérateur semi-Fredholm a droite et noté par ®, (H, Hy)
(respectivement da gauche et notée par ®_(H, Hy)) s’il existe un opérateur borné

B € B(H, Hy) et un opérateur K compact sur Hy (respectivement sur H) tels que
AB =1+ K (respectivement BA=1+K).

Définition 3.2.2. Soit X,Y deux espaces de Banach et A € L(X,Y) un opérateur
borné. On dit que A est un opérateur de Fredholm si les trois conditions suivantes sont
vérifiées :

1. Im(A) est fermé.

2. dim(ker A) est finie.

3. codim(Im(A)) est fini.
Ot la codim(Im(A)) = dim (X/ImT).
L’ensemble des opérateurs de Fredholm de X versY est noté ®(X,Y).
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Définition 3.2.3. On appelle indice de A est on la note ind(A) Uentier relatif :
ind(A) = dimker(A) — codim(Im(A)).
L’indice de A est —oo si cette codimension est infinie.

Exemple 3.2.1. Considérons deux espaces de Banach X etY de dimension finie. (Par
exemple R™ et R"™ muni de la norme euclidienne). Soit T : X —'Y un opérateur linéaire
continu.

On a evidemment que, dim(ker T') et dim(CokerT') sont finies et ImT est fermée, étant

de dimension finie.

Alors,
ind(T) = dim(ker T) — dim(Coker T)
dim(ker T) — dim(Y/ImT)
= dim(ker T) — (dim(Y') — dim(ImT))
= dim(ker T) — dim(Y') + dim(ImT)
= dim(X) — dim(Y) € Z.

Exemple 3.2.2. (Opérateur non Fredholm)

Lopérateur nul T : X —'Y, défini par T'(x) = Oy pour tout x € X, entre deux espaces de
Banach n’est pas un opérateur de Fredholm si la dimension de X ou de Y est infinie.
En effet, si X est de dimension infinie, alors ker T = X est de dimension infinie et si'Y
est de dimension infinie ImT = {0y} dont la codimension, qui est la dimension de 'Y est

infinie.

Théoréme 3.2.1. (Adjoint d’un opérateur de Fredholm)
Soient X,Y deux espaces de Banach et T € ®(X,Y) un opérateur de Fredholm et soit T

son adjoint, alors T est un opérateur de Fredholm, et on a :
ind(T) = —ind(T™).
Preuve. Nous allons montrer que :
1. ImT™ est fermée.

2. dim(kerT) < oo
3. dim(X™/ImT™) < 0o
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(1) Etant donné que T est Fredholm, son image I'mT est fermée, ce qui équivaut a dire
que ImT™* est fermée, d’apres le théoréme de I'image fermée.

(2) En appliquant le Théoreme au sous-espace ker T de X, il vient :
(ker T)* = X*/(ker T)°.
Or le théoreme de I'image fermée fournit (ker7)° = ImT™. Ainsi :
(ker T)" = X*/(ker T)° = X*/ImT".
Donc
dim(/mT™) = dim(ker T*) = dim(ker T") < 0.

Par hypothese
(3) En appliquant le Théoreme au sous-espace ImT de Y, il vient :

(Y/ImT)* = (ImT)°.

En outre le Lemme fournit (Im7T')° = ker T™, par conséquent :
(Y/ImT)* = (ImT)° = ker T™.
Ainsi,
dim(ker 7%) = dim((Y/ImT)*) = dim(Y/ImT) < co.
L’opérateur adjoint T™ est donc bien Fredholm. Calculons son indice :
ind(T*) = dim(ker T') — dim(X™/ImT")

= dim(Y/ImT) — dim(ker T")

= —ind(T).
Proposition 3.2.1. Soit T € L(X,Y) les assertions suivantes sont équivalentes :

1) T est semi-Fredholm.

2) De toute suite bornée de X dont l'image par T' est une suite convergente, on peut

extraire une sous-suite convergente.
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Preuve. Supposons que (2) soit vérifiées, Il résulte du lemme de Reisz (la boule unité
d’un espace normé est relativement compact si et seulement si cet espace est de dimension
finie) que le noyau ker(7") est de dimension finie. ker(7T") possede alors des supplémentaires
topologiques. Soit Xy un tel supplémentaire. la propriété (2) implique I'existence d’'une

constante C' > 0 telle que :
(3) Yu € Xy < C||Tul|.

En effet, si (3) était fausse, on pourrait construire une suite u,, € Xo, [|u,|| = 1, || Tu,| <
l. De cette suite on pourrait extraire d’apres ’hypothése (2) une sous-suite convergente
\T/Lers u € Xg (car Xy est normé), ||u|| =1 et Tu = 0, ce qui contredit u € X.

L’image de T et celle de la restriction de T & X étant égales, I'inégalité (3) (prouve que
Im(T) est fermée car complete).

Réciproquement, puisque (3) est vérifiée si et seulement si la restrection de 7" a X est
injective et d’image fermée, la propriété (1) implique (3). Soit alors (u,) une suite borné

dans X dont 'image par T" est convergente. On décompose u,, sous la forme
Up, = Uy + Wy, v, € ker(T), w, € Xo.

Tu, = Twy, et de (3) on déduit que la suite w, est de cauchy, donc converge. La suite
(v,) est bornée dans l'espace de dimension finie ker(7), et possede donc une sous-suite

convergente, ce qui prouve (2).

3.3 Alternative de Fredholm

Théoreme 3.3.1. Soit T : H — H un opérateur compact tel que H un espace de

Hilbert de dimension infinie, si X\ # 0, alors :
1. Im(T — M) est fermé.
2. ker(T — M) a une dimension finie.
Preuve.
1) Soit {y,} une suite dans Im(T — ), avec Jim y, = y. Ainsi, pour tout n, on a

Yn = (T'— XI)x,,, pour certain x,,, et comme ker(T'— AI) est fermé, z,, a une décomposition

orthogonale de la forme z,, = u, + v,, avec u, € ker(T — \I) et v, € ker(T — \I)*.
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Nous allons montrer que la suite {v,} est bornée.

Supposons que v, n’est pas bornée, ||v,| # 0, et JI—{EOHU"H = oo. En mettant w, =
Un/ ||vnll,
n=1,2,...,onaw, €ker(T — A)*, ||w,|| = 1 (donc la suite {w,} est bornée) et

(T = Al) wn = (yn/[lvall) =0,

puisque {y, } est borné (car elle est convergente). En outre, par la compacité de 7' on peut
supposer que {Tw,} converge.
En combinant ces résultats, il s’ensuit que la suite w, converge (puisque A # 0). Soit

w = lim w,, on voit que ||w,| =1 et
n—1

(T — M) w, = lim (T — A)w, =0,

n—oo

donc w € ker(T — AI). Mais, w, € ker(T — \)* alors
lw — wy||* = (w — wp, w —wy,) =1+1=2.

Ce qui contredit w, — w. Donc la suite {v,} est bornée.
Maintenant, par la compacité de T', nous pouvons supposer que {v,} converge. Puis
vy = AN HTv, — (T — X)v,) = X (Tw, — y), pour n € N, donc la suite {v,} converge.

notons v sa limite. Alors
y = lim y, = lim (T'— Al )v, = (T — Al)v,

et donc y € Im(T — \I).

Cela prouve que Im(T — M) est fermé.

(2) Supposons que M = ker(T' — M) est de dimension infinie. Puisque le noyau d'un
opérateur borné est fermé, ’espace M est un espace de Hilbert de dimension infinie, et il

y a une suite orthonormale {e,} dans M. Les vecteurs image vérifient pour m # n :
|Ten — Tem|* = || Aen — Aewl|* = 2|A%

Comme A # 0, la suite (T'e,,) ne peut pas avoir de sous-suite de Cauchy, donc pas de sous-
suite convergente et T' n’est pas compact. Donc contradiction. D’ou M est de dimension

finie.

Proposition 3.3.1. Soit A € B(H, Hy) tel que H et Hy sont des espaces de Hilbert.
St A est bijectif alors A est de Fredholm d’indice nul.
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Preuve. Comme A est bijectif, alors ker A = {0}, par conséquent dimker A < +o0. De
plus Im(A) = Hy est fermé et codim Im(A) = 0. Donc l'opérateur A est de Fredholm.
ind(A) =dimker A — codim I'm(A)
=0—-0
=0.

Proposition 3.3.2. Soit A € B(H, Hy) tel que H et Hy sont des espaces de Hilbert. Si

dim H < 400, et dim Hy < 0o, alors A est de Fredholm. Dans ce cas
ind(A) = dim H — dim Hy.

Preuve. Comme dim H < 400, et dim Hy < +o00 alors dim ker A < +o0,
codim I'm(A) < +oo et Im(A) est fermé donc A est de Fredholm.

ind(A) = dimker A — codim Im(A)
= dimker A — dim Hy + dim Im(A)
= dim H — dim H,.

3.4 Produits d’opérateurs de Fredholm

Lemme 3.4.1. Soit N un sous-espace vectoriel de X de dimension finie (X espace

vectoriel normé) alors il existe Xy sous-espace vectoriel fermée de X tel que :

b) Ve € X, Nxy € X,y € N tel que x = xo + 1, c’est-d-dire : celd veut dire
seulement que X = Xog @ N.

Preuve. Soitr e X =X, & M
siz € M = |pzf| = ||lzf| < 1-[[=].
size Xy = |px]|=0<1-|z].

Lemme 3.4.2. Soit X1 un sous-espace vectoriel fermé de X et M un sous-espace
vectoriel de dimension finie tel que X1 N M = {0}. Alors Xo = X1 B M est un sous-espace
vectoriel fermé de X.

De plus 'opérateur
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PZX2—>X2
X — Pux.

Ou
X si zeM

0 st ze€eX;
est bornée c’est-a-dire P € (X3).

Théoréme 3.4.1. 7] Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit A € ®(X,Y). Alors,
il existe un sous-espace fermé Xo de X, tel que X = Xy @ ker(A) et un sous-espace Yy de
Y de dimension A tel que Y = Im(A) @Y.

De plus, il existe un opérateur Ay € L(Y, X), tel que

a) ker(Ap) = Yo.

b) Im(Ay) = Xo.

c) AoA =1 sur Xy.

d) AAy =1 sur Im(A).
e) AgA=1—F, sur X.
f) AAg=1—F, surY.

Ou Fy € L(X) avec Im(Fy) = ker(A) et Fy € L(Y) avec Im(F,) =Y.

Preuve. Les propriétés a), b), ¢) et d) se déduisent directement des lemmes précédents
pour N = ker(A) et Xo.

Montrons maintenant la propriété (e) :

on a Fy = I sur ker(A) et égal a 0 sur X, d’apres la propriété (c). Donc F; € L(X), un

raisonnement similaire donne (f).

Théoréme 3.4.2. m Soit A€ L(X,)Y) et Be L(Y,Z) ou X,Y et Z sont des espaces
de Banach. Si A et B sont des opérateurs de Fredholm (des opérateurs semi-Fredholm
supérieurs, respectivement, des opérateurs semi-Fredholm inférieurs), alors BA est un
opérateur de Fredholm, ( un opérateur semi-Fredholm supérieur, respectivement, un opé-

rateur semi-Fredholm inférieur), et
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ind(BA) = ind(B) + ind(A).
Preuve. [3] Soit I'opérateur A : ker(BA) — ker(B) avec pour noyau ker(A). D’ou
dimker(BA) < dim ker(B) + dim ker(A).
Il existe W; et W5 de dimension finie tels que
Y=Im(A)eW,, Z=1Im(B)+ Wa.

Donc Im(BA) est de codimension finie dans Im(B), qui est de codimension finie dans Z.
Donc Im(BA) de dimension finie dans Z.

Il en résulte que BA est un opérateur de Fredholm.

Théoreme 3.4.3. Soit X, Y et Z trois espaces de Banach. Supposons que A € L(X,Y)
et B € L(Y,Z) sont tels que BA € ®(X,Z). Alors A € ®(X,Y) si et seulement si,
Bed(Y, 7).

Preuve. Supposons d’abord que A € ®(X,Y), et soit Ay un opérateur satisfaisant le
Théoreme Ainsi,

BAAy=B — BF,sur Y,
ou Fy € K(Y).
Maintenant Ay € ®(Y,X) et BA € ®(X,Z) par I'hypothese. Ainsi, BAA, € ®(Y, Z)
(Théoreme [3.4.2). Puisque BF, € K (Y, Z) est la suite de B € ®(Y, Z).
Supposons ensuite que B € ®(Y, Z), et soit By € L(Z,Y) tel que ByB =1 — F3 sur Y,
BBy=1—F,sur Zou F5 € K(Y) et Fy € K(Z). Alors,

ByBA=A— F3A sur X.

Maintenant BA € ®(X, Z) par hypothese, tandis que By € ®(Y, Z). D’ou
ByBA € ®(X,Y), et le méme doit étre vrai de A.

Théoréme 3.4.4. Supposons que A € L(X,Y) et B soit dans L(Y,Z) sont tels que
BA € &(X, 7). Sidim(ker B) < oo, alors A € ®(X,Y) et Be€ O(Y, Z).

Preuve. Puisque Im(B) D Im(BA), on voit que I'm(B) est fermé. De plus,
dim I'm(B) < dim Im(BA), et donc B € ®(Y, Z), nous appliquons maintenant le Théo-
reme [3.4.3] Une propriété intéressante de 'indice est que I'indice d’une composition d’opé-

rateurs de Fredholm est simplement la somme des indices des composants.
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Proposition 3.4.1. @ Soient A € L(H, Hy) et M un sous-espace de H tel que
codimM =n < 4+o00. On pose Ay = A/M. Alors :

A est de Fredholm si et seulement si Ay : M — Hy est de Fredholm.

De plus

ind(A) = ind(Ap) + n.

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur la codimension de M. Pour n =1

on pose :
H:M@'<l'1 =,

ou < x1 > est le sous-espace engendré par un vecteur x; # 0 de H.
Vo e H x=x9+ Ary alors Ax = Axg + NAxy, g € M.

Envisageons deux cas :
1) Siy; = Axy & Im(Ap) alors :

Im(A) =Im(Ay) & < y1 =

D’autre part :
ker Ay = ker A,

en effet,

ker Ay = {xg € M, Agxy = 0},
et

ker A = {zy € H, Axy = 0}.

On a ker Ay C ker A. 1l reste a montrer que, ker A C ker Ay.
Siz € ker A, alors Az =0,

d’autre part
T =10 + AT,
alors :
Az = Axg + A1 =0,
donc :

ALU(] = A()JI() = —)\.AII,
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ce qui implique que :
Y1 = 0 et Aoib’o = O,

cela veut dire que

xg € ker Ay,
alors
dim ker A = dim ker Ay,
et
codim Im(A) = codim Im(Ap) + 1.
Donc

ind(A) = dimker Ay — codim I'm(Ay) + 1
= ind(Ay + 1).
2) Siy = Az € Im(A) alors

Im(A) = Im(A),

et il existe un v € M tell que :

y1 = Ao(u),
de plus
ker A=ker Ag+® < 1 —u >,
en effet,
r=x9+ Ary,ouzg € M et x; € H.
Ax = Azg+y1 = Aoxo + Mou = Ap(zo + Mu)
Az = 0<= Ap(zo+ \u) =0
To+ Au € ker Ay <= xg € ker Ay — Au,
et
dim ker A = dim ker Ay + 1.
Donc
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ind(A) = dimker Ag+ 1 — codim I'm(Ay)
Il reste & montrer que I'm(Ap) est fermé.

Comme Im(A) est fermé alors il existe ¢ > 0 tel que :
[Az]m, > cllz]|,Vz € H.

Ap vérifie aussi la méme estimation, par conséquent Im(Ag) est fermé dans Hy.

Le cas n = 2 s’obtient de la méme facon en décomposant H de la maniere suivante :

H=(M®<2 =)D <1 == My+ <33 >.

My = (M@‘<$1 })etAQZAQ/MO
mdA = indAgy+ 2.
Supposons que la propriété vraie a 'ordre n, et montrons qu’elle resre vraie a

l'ordre (n + 1), ¢’est-a-dire :
H=M& X,,

avec dim Xg =n + 1.

Quitte a enlever un vecteur a de la basse de Xy, On peut écrire :
Xo=XP® <ax.
Ou
dmX =nH=M®XP® <a>=M® <a>=NodX.
Ou
M=M&Xet N=M®<a:.
D’aprés les deux cas précédents, on obtient le resultat :

ind(A) = ind(Ay) + n.
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3.5 Perturbation

Dans ce chapitre, on montre que les perturbations compacts n’induent pas sur 1’en-
semble des opérateurs de Fredholm, ce qui veut dire que si on somme un opérateur de

Fredholm et un opérateur compact on obtient un opérateur de Fredholm.

Définition 3.5.1. [7] Soient X etY deux espaces de Banach, et soit F € L(X,Y). F est
appelé perturbation de Fredholm, si U + F € ®(X,Y) chaque fois que U € ®(X,Y).

F est appelée perturbation de Fredholm supérieure (respectivement inférieure),

siU+F € &, (X,Y) (respectivement U+ F € ®_(X,Y)) chaque fois que U € & (X,Y)
(respectivement U € ®_(X,Y)). Les ensembles des perturbations de Fredholm, semi-
Fredholm a droite et semi-Fredholm a guche sont, respectivement, notés F (X,Y), F . (X,Y)

et F _(X,Y). En général, nous avons

K(X,Y) C F,(X,Y)
K(X,Y) C F_(X,Y)

N

(X,Y).

Cr
CF(X,Y).

Proposition 3.5.1. Soit A un opérateur compact sur H, alors I; — A est un opérateur
de Fredholm d’indice nul.
Preuve. D’aprés le Théoréme on a Im(Il; — A) est fermé et
dim(H = Im(l; — A)) = codim Im(l; — A) = dimker(I; — A) < 0.
Alors, (I; — A) est de Fredholm.
ind(Ilg — A) = dimker(I; — A) — codim Im(I; — A) = 0.

Théoréme 3.5.1. Soit A € B(H, Hy) un opérateur semi-Fredholm a gauche (respective-
ment d droite). Si K est un opérateur compact de H dans Hy, alors A+ K est un opérateur

semi-Fredholm d gauche (respectivement a droite), l'indice de A+ K est l'indice de A.

Preuve. Comme A est semi-Fredholm a gauche, alors il existe un opérateur B dans
B(Hy, H) et un opérateur F' compact sur H de sorte que : BA =1+ F.

Comme K est compact alors BK reste compact, par conséquent : BA+ BK = [ + F
alors B(A+ K) =1+ (F + BK).

Or lopérateur F est compact alors, F'+ BK est compact, d’ou A+ K est semi-Fredholm
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a gauche.
Soit L un opérateur compact tel que : AB = I + L.
Or d’aprés le théoreme BA est de Fredholm de plus

ind(BA) = ind(B) + ind(A).

Et comme L est compact alors I + L est de Fredholm et ind(I + L) = 0.
Donc ind(A) + ind(B) = 0 ou bien : ind(B) = —ind(A).
D’autre part, On a :

BA+ BK =B(A+ K) =1+ (L+ Bk),

et (L + BK) est compact alors 1+ (L + BK) est de Fredholm, alors :
ind(B(A+k)) =ind(B) + ind(A+ k) = 0 et : ind(B) = —ind(A + K) par copréquent,
ona: md(A+ K)=ind(A).

Proposition 3.5.2. Soit T € L(X,Y) tel qu’il existe Ky et Ky compacts de X dans
X, et Sy et Sy dans L(X,Y) avec :

TSy =1+ Ky, 5iT =1+ K;.
Alors T, Sy et Sy sont de Fredholm, et indT = —ind S, = ind S,.

Preuve. [ + K;, « = 1,2 sont de Fredholm d’indice nul, d’apres la Proposition [3.5.1} il
résulte des hypotheses que dim(ker(7")) < dim(ker(I 4+ K7)) et que

dim(coker(T)) < dim(coker(I + K5)).

Donc l'opérateur T' est de Fredholm.

Mais S;T'Sy = S1+S1K3 = Sa+ K1.55. D'ou il résulte que S; — Sz est compact (I’ensemble

des opérateurs compacts est un idéal de I'ensemble des opérateurs bornés).
SQT - I - (S2 - SI)T + SlT - [ == (SQ - Sl)T+ Kl;

donc compact, et de méme T'S; — I .

Donc Sy et S; sont de Fredholm.

ind SoT =ind Sy +ind T = ind(I + K3) =0 < ind T = —ind Sy = —ind S;.
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Application

3.6 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Définition 3.6.1. On appelle opérateur de Hilbert-Schmidt tout opérateur u € L(Hy, Hs)
qui vérifie

[e%S)
> llulen)]* < oo,
n=1

ot (e,)>2 est une base ortho normée de Hy.

La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt est notée HS(H1, Hs).

3.7 Théorémes de Fubini-Tonelli et Fubini

Définition 3.7.1. Soit (X, A, u) un espace mesuré. On dit que (X, A, u) est o-fini s’il
existe une suite de parties (A,)nen telles que u(A,) < 400 pour tout n, et X = UAn.
Cette hypothése est vérifiée lorsque (X) < 400 (par exemple lorsque p est une mnesure
de probabilité), lorsque X = N avec la mesure de comptage, ou lorsque X = R" avec la

mesure de Lebesque.

Définition 3.7.2. Soient (X, A, 1) et (Y, B, ps) deux espaces mesurés o-finis. On note
A ® B la tribu engendrée par les ensembles de la forme A x B, ou A € A et B € B. 1l
existe une unique mesure v sur A® B telle que v(A x B) = pui(A)us(B) pour tout A € A

et B € B. Cette mesure est notée iy @ s et est o-finie.

Théoréme 3.7.1 (Fubini-Tonelli). Soient (X1, T, p1) et (Xo, Tz, o) deux espaces mesu-
rés o-finis. Soit f: Xy x Xo — [0, +00] une fonction Ty ® Ta-mesurable. Alors :
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1. Pour chaque x € Xy, la fonction y — f(x,y) est mesurable sur (Xs,73) dans
[0, 400], et l'intégrale / f(z,y) dua(y) est mesurable sur (Xq,77).
Xo

2. Pour chaque y € Xy, la fonction z — f(z,y) est mesurable sur (Xi1,7T1) dans
[0, 400], et l'intégrale / f(z,y) duy(x) est mesurable sur (Xo,Tz).
X1

3. On a l’égalité

/)(1XX2 [z, y) d(p @ p2)( /Xl (/ (2.1) dyis(y )) d (@)
/X2 (/ (2, y) du(x )) dpia(y).

3.8 Formule de Parseval

Théoreme 3.8.1. Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 21, intégrable

+n§>:1<ancos( ; )+b &n(mlm)),

la série de Fourier de f. Alors la formule de Parseval est donnée par :

sur [—1,1] et soit

/f2 p= DY (a2 02).

n>1

3.9 Inégalité de Bessel

Soit E un espace préhilbertien dont le produit scalaire est noté (-, -). Soit (e, )n>o une
famille orthonormale de E. Alors pour tout x de E, la série Y _ |(z,e,)|? converge et on a

n>0
I'inégalité de Bessel :

>z en)l” < [l=)*.

n>0
De plus, la famille est totale (c’est-a-dire que l'espace vectoriel qu’elle engendre est
dense) si et seulement si l'inégalité précédente est une égalité, alors nommée égalité de

Parseval-Bessel :
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>z, en)* = [l

n>0
Le cas particulier le plus fréquent est celui ou E est 'espace vectoriel des fonctions

continues sur 'intervalle [0, 27], muni du produit scalaire

(f.9) = 2;/02” F()g(t) dt.

On prend pour famille (e,) les fonctions e, (z) = €™, n € Z. Ceci est une famille
orthonormée de F qui de plus est totale d’apres le théoreme de Fejér. Ainsi, si on note

cn(f) le n-ieme coefficient de Fourier de f,

)= o [ Fe e,
on a:
1 27
SlalP =5 [ 11@F e

Opérateurs de Hilbert-Schmidt a noyau :
Soit k : [a,b] x [a;b] — C (Ja,b[) une fonction continue. Pour toute f € L*([a,b]), on
considere la fonction Ky définie pour ¢ € [a, b] par

(KA = [kt 9)($)ds

Alors,

1. K est un opérateur de Hilbert-Schmidt de I’espace de Hilbert L* ([a,b]) sur lui
méme. Pour tout ¢ € [a,b] fixé, notons k; la fonction s — k(t,s). En termes du

produit scalaire de L? ([a, b]), on peut écrire

(KF)(t) = (ks T). (3.1)

Considérons une base hilbertienne (e, ) ey de L ([a,b]). D’apres (3.1)), on a
b
[Kenl? = [ Gk, e dt

20



D’ou en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli :

+oo +oo  p
D IEenll” = > | [k e[ dt
n=1

n=1"9%
b +o0

= [ X kel
@ n=1

+oo
Mais Y |(k:, &2)|* = ||k:||” (formule de Bessel-Parseval ).

. . n:1
Ainsi,

too b b b
S IKenl? = [Tkl = [ [ Ik(t, ) Pdtds < +oo.
n=1 a a a

. Soit A € C. L’équation T'f — f = g vérifie I'une ou l'autre des deux assertions
suivantes (Alternative de Fredholm) : ou bien, pour tout g € L?([a,b]), il existe
une unique solution f, ou bien il existe un sous-espace strict N de L € L*([a, b])
tel que si g € N, I’équation admet une infinité de solutions, et si g € N, I’équation

n’admet pas de solution.
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