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Résumé
Ce mémoire vise à proposer une contribution à l’étude d’un problème de l’écoulement du

fluide de Herschel-Bulkley incompressible, rigide et visco-plastique dans une couche mince

bidimensionnelle en régime stationnaire avec des conditions de Dirichlet sur les bords. Le

mémoire comporte trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous introduisons les notions

générales de la mécanique des milieux continus, ainsi que diverses équations et outils mathé-

matiques. Dans le deuxième chapitre, nous montrons l’existence et l’unicité d’une solution

faible à ce problème de l’écoulement. Dans le troisième chapitre, nous intéressons à l’étude

du comportement asymptotique d’un problème mécanique de l’écoulement.

Mots - clés : fluide de Herschel-Bulkley ; couche mince ; comportement asymptotique.
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Abstract
This dissertation aims at proposing a contribution to the study of a problem of an

incompressible, rigid and viscoplastic Herschel-Bulkley fluid flow, in a two-dimensional thin

layer in steady state with Dirichlet boundary conditions. The dissertation includes three

chapters. In the first chapter, we introduce the general notions of continuum mechanics,

as well as various equations and mathematical tools. In the second chapter, we show the

existence and uniqueness of a reliable solution to this flow problem. In the third chapter, we

are interested in the study of the asymptotic behavior of a mechanical problem of the flow.

Key words : Herschel-Bulkley fluid ; thin layer ; asymptotic behavior.
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Notations
Si Ω est un domaine de Rn(n = 2.3) et 1 ≤ p < +∞ on note par :
Ω̄ l’athérence de Ω.

Γ la frontière de Ω, supposée réguliére.

Γi(i = 1, 2) une partie de la frontière de Γ.

mes(Γi) la meseure de Lebesgue superficielle de Γi.

ν la normale unitaire sortante à Γ.

υν , υτ les composantes normale et tangentielle du champ vectoriele υ sur Ω.

C(Ω) l’espace des fonctions réelles continue sur m.

H1 {σ ∈ L2(Ω)n×n
s / Div(σ) ∈ L2(Ω)n}.

Wm,p(Ω) l’espace de Sobolev de paramétres m et p.

Hm(Ω) l’espace de Sobolev de paramétres m et p = 2 ; Hm(Ω) = Wm,2(Ω).

W 1− 1
p
,p(Γ) l’espace de traces d’ordre p.

W ′
Γ le dual topologique de l’espace WΓ ; W ′

Γ = W−1+ 1
p
,p′(Γ)n.

γ l’application trace.
Si H est un espace de Banach réel, on utilise les notations :
H ′ le dual topologique de l’espace H.

Hn = {x = (xi) / xi ∈ H, i, j = 1, ..., n}.

Hn×n
s = { x = (xij)/xij = xji ∈ H, i, j = 1, ..., n}.

(., .)H′×H le produit de dualité entre l’espace H ′ et l’espace H .

∥.∥H la norme de l’espace H .

2H l’ensemble de toutes les parties de H.

xn −→ x la convergence forte de la suite (xn) vers l’élément x dans H .

xn ⇀ x la convergence faible de la suite (xn) vers l’élément x dans H .
Pour une fonction f , on note :
dom(f) le domaine de f .

epi(f) l’epigraphe de f .
∂f
∂xi

la dérivée de f par rapport à la i-éme composante xi.

f ′ la dérivée de f par rapport au temps.
Df
Dt

la dérivée particulaire de f .

∇f le gradient de f .

D(f) la partie symétrique du gradient de f , D(f) = 1
2
(∇f +∇Tf) .

div(f) la divergence de f .

∂f le sous-différentiel de f .
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Autres notations :
lim inf la limite inférieure.

Sn l’espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 sur Rn.

Div(σ) la divergence du tenseur σ ∈ Sn .

σ̃ le déviateur du tenseur σ ∈ Sn .

tr(σ) la trace du tenseur σ ∈ Sn .

δ le tenseur identique.

p.p presque partout .

|.| la norme Euclidienne de Rn et Sn .

”.” le produit scalaire Euclidienne de Rn et Sn .
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Introduction

Un fluide de type Herschel-Bulkley, qui est un milieu visco-plastique, vérifie les lois

générales de la mécanique des milieux continus et a une loi de comportement non linéaire

particulière. Il est utilisé pour modéliser plusieurs types de fluides, comme par exemple des

peintures et la lave volcanique, d’où le grand intérêt de son étude.

L’étude du comportement asymptotique a déjà été faite et des résultats ont été obtenus

pour plusieurs fluides. Le premier résultat, dû à Bayada et Chambat [4] justifie l’équation

de Reynolds, obtenue à partir des équations de Stokes considérées dans un domaine mince.

L’écoulement du type Nazarov-Stokes est traité par Assemien, Bayada et Chambat [3], ainsi

que par Nazarov [30] pour différentes conditions aux limites du domaine d’étude.

Pour les problèmes non linéaires, plusieurs résultats sont connus, mais aucun n’englobe

le cas du fluide de Bingham. Ainsi, l’écoulement d’un fluide dont la viscosité est donnée

par une loi de puissance a été traité par Mikelic et Tapiéro [28] et par Bourgeat, Mikelic et

Tapiéro [7] Par ailleurs, Taous [35] a étudié une classe des fluides à viscosité non linéaire, le

modéle de viscosité étant celui de Litvinov [23]. En fin Bunoiu et Saint Jean Paulin [11] ont

étudié une classe des fluides à viscosité non linéaire, parmi les quels ont trouve les fluides du

type Cross, Carreau et Williamson. Les auteurs de [10] ont étudié le même problème, dans

lequel seules les conditions de Dirichlet sur la frontière ont été considérées.

Ce mémoire a pour objet l’étude d’un problème de l’écoulement du fluide incompressible,

rigide et visco-plastique de Herschel-Bulkley dans une couche mince bidimensionnelle en

régime stationnaire avec les conditions aux limites de Dirichlet-homogène, le domaine est

représenté par l’ouvert ]0, 1[×]0, εh(x1)[ , où ε est un petit paramètre strictement positif et

h :]0, 1[−→ R∗
+ , est une fonction de classe C1.
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Le travail est composé comme suit :

Le premier chapitre, aborde brièvement des notions générales pour faciliter la lecture

de ce mémoire. Aussi bien que pour la bonne compréhension des problèmes traités dans la

suite. Nous commençons par un rappel des notions générales de la mécanique de milieux

continus : on introduit mathématiquement par l’établissement d’un système d’équations aux

dérivées partielles posées sur un domaine de R2. Ce système comprend la loi de comporte-

ment du fluide, l’équation du mouvement et du corps ainsi que les conditions initiales et

aux limites aux quelles il est soumis. La loi de comportement du fluide de Herschel-Bulkley

traitée dans ce mémoire donnée par :

σ̃ = µεp|D(u)|p−2D(u) + gε D(u)
|D(u)| si |D(u)| ≠ 0

σ̃ ≤ gε si |D(u)| = 0

}
surΩ,

où σ̃ désigne le déviateur du tenseur des contraintes σ, u représente le champ des vitesses,

D(u) désigne le tenseur taux de déformation, µεp, gε > 0 sont les coefficients qui carac-

térisent le modèle de Herschel-Bulkley et qui représentent respectivement : la consistance

(la viscosité) et le seuil de plasticité, le paramètre p, 1 < p ≤ 2, est l’exposant de loi de

puissance du matériaux (représentant l’indice de rhéofluidification, indice d’écoulement, de

viscosité).

Ce modèle est une mixture du modèle de Bingham et du modèle en loi de puissance

(proposé par Herschel et Bulkley en 1923). Lorsque p = 2, on retrouve les fluides de Bingham,

lorsque g = 0, on retrouve une loi de puissance (rhéofluidifiant), et lorsque p = 2 et g = 0,

on retrouve le modèle de Navier-Stokes (Newtonien).

Nous présentons ensuite quelques résultats classiques de l’analyse fonctionnelle non li-

néaire : on introduit les fonctions convexes, les opérateurs fortement monotone, les inéqua-

tions variationnelles elliptiques. Pour finir nous rappelons les espaces fonctionnels et les

principales notations utilisées.

Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse à l’étude d’un problème de l’écoulement

stationnaire du fluide incompréssible, rigide et visco-plastique de Herschel-Bulkley dans

une couche mince qui occupe un domaine borné Ωε en dimension deux. Dans ce cadre, on

décrit la position du problème et les conditions aux limites, concernant le champ de vitesse,

et le champ des contraintes qui nous permettent de faire la formulation variationnelle du

problème mécanique de départ, puis nous étudions l’existence et l’unicité de solution faible

du problème.

Dans le troisième chapitre, on s’intéresse à l’étude du comportement asymptotique

d’un problème de l’écoulement lié par le fluide incompressible, rigide et visco-plastique de

Mémoire : Ecoulement Stationnaire du fluide de Herschel-Bulkley dans une couche mince
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Herschel-Bulkley en régime stationnaire, dans un domaine Ωε supposé mince. Nous com-

mençons par décrire le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler, et la formulation

variationnelle du problème concernant le champ de vitesse et le champ de la pression. En-

suite, nous utilisons les différentes inégalités de Poincaré, Korn, Cauchy-Schwartz, Young et

Hôldre pour obtenir des estimations à priori. Ce qui nous permet de faire un passage à la

limite afin d’obtenir le problème limite

Dans ce cas nous avons obtenu [26, 31] :

− ∂

∂y

(
µ

2
p
2

∣∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣∣p−2
∂û1

∂y
+

√
2

2
gsign

(
∂û1

∂y

))
= f̂1 −

dp̂

dx
dans W−1,p′(Ω).

Où µ la consistance de milieu Ω, g le seuil de plasticité de milieu Ω, f̂1 et la première

composante de la fonction f̂ qui représente une densité massique des forces extérieures de

milieux Ω, û1 est la première composante de la fonction û et (û1, p̂) le champ de vitesse et

la pression des problèmes limites dans Ω.
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Chapitre 1

Modélisation et outils mathématiques

Le but de ce chapitre est d’introduire les outils mathématiques et mécaniques nécessaires

pour une bonne compréhension de la suite des problèmes traités. Il comporte deux parties.

Dans la première partie, nous commençons par un rappel des résultats essentiels de

la théorie des milieux continus et la loi de comportement du fluide de Herschel-Bulkley,

puis, nous présentons le système d’équations aux dérivées partielles qui modélisent quelques

problèmes aux limites modélisant le comportement fluide dans le cas stationnaire et ce dans

un domaine borné en dimension deux, ensuite nous décrivons les différentes conditions de

contact qui interviennent dans tout le document.

La deuxième partie comprend des rappels sur les résultats classiques de l’analyse fonc-

tionnelle non linéaire, on y présente ici quelques résultats fondamentaux concernant les

fonctions convexes, les inéquations variationnelles elliptiques. Pour finir, nous rappelons les

notions de bases ainsi que quelques résultats sur les espaces de Sobolev.

Mémoire : Ecoulement Stationnaire du fluide de Herschel-Bulkley dans une couche mince
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Benghouini Amel 1.1 Modélisation

1.1 Modélisation

L’objet de cette section est d’établir le cadre physique et mathématique décrivant des

problèmes de contact en mécanique des solides et des fluides utilisés dans ce mémoire en

suivant [5], [12], [15], [18], [34] et [33]. Ceci se traduit mathématiquement par l’établissement

d’un système d’équations aux dérivées partielles posé sur un domaine de Rd (d = 2, 3). Ce

système comprend la loi de comportement du matériau ou fluide, l’équation du mouvement

du corps ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

1.1.1 Les équations de conservation

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné Ω de R2 pendant un inter-

valle de temps ]0, T [. Lorsque l’hypothèse des milieux continus est vérifiée, nous considérons

un milieu continu qui occupe un domaine borné Ω de R2 pendant un intervalle de temps

]0, T [ régi par les principes de la thermomécanique des milieux continus qui permettent

d’établir les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Nous allons

préciser ici l’ensemble des équations correspondantes, dans Ω, on a :

1. L’équation de conservation de la quantité de mouvement :

Soit u(x, t) le champ des vecteurs vitesse à l’instant t ∈]0, T [ des points x = (x1, x2) ∈
Ω du milieu continu en mouvement par rapport au repère (ox), σ(x, t) de composantes

σlm (l,m = 1, 2), est le tenseur des contraintes. La loi fondamentale de la mécanique

des milieux continus exprimant l’équivalence entre le tenseur des forces extérieures et

le tenseur des accélérations pour un système matériel quelconque, conduit à l’équation

du mouvement suivante :

ρ

(
∂u

∂t
+ u.∇u

)
= Divσ + f. (1.1)

où le vecteur f , de composantes fl(l = 1, 2), représente une densité massique des

forces extérieures, ρ = ρ(x, t) est la densité du milieu au point x ∈ Ω et Div désigne

l’opérateur divergence, c’est-à-dire

Divσ =
∂σm

∂xl

, (l,m = 1, 2). (1.2)

2. L’équation de conservation de la masse :

La forme locale de la conservation de la masse s’applique seulement sur un point

x = (x1, x2) ∈ Ω de l’élément de volume ∂Ω du milieu. L’expression générale de

Mémoire : Ecoulement Stationnaire du fluide de Herschel-Bulkley dans une couche mince
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Benghouini Amel 1.1 Modélisation

l’équation de conservation de la masse s’écrit :

∂ρ

∂t
+ u.∇ρ+ ρdiv(u) = 0. (1.3)

Le processus d’évolution modélisé par (1.1) contient un terme non linéaire par rap-

port aux composantes de la vitesse, dans certaines situations l’équation (1.1) peut se

simplifier. S’il s’agit d’un problème statique le premier membre des équations (1.1) est

identiquement nul et on les appelle équations d’équilibre

Divσ + f = 0 (1.4)

Elles sont alors linéaires par rapport aux composantes σlm du tenseur des contraintes.

Cette situation s’applique également lorsque le champ de vitesse u varie trés lentement

par rapport au temps dans le cas où les deux termes ρ∂u
∂t

et ρu.∇u sont négligeables

(processus quasi-statique).

3. L’hypothèse d’incomprèssibilité du volume pour les milieux fluides :

Un fluide est dit incompréssible lorsque son volume demeure constant sous l’action

d’une pression externe. L’hypothèse d’incompréssibilité trés réaliste physiquement, se

traduit par

TrD(u) = 0

où D(u) est le tenseur des taux de déformation, de composantes

Dlm(u) =
1

2
(
∂ul

∂xm

+
∂um

∂xl

), 1 ≤ l,m ≤ 2. (1.5)

Le milieu est dit homogène, si sa densité est indépendante de x. Donc l’équation de

conservation de la masse se réduit à

∂ρ

∂t
= 0.

ρ constante indépendante de x et t. Il est même possible de poser ρ = 1, ce qui est

fait dans la suite, et revient simplement à choisir l’unité de densité de la masse.

Dans le cas du milieu non-isotherme, l’équation de conservation de l’énergie du pre-

mier principe de la thermodynamique. Cependant, nous considérerons toujours que la

température milieu sera constante dans tous les problèmes posés dans ce mémoire.

D’un point de vue mathématique, nous disposons trop d’inconnues par rapport au

nombre d’équations. Il est facile de voir que les fonctions inconnues sont au nombre
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de cinq, représentées par les composantes σlm (l,m = 1, 2) du tenseur des contraintes

(symétrique) et les composantes ul (l = 1, 2) de la vitesse. Donc les équations pré-

cédentes sont insuffisantes pour décrire les mouvements des milieux continus, elles

doivent être complétées par d’autres relations que l’on appelle lois de comportement,

qui sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations et

leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour établir

une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidimension-

nels constituent le point de départ dans l’établissement de ces lois. Nous présentons

ci-dessous la loi de comportement visco-plastique du fluide de Herschel-Bulkley traitée

dans ce mémoire.

1.1.2 Loi de comportement du fluide de Herschel-Bulkley

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu

continu. Bien quelles doivent respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine est

souvent expérimentale et c’est toute une série d’essais physiques qu’il faut réaliser pour ob-

tenir une loi de comportement. On présente ici une description de la loi de comportement

visco-plastique du fluide de Herschel-Bulkley traité dans ce mémoire en suivant [15], [20] et

[32]. Le modèle de Herschel-Bulkley est caractérisé par la propriété suivante : le matériau

commence à s’écouler seulement si les forces appliquées dépassent une certaine limite, dit

seuil de plasticité. Pour décrire ce modèle, on a besoin de certaines notations.

Soient u le champ des vitesses et D le tenseur taux de déformation défini par :

D(u) =
1

2
(∇u+∇tu). (1.6)

On considére aussi son déviateur

D̃ = D − 1

n
tr(D)δ, (1.7)

où tr(D) représente la trace de D et δ le tenseur identique. On note par σ le tenseur des

contraintes de Cauchy et son déviateur

σ̃ = σ + pδ. (1.8)

Dans l’équation (1.8), le scalaire −p = 1
n
tr(σ) représente la partie sphérique du tenseur des

contraintes. On peut identifier p avec la pression. En plus des déviateurs D̃ et σ̃, e un autre

tenseur S est introduit comme étant la partie des contraintes qui correspond aux propriétés

plastiques du matériau. Pour décrire un tel processus, on utilise une collection de fonctions
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réguliéres t 7→ (D̃(t), σ̃(t), S(t)) pour t ∈ [0, T ] où T > 0 est la durée du processus. Le

modèle rigide viscoplastique de Herschel-Bulkley supposé que

σ̃ = S + µ|D(u)|p−2D̃, (1.9)

f(S) = |S|2 − g2 ≤ 0, (1.10)

D̃ = λ2S, (1.11)

où µ est le coefficient de viscosité, g√
2

est le seuil de plasticité pour le cisaillement pur et λ

est une fonction telle que{
λ(t) = 0 si f(S) < 0 ou f(S) = 0 et f ′(S) < 0,

λ(t) > 0 si f(S) = 0 et f ′(S) = 0.
(1.12)

Dans (1.12), f(S) désigne la dérivée par rapport au temps de la fonction t 7−→ f(S(t)) et

(1.10) est la condition de Von Mises. En tenant compte de (1.10), l’invariant Sll =
1
2
|S|2 ne

doit pas dépasser la carré du seuil de plasticité pour le cisaillement pur g√
2
.

D’après (1.11) et (1.12), il vient que le déviateur du tenseur taux de déformation peut

varier seulemet si S reste sur la surface f(S) = 0, en se déplaçant le long de cette dernière.

Pour tout autre processus, D̃ est nul. C’est la raison pour laquelle |S| = g est appelé

condition d’écoulement.

Dans le modèle de Herschel-Bulkley, on suppose toujours l’incompressibilité du volume,

c’est-à-dire

tr(D) = 0,

pour n’importe quel processus de n’importe quelle durée T > 0.

Le modèle de Herschel-Bulkley peut être considéré en utilisant seulement les tenseurs D

et D̃ , En effet , de (1.9) et (1.11) , on a

σ̃ = (1 + 2µ|D(u)|p−2λ)S. (1.13)

|σ̃| = (1 + 2µ|D(u)|p−2λ)|S|. (1.14)

Si |σ̃| > g , alors de (1.10) et (1.14) on déduit que λ > 0 et de (1.12) on a |S| = g > 0.

L’équation (1.14) entraîne que

λ =
1

2µ|D(u)|p−2

(
|σ̃|
g

− 1

)
De (1.11) et (1.13), on a

D̃ =
2λ

1 + 2µ|D(u)|p−2λ
σ̃ =

1

µ|D(u)|p−2

(
1− g

|σ̃|

)
σ̃.
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Comme tr(D) = 0, on aura d’après (1.7) que D̃ = D. Par conséquent

D =
1

µ|D(u)|p−2

(
1− g

|σ̃|

)
σ̃.

Supposons maintenant que |σ̃| ≤ g. Alors si |S| = g, de (1.14) on obtient λ = 0, et si

|S| < g, de (1.12) on aura aussi λ = 0. D’où finalement D = 0. Ainsi, on obtient la loi de

comportement du fluide de Herschel-Bulkley suivante :{
1
2µ
(1− g

|σ̃|)σ̃ si |σ̃| > g.

0 si |σ̃| ≤ g.
(1.15)

On peut aussi inverser l’équation constitutive (1.15). Si D = 0, d’après (1.15), on a |σ̃| ≤ g

et si |D| ≠ 0 , on a |σ̃| > g.

Par ailleurs, on sait que |σ̃| = 2µ|D(u)|p−2|D|+ g, donc si on combine cette formule avec

(3) l’équation constitutive (1.15) s’écrit :{
σ̃ = µ|D(u)|p−2|D|+ g D

|D| Si |D| ≠ 0,

|σ̃| ≤ g Si |D| = 0.
(1.16)

Il facile de voir que les deux lois constitutives (1.15) et (1.16) sont équivalentes. Par consé-

quent, on considère (1.16) comme étant la loi de comportement du fluide de Herschel-Bulkley.

Par ailleurs, les expériences physiques ont montré que les coefficients qui caractérisent le

modèle mécanique de Herschel-Bulkley, autrement dit la viscosité µ et le seuil de plasticité

g, dépendent de la température, ce qui explique le comportement thermique de fluide de

Herschel-Bulkley.

Remarque 1.1.1. Si dans la loi de comportement (1.16), on prend g = 0 et p = 2, on ob-

tient la loi de comportement d’un fluide visqueux incompressible Newtonien. Par conséquent,

pour g suffisamment petit, le fluide de Herschel-Bulkley peut être considérer comme un mo-

dèle voisin des fluides visqueux Newtoniens. Si g est strictement positif, on obtient la loi de

comportement du fluide de Bingham, on observe des zones rigides au sein de l’écoulement.

Quand g croit, ces zones rigides augmentent et peuvent bloquer complètement l’écoulement.

Cette propriété s’appelle propriété de blocage. Le fluide de Herschel-Bulkley posséde la par-

ticularité supplémentaire, mise en évidence par la loi de comportement (1.16) : tant que le

seuil g n’est pas atteint, le fluide se déforme comme un milieu rigide sans couler. On explique

physiquement ce phénomène par le fait que ces fluides sont pour la plupart des suspensions de

particules quasi-sphériques dans un solvant. Quand les particules sont faiblement concentrée,
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le seul effet de leur présence est d’augmenter la viscosité proportionnellement à la concen-

tration des particules. Si on augmente toujours la concentration, les particules finissent par

se toucher. Le solvants n’occupe plus que les interstices. Le liquide devient pâteux à cause

des forces entre les particules en contact. Pour provoquer son écoulement, il faut vaincre

toutes ces forces, ce qui permet d’expliquer l’existence du seuil g.

Un tel comportement s’observe dans le cas de certaines huiles ou de certaines boues, uti-

lisées dans la technique des forages pétroliers ainsi que dans certaines peintures. On l’utilise

aussi pour décrire l’écoulement à haute température de certains corps solides, par exemple

le processus de moulage de métaux. Pour plus d’exemples, on revoit aux ouvrages [2], [17]

et [19].

1.1.3 Condition aux limites de contact

Nous présenterons les différentes conditions aux limites utilisées pour la fermeture du

problème que nous utilisons par la suite dans ce mémoire. Supposons dans cette section que

le milieu occupe un domaine Ω de R2 donné par

Ω = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y < h(x)},

de frontière régulière notée Γ = Γ1 ∪ Γ2 , Γ1 est la frontière inférieure d’équation y = 0, Γ2

est la frontière supérieure d’équation y = h(x). On suppose que

h :]0, 1[→ R∗
+, est une fonction de classe C1.

Γ, la surface où on a des conditions imposées en vitesse (condition de Dirichlet) :

u = 0.
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1.2 Outils mathématiques

1.2.1 Elément d’analyse non linéaire

Dans la première partie de cette section, H désigne un espace de Banach réflexif muni

de la norme ∥.∥H . On note aussi par H′ l’espace dual de H et par ⟨., .⟩H′×H le produit de

dualité entre H′ et H.

1.2.1.1 Propriétés générales

On dit que la suite (xn)n ∈ H converge faiblement vers x ∈ H et on note xn ⇀ x si

⟨l, xn⟩H′×H → ⟨l, x⟩H′×H ∀l ∈ H′.

Dans ce cas, x s’appelle limite faible de la suite (xn)n.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, il résulte que si xn → x, alors xn ⇀ x. La

réciproque n’est pas toujours vraie. De plus puisque l’espace de Banach est réflexif on a le

résultat suivant :

Théorème 1.2.1. (de Bolzano-Weiertrass)

Soit (xn)n une suite bornée de H, il existe alors un élément x ∈ H et une sous-suite de

(xn)n notée (xµ)µ telle que xµ ⇀ x.

1.2.1.2 Fonctions convexes et sous-différentiabilité

Nous commençons ici par quelques préliminaires sur les fonctions convexes et les fonc-

tions semi-continues inférieurement, ensuite nous donnons une généralisation de la notion

de gradient aux fonctions convexes, voir pour plus détails [8, 16].

Soit φ une fonction définie sur un espace vectoriel réel E et à valeur dans ]−∞,+∞] .

La fonction φ est dite propre si elle n’est pas identiquement égale à ∞, c’est-à-dire s’il

existe x ∈ E tel que φ(x) < ∞. La fonction φ est dite convexe si

φ(tx+ (1− t)y) ≤ tφ(x) + (1− t)φ(y) ∀x, y ∈ E, t ∈ [0, 1].

La fonction φ est dite strictement convexe si cette dernière inégalité est stricte pour tout

x,y ∈ E et tels que x ̸= y.

On définit le domaine et l’épigraphe de φ, respectivement par :

dom(φ) = {x ∈ E tel que φ(x) < ∞},

epi(φ) = {(x, α) ∈ E× R tel que φ(x) ≤ α}.

Il clair qu’on peut établir les résultats suivants :
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(i) φ est propre si et seulement si dom(φ) ̸= ∅.

(ii) Le domaine de φ est un convexe de E si φ est convexe.

(iii) φ est convexe si et seulement si epi(φ) est un ensemble convexe dans E× R.

Une fonction φ définie sur un espace topologique E et à valeur dans ] − ∞,+∞] est dite

semi-continue inférieurement si :

∀φ ∈ R, l′ensemble {x ∈ E tel que φ(x) ≤ α} est ferme.

Nous donnons ici quelques propriétés des fonctions semi-continues inférieurement.

Lemme 1.2.1. soit φ : H → R. Alors

(i) φ est semi-continue inférieurement si et seulement si epi(φ) est fermé dans H× R.

(ii) φ est semi-continue inférieurement si et seulement si pour tout x ∈ H et tout ε > 0

il existe un voisinage Vx de x dans H tel que φ(u) ≥ φ(x)− ε pour tout u ∈ Vx.

Il en résulte en particulier que si φ est semi-continue inférieurement et si xn → x, alors

lim inf φ(xn) ≥ φ(x).

Ce lemme nous conduit au résultat suivant :

Théorème 1.2.2. Soit φ : H → R une fonction convexe et propre. Alors φ est semi-

continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue inférieurement pour la

topologie faible de H.

Une fonction φ : H →]−∞,+∞] est dite Gâteaux-différentiable en un point u ∈ H s’il

existe un élément ∇φ(u) ∈ H′ tel que

lim
t−→0

φ(u+ tυ)− φ(u)

t
= ⟨∇φ(u), υ⟩H′×H ∀υ ∈ H (1.17)

L’élément ∇φ(u) est appelé la différentielle au sens de Gâteaux de φ au point u.

La fonction φ est dite Gâteaux-différentiable si elle Gâteaux-différentiable en tout point de

H, dans ce cas l’opérateur u → ∇φ(u) : H → H′ s’appelle le gradient de la fonction φ.

La convexité des fonctions Gâteaux-différentiables peut être caractérisée de la façon

suivante :

Lemme 1.2.2. Soit φ : H →] −∞,+∞] une fonction Gâteaux-différentiable. Alors φ est

convexe si et seulement si

φ(υ)− φ(u) ≥ ⟨∇φ(u), υ − u⟩H′×H ∀u, υ ∈ H. (1.18)
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L’inégalité (1.18) suggère une généralisation de la notion de gradient aux fonctions

convexes.

On dit que la fonction φ : H →]−∞,+∞] est sous-différentiable en un point u ∈ H s’il

existe f ∈ H′ tel que

φ(υ)− φ(u) ≥ ⟨f, υ − u⟩H′×H ∀υ ∈ H. (1.19)

L’élément f est appelé sous-gradient de φ au point u et l’ensemble des sous-gradients de φ

en u est appelé le sous-différentiel de φ en u et est noté ∂φ(u) :

∂φ(u) = {f ∈ H′ : φ(υ)− φ(u) ≥ ⟨f, υ − u⟩H′×H ∀υ ∈ H} (1.20)

On note par dom(∂φ) l’ensemble défini par :

dom(∂φ) = {u ∈ H : ∂φ(u) ̸= Φ} (1.21)

En utilisant (1.20), (1.21) et la définition du domaine d’une fonction, il résulte :

dom(∂φ) ⊂ dom(φ). (1.22)

La fonction φ est dite sous-différentiable si elle sous-différentiable en tout point de H,c’est-

à-dire

dom(∂φ) = H.

Lemme 1.2.3. Soit φ : H →] − ∞,+∞] une fonction sous-différentiable. Alors φ est

convexe, propre et semi-continue inférieurement.

Dans le cas d’une fonction convexe, le lien entre l’opérateur gradient et sous-différentiel

est donné par :

Lemme 1.2.4. Soit φ : H →] − ∞,+∞] une fonction convexe et Gâteaux-différentiable.

Alors φ est sous-différentiable et on a

∂φ(u) = {∇φ(u)} ∀u ∈ H.

1.2.1.3 Opérateurs fortement monotones et inéquations variationnelles

Soient H un espace de Banach réflexif et séparable, A : H → H′ un opérateur non

linéaire, φ : H →] − ∞,+∞] une fonction propre et f ∈ H′. Un nombre considérable et
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problèmes aux limites en mécanique des milieux continus ont un lieu avec les problèmes

suivants.

Trouver u ∈ H tel que

⟨Au,v − u⟩H′×H + φ(υ)− φ(u) ≥ ⟨f ,v − u⟩H′×H ∀v ∈ H, (1.23)

où ⟨., .⟩H′×H est le produit de dualité entré H′ et H. Le probème (1.23) est appelé inéquation

variationnelle elliptique de seconde espèce sur H.

L’opérateur A est dit :

(i) Strictement monotone si{
⟨Av −Au,v − u⟩H′×H > 0. ∀u,v ∈ H,

⟨Av −Au,v − u⟩H′×H = 0 ⇒ v = u
(1.24)

(ii) coercif si

lim
⟨Au− u⟩H′×H

∥u∥H
= +∞ si lim∥u∥H = +∞. (1.25)

(iii) Hémi-continu si la fonction réelle t → ⟨A(u+tυ)⟩H′×H est continue pour tout t ∈ R.

En ce qui concerne le problème (1.23), on a le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théorème 1.2.3. [8, 22] Soit A : H → H′ un opérateur Strictement monotone, borné,

hémi-continu et coercif et soit φ une fonction convexe et semi-continue inférieurement pour

la topologie faible de H. Alors l’inéquation variationnelle elliptique de seconde espèce (1.23)

admet une solution unique.

1.2.2 Espaces fonctionnels et opérateurs divergence et déformation

On introduit ici des notions générales sur les espaces de Sobolev. On présente en plus

leurs principales, notamment les injections de Sobolev, le théorème de trace et les différents

résultats de compacité. On rappelle ensuite les espaces de Sobolev utilisés en mécanique des

milieux continus et liés aux opérateurs divergence et déformation. Pour plus de détails sur

cette partie, on revoit aux ouvrages [1], [13],[14],[20],[21] et [32].

1.2.2.1 Espaces de Sobolev

Dans toute la suite, Ω ⊂ R est un domaine borné, 1 ≤ p ≤ ∞ et m ∈ N. On rappelle

que Wm,p(Ω) est l’espace

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m},

où Dαu désigne la dérivée d’ordre α ∈ Nn de u au sens des distributions.
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Si 1 ≤ p < ∞, alors Wm,p(Ω) est un espace de Banach réel pour la norme

∥u∥Wm,p =

 ∑
0≤|α|≤m

∥Dαu∥pLp(Ω)

 1
p

∀u ∈ Wm,p(Ω).

On note aussi par (Wm,p(Ω))′ l’espace dual de Wm,p(Ω) avec 1
p
+ 1

p′
= 1.

Pour m = 1, on définit l’espace de Sobolev W1,p(Ω)

W1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) : ∀i, 1 ≤ i ≤ n,

∂u

∂xi

∈ Lp(Ω)

}
,

muni de la norme induite,

∥u∥Wm,p(Ω) =

(
∥u∥pLp(Ω) +

n∑
i=1

∥ ∂u
∂xi

∥pLp(Ω)

) 1
p

Si 1 ≤ p < ∞.

En particulier, l’espace Hm(Ω) = Wm,2(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

et la norme induite, respectivement,

(u,v)Hm(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

(Dαu, Dαv)L2(Ω) ∀u,v ∈ Hm(Ω),

∥u∥Hm(Ω) =

 ∑
0≤|α|≤m

∥Dαu∥2L2(Ω)

 1
2

∀u ∈ Hm(Ω).

Pour s réel positif quelconque, on définit l’espace de Sobolev Hs(Ω) comme étant l’espace

intermédiaire d’ordre θ entre Hm(Ω) et H0(Ω) = L2(Ω)

Hs(Ω) = {Hm(Ω),L2(Ω)}θ, (1− θ)m = s et 0 ≤ θ ≤ 1.

D’autre part, Wm,∞(Ω) est un espace de Banach pour la norme

∥u∥Wm,∞(Ω) = max
0≤|α|≤m

(sup ess|Dαu|) ∀u ∈ Wm,∞(Ω).

Nous utiliserons trés souvent dans les raisonnements, les théorèmes de compacité et en

particulier celui de Rellich, les injections de Sobolev et le théorème de trace de Sobolev.

Théorème 1.2.4. (Injections de Sobolev).

Soit Ω un ouvert Lipschitzien de Rn et 1 ≤ p < ∞.

(i) Si p ∈ [1, n[ , alors W1,p(Ω) s’injecte continuement dans Lq(Ω) avec q ∈ [1, np
n−p

].

(ii) Si p = n, alors W1,p(Ω) s’injecte continuement dans Lq(Ω) ceci ∀q ∈ [n,+∞[ .

(iii) Si p ∈]n,+∞[ , alors W1,p(Ω) s’injecte continuement dans C(Ω̄).
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Théorème 1.2.5. (Théroème de compacité de Rellich).

Soit Ω un ouvert borné et Lipschitzien de Rn et p ∈ [1,+∞[ . Alors W1,p(Ω) s’injecte

compactement dans Lp(Ω).

Théorème 1.2.6. (Compacité Lp − Lq).

Soit Ω un ensemble de mesure finie de Rn et 1 ≤ q < p < ∞. Si (uµ)µ≥1 est une suite qui

converge presque partout vers u et qui est bornée dans Lp, alors uµ −→ u dans Lq.

Lemme 1.2.5. Soit θ un ouvert borné de Rn
x×Rt et gµ, g des fonctions de Lq(θ), 1 < q < ∞

telles que

∥gµ∥Lq(θ) ≤ c et gµ −→ g p.p. dans θ.

Alors

gµ −→ g dans θ faible.

Théorème 1.2.7. (Théorème de trace de Sobolev).

Soit Ω un ouvert borné et Lipschitzien de Rn. Alors l’application

D(Ω̄) −→ D(Γ) : u −→ u/Γ,

se prolonge par continuité en une application linéaire continue

W1,p(Ω) −→ Lp(Γ) : u −→ γ(u) = u/Γ,

γ est appelée application trace sur W1,p(Ω).

Soit 1 ≤ p < ∞. On appelle espace de traces, l’espace vectoriel

W1− 1
p
,p(Γ) = γ(W1,p(Ω)) = {γ(u),u ∈ W1,p(Ω)}

qui l’on munit de la norme

∥f∥
W

1− 1
p ,p

(Γ)
= inf{∥u∥W1,p(Ω)/γ(u) = f}.

L’espace W1− 1
p
,p(Γ) est un sous-espace de Lp(Γ), de plus c’est un Banach, qui est réflexif

lorsque 1 < p < ∞. On constate aisément que l’application

γ : W1,p(Ω) −→ W1− 1
p
,p(Γ)

est continue de norme inférieure à 1.

Théorème 1.2.8. (Injections de Sobolev pour les espaces de traces).

Soit Ω un ouvert borné et Lipschitzien de Rn et 1 ≤ p < ∞.
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18



Benghouini Amel 1.2 Outils mathématiques

(i) Si p ∈ [1, n[ , alors W1− 1
p
,p(Γ) s’injecte continuement dans Lq(Ω) avec q ∈ [1, (n−1)p

n−p
]

et compactement dans Lp(Γ).

(ii) Si p = n, alors W1− 1
p
,p(Γ) s’injecte continuement dans Lq(Ω) ceci ∀q ∈ [1,+∞[ .

(iii) Si p ∈]n,+∞[ , alors W1− 1
p
,p(Γ) s’injecte continuement dans C(Γ).

1.2.2.2 Opérateurs divergence et déformation

Nous désignons Sn l’espace des tenseurs d’ordre deux sur Rn(n = 2, 3), et par ”.” et |.|
représentent respectivement, le produit scalaire et la norme Euclidienne sur Rn et Sn.

Ainsi,

u.v =
n∑

l=1

ulυl, |u| = (u.u)
1
2 ∀u,v ∈ Rn,

σ.τ =
n∑

l,m=1

σlmτlm, |σ| = (σ.σ)
1
2 ∀σ, τ ∈ Sn.

On utilise les notations suivantes :

Lp(Ω)n×n
s = {σ = (σlm)/σlm = σml ∈ Lp(Ω)/l,m = 1, n},

W1,p(Ω)n = {u = (ul)/ul ∈ W1,p(Ω)/l = 1, n},

= {u ∈ Lp(Ω)n/D(u) ∈ Lp(Ω)n×n
s },

H1 = {σ ∈ Lp(Ω)n×n
s /Div(σ) ∈ Lp(Ω)n},

où D : W1,p(Ω)n −→ Lp(Ω)n×n
s et Div : H1 −→ Lp(Ω)n sont les opérateurs de déformation

et de divergence définis par

D(u) = (Dlm(u)) : Dlm(u) =
1

2
(ul,m + um,l) et Div(σ) = (σlm,m). (1.26)

Comme la frontière Γ est Lipschitzienne, le vecteur normale sortant ν à la frontière est défini

p.p.

Pour tout champ de vecteurs v ∈ W1,p(Ω)n , nous conservons la notation v pour désigner

la trace de v sur Γ et on note par vν et vτ les composantes normale et tangentielle de v sur

la frontière, données par les formules :

vν = v.ν,vτ = v − vνν (1.27)

Désignons par γ l’application trace

γ : W1,p(Ω)n −→ Lp(Γ)n,

et faisons introduire les notations

WΓ = W1− 1
p
,p(Γ)n = γ(W1,p(Ω)n) et W′

Γ = W−1+ 1
P
,p′(Γ)n,
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et par ⟨., .⟩W′
Γ×WΓ

le produit de dualité entre W′
Γ et WΓ. Pour tout σ ∈ H1, il existe un

élément noté σν ∈ W′
Γ tel que la formule de Green suivante soit satisfaite

⟨σν, γν⟩W′
Γ×WΓ

= ⟨σ,D(v)⟩Lp(Ω)n×n
s

+ ⟨Div(σ),v⟩Lp(Ω)n ∀v ∈ W1,p(Ω)n.

En outre, si σ est assez régulier (par exemple C1), nous avons

⟨σν, γν⟩W′
Γ×WΓ

=

∫
Γ

σν.vdγ ∀v ∈ W1,p(Ω)n,

où dγ représente l’élément de surface. Nous définissons de façon analogue les composantes

normale et tangentielle de σ sur la frontière Γ par les formule :

σν = σν.ν, στ = σν − σνν.

Tout au long de ce mémoire, dans les problèmes mécaniques, Γ est partitionnée en deux

parties mesurables Γ1 et Γ2, telles que mes(Γ1),mes(Γ2) > 0.

Nous aurons besoin de l’espace des déplacements admissibles

WΓ = {v ∈ W1,p(Ω)n : v = 0 sur Γ}.

L’inégalité de Korn généralisée s’applique sur WΓ : il existe une constante C > 0, dépendant

uniquement de Ω et Γ, telle que

∥D(v)∥Lp(Ω)n×n
s

≥ C∥v∥W1,p(Ω)n ∀v ∈ WΓ.
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Chapitre 2

Problème de l’écoulement stationnaire

gouverné par le fluide de

Herschel-Bulkley

Dans ce chapitre, on a montré l’existence et l’unicité d’une solution faible de ce problème

de l’écoulement. Ce chapitre est organisé de la manière suivante.

Dans la section 1, nous présentons le problème mécanique de l’écoulement stationnaire du

fluide de Herschel-Bulkley. En outre, nous introduisons quelques notations et préliminaires.

Dans la section 2, nous obtenons la formulation variationnele du problème. Nous montrons

dans la section 3 l’existence et l’unicité d’une solution faible de ce problème de l’écoulement.
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2.1 Position du problème

On considère un problème mécanique qui décrit l’écoulement stationnaaire du fluide

incompréssible et visco-plastique de Herschel-Bulkley dans un domaine borné Ωε ⊂ R2 , de

frontière régulière ∂Ωε = Γε constituée de deux parties mesurables et disjointes Γε
1 et Γε

2 ,

telles que mes(Γε
1),mes(Γε

2) > 0

∂Ωε = Γε
1 ∪ Γε

2,

où

— Γε
1 est la surface inférieure définie par x2 = 0.

— Γε
2est la surface supérieure définie par x2 = εh(x1).

Telle que h :]0, 1[7−→ R∗
+ est une fonction de classe C1(]0, 1[).

On suppose que :

Ωε = {(x1, x2) ∈ R2, 0 < x1 < 1 et 0 < x2 < εh(x1)}.

Les forces volumiques de densité f agissent dans Ωε.

On note par S2 l’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R2, et par ”.” et |.|
respectivement, le produit scalaire et la norme euclidienne sur R2 et S2. Ainsi, pour tout

u, v ∈ R2, u.v = ulvl, |u| = (u.u)
1
2 , et pour tout σ, τ ∈ S2, σ.τ = σlmτlm, |σ| = (σ.σ)

1
2 . Ici et

ci-dessous, les indices l et m sont compris entre 1 et 2 et la convention de sommation sur

des indices répétés est adoptée.

On désigne par σ̃ε le déviateur du tenseur des contraintes σε = ((σε)lm), donné par

σ̃ε = ((σ̃ε)lm), (σ̃ε)lm = (σε)lm − tr(σε)

2
δlm,

où δ = (δlm) est le tenseur identique.

Soit 1 < p ≤ 2. Nous considérons les tenseurs de taux déformations défini pour chaque

uε ∈ W 1,p(Ωε)2 par

D(uε) = (Dlm(u
ε)), Dlm(u

ε) =
1

2
((uε)l,m + (uε)m,l),

Le problème mécanique peut se formuler de la manière suivante :

Problème (P.2.1). Trouver le champ des vitesses uε = (u1, u2) : Ω
ε −→ R2 , le champ des

contraintes σε = (σε
1, σ

ε
2) : Ω

ε −→ S2, tels que

Divσε + f ε = 0 dans Ωε, (2.1)

σ̃ε = µεp|D(uε)|p−2D(uε) + gε D(uε)
|D(uε)|si|D(uε)| ≠ 0

σ̃ε ≤ gε si|D(uε)| = 0

}
dans Ωε, (2.2)
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divuε = 0 dans Ωε, (2.3)

uε = 0 sur ∂Ωε. (2.4)

Rappelons ici (2.1) représente l’équation de l’équilibre stationnaire du fluide, telle que

Div(σ) = (σlm,m) et f est la densité des forces volumiques agissant sur le fluide. La relation

(2.2) représente la loi de comportement du fluide incompréssible de Hershel-Bulkley dont

le coefficient de consistance µ et le seuil de plasticité g. Le paramétre p tel que 1 < p ≤ 2,

est l’exposant de la loi de puissance du fluide. L’équation (2.3), où div(u) = ul,l, décrit la

condition d’incompréssibilité du fluide.(2.4) est une condition sur la vitesse sur la partie ∂Ω

de la frontière.

Nous définissons l’ensemble

V ε = {υ ∈ W 1,p(Ωε)2 : div(v) = 0 dans Ωε et υ = 0 sur Γε}.

qui est un espace de Banach pour la norme induite

∥v∥V ε = ∥v∥W 1,p(Ωε)2 .

où

∥v∥W1,p(Ωε) =

(
∥v∥pLp(Ωε) +

∑
1≤l,m≤2

∥∂υm
∂xl

∥pLp(Ωε)

) 1
p

.

On désigne par ⟨., .⟩V ε′×V ε le produit de dualité entre V ε′ et V ε

Dans toute la suite on désignera par c des constantes positives diverses (probablement

différentes) dépendant seulement des données du problème. Notons par p′ le cojugué p ,

c’est à dire 1
p
+ 1

p′
= 1 .

2.2 Formulation variationnelle du problème

Nous allons dériver dans cette section une formulation variationnelle du problème mé-

canique (2.1)-(2.4)

Lemme 2.2.1. Supposons que f ε ∈ V ε′.

Soit uε solution de (2.1)-(2.4),alors elle vérifie le problème variationnel suivant :
Trouver uε dans V ε, telle que

⟨Φ(uε), (υ − uε)⟩V ε′×V ε + J(υ)− J(uε)

≥
∫
Ωε f

ε(υ − uε)dx1dx2, ∀υ ∈ V ε,

(2.5)
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où

Φ : V ε −→ V ε′ ,

uε 7−→ φ(uε),∀υ ∈ V ε

⟨Φ(uε), υ⟩V ε′×V ε = µεp
∫
Ωε

|D(uε)|p−2D(uε).D(υ)dx1dx2

j : V ε −→ R,

j(υ) = gε

∫
Ωε

|D(υ)|dx1dx2.

Démonstration :

Supposons que uε solution de (2.1)-(2.4) soit suffisamment régulière. En multipliant

l’équation (2.1) par (υ − uε), où υ ∈ V ε, et en utilisant la formule de Green sur le domaine

Ωε on obtient∫
Ωε

σε.D(υ − uε)dx1dx2 −
∫
∂Ωε

σεn.(υ − uε)ds =

∫
Ωε

f ε.(υ − uε)dx1dx2, ∀υ ∈ V ε. (2.6)

En utilisant maintenant la condition aux limites (2.4) ,on trouve∫
∂Ωε

σεn.(υ − uε)ds =

∫
Γε
2

σεn.(υ − uε)ds+

∫
Γε
1

σεn.(υ − uε)ds = 0.

Donc (2.6) devient comme suit∫
Ωε

σε.D(υ − uε)dx1dx2 =

∫
Ωε

f ε.(υ − uε)dx1dx2, ∀υ ∈ V ε.

Par ailleurs, on aura, en utilisant la définition de σ̃ε et la condition d’incompressibilité (2.3)∫
Ωε

σ̃ε.D(υ − uε)dx1dx2 =

∫
Ωε

(σε − tr(σε)

2
δ).D(υ − uε)dx1dx2

=

∫
Ωε

σε.D(υ − uε)dx1dx2.

Alors ∫
Ωε

σε.D(υ − uε)dx1dx2 ≤ µεp
∫
Ωε

|D(uε)|p−2D(uε).D(υ − uε)dx1dx2

+ gε

∫
Ωε

|D(υ)|dx1dx2 − gε

∫
Ωε

|D(uε)|dx1dx2.

Par conséquent

⟨Φ(uε), (υ − uε)⟩V ε′×V ε + J(υ)− J(uε) ≥
∫
Ωε

f ε.(υ − uε)dx1dx2 ∀υ ∈ V ε.

La preuve est terminée .
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2.3 Résultats d’existence et d’unicité

Théorème 2.3.1. Supposons que f ε ∈ V ε′. Alors il existe un unique uε ∈ V ε solution du

problème variationnel (2.5).

Démonstration :

On peut facilement prouver que l’opérateur Φ peut s’ecrire

⟨Φ(uε), υ⟩V ε′×V ε = ⟨dJ(D(uε)), D(υ)⟩Lp′ (Ωε)4s×Lp(Ωε)4s
,

où la fonctionnelle J est défini par

J : Lp(Ωε)4s ⊂ S2 −→ R,

σ 7−→ J(σ) =
µεp

p

∫
Ω

|σ|pdx1dx2,

et d représente le dérivée au sens de Gâteaux.

Cette fonctionnelle est convexe et semi-continue inférieurement sur Lp(Ωε)4s et Gâteaux

différentiable et sa dérivée au sens de Gâteaux au point σ ∈ Lp(Ωε)4s est

⟨dJ(σ), τ⟩Lp′ (Ωε)4s×Lp(Ωε)4s
=

∫
Ωε

µεp|σ|p−2σ.τdx1dx2, ∀τ ∈ Lp(Ωε)4s,

En effet, on a

⟨dJ(σ), τ⟩Lp′ (Ωε)4s×Lp(Ωε)4s
=

∫
Ωε

µεp|σ|p−2σ.τdx1dx2

≤
∫
Ωε

|µεp||σ|p−1|τ |dx1dx2

≤ c

(∫
Ωε

|σ|p′(p−1)dx1dx2

) 1
p′
(∫

Ωε

|τ |pdx1dx2

) 1
p

.

Or on sait que 1 < p < 2 =⇒ 0 < p − 1 < 1, de plus il existe une constante strictement

positive δ de sorte que

δ|σ| > 1, ∀σ ∈ Lp(Ωε)4s\{0}.

Cela entraîne l’existence d’une constante C(p, δ) vérifiant l’inégalité

∥dJ(σ)∥Lp′ (Ωε)4s
≤ C(p, δ)∥σ∥Lp(Ωε)4s

, ∀σ ∈ Lp(Ωε)4s.

D’aprés le lemme (1.2.2) et la propriétés (1.18), J(σ) est convexe si et seulement si

⟨dJ(σ1), σ2 − σ1⟩Lp′ (Ωε)4s×Lp(Ωε)4s
≤ J(σ2)− J(σ1), ∀σ1, σ2 ∈ Lp(Ωε)4s.
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En utilisant l’inégalité de Young, on aura

⟨dJ(σ1), σ2 − σ1⟩Lp′ (Ωε)4s×Lp(Ωε)4s
≤

∫
Ωε

µεp|σ1|p−1|σ2|dx1dx2 −
∫
Ωε

µεp|σ1|pdx1dx2

≤ p− 1

p

∫
Ωε

µεp|σ1|pdx1dx2 +
1

p

∫
Ωε

µεp|σ2|pdx1dx2

−
∫
Ωε

µεp|σ1|pdx1dx2

≤ 1

p

∫
Ωε

µεp|σ2|pdx1dx2 −
1

p

∫
Ωε

µεp|σ1|pdx1dx2

≤ J(σ2)− J(σ1), ∀σ1, σ2 ∈ LP (Ωε)4s.

Par conséquent, dJ , est semi-continue et monotone, de plus dJ est strictement monotone et

bornée,

A cette fin, on a

⟨dJ(σ1)− dJ(σ2), σ1 − σ2⟩Lp′ (Ωε)4s×Lp(Ωε)4s
≥ µεp

∫
Ωε

(|σ1| − |σ2|)(|σ1|p−1 − |σ2|p−1)dx1dx2,

∀σ1, σ2 ∈ LP (Ωε)4s.

Donc si σ1 ̸= σ2, nous avons ⟨dJ(σ1) − dJ(σ2), σ1 − σ2⟩Lp′ (Ωε)4s×Lp(Ωε)4s
> 0, ce qui signifie

que dJ , est strictement monotone.

D’autre part, pour tout uε, υ ∈ V ε, nous avons

|⟨Φ(uε), υ⟩V ε′×V ε| ≤ µεp(

∫
Ωε

|D(uε)|p′(p−1)dx1dx2)
1
p′ (

∫
Ωε

|D(υ)|pdx1dx2)
1
p

≤ µεp((

∫
Ωε

|D(uε)|pdx1dx2)
1
p )

p
p′ (

∫
Ωε

|D(υ)|pdx1dx2)
1
p

≤ µεp∥uε∥
p
p′

V ε∥υ∥V ε

≤ µεpuε∥
p
p′

V ε∥υ∥V ε .

Alors

∥Φ(uε)∥V ε′ ≤ µεp∥uε∥
p
p′

V ε .

Ce qui prouve que l’opérateur Φ est bornée sur V ε.

Maintenant, d’après l’inégalité généralisée de Korn, qu’il existe une constante c > 0 telle

que

⟨Φ(uε), uε⟩V ε′×V ε ≥ c(∥uε∥pV ε), ∀uε ∈ V ε.

Alors
⟨Φ(uε), uε⟩V ε′×V ε

∥uε∥V ε

≥ c
∥uε∥pV ε

∥uε∥V ε

, ∀uε ∈ V ε.
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Par passage à la limite quand ∥uε∥V ε −→ +∞ nous trouvons

⟨Φ(uε), uε⟩V ε′×V ε

∥uε∥V ε

7−→ +∞

il s’en suit que l’opérateur Φ est coercif sur V ε.

Par ailleurs, la fonctionnelle

j : V ε −→ R

υ 7−→ j(υ) = gε

∫
Ωε

|D(υ)|dx1dx2,

est continue et convexe sur V ε, elle est donc semi-continue inférieurement sur V ε.

En effet, pour montrer la continuité de j il suffit de considérer une suite υn ∈ V ε qui

converge vers υ dans V ε, et utiliser l’inégalité de Hôlder et la continuité de g sur V ε pour

obtenir

|j(υn)− j(υ)| ≤
∣∣∣∣ε ∫

Ωε

g|D(υn)|dx1dx2 − ε

∫
Ωε

g|D(υ)|dx1dx2

∣∣∣∣
≤ gεmes(Ωε)

1
p′

(∫
Ωε

|D(υn − υ)|pdx1dx2

) 1
p

≤ c∥υn − υ∥V ε

≤ c∥(υn − υ)∥V ε .

De plus, pour la convexité, on a pour toute uε, υ ∈ V ε, t ∈ [0, 1]

j(tuε + (1− t)υ) =

∫
Ωε

gε|D(tuε + (1− t)υ)|dx1dx2

≤
∫
Ωε

gε|D(tuε)|dx1dx2 +

∫
Ωε

gε|D((1− t)υ)|dx1dx2

≤ t

(∫
Ωε

gε|D(uε)|dx1dx2

)
+ (1− t)

(∫
Ωε

gε|D(υ)|dx1dx2

)
≤ tj(uε) + (1− t)j(υ).

Par conséquent le résultat d’existence et d’unicité de la solution résulte des théorèmes

classiques, sur les inéquations variationnelles avec opérateurs monotones et fonctionnelles

convexes, voir [8].
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Chapitre 3

Comportement asymptotique d’un

problème de l’écoulement stationnaire

du fluide de Herschel-Bulkley dans une

couche mince

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de comportement asymptotique d’un problème

de l’écoulement lié par le fluide incompréssible, rigide et visco-plastique de Herschel-Bulkley

dans une couche mince bidimensionnelle en régime stationnaire avec des conditions de Di-

richlet sur la frontiére. Ce chapitre est organisé de la manière suivante :

Dans la section 1, nous introduisons quelques notations et le cadre fonctionnel dans

lequel nous allons travailler. Dans la section 2, nous présentons le problème mécanique et

sa formulation variationnelle. Dans la section 3, nous nous intéressons au comportement

asymptotique, pour cela nous prouvons quelques résultats de convergence concernant la

vitesse et la pression lorsque l’épaisseur tend vers zéro. En outre, l’unicité d’une solution

limite a également été établie.
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3.1 Introduction et cadre fonctionnel du problème

On note I l’intervalle ouvert I =]0, 1[. On introduit la fonction h : I −→ R∗
+ tel que

h ∈ C1(I) .

Nous considérons les domaines suivants :

Ω =
{
(x, y) ∈ R2/x ∈ I et 0 < y < h(x)

}
,

Ωε =
{
(x1, x2) ∈ R2/x1 ∈ I et 0 < x2 < εh(x1)

}
,

où ε > 0 est un petit paramètre qui tendra vers zéro. Remarquez que si (x1, x2) ∈ Ωε, alors

on a (x, y) = (x1,
x2

ε
) ∈ Ω .

Cela nous permet de définir, pour chaque fonction φε : Ωε −→ R, la fonction φ̂ε : Ω −→
R, donnée par φ̂ε(x, y) = φε(x1, x2).

Pour 1 < p ≤ 2, notons par p′ le conjugué p c’est-à-dire 1
p
+ 1

p′
= 1, et f = (f1, f2) ∈

Lp′(Ω)2 une fonction donnée. Nous définissons la fonction f ε ∈ Lp′(Ωε)2 tel que f̂ ε = f .

Pour le domaine Ωε, nous supposons que sa frontière ∂Ωε est de classe C1, et est divisée en

deux parties Γε
1,Γ

ε
2 mesurables, telles que mes(Γε

1),mes(Γε
2) > 0 , données par ∂Ωε = Γε

1∪Γε
2,

où la surface inférieure Γε
1 est définie par x2 = 0, la surface supérieure Γε

2 est définie par

x2 = εh2(x1).

On note S2 l’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R2 et par ”.” et |.|
respectivement, le produit scalaire et la norme euclidienne sur R2 et S2. Ainsi, pour tout

u, υ ∈ R2, u.υ = ulυl, |u| = (u.u)
1
2 , et pour tout σ, τ ∈ S2, σ.τ = σlmτlm, |σ| = (σ.σ)

1
2 . Ici,

les indices l et m sont compris entre 1 et 2 et la convention de sommation sur des indices

répétés est adoptée.

On introduit le cadre fonctionnel suivant :

W p,ε
div =

{
v ∈ W 1,p

0 (Ωε)2 : div(v) = 0 dans Ωε
}
,

W p
div =

{
v ∈ W 1,p

0 (Ω)2 : div(v) = 0 dans Ω
}
,

Wp =

{
φ ∈ Lp(Ω) :

∂φ

∂y
∈ Lp(Ω)

}
. (3.1)

Lp
0(Ω

ε) =

{
φε ∈ Lp(Ωε) :

∫
Ωε

φε(x1, x2)dx1dx2 = 0

}
,

Lp
0(Ω) =

{
φ ∈ Lp(Ω) :

∫
Ω

φ(x, y)dxdy = 0

}
,

Tout ces espaces sont des espaces de Banach.

On désigne par ⟨., .⟩W−1,p′ (Ωε)×W 1,p
0 (Ωε) le produit de dualité entre W−1,p′(Ωε) et W 1,p

0 (Ωε)

et par ∥.∥W 1,p
0 (Ωε) la norme de l’espace W 1,p

0 (Ωε) .
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3.2 Le modèle et sa formulation variationnelle

On considère le fluide de Herschel-Bulkley rigide, visco-plastique et incompréssible qui

occupe le domaine Ωε.

On note par uε = (uε
1, u

ε
2) le champ de vitesse, par σε = (σε

1, σ
ε
2) les tenseurs des

contraintes et par D(uε) les tenseurs de déformations linéarisées.

Nous modélisons les matériaux avec le tenseur de contrainte total de Cauchy

σε(uε) = −pεI2 + σ̃ε(uε),

où σ̃ε désigne la partie déviateur, et pε la pression. Le fluide est supposé être incompréssible,

rigide et visco-plastique, et la relation entre σ̃ε et D(uε) est donnée par le modèle de Herschel-

Bulkley : {
σ̃ε = µεp|D(uε)|p−2D(uε) + gε D(uε)

|D(uε)| si |D(uε)| ≠ 0,

|σ̃ε| ≤ gε si |D(uε)| = 0.

où gε est le seuil de plasticité, µεp est la viscosité ( gi > 0 et µi > 0 sont des constantes

indépendantes de ε ), p représente l’indice de loi de puissance, uε est le champ de vitesse et

D(uε) = 1
2
(∇uε + (∇uε)T ).

— L’équation de conservation de la quantité de mouvement

Divσε + f ε = 0 dans Ωε,

où le vecteur f ε, de composantes f ε
j (j = 1, 2), représente une densité massique des

forces extérieures.

— L’équation d’incompréssibilité

divuε = 0 dans Ωε.

Nous décrivons les conditions aux limites sur la frontière ∂Ωε. Nous supposons que

— Sur la surface inférieure et supérieure, on a

uε = 0 sur Γε.

Le problème de l’ecoulement en régime stationnaire pour le fluide de Herschel-Bulkley en

couche mince est donné par le problème mécanique suivant :

Problème (P.3.1). Trouver le champ des vitesses uε = (uε
1, u

ε
2) : Ω

ε −→ R2, le champ des

contraintes σε = (σε
1, σ

ε
2) : Ω

ε −→ S2 et la pression pε : Ωε −→ R, tels que

Div σε + f ε = 0

div uε = 0

}
dans Ωε, (3.2)
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σ̃ε(uε) = σε(uε) + pεI2

σ̃ε = µεp|D(uε)|p−2D(uε) + gε D(uε)
|D(uε)| si |D(uε)| ≠ 0

σ̃ ≤ gε si |D(uε)| = 0

 dans Ωε, (3.3)

uε = 0 sur Γε
1 (3.4)

uε = 0 sur Γε
2. (3.5)

Dans toute la suite, on désignera par c des constantes positives diverses (probablement

différentes) dépendant seulement des données du problème. Notons par p′ le conjugué p

c’est-à-dire 1
p
+ 1

p′
= 1.

Formulation variationnelle

En multipliant l’équation (3.2) par υ − uε, et en utilisant la formule de Green sur Ωε,

on trouve∫
Ωε

σε.D(υ − uε)dx1dx2 −
∫
∂Ωε

σεn.(υ − uε)ds =

∫
Ωε

f ε.(υ − uε)dx1dx2, ∀υ ∈ W 1,p
0 (Ωε)2.

En tenant compte des conditions (3.2)-(3.5), on trouve la formulation faible.
Trouver (uε, pε) ∈ W p,ε

div × Lp′

0 (Ω
ε) tel que

Φ(uε, υ − uε)− ⟨pε, div(υ − uε)⟩+ J(υ)− J(uε)

≥
∫
Ωε f

ε(υ − uε)dx1dx2, ∀υ ∈ W 1,p
0 (Ωε)2,

(3.6)

où

Φ(uε, υ) = µεp
∫
Ωε

|D(uε)|p−2D(uε).D(υ)dx1dx2,

⟨pε, div(υ)⟩ =

∫
Ωε

pε.div(υ)dx1dx2,

J(υ) = gε

∫
Ωε

|D(υ)|dx1dx2.

On sait que ce problème variationnel a une solution unique (uε, pε) ∈ W p,ε
div × Lp′

0 (Ω
ε), voir

pour plus détails [32, 4, 35, 24, 25].

3.3 Comportement asymptotique

Dans cette section, nous établissons quelques résultats concernant le comportement

asymptotique de la solution lorsque ε tend vers zéro. Nous commençons par rappeler les

lemmes suivants, voir [29, 6, 8, 16, 9].
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Lemme 3.3.1. 1. L’inégalité de Poincaré. Pour chaque υ ∈ W 1,p
0 (Ωε)2 nous avons

∥υε∥Lp(Ωε)2 ≤ ε

∥∥∥∥∂υε

∂x2

∥∥∥∥
Lp(Ωε)2

. (3.7)

2. L’inégalité de Korn. Pour chaque υ ∈ W 1,p
0 (Ωε)2 il existe une constante positive C0

indépendante de ε, tel que

∥∇υε∥Lp(Ωε)4 ≤ C0∥D(υε)∥Lp(Ωε)4 . (3.8)

Lemme 3.3.2. (Minty).. Soit E un espace de Banach, A : E −→ E ′ un opérateur monotone

et semi-continu, J : E −→] −∞,+∞] une fonctionnelle propre et convexe. Soit u ∈ E et

f ∈ E ′.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ⟨Au; υ − u⟩E×E′ + J(υ)− J(u) ≥ ⟨f ; υ − u⟩E×E′ ∀υ ∈ E.

2. ⟨Aυ; υ − u⟩E×E′ + J(υ)− J(u) ≥ ⟨f ; υ − u⟩E×E′ ∀υ ∈ E.

Les principaux résultats de cette section sont énoncés par la proposition suivante.

Proposition 3.3.1. Soit (uε, pε) ∈ W p,ε
div × Lp′

0 (Ω
ε) la solution du problème variationnel

(3.6). Alors, il existe (û, p̂) ∈ W 2
p × Lp′

0 (Ω) tels que

ûε −→ û faiblement dans W 2
p , (3.9)

∂ûε
2

∂y
−→ 0 faiblement dans Lp(Ω), (3.10)

p̂ε −→ p̂ faiblement dans Lp′

0 (Ω). (3.11)

Démonstration :

En Choisissant υ = 0 comme fonction de test dans l’inégalité (3.6), on en déduit que

µεp∥D(uε)∥pLp(Ωε)4 ≤
∫
Ωε

f ε.uεdx1dx2.

En utilisant les inégalités de Poincaré, Korn et par passage aux variables x et y, on obtient

∥ûε∥Lp(Ω)2 ≤ c, (3.12)∥∥∥∥∂ûε

∂y

∥∥∥∥
Lp(Ω)2

≤ c, (3.13)∥∥∥∥∂ûε

∂x

∥∥∥∥
Lp(Ω)2

≤ c

ε
. (3.14)
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De plus, nous utilisons la condition d’incompréssibilité (3.2) et la formule de Green, pour

tout fonction φε ∈ W 1,p
0 (Ωε)∫

Ω

∂ûε
2

∂y
φ̂εdxdy = ε

∫
Ω

ûε
1

∂φ̂ε

∂x
dxdy.

Ce qui donne, en faisant usage de (3.1)∥∥∥∥∥∂ûε
2

∂y

∥∥∥∥∥
W−1,p′ (Ω)

≤ cε. (3.15)

On peut alors extraire une sous-suite encore notée par ûε telle que

ûε −→ û faiblement dans Lp(Ω)2, (3.16)

∂ûε

∂y
−→ ∂û

∂y
faiblement dans Lp(Ω)2, (3.17)

∂ûε
2

∂y
−→ 0 faiblement dans Lp(Ω), (3.18)

Soit maintenant υε ∈ W 1,p
0 (Ωε)2, en employant uε−υε comme fonction de test dans l’inégalité

(3.6), en utilisant la condition d’incompréssibilité (3.2) ainsi que la formule de Green et

l’inégalité de Hôlder, on obtient

∫
Ωε

∇pε.υεdx1dx2 ≤ µεp
(∫

Ωε

|D(uε)|pdx1dx2

) 1
p′
(∫

Ωε

|D(υε)|pdx1dx2

) 1
p

+ ε
1
p′+1

g(meas(Ω))
1
p′

(∫
Ωε

|D(υε)|pdx1dx2

) 1
p

+ ε∥f̂ ε∥Lp′ (Ω)2∥υ̂ε∥W 1,p
0 (Ω)2 . (3.19)

D’autre part, il est facile de vérifier que, après quelques manipulations algébriques, on trouve(∫
Ωε

|D(υε)|pdx1dx2

) 1
p

≤ ε
1
p
−1∥υ̂ε∥W 1,p

0 (Ω)2 . (3.20)

Par conséquent, de (3.13), (3.14), (3.19) et (3.20) il s’ensuit que∫
Ωε

∇pε.υεdx1dx2 ≤ cε∥υ̂ε∥W 1,p
0 (Ω)2 . (3.21)

En passant aux variables x et y dans le côté gauche de (3.21), on retrouve les estimations

siuvantes :

∥p̂ε∥
Lp′
0 (Ω)

≤ c, (3.22)∥∥∥∥∂p̂ε∂x

∥∥∥∥
W−1,p′ (Ω)

≤ c, (3.23)
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∥∥∥∥
W−1,p′ (Ω)

≤ cε. (3.24)

Par conséquent, nous pouvons extraire une sous-suite encore notée par p̂ε telle que

p̂ε −→ p̂ faiblement dans Lp′

0 (Ω). (3.25)

La preuve est terminée. Cette preuve permet également de déduire que la pression limite

vérifie p̂(x, y) = p̂(x). □

Proposition 3.3.2. La vitesse limite donnée par (3.9) vérifie∫ h(x)

0

û1(x, y)dy = 0 ∀x ∈ I. (3.26)

Démonstration :

Nous savons la condition d’incompréssibilité (3.2) que∫
Ωε

divuε(x1, x2)φ(x1)dx1dx2 = 0, ∀φ ∈ D(I).

Cela implique, en utilisant la formule de Green∫
Ωε

uε
1(x1, x2)

dφ

dx1

(x1)dx1dx2 =

∫
Ωε

∂uε
2

∂x2

(x1, x2)φ(x1)dx1dx2.

Par conséquent, par passage aux variables x et y, en utilisant le théorème de Fubini et la

formule de Green, nous pouvons déduire∫ 1

0

φ(x)

 d

dx

∫ h(x)

0

ûε
1(x, y)dy

 dx = 0 ∀φ ∈ D(I).

Alors,
d

dx

∫ h(x)

0

ûε
1(x, y)dy = 0.

De plus, le fait que ûε
1 ∈ Lp(Ω) et h ∈ C1(I) donne, en utilisant l’injection de Sobolev

W 1,p(I) ⊂ C0(Ī) ∫ h(x)

0

ûε
1(x, y)dy ∈ C0(Ī).

Ainsi, par passage à la limite lorsque ε tend vers zéro, en tenant compte des conditions aux

limites (3.4) et (3.5) , la propriété (3.26) peut être déduite.□

Nous extrayons dans la proposition ci-dessous l’équation vérifiée par la solution limite

(û, p̂) ∈ W 2
p × Lp′

0 (Ω) .
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Proposition 3.3.3. Si ∂û1

∂y
̸= 0, alors le point (û1, p̂) donné par (3.9) et (3.11) vérifie le

problème limite

− ∂

∂y

(
µ

2
p
2

∣∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣∣p−2
∂û1

∂y
+

√
2

2
gsign

(
∂û1

∂y

))
= f̂1 −

dp̂

dx
dans W−1,p′(Ω). (3.27)

Démonstration :

Introduisons l’opérateur Φ défini comme suit

Φ : W 1,p
0 (Ωε)2 −→ W−1,p′(Ωε)2

⟨Φuε, υε⟩W−1,p′ (Ωε)2×W 1,p
0 (Ωε)2 = µεp

∫
Ωε

|D(uε)|p−2D(uε)D(υε)dx1dx2.

Il est facile de vérifier que Φ est monotone et semi-continu ( pour plus de détails, voir les

références [27, 9, 7]). De plus, nous savons que la fonctionnelle

υε ∈ W 1,p
0 (Ωε)2 −→ gε

∫
Ωε

|D(υε)|dx1dx2

est propre et convexe. Alors, l’utilisation du lemme de Minty permet d’affirmer que (3.6)

équivalent à l’inégalité suivante

µεp
∫
Ωε|D(υε)|p−2.D(υε)D(υε − uε)dx1dx2+

gε
∫
Ωε|D(υε)|dx1dx2 − gε

∫
Ωε|D(uε)|dx1dx2

≥
∫
Ωε f

ε.(υε − uε)dx1dx2 +
∫
Ωε p

εdiv(υε − uε)dx1dx2 ∀υε ∈ W 1,p
0 (Ωε)2.

Notre but est maintenant de passer à la limite lorsque ε tend vers zéro. Pour cela, nous uti-

lisons la proposition (3.3.1) et la faible semi-continuité inférieure de la fonctionnelle convexe

et continue

υε ∈ W 1,p
0 (Ωε) −→ gε

∫
Ωε

|D(υε)|dx1dx2.

On trouve l’inégalité limite suivante

µ

∫
Ω

[
1

2

∣∣∣∣∂υ̂1∂y

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂υ̂2∂y

∣∣∣∣2
] p−2

2 [
1

2

∂υ̂1
∂y

∂(υ̂1 − û1)

∂y
+

∂υ̂2
∂y

∂(υ̂2 − û2)

∂y

]
dxdy

+ g

∫
Ω

[
1

2

∣∣∣∣∂υ̂1∂y

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂υ̂2∂y

∣∣∣∣2
] 1

2

dxdy − g

∫
Ω

[
1

2

∣∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂û2

∂y

∣∣∣∣2
] 1

2

dxdy

≥
∫
Ω

f̂ .(υ̂ − û)dxdy +

∫
Ω

p̂div(υ̂ − û)dxdy ∀υε ∈ W 1,p
0 (Ωε)2. (3.28)

En outre, de (3.9) et (3.10) nous trouvons

∂û2

∂y
= 0 dans Ω.

Mémoire : Ecoulement Stationnaire du fluide de Herschel-Bulkley dans une couche mince

35



Benghouini Amel 3.3 Comportement asymptotique

Il suit, en gardant à l’esprit (3.26), que û(x, y) = (û1(x, y), 0). Cela permet également de

choisir υ̂2 = 0 dans (3.28). Considérons maintenant l’opérateur Φ tel que

Φ : Wp −→ W ′
p,

⟨Φ(û1), υ̂1⟩W ′
p×Wp =

µ

2
p
2

∫
Ωε

∣∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣∣p−2
∂û1

∂y

∂υ̂1
∂y

dxdy.

Il est clair que l’opérateur Φ est monotone et semi-continu et la fonctionnelle

υ̂1 ∈ Wp −→
√
2

2
g

∫
Ω

∣∣∣∣∂υ̂1∂y

∣∣∣∣ dxdy
est propre et convexe.

Par conséquent, nous en déduisons en utilisant encore le lemme de Minty (3.3.2)

µ

2
p
2

∫
Ω

∣∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣∣p−2
∂û1

∂y

∂(υ̂1 − û1)

∂y
dxdy +

√
2

2
g

∫
Ω

∣∣∣∣∂υ̂1∂y

∣∣∣∣ dxdy − √
2

2
g

∫
Ω

∣∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣∣ dxdy
≥
∫
Ω

f̂1(υ̂1 − û1)dxdy −
∫
Ω

dp̂

dx
(υ̂1 − û1)dxdy ∀υ̂1 ∈ Wp. (3.29)

Cela donne, via la formule de Green

− µ

2
p
2

∫
Ω

∂

∂y

(∣∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣∣p−2
∂û1

∂y

)
(υ̂1 − û1)dxdy

+

√
2

2
g

∫
Ω

∣∣∣∣∂υ̂1∂y

∣∣∣∣ dxdy − √
2

2
g

∫
Ω

∣∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣∣ dxdy
≥
∫
Ω

f̂1(υ̂1 − û1)dxdy −
∫
Ω

dp̂

dx
(υ̂1 − û1)dxdy ∀υ̂1 ∈ Wp. (3.30)

à cause du fait que W 1,p
0 (Ω) est dense dans Wp(Ω), voir [6, 11], on peut prendre υ̂1 = û1±φ

dans (3.30), où φ ∈ W 1,p
0 (Ω) pour obtenir les inégalités suivantes :

− µ

2
p
2

∫
Ω

∂
∂y

(∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣p−2
∂û1

∂y

)
φdxdy +

√
2
2
g
∫
Ω

∣∣∣∂(û1+φ)
∂y

∣∣∣ dxdy − √
2
2
g
∫
Ω

∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣ dxdy
≥
∫
Ω
f̂1φdxdy −

∫
Ω

dp̂
dx
φdxdy ∀φ ∈ W 1,p

0 (Ω).

et

µ

2
p
2

∫
Ω

∂
∂y

(∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣p−2
∂û1

∂y

)
φdxdy +

√
2
2
g
∫
Ω

∣∣∣∂(û1−φ)
∂y

∣∣∣ dxdy − √
2
2
g
∫
Ω

∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣ dxdy
≥ −

∫
Ω
f̂1φdxdy +

∫
Ω

dp̂
dx
φdxdy ∀φ ∈ W 1,p

0 (Ω).

Remplacer dans ces deux inégalités la fonction de test φ par λφ, λ > 0, en divisant les inéga-

lités obtenues par λ. Le passage à la limite quand λ tend vers 0 implique, sous l’hypothése
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∂û1

∂y
̸= 0, que

− µ

2
p
2

∫
Ω

∂
∂y

(∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣p−2
∂û1

∂y

)
φdxdy +

√
2
2
g
∫
Ω
sign

(
∂û1

∂y

)(
∂φ
∂y

)
dxdy

≥
∫
Ω
f̂1φdxdy −

∫
Ω

dp̂
dx
φdxdy ∀φ ∈ W 1,p

0 (Ω).

et

µ

2
p
2

∫
Ω

∂
∂y

(∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣p−2
∂û1

∂y

)
φdxdy −

√
2
2
g
∫
Ω
sign

(
∂û1

∂y

)(
∂φ
∂y

)
dxdy

≥ −
∫
Ω
f̂1φdxdy +

∫
Ω

dp̂
dx
φdxdy ∀φ ∈ W 1,p

0 (Ω).

Par conséquent, on obtient en combinant ces deux inégalités et en utilisant une intégration

simple par parties

−
∫
Ω

∂
∂y

[
µ

2
p
2

(∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣p−2
∂û1

∂y

)
+

√
2
2
gsign

(
∂û1

∂y

)]
φdxdy

=
∫
Ω

(
f̂1 − dp̂

dx

)
φdxdy ∀φ ∈ W 1,p

0 (Ω).

Ce qui donne finalement (3.27).

Désormais, nous désignerons (ûε
1, p̂) ∈ Wp × Lp′

0 (Ω) par la solution du problème limite

(3.27).

La proposition suivante montre l’unicité de la solution limite (û1, p̂).

Proposition 3.3.4. Le problème limite (3.27) a une solution unique (û, p̂) ∈ Wp × Lp′

0 (Ω)

avec la condition (3.26).

Démonstration :

Supposons que le problème limite (3.27) a au moins deux solutions (û1, p̂1), (û2, p̂2) ∈ Wp ×
Lp′

0 (Ω) . En particulier, (û1, p̂1), (û2, p̂2) sont solutions de la formulation faible (3.29).

Alors

µ

2
p
2

∫
Ω

∣∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣∣p−2
∂û1

∂y

∂(υ̂ − û1)

∂y
dxdy +

√
2

2
g

∫
Ω

∣∣∣∣∂υ̂∂y
∣∣∣∣ dxdy − √

2

2
g

∫
Ω

∣∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣∣ dxdy
≥
∫
Ω

f̂1(υ̂ − û1)dxdy −
∫
Ω

dp̂1
dx

(υ̂ − û1)dxdy ∀υ̂ ∈ Wp, (3.31)

et

µ

2
p
2

∫
Ω

∣∣∣∣∂û2

∂y

∣∣∣∣p−2
∂û2

∂y

∂(υ̂ − û2)

∂y
dxdy +

√
2

2
g

∫
Ω

∣∣∣∣∂υ̂∂y
∣∣∣∣ dxdy − √

2

2
g

∫
Ω

∣∣∣∣∂û2

∂y

∣∣∣∣ dxdy
≥
∫
Ω

f̂1(υ̂ − û2)dxdy −
∫
Ω

dp̂2
dx

(υ̂ − û2)dxdy ∀υ̂ ∈ Wp, (3.32)
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Benghouini Amel 3.3 Comportement asymptotique

En employant υ̂ = û2, υ̂ = û1 comme fonctions de test dans (3.30) et (3.31), respectivement.

En soustrayant les deux inégalités obtenues, on peut déduire

µ

2
p
2

∫
Ω

[∣∣∣∣∂û2

∂y

∣∣∣∣p−2
∂û2

∂y
−
∣∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣∣p−2
∂û1

∂y

]
∂(û2 − û1)

∂y
dxdy

≤
∫
Ω

d(p̂1 − p̂2)

dx
(û2 − û1)dxdy ∀υ̂ ∈ Wp, (3.33)

Observez que pour chaque x, y ∈ Rn ,

(
|x|p−2x− |y|p−2y

)
(x− y) ≥ (p− 1)

|x− y|2

(|x|+ |y|)2−p
, 1 < p ≤ 2.

Cela conduit, en utilisant (3.32), à

µ(p−1)

2
p
2

∫
Ω

∣∣∣ ∂(û2−û1)
∂y

∣∣∣2(∣∣∣ ∂û1∂y

∣∣∣+∣∣∣ ∂û2∂y

∣∣∣)2−pdxdy ≤
∫
Ω

d(p̂1−p̂2)
dx

(û2 − û1)dxdy

=
∫ 1

0

(
d(p̂1−p̂2)

dx

∫ h(x)

0
(û2 − û1)dy

)
dx.

L’utilisation de (3.26) donne

∫
Ω

∣∣∣∂(û2−û1)
∂y

∣∣∣2(∣∣∣∂û1

∂y

∣∣∣+ ∣∣∣∂û2

∂y

∣∣∣)2−pdxdy = 0. (3.34)

Ce qui donne, en gardant à l’esprit (3.33)

∂(û2 − û1)

∂y
= 0.

Depuis û2(x, h(x)) = û1(x, h(x)) = 0, on en déduit que û2 = û1 dans Ω. Enfin, pour prouver

l’unicité de la pression, nous utilisons l’équation (3.27), avec les deux pressions p̂1 et p̂2.

Nous trouvons
d(p̂1 − p̂2)

dx
= 0.

Ensuite, en raison du fait que p̂1, p̂2 ∈ Lp′

0 (Ω), le résultat peut âtre facilement déduit. □
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, on a étudié l’existence et l’unicité de la solution d’un problème de

l’écoulement du fluide de Herschel-Bulkley incompréssible, rigide et visco-plastique dans

une couche mince bidimensionnelle en régime stationnaire avec les conditions aux limites de

Dirichlet.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle (où l’in-

équation de la formulation variationnelle), et on utilise les techniques sur les inéquations

variationelles avec opérateurs monotones et fonctionnelles convexes introduir dans [8] pour

obtenir l’existence et l’unicité d’une solution faible.

L’étude de comportement asymptotique d’un problème mécanique de l’écoulement du

fluide incompréssible, rigide et visco-plastique de Herschel-Bulkley dans une couche mince

bidimensionnelle en régime stationnaire avec les conditions aux limites de Dirichlet fait une

partie très improrant dans ce mémoire.

Travaux perspectives

1. En considérant le cas où le cofficient caractéristique du fluide de Herschel-Bulkley est

variante.

2. Donne une méthode dans laquelle nous pouvons trouver les paramètres de Herschel-

Bulkley expérimentalement.

3. L’étude d’un problème mécanique de l’écoulement du fluide de Herschel-Bulkley in-

compréssible, rigide et visco-plastique dans une couche mince tridimensionnel.
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