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Introduction

Ce mémoire est consacré a I’étude des équations différentielles aux dérivées partielles
de second ordre de type parabolique.
Notre travail a été effectué selon le plan suivant:
Dans le chapitre 1 on étudie la classification des E.D.P selon ses différents types.
Dans le chapitre 2 on étudie les différentes méthodes de résolution d’une E.D.P de
type parabolique:
1-La séparation des variables.

2-La transformation de Fourier.



CHAPITRE 1

Classification des équations aux
dérivées partielles linéaires d’ordre

deux

1.1 Cas de deux variables

L’équation aux dérivée partielle de second ordre & deux variables indépendantes,
s’écrit sous la forme:
AU, + BU,, + CU,, + DU, + EU, + FU = G — (1)

otv A,B,C,D,E,F et G sont des fonctions de x et y de classe C? sur D € R2.
Soit A = B? —4AC

1-8i A = B2 —4AC > 0, l’équation (1) est dit de type hyperbolique.

2—81 A = B?> —4AC =0, l’équation (1) est dit de type parabolique.

3—-81 A = B? —4AC < 0, I’équation (1) est dit de type elliptique.
La classification de l’équation (1) est basée sur la possibilité de réduire cette

équation par une transformation des coordonnées a une forme canonique.

Soit la transformation: £ = &(z,y) n=n(z,y)



ot & et n sont des fonctions de classe C* sur D € R?, telles que le Jacobien:

£ €
J = Y :gmny_nxgy%o
Ne 1,
Alors, nous avons:

" _ U dE | dU Oy _
U$_8§8x+8n82 Ue€, + Upn,

U, = %55+ 5y = Uk, + U,
Upe = Uga&s + Uppnfz + Uelpo + Upiyz + 2Uen8 0,
Uy2 = ngﬁy + U,,zny + Uel2 + Upnye + 2Ue €,
Upy = Ue2&,§, + Upatigy + Uen(€,y + §y) + Uy + Untly
En remplacant les dérivées dans l’équation (1), on obtient:
A GE 2B Bl 4+ O S+ (¢, 52, 59) = 0
éA*U2+2B*U£n+C*Un2 + F*(&,n,Ue,U,) =0 — (2)
Ouw: A* = A& +2BE,E, + CE
B =2A8,n, + B(&:n, + &,n.) + 206,
C* = An? + Bn,n, + OT]Z

1.1.1 Forme canonique

On peut choisir les fonctions £(x,y) et n(x,y) de fagon a simplifier I’équation

auzx dérivées partielles. Alors choisissons &(x,y) et n(x,y) pour que dans

[’équation:
* x 02U * 02U U * oUu oU
AW+2B geo; T C gz (&M, 5. 5,) =0

les coefficients soient nuls pour: Ug, U,z

= AL +2BEE,+CE =0
C* = An} +2Bn,n, + Cn. =0

C’est-a-dire que les fonctions € et n soient des solutions de:

A2 +2B32.5e + O(52)* =0 — (1)



L’équation différentielle ordinaire:
Adx? + 2Bdxdy + Cdy* = 0 — (2)
Correspondant & (1) est la caractéristique et ses intégrales sont les équations

caractéristiques aux dérivées partielles:

AU> +2BU,, + CU,, + F(x,y,U, U}, U,

Yy

!

=0 ()
Supposons que: A # 0 et résolvons (2), par rapport a1 :

y’: B+\/l23‘2474AC y’: Bf\/gif4AC _ (3)

On distingue:

Type hyperbolique

A = B% —4AC > 0, les parties droite de l’équation (3) sont différentes,
d’ot les intégrales:
plx,y) =C  Yx,y)=C  —(4)
De ces équations qui sont indépendantes.
Posons les nouvelles variables indépendantes suivantes:
E=olzy)  n=1v(y)
Alors on peut écrire les caractéristiques (4) de l'équation (*) sous la forme:

2B*g§2_U+F*(€anHU78_U 8_U):0 R G 1

on o0&’ On 2B*
On obtient:
2 *k
Seor FE(En, U35, 50) =0 — (5)

Qui est la premiére forme canonique de [’équation hyperbolique

Si on pose: & =&+ h=&=1
Alors Uéquation (5) sous la forme canonique de l’équation hyperbolique s’écrit:

2 2 .
%Tg_aaT%]—i_F (517771;(]73—573_5]1):0 _>(6>

Type parabolique

A = B%?—4AC =0, et on a un ensemble de caractéristiques (x,y) = C



En introduisant des nouvelles variables
£ =plx,y) n=1(z,y)
ot p(z,y) est les caractéristiques de l’équation (*), et
W(x,y) est une fonction différentiable quelconque ne dependant pas de o(x,y)
La fonction W = ¢(x,y) est la solution de (1),
d’on: A* = Agl 4+ 2By,p, + Co. =
Le type de l’équation ne change pas pendant la transformation et par conséquent
A* = (B*)? — 4A*C* = 0, cependant A* =0 signifie que B* =0
Montrons que C' # 0 auz alentours du point (x,y), admettons l'inverse, soit:
C* = AY2 + 2By, + C2 = 0
A condition que les coefficients A, B et C' ne s’annulent pas en méme temps,
c’est pourquoi st l’on pose: A=0,C =0,
alors de A= B? -4AC =0= B =0,
A=B=C=0, donc on a soit AF#0, soit C #0
St A > 0 auz alentours du point (x,y), alors de A = B* —4AC =0=C >0

Et on peut écrire: B = VA./C, alors:
C* = (VAY,)* + 2V Ap, VT, + (V)
(VAY, +VCy,)* =0

Yx _ _V/C
=, = Va
Analogiquement de A* = Ap? + 2By, ¢, + Cp; =0, on trouve:
o VO Y o _ o) _
oy VA = Py oy = wm@y—wmwy - Ozy) 0

Par conséquent o(x,y) et ¥(x,y) sont dépendantes, ce qui contreduit la condition
de choix de la fonction ¢(z,y) et signifie que C* # 0 aux alentours du point
(x,y),donc, on obtient enfin: A* = B* =0,C* #0,
et la transformation de 'équation (*), aprés division par C* | s’écrit:
PU 4+ P&, U, %2, 80) = 0

Qui s’appelle la forme canonique de l’égquation parabolique.



Type elliptique
A =B%* —4AC <0, les parties a droite de I'équation (3) sont complézes et
conjuguées, c’est pourquoi:  @(x,y) = oz, y) +if(x,y)
U(z,y) = afz,y) —if(z,y)
Si l'on passe & de nouvelles variables:
E=wlr,y)  n=1y(y)
Alors, on a: %qLF**(f,n,U,%—g,%—g) =0 — (7
Ou & et m sont des variables complézres

Si l'on passe a de nouvelles variables:

& =5 = a(z,y) m =5t = Bx,y)
. oUu __ 1/0U 10U
AlOTS. 3_§ = 5(8_51 28_771)

oU  __ 19%U | 9*U

ocon — 407 " om3
Et Uéquation (7) s’écrit sous la forme:
o*U 3*U *ox oU oU N __
a_ﬁ_’_a_,ﬁ—i_F *<€177717U)3_§173_m)_0 —>(8)

Qui est la forme canonique de I’équation elliptique

Remarque
La classification de l’équation (1) dépend des coefficients: A(z,y), B(x,y) et C(z,y)

en un point (x,y) € D fize.

Réecrire les équations (1) et (2) sous la forme:
AU, + BU,, + CU, = H(z,y,U,U,,U,)  — (3)
AU, + B*Ug77 + C’*Uq;'g = H*(¢,n,U,Us,U,)  — (4)

1.1.2 Exemples

1°/ 22U + 2xyUs, + 42U s + ayU, + 42U, =0 — (%)
Ona: A=2a2%B=2xy C=vy?D=zay E =1y
= A =DB? —4AC = (2zy)? — 42?y?



= A =0, donc l’équation (*) est de type parabolique

Les équations des caractéristiques:

dy _ B _ 2zy _y dy _y —
dx_2A_2x2_x:>dx_x:>$dy_ydx

Yy T

o W de
=Ilny—Ilnxr=1In¢
= Inc; = In(%)

=c =14 c1 €R

{(w,y) =12 n(x,y) =y
e =2 N, =0
y:% ny, =1

U; = Ug&x + Unﬁx = ;—gUg — (1)
U;Q = ngfi + Un277320 + 2U§n5x% + U&fﬂ + Uﬂnzz
= g—iUg + @Ug - (2)

3

U, = U, + Uy, = 2Ue +U, — (3)
Uy, = Upll + Upn + 22Uyl yny, + Uel o + Upnye
- #Uiz +Up + %Uén — (4)
Uﬂ/vly = Ue&,&, + Upnany, + Uey(Eany + §y.) + Uelay + Uy,
= FUe — BV — 5z U — (5)
En remplacant (1),(2),(3),(4) et (5) dans (*), on obtient:
= e2(5Up+ % Ue)+20y( U — 5Uey— 35 U) +92 (G5 U+ Uy + 2Usy) +ay(HUe) +
yQ(%US +U,) =0
= Ut 2 Ue— 2 U — Uy~ LU+ 5 Uety U+ 2 Ugy— S Uet 5 Uety U,y = 0
= y*U,p2 +y?U, =0
= Up+U,=0
2°/U, — C%U;IQ =0 — (%) c>0
Ona: A=1,B=0,C= —c%
= A =DB? —4AC = (0)2 — 4(—%)?



= A =%>0, donc léquation (*) est de type hyperbolique

Les équations des caractéristiques:

dy 2 1 dy 1
e T T T dr=cdy
=>r—cy=c c1 €R
2
dy _ —c _ _1 dy _ _ 1 - _
dr = ¢ c:>d;r_ c:>dx_ Cdy

= x4+ cy=cy e R

Les coordonnées caractéristiques:

{(r,y) =2 —cy n(z,y) =r+cy
§. =1 n, =1
fy:—c n,=c

U”Q — U£2€i + (]772’1’]3c —+ 2Ufn§xnm + Ugfo + U777712

T

= U£2—|— Unz + 2U€,7 — (1)

U, = Uk, + Upn,
Up = Upll + Uppn2 + 2Ugy€ ), + Uel o + U2
= Uz + Up — 27U, — (2)
En remplacant (1) et (2) dans (*), on obtient:
= Uge+ Up +2Ue, — 5(PUg + AUp — 2¢°Ug,)) = 0
= Ug+ Upz + 2Ugy — Uz — Upp + 2Ug; = 0
= 4U¢, =0
= Ugy =0
= U(&n) = f(n) +9(&)
= Uz, y) = f(z + cy) + g(z - cy)
3°/ 4U, + U, =0 — (%)
Ona: A=4B=0,C=1
= A=DB2 —4AC = (0)? — 4(4)(1)
= A = —16 = 1612, donc l’équation (*) est de type elliptique

Les équations des caractéristiques:



dy —4i —1
dx 8 2

d 4 _ i dy _ i _

T=g == =5=2y="idr
=2y=1ir+c
=c=2y—ix ceR

Les coordonnées caractéristiques:

on pose: « =2y b =—x
oy =0 B, =—1
Q=2 B,=0

U, = Uy + Us B,
Uy = Up202 + Ugz B2 42U 0y By + Usctyz + Us Byo
= Up — (1)
U, = Usory + Us B,
Uly = Up20? + Ugz B2+ 2Uag oy B, + Ustrye + U B
=4U,2 — (2)
En remplagant (1) et (2) dans (*), on obtient:

4U52 44U, =0= Uﬂz—l—UaQ =0

1.2 Cas de trois variables

L’équation aux dérivées partielles de second ordre a trois variables indépendantes,
s’écrit sous la forme:
AUy + AUy + AgsU, + 241U, + 2A13U,, + 2A55U,, + F =0 — (1)
On considére de la forme quadratique

At + Aot + Assts + 2A1at1ts + 2A13t1t5 + 2Asstats
3

On réduit a une somme de carrés E Aijtit;
ij=1

3
La forme se réduit a E ay.th
k=1

1-5i aq, ag, ag sont de méme signe, le type de ’équation est elliptique.
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2—5i aq, ag, ag au moin un est nul, le type de l’équation est parabolique.
3—51 aq, as, a3 ne sont pas de méme signe, le type de ’équation est hyperbolique.
Dans (1):
En effectuant sur les variables indépendants la changement de variable suivante:
§(2,y,2) = Crux + Cray + Chzz
n(w,y, z) = Cnx + Coy + Ca32
((z,y,2) = Ca1x + Czpy + Csz32

Ou Cy; est une matrice

3 Cii Cig Cis T
n = Cy1 Oy Oy . Y
¢ Cs1 Csy Csg z

"

Uy = Up&s + Uppn + Upa G + 2Ugy€11, + 2Usc€,Co + 2Une G,
Uy = Upll + Upn + U + 2Ugy€,m, + 2Uec6,C, + 2Uncen, G,
Up = Up& + Upi2 + Up (2 + 2Uen€.m, + 2Usc€.C. + 2Unen.C,
Upy = Ue2€,8y + Upenay + U2 GGy + Uen (€01 + €yma) + Uec(€4C, +€,C,)
+Unc (1€, +1,C2)
Uy, = Ugo€s + Uppnn. + UaGuC + Ugn(§a71. + €20) + Use(§,C. + €:6,)
+Unc(n2€. +n.C,)
Uy. = Ug&y8. + Uy, + UG+ U (€n. + €.11y) + Usc(€,C. +€.€,)
+Un¢(n,C. +1.C,)
En remplagant les dérivées dans (1), on obtient:
AT Up + AsyUpo + A3yUls + 247U, + 2A5Uge + 245U, + F =0 — (3)
Avee:  Afy = An&l + Apél + Ags€2 + 2(A1E,E, + A€ €. + Az L)
Asy = At + Asamyy + Agan? + 2(Arangny, + Awangn. + Azsnyn.)
Ay = A1+ Al + A3l + 2(A19¢,C, + A13C,C. + As(,CL)
Afy = §,(Ann, +Aran,+Auzn, ) +&, (Aan,+Asan, +Assn, )+, (Azin, + Azan, + Asan.,)
Afy = §(An(,+ A1, +A13C, ) +6, (An (A, +A23(, )+, (A1, + AzaC, + A3 )
A3y = 1, (A11(p+A12C, +A13C, )+, (A2 (A +A23C, )+, (A31(,+As2(, +A33C.)

11



Ou la matrice (Chj) est convenable et diagolisable.

Il existe une transformation linéaire par (C;;) pour laquelle on aura:

+£1 0 O
A* = 0 +1 0 ou nulle
0 0 441

On aura: )\1U§2+ AUz + )‘3U42 +F=0

Avec les coefficients A1, Xy et A3 égauzr a 1,—1, ou 0

1.2.1 Exemples

1°/ AU/ + 2Uy — 6U., + 68U, + 10U, + 4U,. + 24 =0
Q(t1, L, t3) = 412 + 2t2 — 612 + 6t11 + 10t1t3 + 4iot3

= L(4t) + 3ty + 5t3)% — 1(3ty + 5t3)? + 2t} + dloty — 613
= 1(4t1 + 3ty + 5t3)% — 1(9t3 + 25¢2 + 30tats) + 2t3 + Atats — 6t3
= 1(4t1 + 3ty + 5t3)* — 113 — 213 — Uiyt
= L(4t; + 3ty + 5t3)% — L(t3 + (7t3)? + 14tats)
= 1(4t; + 3to + 5t3)? — i(tz + Ttg)?
71 = 4ty + 3ty + 5ts 435 ty
Ty =ty + Tt3 =101 7|-]| t
T3 =13 00 1 ts
Q(t1,ta,t3) ~ }LTl — —72 =0, le type de l’équation est parabolique

2°/ Uly — AU, +2U,. + AUy + ULy — 22yU, + daz = 0
Q(t1,ta, t3) = t3 — 4At1ty + 2113 + 413 + 13
= (t; — 2t9)* — (—2t2)% + 2t1t3 + 43 + 12

(t — 2t9)? — 42 + 2115 + 413 + t2
(t1 — 2t2)? + 2t1t3 + 13

(ty — 2t9)% + (t3 +t1)? — 2

—t2 + (t; — 2t2)* + (3 + t1)?

12



letl T1 1 0 0 tl
To = tl —2t2 T2 - 1 =2 0 . t2
73:t1+t3 T3 1 0 1 t3

Q(t1,to, t3) ~ —T2+ 72+ 72=0, le type de l’équation est hyperbolique.
Application

1°/ ULy 43U +3U., — 2U., — 2U,,. —2U,, — 84 =0
Q(t1, b9, t3) = 13 + 3t3 + 3t3 — 211ty — 2t1t3 — 21at3

= (t) —ty — t3)% — (—tg — t3)* + 3t3 + 312 — 2at3
= (t; — tg — t3)? — 13 — 12 — 2ot + 3t2 + 313 — 2t5t3
= (t; — tg — t3)? + 2t3 + 2t3 — 4tyt3
= (t1 =ty — 13)* + 2(3 + 1 — 2tat3)
= (t1 — to — t3)% + 2(t2 — t3)?
T1 =11 —ta — 13 T1 1 -1 -1 t
Tog= 1o — 13 =10 1 —-11|.] t
T3 =13 T3 0 0 1 ts
Q(t1,to, t3) ~ 72+ 275 =0, le type de l’équation est parabolique
T1 =11 —ts — 13 1 =71+ 72+ 2713
On a: To= tyg—13 = lo=To+7T3
T3 =13 lg="T3
=& =1 N, =1 (=2

£y =0 n, =1 Cy =1
£.=0 n. =0 ¢.=1
U, = Ue&, + Uy, + UG,
Uy = Ug282 + 2Ugn€,m, + Uy + 2050, G + U2 (2 + 2Uec€,C

= U£2 +Un2 —|—4U<2 +2U§77+4U77§+4U§C — (1)
U?; = Uggy + Unﬂy + UCCy
U;2 = Uéf; + 2U§T]£yny + Un”]g + 2U77§77y€y + UCQCZZJ + ZUECSyCy

13



= Up +2Uyc + U — (2)
U, = Ue&. + Uy, + UcC.
Uz = Up&2 + 2Uey€.n, + Upp? + 2050, C, 4+ U G2 + 2Ugc€.C,
= U@ — (3)
Upy = Up&,€, + Uppnyny, + UCCy + Uen(Eam, + Ey1) + Uec(€,€, +€,C,)
+Unc (1€, +1,C,)
= Up +2Up + Ugy + Uge +3Upc  — (4)
Uy, = Up&, &, + Uppnyn, + U2, + Ugy (€1, + €.1,) + Uec(6,.C. + €.€,)
+Une (€. +1.€4)

= 2Ue2 + Upe + Uy — (5)
Uy, = U, &, + Upnyn, + Uz, + Ugy(€n. + €.1,) + Usc(§,€. +€.C,)
+Unc(m,C. +n.6,)
=2Ue2 + Ugc + Uy — (6)
En remplacant (1),(2),(3),(4),(5) et (6) dans (*), on obtient:
= Up + Uy + AUz +2Ugy + AUy +4AUgc +3U,p + 6Uyc + 33U +3U2 — 22U, — AU
Uy — 2Wee — 6Uye — AUps — 2o — 2Wee — 202 — 2y — 84 = 0

:>U£2—|—2U,72—84:O

1.3 Cas de n variables

L’équation aux dérivées partielles de second ordre a n variables indépendantes,

peut étre écrite sous la forme:

Z AUUmzm] + F(xlvx% ey Ly U7 lea Urzv ceny U:Jcn> =0
ij=1
o A;j =Aj;, et A;j est des fonctions de variables (x1, 2, ..., x,) de classe C2.
Au point five (1, xa, ..., x,), soit la forme quadratique:
3

ij=1
On peut passer a la loi de la transformation linéaire,

14



ou: T = Zaj.t? a; =—1,+1,0
7j=1

L’équation (1) sera alors de type elliptique au point (x1, %, ..., T,) i a; = 1,
Jj=1,....n, ou bient:
hyperbolique st a; =1, j=1,...m<neta;=-1,j=m+1,..,n,
et parabolique si au moins un des coefficients a; = 0.

En effectuant sur les variables indépendantes la transformation linéaire non-siguliére

ghzzchj-xj hzl,...,n
j=1
En passant: U(xy, 29, ...,2,) = U(&y,€s, &)
Uxixj = Z Cthszghgk

hok=1
En substituant dans (2), on obtient:

> A Use, + G169 &0 U, Ue,, Ug,y, o Ug ) = 0

hk=1
Ou C;; est une matrice convenable et diagonalisable.

Il existe une transformation linéaire par (Ci;) pour laquelle on aura:

+£1 0 O
A* = 0 4+1 0 ou nulle
0 0 441

On aura en définitive: MUg+ AUg+ AUg + (€1, &5, -6, U, U, Uy, o, Ug ) = 0

Avec les coefficients A1, Ao et A3 égauzx ¢ 1,—1, ou 0.

15



CHAPITRE 2

Méthodes de résolution d’une E.D.P

de type parabolique

2.1 Méthode de la séparation des variables

La méthode de séparation de variable est une technique qui permet de remplacer
les équations aux dérivées partielles par un systéme d’équations différentielles
ordinaires.

Dans ce cas, cette méthode exige que la solution U soit écrite comme un produit:
U(x,y) = f(2).9(y), ou comme une somme: U(z,y) = f(x)+ g(y)

avec: f et g deux fonctions arbitraires.

2.1.1 Exemples

U, =a*U, + flz,t) 0<z<lt>0
1°/4 U(,0) =p(z)  z€l0,]]
U0, 1) = U(l,1) = 0

On a: Uz, t) = f(x).9(t)

16



S =t + f{m(;;()t) )
1— f(z,t) =0= %tt)), = a2ff,,(%) =\
= &5 = Ry =
=X -
o
De (1) on a a—lzi((tt)) == 5;/((;)) = \a?

= Ing(t) = M’ +InA
= g(t) = Aexp(\a’t)
S f@) _
De (2) on a: ) = T = A
S (@) — Af(2) =0

Si A< 0\ = —12
@)+ fl@)=0=r*+p* =0
=72 = —,u2
=r==xu
= f(z) = Cicos(px) + Cysin(puz)  C1,Cr € R
Donc: U(z,t) = (Aexp(Aa®t))(C cos(px) + Cysin(ux))
U(z,0) = Aexp(0) = p(z) = A = p(z)
U(0,t) = Cy cos(0) + Cysin(0) =0
U(l,t) = Cy cos(lz) + Cysin(lz) =0
Il faut annuler sin(ul)
pl =mn = p= "¢
= Uy (z,t) = Cp exp(—(%F)%t) sin( T x)

est solution:
_l’_

Z Up(x,t) = Z Cy exp(—("F)%t) sin(%F x)



est solution formelle:
La condition U(x,0) = ¢(x) donne
o(r) =U(x,0) = f Cy sin("Fx)
C’est la série de I;Lojrier de p(x)
2 — f(z,t) # 0,et p(z) =0
On cherche la solution U(x,t) sous la forme:
Uz, t) = f Un(t) sin("Fx)
-1

On considére _f (z,t) comme une fonction de x dépendant du paramétre t

qu’on développe en série de Fourier sinus

flx,t) =) falt)sin("Fz)

On aboutit a:

U= / exp(— (B5)2(t — 7)) fu(r)dr | sin(2rz)

Les coéfficients f,(T) sont connus:

l
fult) = %/f(x,t) sin("*x)dz

Uy = a®AU (z,y) € P=[0,4] .[0,5), >0
2°/9 Uis=0 t>0 s=Fy(P)
U0, z,y) = ¢(z,y) (z,y) e P

17 29°U 20°U r 2 "
Ona: Uy =a"Gz+a'gz:=U —a*(Upz+Up)

=0
On cherche une solution sous la forme: U(z,t) = X (x).Y (y).T(t), on trouve:

"

= T = X S = AT = X+
Lm0
G TrgE =2 — @
Dans (1) on a: a%?—(tt)) =\= 7;((;)) = \a?
= T'(t) = \a®T' ()
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Do (9 moc K+l =22
X" (x) — pX(z)=0 Y (y) — vY (y) = 0
X(0)=X(l4) =0 Y(0) = V(i) = 0

Les calcules donnent:

Fal) = i) ¥, (y) = sin(%y)
f, = (75)? Vi = (27)?

Anm = oy, + Vi,
A = A\ la solution de (t) est:
Tom(t) = Cymexp(—a® Ay nt)
Doty Uy (t) = Crm exp(—a? A mt) X (@) Yo (y)
doit étre solution. Donc:
Unn(0) = CoonXo(2)Vinly) = (2, 9).

La solution eit:

2 2

Ulw,y,t) = % Anmexp(—a?n®(y + 2% )t) sin(2)
n,m=1

1 l2

avec An,mZﬁ d¢ [ U(& m) |sin(Fr€) sin(Fn)| dn
Ji o

0

2.2 Transformation de Fourier

On définit la tranformée de Fourier de f par:

F(NE) = 7€) = & [ fla)exlist)da

o0
La transformation inverse de Fourier est définie par:
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o) = s [ F©exp(-intyie

Quelques propriétés de la transformée de Fourier

1—Parité:

Si f est réelle et paire, alors F(f) est réelle et paire et
+oo

F(f)(€) = 2 / cos(2méx) f(2)de

0
Si f est réelle et impaire, alors ¥(f) est imaginaire pure et impaire et
+0o0

F()(E) = -2 [ sin(2no)f(a)da

0
2—Dérivation de f:
Notons f' la dérivée de f par rapport & x.Alors:
F(f)(€) = 2in& F(f)(€)
et donc  F(f"M)(€) = (2im&)" F(f)(E)

3—Multiplication par la variable x :

En notont F' la dérivée F par rapport & €, on remarque que:

F(=2irzf)(€) = F'(€)

2.2.1 Exemple

- U, = a*U, ze€R,t>0
U(z,0) =p(z) z€R
+o00
Soit F(U)(&)=U(§) = \/%7 U(z)exp(izé)dz

20



On calcule U(x,t) par la transformation de Fourier inverse:

+oo
Ulat) = b [ DO exp(-ia)ie

Aprés les calcules donnent:

+00
U t) = gz [ 0l exp(— S8
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Conclusion

Les équations aux dérivées partielles linéaires d’ordre deux de deux variables, trois
variables et n variables jouent un role trés importants dans les domaines de la science.
Gréace a ¢a, on a traité dans ce mémoire un seul type est le type parabolique et les
méthodes pour la résolution.

Afin de déterminer la solution sous les conditions initials, on a choisit deux méthodes
qui sont simple a appliquer. La premiére méthode est la méthode de séparation de

variables. Dans la deuxiéme méthode, on a utilisé la transformation de Fourier.
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