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Introduction

Ce mémoire est consacré à l’étude des équations différentielles aux dérivées partielles

de second ordre de type parabolique.

Notre travail a été effectué selon le plan suivant:

Dans le chapitre 1 on étudie la classification des E.D.P selon ses différents types.

Dans le chapitre 2 on étudie les différentes méthodes de résolution d’une E.D.P de

type parabolique:

1-La séparation des variables.

2-La transformation de Fourier.
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CHAPITRE 1

Classification des équations aux

dérivées partielles linéaires d’ordre

deux

1.1 Cas de deux variables

L’équation aux dérivée partielle de second ordre à deux variables indépendantes,

s’écrit sous la forme:

AU
′′

x2 +BU
′′
xy + CU

′′

y2 +DU
′
x + EU

′
y + FU = G → (1)

où A,B,C,D,E, F et G sont des fonctions de x et y de classe C2 sur D ∈ R2.

Soit ∆ = B2 − 4AC

1−Si ∆ = B2 − 4AC > 0, l’équation (1) est dit de type hyperbolique.

2−Si ∆ = B2 − 4AC = 0, l’équation (1) est dit de type parabolique.

3−Si ∆ = B2 − 4AC < 0, l’équation (1) est dit de type elliptique.

La classification de l’équation (1) est basée sur la possibilité de réduire cette

équation par une transformation des coordonnées à une forme canonique.

Soit la transformation: ξ = ξ(x, y) η = η(x, y)
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où ξ et η sont des fonctions de classe C2 sur D ∈ R2, telles que le Jacobien:

J =

∣∣∣∣∣∣ ξx ξy

ηx ηy

∣∣∣∣∣∣ = ξxηy − ηxξy 6= 0

Alors, nous avons:

U
′
x = ∂U

∂ξ
∂ξ
∂x

+ ∂U
∂η

∂η
∂x

= Uξξx + Uηηx

U
′
y = ∂U

∂ξ
∂ξ
∂y

+ ∂U
∂η

∂η
∂y

= Uξξy + Uηηy

U
′′

x2 = Uξ2ξ
2
x + Uη2η

2
x + Uξξx2 + Uηηx2 + 2Uξηξxηx

U
′′

y2 = Uξ2ξ
2
y + Uη2η

2
y + Uξξy2 + Uηηy2 + 2Uξηξyηy

U
′′
xy = Uξ2ξxξy + Uη2ηxηy + Uξη(ξxηy + ξyηx) + Uξξxy + Uηηxy

En remplaçant les dérivées dans l’équation (1), on obtient:

A∗ ∂
2U
∂ξ2

+ 2B∗ ∂
2U

∂ξ∂η
+ C∗ ∂

2U
∂η2

+ F ∗(ξ, η, ∂U
∂ξ
, ∂U
∂η

) = 0

⇒ A∗U
′′

ξ2
+ 2B∗U

′′
ξη + C∗U

′′

η2 + F ∗(ξ, η, Uξ, Uy) = 0 → (2)

Où: A∗ = Aξ2x + 2Bξxξy + Cξ2y

B∗ = 2Aξyηx +B(ξxηy + ξyηx) + 2Cξyηx

C∗ = Aη2x +Bηxηy + Cη2y

1.1.1 Forme canonique

On peut choisir les fonctions ξ(x, y) et η(x, y) de façon à simplifier l’équation

aux dérivées partielles. Alors choisissons ξ(x, y) et η(x, y) pour que dans

l’équation:

A∗ ∂
2U
∂ξ2

+ 2B∗ ∂
2U

∂ξ∂η
+ C∗ ∂

2U
∂η2

+ F ∗(ξ, η, ∂U
∂ξ
, ∂U
∂η

) = 0

les coeffi cients soient nuls pour: Uξ2 , Uη2

A∗ ≡ Aξ2x + 2Bξxξy + Cξ2y = 0

C∗ ≡ Aη2x + 2Bηxηy + Cη2y = 0

C’est-à-dire que les fonctions ξ et η soient des solutions de:

A(∂ω
∂x

)2 + 2B ∂ω
∂x
.∂ω
∂y

+ C(∂ω
∂y

)2 = 0 → (1)
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L’équation différentielle ordinaire:

Adx2 + 2Bdxdy + Cdy2 = 0 → (2)

Correspondant à (1) est la caractéristique et ses intégrales sont les équations

caractéristiques aux dérivées partielles:

AU
′′

x2 + 2BU
′′
xy + CU

′′

y2 + F (x, y, U, U ′x, U
′
y) = 0 → (∗)

Supposons que: A 6= 0 et résolvons (2), par rapport à y
′
:

y
′
= B+

√
B2−4AC
2A

y
′
= B−

√
B2−4AC
2A

→ (3)

On distingue:

Type hyperbolique

∆ = B2 − 4AC > 0, les parties droite de l’équation (3) sont différentes,

d’où les intégrales:

ϕ(x, y) = C ψ(x, y) = C → (4)

De ces équations qui sont indépendantes.

Posons les nouvelles variables indépendantes suivantes:

ξ = ϕ(x, y) η = ψ(x, y)

Alors on peut écrire les caractéristiques (4) de l’équation (*) sous la forme:

2B∗ ∂
2U

∂ξ∂η
+ F ∗(ξ, η, , U, ∂U

∂ξ
, ∂U
∂η

) = 0 .... ∗ 1
2B∗

On obtient:
∂2U
∂ξ∂η

+ F ∗∗(ξ, η, , U, ∂U
∂ξ
, ∂U
∂η

) = 0 → (5)

Qui est la premiére forme canonique de l’équation hyperbolique

Si on pose: ξ1 = ξ + η η1 = ξ − η

Alors l’équation (5) sous la forme canonique de l’équation hyperbolique s’écrit:
∂2U
∂ξ21
− ∂2U

∂η21
+ F ∗∗(ξ1, η1, U,

∂U
∂ξ1
, ∂U
∂η1

) = 0 → (6)

Type parabolique

∆ = B2 − 4AC = 0, et on a un ensemble de caractéristiques ϕ(x, y) = C
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En introduisant des nouvelles variables

ξ = ϕ(x, y) η = ψ(x, y)

où ϕ(x, y) est les caractéristiques de l’équation (*), et

ψ(x, y) est une fonction différentiable quelconque ne dependant pas de ϕ(x, y)

La fonction W = ϕ(x, y) est la solution de (1),

d’où: A∗ ≡ Aϕ2x + 2Bϕxϕy + Cϕ2y ≡ 0

Le type de l’équation ne change pas pendant la transformation et par conséquent

∆∗ = (B∗)2 − 4A∗C∗ = 0, cependant A∗ ≡ 0 signifie que B∗ ≡ 0

Montrons que C 6= 0 aux alentours du point (x, y), admettons l’inverse, soit:

C∗ = Aψ2x + 2Bψxψy + Cψ2y = 0

A condition que les coeffi cients A,B et C ne s’annulent pas en même temps,

c’est pourquoi si l’on pose: A = 0, C = 0,

alors de ∆ = B2 − 4AC = 0⇒ B = 0,

A = B = C = 0, donc on a soit A 6= 0, soit C 6= 0

Si A > 0 aux alentours du point (x, y), alors de ∆ = B2 − 4AC = 0⇒ C ≥ 0

Et on peut écrire: B =
√
A.
√
C, alors:

C∗ = (
√
Aψx)

2 + 2
√
Aψx.

√
Cψy + (

√
Cψy)

2

= (
√
Aψx +

√
Cψy)

2 = 0

⇒ ψX
ψy

= −
√
C√
A

Analogiquement de A∗ = Aϕ2x + 2Bϕxϕy + Cϕ2y ≡ 0, on trouve:
ϕx
ϕy

= −
√
C√
A
⇒ ψx

ψY
= ϕx

ϕy
⇒ ψxϕy−ϕxψy = ∂(ϕ,ψ)

∂(x,y)
= 0

Par conséquent ϕ(x, y) et ψ(x, y) sont dépendantes, ce qui contreduit la condition

de choix de la fonction ϕ(x, y) et signifie que C∗ 6= 0 aux alentours du point

(x, y),donc, on obtient enfin: A∗ ≡ B∗ ≡ 0, C∗ 6= 0,

et la transformation de l’équation (*), aprés division par C∗ , s’écrit:
∂2U
∂η2

+ F ∗∗(ξ, η, U, ∂U
∂ξ
, ∂U
∂η

) = 0

Qui s’appelle la forme canonique de l’équation parabolique.
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Type elliptique

4 = B2 − 4AC < 0, les parties à droite de l’équation (3) sont complèxes et

conjuguées, c’est pourquoi: ϕ(x, y) ≡ α(x, y) + iβ(x, y)

ψ(x, y) ≡ α(x, y)− iβ(x, y)

Si l’on passe à de nouvelles variables:

ξ = ϕ(x, y) η = ψ(x, y)

Alors, on a: ∂2U
∂ξ∂η

+ F ∗∗(ξ, η, U, ∂U
∂ξ
, ∂U
∂η

) = 0 → (7)

Où ξ et η sont des variables complèxes

Si l’on passe à de nouvelles variables:

ξ1 = ξ+η
2

= α(x, y) η1 = ξ−η
2i

= β(x, y)

Alors: ∂U
∂ξ

= 1
2
( ∂U
∂ξ1

+ 1
i
∂U
∂η1

)

∂U
∂ξ∂η

= 1
4
∂2U
∂ξ21

+ ∂2U
∂η21

Et l’équation (7) s’écrit sous la forme:
∂2U
∂ξ21

+ ∂2U
∂η21

+ F ∗∗∗(ξ1, η1, U,
∂U
∂ξ1
, ∂U
∂η1

) = 0 → (8)

Qui est la forme canonique de l’équation elliptique

Remarque

La classification de l’équation (1) dépend des coeffi cients: A(x, y), B(x, y) et C(x, y)

en un point (x, y) ∈ D fixe.

Réecrire les équations (1) et (2) sous la forme:

AU
′′

x2 +BU
′′
xy + CU

′′

y2 = H(x, y, U, Ux, Uy) → (3)′

A∗U
′′

ξ2
+B∗U

′′
ξη + C∗U

′′

η2 = H∗(ξ, η, U, Uξ, Uη) → (4)
′

1.1.2 Exemples

1◦/ x2U
′′

x2 + 2xyU
′′
xy + y2U

′′

y2 + xyU
′
x + y2U

′
y = 0 → (∗)

On a: A = x2, B = 2xy, C = y2, D = xy,E = y2

⇒ 4 = B2 − 4AC = (2xy)2 − 4x2y2
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⇒ 4 = 0, donc l’équation (*) est de type parabolique

Les équations des caractéristiques:
dy
dx

= B
2A

= 2xy
2x2

= y
x
⇒ dy

dx
= y

x
⇒ xdy = ydx

⇒ dy
y

= dx
x

⇒ ln y − lnx = ln c1

⇒ ln c1 = ln( y
x
)

⇒ c1 = y
x

c1 ∈ R

Les coordonnées caractéristiques:

ξ(x, y) = y
x

η(x, y) = y

ξx = −y
x2

ηx = 0

ξy = 1
x

ηy = 1

U
′
x = Uξξx + Uηηx = −y

x2
Uξ → (1)

U
′′

x2 = Uξ2ξ
2
x + Uη2η

2
x + 2Uξηξxηx + Uξξx2 + Uηηx2

= y2

x4
Uξ2 + 2y

x3
Uξ → (2)

U
′
y = Uξξy + Uηηy = 1

x
Uξ +Uη → (3)

U
′′

y2 = Uξ2ξ
2
y + Uη2η

2
y + 2Uξηξyηy + Uξξy2 + Uηηy2

= 1
x2
Uξ2 + Uη2 + 2

x
Uξη → (4)

U
′′
xy = Uξ2ξxξy + Uη2ηxηy + Uξη(ξxηy + ξyηx) + Uξξxy + Uηηxy

= −y
x3
Uξ2 − y

x2
Uξη − 1

x2
Uξ → (5)

En remplaçant (1),(2),(3),(4) et (5) dans (*), on obtient:

⇒ x2( y
2

x4
Uξ2+

2y
x3
Uξ)+2xy(−y

x3
Uξ2− y

x2
Uξη− 1

x2
Uξ)+y2( 1

x2
Uξ2+Uη2+

2
x
Uξη)+xy(−y

x2
Uξ)+

y2( 1
x
Uξ + Uη) = 0

⇒ y2

x2
Uξ2+

2y
x
Uξ− 2y2

x2
Uξ2− 2y2

x
Uξη− 2y

x
Uξ+

y2

x2
Uξ+y

2Uη2+
2y2

x
Uξη− y2

x
Uξ+

y2

x
Uξ+y

2Uη = 0

⇒ y2Uη2 + y2Uη = 0

⇒ Uη2 + Uη = 0

2◦/U
′′

x2 − 1
c2
U
′′

y2 = 0 → (∗) c > 0

On a: A = 1, B = 0, C = − 1
c2

⇒ 4 = B2 − 4AC = (0)2 − 4(− 1
c2

)2
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⇒ 4 = 4
c2
> 0, donc l’équation (*) est de type hyperbolique

Les équations des caractéristiques:
dy
dx

=
2
c

c
= 1

c
⇒ dy

dx
= 1

c
⇒ dx = cdy

⇒ x− cy = c1 c1 ∈ R
dy
dx

=
− 2
c

c
= −1

c
⇒ dy

dx
= −1

c
⇒ dx = −cdy

⇒ x+ cy = c2 c2 ∈ R

Les coordonnées caractéristiques:

ξ(x, y) = x− cy η(x, y) = x+ cy

ξx = 1 ηx = 1

ξy = −c ηy = c

U
′
x = Uξξx + Uηηx

U
′′

x2 = Uξ2ξ
2
x + Uη2η

2
x + 2Uξηξxηx + Uξξx2 + Uηηx2

= Uξ2+ Uη2 + 2Uξη → (1)

U
′
y = Uξξy + Uηηy

U
′′

y2 = Uξ2ξ
2
y + Uη2η

2
y + 2Uξηξyηy + Uξξy2 + Uηηy2

= c2Uξ2 + c2Uη2 − 2c2Uξη → (2)

En remplaçant (1) et (2) dans (*), on obtient:

⇒ Uξ2+ Uη2 + 2Uξη − 1
c2

(c2Uξ2 + c2Uη2 − 2c2Uξη) = 0

⇒ Uξ2+ Uη2 + 2Uξη − Uξ2 − Uη2 + 2Uξη = 0

⇒ 4Uξη = 0

⇒ Uξη = 0

⇒ U(ξ, η) = f(η) + g(ξ)

⇒ U(x, y) = f(x+ cy) + g(x− cy)

3◦/ 4U
′′

x2 + U
′′

y2 = 0 → (∗)

On a: A = 4, B = 0, C = 1

⇒ 4 = B2 − 4AC = (0)2 − 4(4)(1)

⇒ 4 = −16 = 16i2, donc l’équation (*) est de type elliptique

Les équations des caractéristiques:
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dy
dx

= −4i
8

= −i
2

dy
dx

= 4i
8

= i
2
⇒ dy

dx
= i

2
⇒ 2dy = idx

⇒ 2y = ix+ c

⇒ c = 2y − ix c ∈ R

Les coordonnées caractéristiques:

on pose: α = 2y β = −x

αx = 0 βx = −1

αy = 2 βy = 0

U
′
x = Uααx + Uβ βx

U
′′

x2 = Uα2α
2
x + Uβ2 β

2
x + 2Uαβ αx βx + Uααx2 + Uβ βx2

= Uβ2 → (1)

U
′
y = Uααy + Uβ βy

U
′′

x2 = Uα2α
2
y + Uβ2 β

2
y + 2Uαβ αy βy + Uααy2 + Uβ βy2

= 4Uα2 → (2)

En remplaçant (1) et (2) dans (*), on obtient:

4Uβ2 + 4Uα2 = 0⇒ Uβ2 + Uα2 = 0

1.2 Cas de trois variables

L’équation aux dérivées partielles de second ordre à trois variables indépendantes,

s’écrit sous la forme:

A11U
′′

x2 +A22U
′′

y2 +A33U
′′

z2 + 2A12U
′′
xy + 2A13U

′′
xz + 2A23U

′′
yz + F = 0 → (1)

On considère de la forme quadratique

A11t
2
1 + A22t

2
2 + A33t

2
3 + 2A12t1t2 + 2A13t1t3 + 2A23t2t3

On réduit à une somme de carrés
3∑

i,j=1

Aij.ti.tj

La forme se réduit à
3∑

k=1

αk.t
2
k

1−Si α1, α2, α3 sont de même signe, le type de l’équation est elliptique.
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2−Si α1, α2, α3 au moin un est nul, le type de l’équation est parabolique.

3−Si α1, α2, α3 ne sont pas de même signe, le type de l’équation est hyperbolique.

Dans (1):

En effectuant sur les variables indépendants la changement de variable suivante:

ξ(x, y, z) = C11x+ C12y + C13z

η(x, y, z) = C21x+ C22y + C23z

ζ(x, y, z) = C31x+ C32y + C33z

Où Chj est une matrice
ξ

η

ζ

 =


C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33

 .


x

y

z


U
′′

x2 = Uξ2ξ
2
x + Uη2η

2
x + Uζ2ζ

2
x + 2Uξηξxηx + 2Uξζξxζx + 2Uηζηxζx

U
′′

y2 = Uξ2ξ
2
y + Uη2η

2
y + Uζ2ζ

2
y + 2Uξηξyηy + 2Uξζξyζy + 2Uηζηyζy

U
′′

z2 = Uξ2ξ
2
z + Uη2η

2
z + Uζ2ζ

2
z + 2Uξηξzηz + 2Uξζξzζz + 2Uηζηzζz

U
′′
xy = Uξ2ξxξy + Uη2ηxηy + Uζ2ζxζy + Uξη(ξxηy + ξyηx) + Uξζ(ξxζy + ξyζx)

+Uηζ(ηxζy + ηyζx)

U
′′
xz = Uξ2ξxξz + Uη2ηxηz + Uζ2ζxζz + Uξη(ξxηz + ξzηx) + Uξζ(ξxζz + ξzζx)

+Uηζ(ηxζz + ηzζx)

U
′′
yz = Uξ2ξyξz + Uη2ηyηz + Uζ2ζyζz + Uξη(ξyηz + ξzηy) + Uξζ(ξyζz + ξzζy)

+Uηζ(ηyζz + ηzζy)

En remplaçant les dérivées dans (1), on obtient:

A∗11U
′′

ξ2
+ A∗22U

′′

η2 + A∗33U
′′

ζ2
+ 2A∗12U

′′
ξη + 2A∗13U

′′
ξζ + 2A∗23U

′′
ηζ + F = 0 → (3)

Avec: A∗11 = A11ξ
2
x + A22ξ

2
y + A33ξ

2
z + 2(A12ξxξy + A13ξxξz + A23ξyξz)

A∗22 = A11η
2
x + A22η

2
y + A33η

2
z + 2(A12ηxηy + A13ηxηz + A23ηyηz)

A∗33 = A11ζ
2
x + A22ζ

2
y + A33ζ

2
z + 2(A12ζxζy + A13ζxζz + A23ζyζz)

A∗12 = ξx(A11ηx+A12ηy+A13ηz)+ξy(A21ηx+A22ηy+A23ηz)+ξz(A31ηx+A32ηy+A33ηz)

A∗13 = ξx(A11ζx+A12ζy+A13ζz)+ξy(A21ζx+A22ζy+A23ζz)+ξz(A31ζx+A32ζy+A33ζz)

A∗23 = ηx(A11ζx+A12ζy+A13ζz)+ηy(A21ζx+A22ζy+A23ζz)+ηz(A31ζx+A32ζy+A33ζz)
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Où la matrice (Chj) est convenable et diagolisable.

Il existe une transformation linéaire par (Cij) pour laquelle on aura:

A∗ =


±1 0 0

0 ±1 0

0 0 ±1

 ou nulle

On aura: λ1Uξ2+ λ2Uη2+ λ3Uζ2 + F = 0

Avec les coeffi cients λ1, λ2 et λ3 égaux à 1,−1, ou 0

1.2.1 Exemples

1◦/ 4U
′′

x2 + 2U
′′

y2 − 6U
′′

z2 + 6U
′′
xy + 10U

′′
xz + 4U

′′
yz + 24 = 0

Q(t1, t2, t3) = 4t21 + 2t22 − 6t23 + 6t1t2 + 10t1t3 + 4t2t3

= 1
4
(4t1 + 3t2 + 5t3)

2 − 1
4
(3t2 + 5t3)

2 + 2t22 + 4t2t3 − 6t23

= 1
4
(4t1 + 3t2 + 5t3)

2 − 1
4
(9t22 + 25t23 + 30t2t3) + 2t22 + 4t2t3 − 6t23

= 1
4
(4t1 + 3t2 + 5t3)

2 − 1
4
t22 − 49

4
t23 − 14

4
t2t3

= 1
4
(4t1 + 3t2 + 5t3)

2 − 1
4
(t22 + (7t3)

2 + 14t2t3)

= 1
4
(4t1 + 3t2 + 5t3)

2 − 1
4
(t2 + 7t3)

2
τ 1 = 4t1 + 3t2 + 5t3

τ 2 = t2 + 7t3

τ 3 = t3


τ 1

τ 2

τ 3

 =


4 3 5

0 1 7

0 0 1

 .


t1

t2

t3


Q(t1, t2, t3)  1

4
τ 21 − 1

4
τ 22 = 0, le type de l’équation est parabolique

2◦/ U
′′

x2 − 4U
′′
xy + 2U

′′

xz + 4U
′′

y2 + U
′′

z2 − 2xyU
′
x + 4xz = 0

Q(t1, t2, t3) = t21 − 4t1t2 + 2t1t3 + 4t22 + t23

= (t1 − 2t2)
2 − (−2t2)

2 + 2t1t3 + 4t22 + t23

= (t1 − 2t2)
2 − 4t22 + 2t1t3 + 4t22 + t23

= (t1 − 2t2)
2 + 2t1t3 + t23

= (t1 − 2t2)
2 + (t3 + t1)

2 − t21
= −t21 + (t1 − 2t2)

2 + (t3 + t1)
2
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
τ 1 = t1

τ 2 = t1 − 2t2

τ 3 = t1 + t3


τ 1

τ 2

τ 3

 =


1 0 0

1 −2 0

1 0 1

 .


t1

t2

t3


Q(t1, t2, t3)  −τ 21 + τ 22 + τ 23 = 0, le type de l’équation est hyperbolique.

Application

1◦/ U
′′

x2 + 3U
′′

y2 + 3U
′′

z2 − 2U
′′
xy − 2U

′′

xz − 2U
′′
yz − 84 = 0

Q(t1, t2, t3) = t21 + 3t22 + 3t23 − 2t1t2 − 2t1t3 − 2t2t3

= (t1 − t2 − t3)2 − (−t2 − t3)2 + 3t22 + 3t23 − 2t2t3

= (t1 − t2 − t3)2 − t22 − t23 − 2t2t3 + 3t22 + 3t23 − 2t2t3

= (t1 − t2 − t3)2 + 2t22 + 2t23 − 4t2t3

= (t1 − t2 − t3)2 + 2(t22 + t23 − 2t2t3)

= (t1 − t2 − t3)2 + 2(t2 − t3)2
τ 1 = t1 − t2 − t3
τ 2 = t2 − t3
τ 3 = t3


τ 1

τ 2

τ 3

 =


1 −1 −1

0 1 −1

0 0 1

 .


t1

t2

t3


Q(t1, t2, t3)  τ 21 + 2τ 22 = 0, le type de l’équation est parabolique

On a:


τ 1 = t1 − t2 − t3
τ 2 = t2 − t3
τ 3 = t3

⇒


t1 = τ 1 + τ 2 + 2τ 3

t2 = τ 2 + τ 3

t3 = τ 3

⇒ ξx = 1 ηx = 1 ζx = 2

ξy = 0 ηy = 1 ζy = 1

ξz = 0 ηz = 0 ζz = 1

U
′
x = Uξξx + Uηηx + Uζζx

U
′′

x2 = Uξ2ξ
2
x + 2Uξηξxηx + Uη2η

2
x + 2Uηζηxζx + Uζ2ζ

2
x + 2Uξζξxζx

= Uξ2 + Uη2 + 4Uζ2 + 2Uξη + 4Uηζ + 4Uξζ → (1)

U
′
y = Uξξy + Uηηy + Uζζy

U
′′

y2 = Uξ2ξ
2
y + 2Uξηξyηy + Uη2η

2
y + 2Uηζηyζy + Uζ2ζ

2
y + 2Uξζξyζy
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= Uη2 + 2Uηζ + Uζ2 → (2)

U
′
z = Uξξz + Uηηz + Uζζz

U
′′

z2 = Uξ2ξ
2
z + 2Uξηξzηz + Uη2η

2
z + 2Uηζηzζz + Uζ2ζ

2
z + 2Uξζξzζz

= Uζ2 → (3)

U
′′
xy = Uξ2ξxξy + Uη2ηxηy + Uζ2ζxζy + Uξη(ξxηy + ξyηx) + Uξζ(ξxζy + ξyζx)

+Uηζ(ηxζy + ηyζx)

= Uη2 + 2Uζ2 + Uξη + Uξζ + 3Uηζ → (4)

U
′′
xz = Uξ2ξxξz + Uη2ηxηz + Uζ2ζxζz + Uξη(ξxηz + ξzηx) + Uξζ(ξxζz + ξzζx)

+Uηζ(ηxζz + ηzζx)

= 2Uζ2 + Uηζ + Uηζ → (5)

U
′′
yz = Uξ2ξyξz + Uη2ηyηz + Uζ2ζyζz + Uξη(ξyηz + ξzηy) + Uξζ(ξyζz + ξzζy)

+Uηζ(ηyζz + ηzζy)

= 2Uζ2 + Uξζ + Uηζ → (6)

En remplaçant (1),(2),(3),(4),(5) et (6) dans (*), on obtient:

⇒ Uξ2 +Uη2 + 4Uζ2 + 2Uξη + 4Uηζ + 4Uξζ + 3Uη2 + 6Uηζ + 3Uζ2 + 3Uζ2 − 2Uη2 − 4Uζ2

−2Uξη − 2Uξζ − 6Uηζ − 4Uζ2 − 2Uηζ − 2Uξζ − 2Uζ2 − 2Uηζ − 84 = 0

⇒ Uξ2 + 2Uη2 − 84 = 0

1.3 Cas de n variables

L’équation aux dérivées partielles de second ordre à n variables indépendantes,

peut être écrite sous la forme:
n∑

i,j=1

Aij.Uxixj + F (x1, x2, ..., xn, U, Ux1 , Ux2 , ..., Uxn) = 0

où Aij = Aji, et Aij est des fonctions de variables (x1, x2, ..., xn) de classe C2.

Au point fixe (x1, x2, ..., xn), soit la forme quadratique:
3∑

i,j=1

Aij.ti.tj → (2)

On peut passer à la loi de la transformation linéaire,
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où: τ =

n∑
j=1

αj.t
2
j αj = −1,+1, 0

L’équation (1) sera alors de type elliptique au point (x1, x2, ..., xn) si αj = 1,

j = 1, ..., n, où bient:

hyperbolique si αj = 1, j = 1, ...,m < n et αj = −1, j = m+ 1, ..., n,

et parabolique si au moins un des coeffi cients αj = 0.

En effectuant sur les variables indépendantes la transformation linéaire non-sigulière

ξh =
n∑
j=1

Chj.xj h = 1, ..., n

En passant: U(x1, x2, ..., xn) = U(ξ1, ξ2, ...ξn)

Uxixj =
n∑

h,k=1

Chi.Cki.Uξhξk

En substituant dans (2), on obtient:
n∑

h,k=1

A∗hk.Uξhξk +G(ξ1, ξ2, ...ξn, U, Uξ1 , Uξ2 , ..., Uξn) = 0

Où Cij est une matrice convenable et diagonalisable.

Il existe une transformation linéaire par (Cij) pour laquelle on aura:

A∗ =


±1 0 0

0 ±1 0

0 0 ±1

 ou nulle

On aura en définitive: λ1Uξ21+ λ2Uξ22+ λ3Uξ23 +F (ξ1, ξ2, ...ξn, U, Uξ1 , Uξ2 , ..., Uξn) = 0

Avec les coeffi cients λ1, λ2 et λ3 égaux à 1,−1, ou 0.
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CHAPITRE 2

Méthodes de résolution d’une E.D.P

de type parabolique

2.1 Méthode de la séparation des variables

La méthode de séparation de variable est une technique qui permet de remplacer

les équations aux dérivées partielles par un système d’équations différentielles

ordinaires.

Dans ce cas, cette méthode exige que la solution U soit écrite comme un produit:

U(x, y) = f(x).g(y), ou comme une somme: U(x, y) = f(x) + g(y)

avec: f et g deux fonctions arbitraires.

2.1.1 Exemples

1◦/


U
′
t = a2U

′′

x2 + f(x, t) 0 < x < l, t > 0

U(x, 0) = ϕ(x) x ∈ [0, l]

U(0, t) = U(l, t) = 0

On a: U(x, t) = f(x).g(t)
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f(x).g
′
(t) = a2f

′′
(x).g(t) + f(x, t) .... ∗ 1

f(x).g(t)

g
′
(t)

g(t)
= a2 f

′′
(x)

f(x)
+ f(x,t)

f(x).g(t)

1− f(x, t) = 0⇒ g
′
(t)

g(t)
= a2 f

′′
(x)

f(x)
= λ

⇒ 1
a2
g
′
(t)

g(t)
= f

′′
(x)

f(x)
= λ 1

a2
g
′
(t)

g(t)
= λ → (1)

f
′′
(x)

f(x)
= λ → (2)

De (1) on a: 1
a2
g
′
(t)

g(t)
= λ⇒ g

′
(t)

g(t)
= λa2

⇒ g
′
(t) = λa2g(t)

⇒ dg(t)
dt

= λa2g(t)

⇒ dg(t)
g(t)

= λa2dt

⇒ ln g(t) = λa2t+ lnA

⇒ g(t) = A exp(λa2t)

De (2) on a: f
′′
(x)

f(x)
= λ ⇒ f

′′
(x)

f(x)
= λ

⇒ f
′′
(x)− λf(x) = 0

Si λ < 0, λ = −µ2

f
′′
(x) + µ2f(x) = 0⇒ r2 + µ2 = 0

⇒ r2 = −µ2

⇒ r = ±µ

⇒ f(x) = C1 cos(µx) + C2 sin(µx) C1, C2 ∈ R

Donc: U(x, t) = (A exp(λa2t))(C1 cos(µx) + C2 sin(µx))

U(x, 0) = A exp(0) = ϕ(x)⇒ A = ϕ(x)

U(0, t) = C1 cos(0) + C2 sin(0) = 0

U(l, t) = C1 cos(lx) + C2 sin(lx) = 0

Il faut annuler sin(µl)

µl = πn⇒ µ = nπ
l

⇒ Un(x, t) = Cn exp(−(nπ
l

)2t) sin(nπ
l
x)

est solution:
+∞∑
n=1

Un(x, t) =
+∞∑
n=1

Cn exp(−(nπ
l

)2t) sin(nπ
l
x)
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est solution formelle:

La condition U(x, 0) = ϕ(x) donne

ϕ(x) = U(x, 0) =

+∞∑
n=1

Cn sin(nπ
l
x)

C’est la série de Fourier de ϕ(x)

2− f(x, t) 6= 0,et ϕ(x) = 0

On cherche la solution U(x, t) sous la forme:

U(x, t) =

+∞∑
n=1

Un(t) sin(nπ
l
x)

On considère f(x, t) comme une fonction de x dépendant du paramètre t

qu’on développe en série de Fourier sinus

f(x, t) =
+∞∑
n=1

fn(t) sin(nπ
l
x)

On aboutit à:

U(x, t) =
+∞∑
n=1

 t∫
0

exp(−(nπ
l

)2(t− τ))fn(τ)dτ

 sin(nπ
l
x)

Les coéffi cients fn(τ) sont connus:

fn(t) = 2
l

l∫
0

f(x, t) sin(nπ
l
x)dx

2◦/


U
′
t = a2∆U (x, y) ∈ P = [0, l1] . [0, l2] , t > 0

U/S = 0 t > 0 s = F2(P )

U(0, x, y) = ϕ(x, y) (x, y) ∈ P
On a: U

′
t = a2 ∂

2U
∂x2

+ a2 ∂
2U
∂y2
⇒ U

′
t − a2(U

′′

x2 + U
′′

y2) = 0

On cherche une solution sous la forme: U(x, t) = X(x).Y (y).T (t), on trouve:

X(x).Y (y).T
′
(t) = a2 [ X

′′
(x).Y (y).T (t)+X(x).Y

′′
(y).T (t) ] = 0 .....∗ 1

X(x).Y (y).T (t)

⇒ T
′
(t)

T (t)
= a2 [ X

′′
(x)

X(x)
+ Y

′′
(y)

Y (y)
]⇒ 1

a2
T
′
(t)

T (t)
= X

′′
(x)

X(x)
+ Y

′′
(y)

Y (y)
= λ

⇒

 1
a2
T
′
(t)

T (t)
= λ → (1)

X
′′
(x)

X(x)
+ Y

′′
(y)

Y (y)
= λ → (2)

Dans (1) on a: 1
a2
T
′
(t)

T (t)
= λ⇒ T

′
(t)

T (t)
= λa2

⇒ T
′
(t) = λa2T (t)
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⇒ dT (t)
dt

= λa2T (t)

⇒ dT (t)
T (t)

= λa2dt

⇒ lnT (t) = λa2t+ lnA

⇒ T (t) = A exp(λa2t)

Dans (2) on a: X
′′
(x)

X(x)
+ Y

′′
(y)

Y (y)
= λ ≡ µ+ ν X

′′
(x)− µX(x) = 0

X(0) = X(l1) = 0

 Y
′′
(y)− νY (y) = 0

Y (0) = Y (l2) = 0

Les calcules donnent :

Xn(x) = sin(nπ
l1
x) Yn(y) = sin(mπ

l2
y)

µn = (nπ
l1

)2 νm = (mπ
l2

)2

λn,m = µn + νm

λ = λn,m la solution de (t) est:

Tn,m(t) = Cn,m exp(−a2λn,mt)

D’où Un,m(t) = Cn,m exp(−a2λn,mt)Xn(x)Ym(y)

doit être solution. Donc:

Un,m(0) = Cn,mXn(x)Ym(y) = ϕ(x, y).

La solution est:

U(x, y, t) =
+∞∑
n,m=1

An,m exp(−a2π2(n2
l21

+ m2

l22
)t) sin(nπ

l1
x)

avec An,m = 4
l1l2

l1∫
0

dξ

l2∫
0

U(ξ, η)
[
sin(nπ

l1
ξ) sin(mπ

l2
η)
]
dη

2.2 Transformation de Fourier

On définit la tranformée de Fourier de f par:

-F(f)(ξ) = f̂(ξ) = 1√
2π

+∞∫
−∞

f(x) exp(ixξ)dx

La transformation inverse de Fourier est définie par:
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f(x) = 1√
2π

+∞∫
−∞

f̂(ξ) exp(−ixξ)dξ

Quelques propriétés de la transformée de Fourier

1−Parité:

Si f est réelle et paire, alors -F(f) est réelle et paire et

-F(f)(ξ) = 2

+∞∫
0

cos(2πξx)f(x)dx

Si f est réelle et impaire, alors -F(f) est imaginaire pure et impaire et

-F(f)(ξ) = −2i

+∞∫
0

sin(2πξx)f(x)dx

2−Dérivation de f :

Notons f
′
la dérivée de f par rapport à x.Alors:

-F(f
′
)(ξ) = 2iπξ -F(f)(ξ)

et donc -F(f (n))(ξ) = (2iπξ)n -F(f)(ξ)

3−Multiplication par la variable x :

En notont F
′
la dérivée F par rapport à ξ, on remarque que:

F (−2iπxf)(ξ) = F
′
(ξ)

2.2.1 Exemple

1−

 U
′
t = a2U

′′

x2 x ∈ R, t > 0

U(x, 0) = ϕ(x) x ∈ R

Soit -F(U)(ξ) = Û(ξ) = 1√
2π

+∞∫
−∞

U(x) exp(ixξ)dx

Alors d
dt
Û = a2(−iξ)2Û

D’où Û(ξ) = A exp(−a2ξ2t)
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On calcule U(x, t) par la transformation de Fourier inverse:

U(x, t) = 1√
2π

+∞∫
−∞

Û(ξ) exp(−ixξ)dξ

Aprés les calcules donnent:

U(x, t) = 1
2a
√
πt

+∞∫
−∞

ϕ(ξ) exp(− (x−ξ)2
4a2t

)dξ.
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Conclusion

Les équations aux dérivées partielles linéaires d’ordre deux de deux variables, trois

variables et n variables jouent un role très importants dans les domaines de la science.

Grâce à ça, on a traité dans ce mémoire un seul type est le type parabolique et les

méthodes pour la résolution.

Afin de déterminer la solution sous les conditions initials, on a choisit deux méthodes

qui sont simple à appliquer. La première méthode est la méthode de séparation de

variables. Dans la deuxième méthode, on a utilisé la transformation de Fourier.

22



Bibliographie

[1] Claude Zuily, élément de distribution et d’équation aux dérivées

partielles, Dunod, 2002.

[2] Courant R. Hilbert R, methode of mathematical physics, John Wiley

et sons ,1989.

[3] Georges Koeper, équations aux dérivées partielles, université rené

descartes paris, 2001.

[4] Patrice Tauvel, analyse complexe pour la licence 3, Dunod, 2006.

23




