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Introduction:

En physique théorique, la mécanique quantique relativiste est une théorie qui
unifie les postulats de la mécanique quantique et le principe de relativité
restreinte afin de décrire la dynamique quantique d'une particule relativiste.
Cette théorie décrit le monde physique a I’échelle atomique et subatomique
dans I'un espace-temps (Minkowskien) dans lequel évoluent les champs de
matieres; 1’unification de la mécanique quantique et la théorie de la relativité
restreinte a aboutit a la construction de la théorie quantique des champs, et les
théories de jauge modernes , qui ont permis d’unifier les trois interactions
fondamentales faible forte et Electromagnétique dans le cadre du modeéle
standard .

La mécanique quantique relativiste a ainsi débuté avec I’arrivée de 1’équation
de Klein-Gordon.Cette derniere décrit une particule relativiste sans spin et
presente quelques difficultésd’interprétation notamment une densité de
probabilité non positive. En 1927, OskarKlein et Walter Gordon a introduit
I’équation qui porte leurs nom. Cependant, les physiciens faisant toujours face
a d’autres problémes, ils ont développée la théorie quantique des champs, dans
laquelle la seconde quantification, ou les champs obtenaient le statut
d’opérateurs (contrairement a la position et la quantité de mouvement pour la
premiére quantification), prend toute son importance.

L’¢étude de la mécanique quantique relativiste dans 1’espace non commutative
peut étre réalisée de deux maniéres différentes: via le produit Moyal sur
l'espace de l’ordinaire, ou redéfinir la théorie des champs sur un espace
d'opérateur de coordonnées qui est intrinsequement non-commutatif [1-2].
L'équivalence entre les deux approches a été décrites dans les références [3-4].
Dans la méthode habituelle, nous introduisons la non-commutativité au moyen

de coordonnées non commutatives position et impulsion (x, p) satisfaisant les

relations de commutation suivantes|x;, x;| = i6;; ,[x;, p;] = 18,

[pip;] =04j = 1,23 (1)
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oud; = €;;0, ou ¢jest le symbole de Levi-Civita et 0 est un paramétre qui
permet la non commutativité des coordonnées. Dans 1’espace non-commutatife

le produit ordinaire est remplacé par le produit Moyal

FG0 * 809 = exp {00 9} () 8.0y, =z
Ou f (x) et g (x) sont deux fonctions différentiables arbitraires.
Au cours des derniéres annees , il y a un intérét croissant pour trouver les
solutions exactes de I'équation de Klein-Gordon (KG) [5-6], et les valeurs
propres d'énergie de cette équation ont été présentées par Scarf [7], Rosen-
Morse [8], Hulthen [9], Wood-saxon [10, 11],Posch-Teller [12] . Pour avoir les
effets non-commutatifs en plus évidents sur les phénomeénes naturels en
utiliserdessimples systéemesde mécanique quantique, par exemple 1’atome
d'hydrogéne [13, 14, 15].Dans I'espace non-commutatif on s'attend a la lever de
la dégénérescence de la ligne spectrale, on peut donc dire que la non-
commutativité joue un réle de spin.
Dans le cadre de la non-commutativité, la situation est plus compliquée et la
plupart des modéles ne peuvent pas étre résolus exactement. En conséquence,
la plupart des résultats disponibles sont basés sur la théorie des perturbations
[13-16]. Cela implique qu’un systéme physique simple dans I'espace
commutatif peut étre changé en une théorie complexe dans un cadre non-
commutatif.
Dans ce travail, nous présentons globalement une contribution importante a
l'approche de la mécanique quantique relativiste dans 1’espace ordinaire et une
généralisation de 1’équation de Klein-Gordon dans I’espace non commutatif,
puis on cherche une solution pour cette derniére équation généralise a 1’espace
non commutative pour I’tome d’hydrogeéne.
Ce mémoire est composé de 2 parties principales :
» La premiére partie concerne le cas commutatif, qui contient deux chapitres
.Dans le premier chapitre, nous présenterons introduction a la relativité
restreinte , les lois de transformation entre référentiels inertiels et les postula de

la relativité restreinte et le formalisme quadridimensionnel, le principe de
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correspondance a [I’expression de 1’énergie d’une particule relativiste
libre,E> = p2c? + m?c*, ce qui conduit a 1’équation de Klein-Gordon. Le
deuxiéme chapitre est consacré a la présentation de la résolution de 1’équation
de Klein-Gordon.

» La deuxieme partie est réservée au cas de la géométrie non commutative.
Elle est scindée en deux chapitres. Dans le troisiéme chapitre, nous
présenterons 1’espace non commutatif, Le produit de Moyal-Weyl, et la
déformation de I’operateur de la dérivation a partir de 1’application de la
quantification de Weyl sur la théorie de jauge, qui permet d’avoir une
déformation sur I’équation de Maxwell. le quatrieme chapitre, est réservé a la
formulation de I’équation de Klein-Gordon dans I’espace non commutatif et
leur solution analytique.

A la fin, nous allon présenté nos conclusions, qu’uneappendice consacré a

certains calculs.
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Chapitre I: mécanique quantique relativiste

.1 Relativitérestraint:

Un observateur lié a un référentiel inertiel décrit un événement (par exemple
I'émission d’un photon dans la désintégration m° — yy par ses coordonnées
d’espace temps(t,,x)Considérons 2 événements successifs (t;,%,); (t5, %)
(I’émission du photon et sa détection dans un compteur). On définit I’intervalle
entre ces événements [17]:

(85)? = c?(t; —t;)? — (Xp —%y)? (1.1)
Le fait supposer que la vitesse de la lumiere est la méme dans tous les
référentiels inertiels se traduit par considérer I’intervalle (As)? comme un
invariant (ici nul). Il est le méme dans tous les référentiels. On notera
x* = (ct, X)un point de I’espace de Minkowski. L’expression du ((As)?permet
a munir cet espace par la métrique [17]

g, = —diag(1,-1,—-1,-1) (1.2)
de sorte que (As)? =g, (xy) —x)(xy—x}). On definit trois types

d’intervalles selon (As)?

(As)> > 0 intervalle de genre temps

(As)? < Oespace

(As)* = Olumiere

1.2 Transformations de Lorentz

La relativité restreinte postule que les lois de transformation entre référentiels
inertiels s’écrivent sous la forme [17]

x'* = ALx? + at (1.3)
Ou Al est une matrice 4x4 constante. En exprimant ’invariance de I’intervalle
entre deux événements on obtient la contrainte [17]

gy Ap = gop (1.4)
Le groupe des transformations linéaires satisfaisant cette contrainte est appelé

groupe de Poincaré.
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1.3 Postulat :

Les lois de la physique sont identiques dans tous les référentiels.

Ce postulat a pour conséquence que la vitesse de la lumiére est une vitesse
universelle. On posera ¢ = 1 dans la suite.

On considere un espace a quatre dimensionx* = (t,x,y,z) = (t,Xx)

Notées aussi (x°,x1,x%,x3)on dénotera les coordonnées et autres grandeurs
dans un autre référentiel.

Les transformations de Galilée sont définies par [18]

{ X t—,=xt:|- vt (15)
Elles ne sont valables que pour des vitesses |v| < c.

Considérons deux points A et B. On émet un signal lumineux du point A

au temps t qui arrive en B au tempst’.On doit alors avoir

lc(t — t)] = |x — X/|

ou encore

(As)? = c?(A)? — (Ax)* = 0 (1.6)

Cette quantité invariante est appelée intervalle d’espace—temps.
Plus généralement, on notera cette grandeur [18]
(ds)? = c2(dt)? — (dx)? = ndx (1.7)

en définissant le tenseur métriquen par

1 0 0 0
0 -1 0 0

& 0 0 -1 0 (1.8)
0 0 0 -1

En adoptant la convention de sommation sur les indices répétés, on note
Encore

ds? = 1,,dx"dx" (1.9)
Cherchons maintenant la loi de transformation des coordonnées

x> x*=fx") =AY +a* (1.10)
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Ona
ds® = 1, dx"dx"
= Npedx'Pdx"®
= npcAiA?,dX“dx"
d’ou
Ny = NpoApA S (1.11)
Ona

ds? = n,,,dx"dx"

1.4 Relativité et formalisme quadridimensionnel

La similitude entre les notions de temps et d’espace nous suggere d’adopter un
formalisme quadridimensionnel. Par exemple, le vecteur de position espace-
temps x est représenté par ses composantes contravariantes x* (indicesupérieur)
[19]
xt = (%% x1,x%,x3) = (%0,X) = (t,%) (1.12)
En général, dans un espace vectoriel a D dimensions, il est possible de choisir

D vecteurs de base e, et de représenter un vecteur A a partir de ses

]
composantes (contravariantes) A* , paralleles aux e". Alors le vecteur A s’écrit

dans un espace a quatre dimensions (4D) [19]
3
— Ha — Al
A= > Ale, = Ale, (1.13)
n=0
La deuxiéme égalité utilise la convention d’Einstein ou un indice répété
contravariant covariant (les composantes covariantes sont en indice inférieur et
sont définies plus bas) dans un terme réputé étre sommé sur toutes ses valeurs
possibles.

Le produit scalaire des vecteurs A et B prend la forme [19]

A.B = A%e,.B'e, = A*B'g,, (1.14)
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Ou
g = €y.ey (1.15)
est appelé le tenseur métrique ou simplement la métrique. Il est commun, et

plus simple de choisir une base ou les vecteurs sont orthogonaux, ¢’est-a-dire

gu = Osip#v (1.16)
Et donc
A-B= A“B“euz. (2.17)

Pour le cas des quadrivecteurs d’espace-temps dans I’espace de Minkowski, la
longueur généralisée d’un vecteur de position espace-temps X est reliée a
I’intervalle, ¢’est-a-dire

X.X = x“x“eu2

=t?-x?-y%-72 (1.18)
ou dans le membre de droite x est la composante du quadri-vecteur le long de

I’axe des x. Ainsi la norme des vecteurs de base est

1sip =0
2
Cu = {—1 sip = 1,2,3 (1.19)

et le tenseur métrique s’écrit

1 0 0 0
w_[0 =1 0 0
g 0 0 -1 0
0 0 0 -1

Les composantes covariantes (indice inférieur) sont des projections

orthogonales de A sur les vecteurs de base e, . Par exemple,

en A= A, (1.20)
(notez I’indice inférieur) ou autrement dit
Ay=e A= ¢, A,
= guv -AY
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A noter, le tenseur métrique g,v et son inverse g ¥ coincident

g = ()™t = g% (1.21)
puisque

g"gu = 8y (1.22)
AW = ghVA, (1.23)
et

g"gnw =4 (1.24)

Considérons les composantes contravariantes du quadrivecteur de position x
x* = (x%,x1,x%,x3) = (x°,%) (1.25)
les composantes covariantes de ce quadrivecteur sont alors

Xy = (X0, X1,Xp,X3)

1 0 0 0 x°
= guvx" 8 _é _(1) 00 ii

0 0 0 —1/ \x3
— (XO, _Xl , _XZ , —X3)
et donc
x* = (x2,x%)
X, = (x°,-x) (1.26)
Remarque 1
Toute quantité qui a la forme
a.b =akb, (1.27)

est un invariant de Lorentz si a et b sont des vecteurs de Lorentz, c¢’est-a-dire
que le produit scalaire a - bn’est pas affecté par une transformation de Lorentz
et donc a la méme valeur dans tous les systémes de référence inertiels. [19]

Les notions d’énergie et d’impulsion sont aussi intimement liées (tout comme
I’espace et le temps) en relativité restreinte. On peut y définir le quadrivecteur
énergie-impulsion (composantes contravariantes) ,

p* = (EP,PR,P,) (1.28)



Chapitre | Mécanique quantique relativiste

OUE = ymy, est I’énergie totale et p; = ymyv;(i = Xx,y,zou 1,2,3) sont les
impulsions. L’énergie cinétique s’obtient par

K == E - mo

= (y — 1Dm,. (1.29)
(rappelons qu’on utilise le systéme d’unités naturelles ou ¢ = 10).

Par ailleurs, la grandeur de p est un invariant de Lorentz et s’écrit comme

p* = guwp"p’

=("D* - meH? - (H*- (P°)

— EZ _ pZ

=mj. (1.30)
Ou m, est la masse au repos de la particule soit un invariant de Lorentz. On a

donc finalement

E? —p? =mj} (1.31)
ou
E? = p? + m (1.32)

1.5Mécanique Quantique et Postulats.

Les phénomenes de la physique quantiqgue exhibent deux aspects
fondamentaux, en Rupture avec ceux de la physique classique :
— le caractere discret de certaines quantités physiques (énergie, moment
cinétique,..) lié¢ a I’existence d’une nouvelle grandeur fondamentale, ayant les
dimensions d’une action [19]

h = 1,055 107 3*kg.m2/s
(Exemples : spectre d’énergie de “quanta”hw, wune fréquence caractéristique
du systeme ; moment cinétigue = h X générateur infinitésimal des rotations
&spectre = A Xentier ou demi-entier...)
— le caractere probabiliste des observations, qui force a abandonner le
déterminisme de la physique classique.
Le formalisme de la Mécanique Quantique rend compte de ces phénomeénes en

se basant sur les postulats suivants [19]:

10
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» les états (“purs”) d’un systéme sont décrits par les rayons d’un espace de
Hilbert H, c’est-a-dire par les vecteurs de H a un facteur non nul prés
(ou encore par les vecteurs normés a une phase prées). Ces vecteurs sont
notés 1, ou encore, selon la notation de Dirac | ¢ > (“ket”) et leur
conjugué, h< Y| (“bra”), avec un produit scalaire h < {yr | >. Un tel
vecteur dépend du temps :| Y(t) >. Ainsi, pour une particule sans degré
de liberté supplémentaire (spin etc), dans I’espace a trois dimensions,
[19]
H = L2(R3).
Par opposition a un état pur, un mélange est représenté par une matrice
densite...
» Les quantités physiquement observables (ou simplement “observables’)
sont des opérateurs auto-adjoints sur H, A = AT
En général, 1’opérateur est non borné, (cfA = Xdans H = L2(R) et défini
seulement sur un sous-ensemble D(A) dense dans H.
» Dans une mesure de A, on n’observe que les valeurs a € Spec(A). On
notera Pile projecteur spectral sur I’intervalle 1 = [al, aZ].
» La probabilitt de mesurer o € Idansl’état |y >(c’est-a-dire le
pourcentage d’occurrence de la valeur aparmi celles obtenues dans un
grand nombre de mesures répétées sur des systemes identiques, préparés

dans le méme état) est

< >
P(I) = Y lpil ¥
<yl >
La valeur moyenne de A estdonc < A >= %.

Aprés mesure de la valeur a € lIpourA, il y a “réduction du paquet
d’onde”
U - pry.

» Parmi les observables, 1’opérateur hamiltonienH joue un réle privilégié :

il régit I’évolution dans le temps selon I’équation de Schrodinger

ih < [Y(t) >= H [y(t) > (1.33)

11
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1.6 Principe de correspondance

Ces postulats sont complétés par le “principe de correspondance” qui suggere
ce que doit étre I’opérateur A du formalisme quantique, étant donné son
analogue classique.
Ce principe fait aussi appel a ’observation que dans le passage mécanique
classigue —mécanique quantique, on passe du crochet de Poisson au
commutateur [19]

gy > [£8 = —in(Ea
En particulier on a le commutateur canonique entre les opérateurs q et pde
position et d’impulsion, soit [19]

[6,p] = in

(opérateurs conjugués). Noter cependant que ce principe de correspondance
n’est pas sans ambigiiité : il ne dit rien sur I’ordre des opérateurspet q a adopter
pour passer d’une fonction f(p, q) a sa version quantique
f(, p). On omettra I’indice “op” dans la suitechaque fois que cela ne prétera
pas a confusion.
Notons |q >1’état propre de 1’opérateur g de valeur propre q
dla>=qlg><qlq >= 8(q —q), [ dqlg><gq| = Id.
"A la description d’un état par un vecteur normalisé y (a une phase pres), on
peut préférer celle par sa fonction d’onde y(q), obtenue par produit scalaire

Y(q) =<q|y>.

L’action de p sur y se traduit en un opérateur différentiel sur y(q)

A RO o ., 0

p=715e<alpy == —ih-y(q)

de telle sorte que [g,p] = ihest bien vérifiée. En particulier, pour les états

propres notés |p >de p

plp >= plp >
on a les fonctions d’onde Y1, (q) = < q|p >satisfaisant

N 0
<qlp|p>= —1h£¢p(q) = pU,(q)

12
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d’ou

<dqlp >= U, (@) = ==exp; p.q,

(avec une normalisation conventionnelle). Toutes les considérations
précédentes s’étendent bien slr a des vecteurs positions et impulsions
a ddimensions euclidiennes ou minkowskiennes. Résumons donc le principe de
correspondance, en notant désormais les coordonnées de positions par x =
x1,x%,x30u (x,2)

i ., 0
Energie E th&

Impulsion P! & —i h%
ou en notations minkowskiennes,
p* - iho* = (i10° —iV).
1.7 Equation de Klein-Gordon
Le principe de correspondance appliqué a I’expression de 1’énergie d’une

2
particule massive non relativiste, E:;’—m+V(x) conduit a 1’équation de

Schrddinger pour la fonction d’onde Note maintenant §r (x,t) [19]

ih 2y t) = (—h? = + V() ¥ (x D (1.34)
(avec A= V? le laplacien).

De la méme fagon, il est suggéré d’appliquer le principe de correspondance a
I’expression de 1’énergie d’une particule relativiste libre, E? = p?c? + m?c*,

ce qui conduit a 1’équation de Klein-Gordon [20]

(55 -h2a +m2e?)y (x,0) = 0 (1.35)
c2 ot

o=g"a,0,:le d’Alembertien c’est le laplacien dans la gé€ométrie
minkovskienne
A partir de maintenant, nous adopterons unités telles que A = c =1, si bien
que nous écrirons 1I’équation de Klein-Gordon libre sous la forme [19]

@+m?)Py=0 (1.36)

13
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1.8 Couplage minimal au champ électromagnétique

On peut écrire aisément une équation de Klein-Gordon couplée au champ
électromagnétique si on admet le principe de couplage minimal, qui consiste a
remplacer les dérivées d,, par une dérivée covariante (covariante vis a vis des
transformations de jauge) [19]

d, > 0, + iqA, (%) (1.37)
On écrira donc

((0 + igA)* (@ + iqA), + m>) Y= 0 (1.38)
Si la théorie décrite par (1.36) admet bien un courant conservé dans 1’évolution
temporelle, a savoir [19]

=7 (0, W = (3, V)W) (1.39)
Satisfaisant d*{s,, = 0, on constate que la densité p(x) = j, n’est pas définie
positive.

Elle ne saurait représenter la densité de probabilité de présence de la particule
décrite par Y, qu’on attend dans une théorie sensée.

Toutes ces incohérences vont étre levées par I’introduction de la théorie
quantique des champs, une théorie décrivant un systéme a nombre arbitraire de
particules, dans laquelle I’objet Pest promu du role de fonction d’onde a celui
d’opérateur capable de créer et annihiler ces particules. C’est le changement de

point de vue traditionnellement appelé[19]

14
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Chapitre Il : solution de I’équation de Klein-Gordon
pour un potentiel coulombien
11.1 Solutions d'équation de Klein-Gordon pour une

particule libre

Considérons une particule libre, relativiste (sa vitesse a I’ordre de la vitesse du
lumiere ) , avec un spin (0) , son équation du mouvement est représenter par

(1.36) ; cette dernier équation admet une solution sous la fourme [20]:

d(x) aexp (— % Px) = exp (— % (Et — f)’?)) (2.1)
Ou Px représente le produit scalaire de deux quadrivecteur dans l'espace
MinKowski

Px = P x"
Px = Pyx° + P;x! + P,x? + P3x3
E
Px=czCt+ px(—%) + py(=y) + p,(-2)
Px = Et — pr

Apres un simple calcul, on trouve

1 02 E2

V() = -5 ok (2.3)
En remplacent les deux équations (2.2) et (2.3) dans I'équation(2.1), on
trouve :

2 _ meC\ 2
(-7 () oo =0 e

Et de cela nous produisons
E? = p2C*+ m?C* =

E = +E, = +,/p?C% + m?C? (2.5)
Il est clair que I’on obtient les valeurs positives et négatives de I'énergie

cinétique a partir d'une seule solution et donc que la valeur d'énergie négative



Chapitre 1l solution de I’équation de Klein-Gordon pour un potentiel coulombien

ne peut pas étre rejetée car elle provient de la méme solution qui donne de
I'énergie positive. Cette énergie négative est interprétée comme une

antiparticules[20].

Le champ ¢(x) peut étre exprimé par des transformations de Fourier comme

suit

¢x) =N/ d3Ka(E, t)exp(—iEF) (2.6)
Ou N est une constante de normalisation .en utilisant (2.2) et (2.3) , on trouve :
T - N @k a(‘“) exp(—ikD) 2.7)
V2p(x) =N [ d31<k2a(E, t)exp(—ikp) (2.8)

Puis en remplacent les deux équations (2.7) et (2.8) dans I'équation de

Kein-Gordon exprimée par I’équation(1.36), on trouve [20] :

d2a(kt > - o
N [ d3K [% + k2a(k,t) + m2a(k, t)] exp(—ikt) = 0 (2.9)
La seule solution a cette équation est :
d a(kt)
o+ k2a(k t) + m?a(kt) = 0 (2.10)
En plagant
k? + m? = w? (2.11)

Ainsi, I'équation (2.10) devient comme suit

d2a(kt)
dt?

C'est une équation différentielle du second ordre sans un seconde membre, sa

+w?a(kt) =0 (2.12)

solution s’écrit sous la forme suivante [20] :
a(E, t) = a(E) exp(iwt) + b(E, t)exp(—iwt) (2.13)
En utilisant les équations (2.13) et (2.6), nous trouvons les transformées de

Fourier comme suit

dx) =N/ d3K[a(_lz) exp(iot) + b(ﬁ, t)exp(—ioot)] exp(—i_lzf") (2.14)

On peut réécrire le Champ scalaire :

¢(x) =N [d3K [a(ﬁ) exp [+i[§? - oot]] + b(ﬁ)exp [+i[§? + oot]” (2.15)

17
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Le champ ¢ (x) qui décrit une particule scalaire est sans spin et non chargé est
réel, c'est-a-dire qu'il vérifie la propriété suivante [20]

d(x) = dX)" (2.16)
A partir de la relation (2.15) et (2.16) on écrit

¢x)* =N [d3K [a*(ﬁ) exp [+i[§f‘ + cot]] + b*(ﬁ)exp [+i[§? — (ot]” (2.17)

D’aprés 1’équation (2.16) , En faisant une identification sur les équations
(2.17) et (2.15) , on trouve :

a(k) = p (-K)

a (K) = b(-K)

Les équations (2.18) et (2.16) permettent d'écrire le champ scalaire exprimé

= b(K) = g (-k) (2.18)

dans la solution (2.15) comme suit

d(x) = N [ d3K |a(K) exp [+i[§f* — wt]] + a*_(—ﬁ)exp [+i[§f“ + wt]] (2.19)

On remplacent maintenant le vecteur d'onde (K) dans la deuxiéme partie du

derniére équation(2.19) par le vecteur d'onde (—I?) pour trouver la formule
suivante pour le champ qui décrit une particule paisible qui est nulle et non
chargée[20]

$(x) = N J &K [a(K) exp [+i[KF — ot]] + g (K)exp [-i[k - u)t]]] (2.20)

¢(x) =N [d3K -a(ﬁ) exp(—ikx) + é(ﬁ)exp(ﬂkx)] (2.21)

Ou kxreprésente le produit scalaire du vecteur d'onde et le vecteur position

dans l'espace quadratique, ce produit est donnée par la forme suivante :

kx = k,x* = 2Ct — k' = wt — ki (2.22)
C

11.2 Application aux atomes pioniques :

Les atomes pioniques sont I'une des applications les plus réussies de I'équation
de Klein-Gordon, ou nous obtenons par le remplacement d’un électrons ou

plusieurs par . La particule 1~ est un particule misounique avec une charge

18
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négative et une masse my; et un spin nulle, ot nous obtenons I'atome pionique
par la réaction suivante [20]:
Atome + I~ - Atome —e™ + 11" + IT*
D’ou la création de la particule 1~ fait par la réaction thermonucléaire suivant
proton + proton — proton + proton + I~ + IT*

soit que 1’atome pionique formé a partir du particule II” tournant autour d’un
noyau avec la charge z | e | dans une situation semblable a I'atome semblable a
des atomes hydrogenoide. Ce systeme est affecté par un champ

électromagnétique dérivé d’un potentiel suivant [20]

2

gd* (x) = ; r (2.23)
qA(t,7) =0

apres la séparation des variables 7 ett Les états stables s’écrit comme suit :

d(x) = Pp(P)exp(—iEt) (2.24)

Nous utilisons maintenant les équations(2.24), (2.23) et (2.4), on
trouvons I'équation du mouvement du pion sous l'influence d'un champ
électromagnétique externe.

2
(i% _ qu) (@) exp(—iED) = [(~iV — g&)” + m?| () exp(~iED)

= [(E + Zriz)z +V2 - mn] d@ =0 (2.25)

Comme la symétrie est sphérique, on utilise les coordonnées sphériques
(r,08,0) , en rappelant que L'expression dulaplacien dans les coordonnées

sphériques est donnée par :

19, 0f 1 a8,  of 1 9%
Af = — <2 )+——<sm(6)—)+

“rzor\' ar) T sin(0) d6 dd/  r?sin?(0) ddp?
_ 1o 0 L2
Af = r2 or (I‘ 6r) r2 (2.26)
Le carré du moment cinétique est donnée en coordonnees sphériques par :
2 1 9 (Gnegy L 1o’
"~ sin(@) 00 (Sm(e) ae) + sin2(0) a2 (2.27)

o) = £(¢ + Do

19
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On écrit @ (#) comme suit

o) = 22V, (8,) (2.28)

En utilisant les équations (2.28) et (2.27), I'équation(2.25) devient

d?  ¢(£+1)-Z%e*  2EZe?
|5 - Tt B L B2 mE | Ry() = 0 (2.29)

Dans I'atome d'hydrogeéne, la partie radiale R,;(r) est vérifie I'équation suivante

d? L(£+1) = 2meZe?

e L ZmeEsh] R,(r) =0 (2.30)
Ou Eg, represente I'énergie de I'électron quantifié dans lI'atome d'hydrogéne.
Nous remplagons maintenant la masse des électrons par la masse des pions

dans I'équation (2.30) pour trouver

d?  £(¢+1) . 2mpZe?
|55 - 252 4+ 22 4 omg B | Ri() = 0 (2.31)

L'équation de Schrodinger permet de trouver I'énergie quantifiée du pion mais
dans le cas non relativiste, comme suit :
_ mH(ZeZ)Z

2n?
n=123 (2.32)

£=0123...(n— 1)

Ou n représente le nombre quantique principal et [ désigne la valeur du

nombre quantique orbital du moment cinétique, Pour trouver une ressemblance
mathématique entre I'équation relativiste et I'équation non-relativiste, en
introduire le parameétre (1) , ou :

BOMBM +1) =¢(£+1) —72%* (2.33)

Cette equation accepte 2 solutions mathématiques

BI) =—-+ \/(1 + ;)2 — 724 (2.34)
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La solution physique acceptable correspond aux valeurs positive des moment

cinétique ; donc a la valeur acceptable de S(1) est:

2
B =—1+ \/(1 +1) —zzet (2.35)
L'équation(2.29) est écrite en termes du parametre S (1) ,comme suit :
d2  BA)(B()+1) , 2EZe?
| - EREDED 4 22 4 g2 — 21| Ry () = 0 (2.36)

Afin en faire une correspondance entre 1’équation(2.36) et (2.31)  pour

trouver I'énergie relativiste du pion I~

2 2
E4—m il

(£ -
sh 2myy

1> B() (2.37)

EZ
e? - e?—
myy

Ainsi, en utilisant la derniere equation et I'équation (2.36), pour trouver

E2 2 mn(ZeZ)Zezi
L P — =1 (2.38)
2my 2(n'+B(+1)

Cela Permet de déduire 1’énergie relativiste de la particule mésonique

E= - (2.39)

Z2e%
\/1+(n—1—1+[3(1)+1)2

Avec:n » ({+1+n) [21]

On remplacent la valeur du parameétre B(1) pour trouver de I'énergie du mison

E= 1 (2.40)

724
1+ 3

<n—l—1+% (l+%)2 -72 e4+1>
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pour simplifier la derniere équation, en utilisons le développement suivent :

1 a2 3
— = ~ vl taviey 0(a?) (2.41)
(n-A+/22—q)
Donc , I’énergie relativiste du pion prend la forme suivante :
mZ2e* mZ%e8| 1 3
E= mpg — onZ - o3 [@ - ; + -, (242)

Le premier terme représente 1’énergie ou repos et le second terme représente
1’énergie obtenue par résolution de I'équation de Schrodinger ; et Le reste ¢’est
la contribution de 1'état relativiste ¢’est-a-dir la correction relativiste a I'énergie

de I’atome, obtenue par la I'équation de Klien Gordon [20].
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Chapitre 111 : Géométrie Non Commutatif

I11.1 La geometrie non-commutative:

La géométrie non-commutative traite a la fois des espaces de dimension non
entiere , des espaces de dimension infinie et surtout des espaces de nature
“quantique” et enfin de 1’espace-temps lui-méme si I’on prend en compte non
seulement la force électromagnétique (qui avait conduit Poincaré, Einstein et
Minkowski a leur mod¢le de 1’espace-temps) mais aussi les forces faibles et
fortes qui conduisent & un modéle non commutatif de 1’espace-temps.Dans la
théorie géneérale des espaces non-commutatifs, la notion de point est remplacée
par celle “ d’état ” du systéme qui joue un peu le role de *“ nuage de points” et

qui est de nature ““ quantique .
111.1.1 Espace-temps non commutatif

La mécanique quantique ordinaire est formule sur les espaces commutatifs

satisfaisant les relations de commutation suivantes [22]:

[fi:ﬁj] = iﬁSij
[551':55]']:0 (3.1)
[p..5;] =0

Afin de décrire un espace non commutatif, les relations de commutation ci-

dessus devraient étre changées comme :

[%:, B;] = iy
[%:, %] = 18 (3.2)
[Bp;] =0

Ouf;; est une matrice antisymétrique, constante, appelée parametres de la non

commutativité.
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111.2 La quantification de Weyl et le produit de Moyal

111.2.1 La quantification de Weyl

Pour décrire la mécanique quantique a partir de l'espace de phase de la
mécanique classique, la technique utilisée est la quantification de Weyl.

Dans le cadre de la procédure de la quantification canonique Hermann Weyl a
donné une prescription comment associer un opérateur quantique a une
fonction classique des variables canoniques (variable de I'espace de phase)
Cette prescription peut également étre employée pour associer un élément deA,,

avec une fonctionF (x) des variables classiques(x?!, x2, ...,x™) Nous utilisons

les operateurs X(X. sont des coordonnées de I'espace non commutatif) pour les
éléments du et des pour les variables classique de permutation associative.

On utilise la transformation de Fourier [23]:

f(k) = —4 [ d" ke M¥f(x) (3.3)

(2m)2

Nous définissons I'operateur de la fonction (x1,x?, ..., x™)

w(f) = — [ d"ke ¥ (k) (3.4)

(2m)2

Les opérateurs obtenus en (3.4) peuvent étre multipliés pour rapporter de

nouveaux opérateurs. L'operateur produitw (f)w(g) s'écrit sous la forme :

w(Hw(g) = j d"kd"peli®' ¥ F(10)a(p)

(zm"
D'autre part on a

[%.%] = i6; (3.5)
et par I'application de la formule de Baker-Hausdorff :

a+b+

N | =

(2] (3.6)

et la relation (3.5), on peut montrer que le produit de deux opérateurs de Weyl

edeb = ¢

de deux fonctions soit égal a l'operateur de Weyl associe au produit star de

deux fonctions :
w(Hw(g) = w(fxg) (3.7)
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111.2.2 Le produit de Moyal (Produit star)
Le produit star est défini par :

() * g(0) — ()2 " Frg(x) (38)
la quantité exp[ééﬁ’“’ci,] est appelée le facteur de phase non commutatif.
kAnqg = %G'L“’lguqV (3.9
On peut développer le produit star comme suit [24] :

f+g = fg+ -6 9,f0,g + 0(6?) (3.10)
f(x) * g(x) = fx)g(x)

" ; (%)H%G””’l . @HnVn ((’)ul aunf(X)) (le ang(x))

On a quelques propriétés du produit star

1-Lorsqued = 0 on trouve :

fx) = g(x) = fx)g(x) (3.11)
on reprend le cas commutatif

2-

pikx 4 plax — ei(k+q)e—5i(k/\fI) (3.12)

kAq=k"q'0,,
3- Le produit star est associatif
(f*g)xh=fx(g*h)=fxg=h (3.13)
4- L'intégrale du produit star de deux champs s'annulant & l'infini est non

déformée. Il revient au produit normal :

[d"(fxg)(x) = [d"(g* N (x) = [ d"xf(x) g(x) (3.14)
5- Nous avons l'invariance des fonctions par permutation en vertu de
I'intégrale:

[a@rgemeo = [t g.me0 = [ @ ¢+ 2)60

[d™ (h=*fx*g)(x) (3.15)
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6- La conjugaison complexe :

(f * g)c.c — gc.c * f&C (316)
7- Le produit star est non commutatif :
frg#gxf (3.17)

111.3 Reformulation des équations de Maxwell :
Le produit de Moyal-Weyl de deux fonctions @, et ®,[25]

®,(x) = (21) 2 [ d*ke*F, (k) (3.18)

3 S~
D, (x) = (2m) "z [ d*ke'X D, (k) (3.19)
Peut étre dé.ni comme suit, en premier nous associonsa @, et ®,

les opérateurs de Weyl w(®,) et w(®,) defnis par :
w(®,) = (21)77 [ d*ke™¥d, (k) (3.20)

3 o~
w(®,) = (2m) 7z [ d*ke** D, (k) (3.21)
Avec X =x* + A“(x) , et x# sont les variables non commutantes satisfaisant
aux lois de commutations [X#, 7] = i*

Ensuite nous définissons le produit w(f)w(g) par :

3 3 AT T~ ~
w(®,) w(®,) = (2m) 2(2m) 2 [ d*kd*Pe'*ePXd, (k) D, (P) (3.22)
Utilisons la formule de (C-B-H) Baker — Campbell — Hausdorff [25] :
A+B+3[AB]+3[(AB),B]-3{(AB) Al+

AB _

ee €

e—BeAeB — eA+[A,B]+---.
De la formule de C-B-H; on obtient
e T SN | S GP o o 1 SU G
e‘kXe‘pX — e1kX+1pX+E[1kX+1pX] — elkX+1pX—5kqu[X“,XV] (323)
Le commutateur [X*, X7]

peut étre calculer comme suit :

[X+, XV] = [2# + A*(x), 2° + A" (x)] (3.24)
Ou,A* est le quadri potentiel , qui vérifie la relation sont (A.19)

[X#, X°] = i6* + i0F%9, A" — i0V%, A+ = iO*Y + FHY (3.25)
FWw = jghe g AV — i6V® 9 A* = —FW Frve = —fuwv (3.26)
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est un champ antisymétrique.
Avec ce résultat 1.eq (3.23) ;donne :

e o ol o 1 TP ol o 1 uv
kR oip% _ ik +ipX—ky Py[XMXV] _ e1kX+1pX—Ekqu[1e”V,F“"] (3.27)

e e

d.ou le résultat :

w(®,) w(d,) = (21)2(210) "z f d*kd*pel POV FE 0 )
w(D,)) w(d,) =w [e%(iewﬁw)%(cbl(x)cbz (Y))] = w(d; * D) (x)
x=y

Ou w(d, * d,)(x) est défni par :

Wy = 0)(6) = |0 (0, (90, ()| (328)
xX=y

Ici nous notons |. analogie entre le champ non commutatif

Fw = jgre g, AY — i6V® 9, A"
et le U(1) tenseur de courbure F,, =d,A, —d,A, , cela suggere que le
champ non commutatif £V peut-étre dé.ni comme :
FHY = FHY 4 FWV = gHAY — gVAM + i0H* 9 AV — i0V* 9, A* (3.29)
Si on défni la dérivée non commutative d, par d, = 9, + i6,,0* alors nous
pouvons écrire F#¥ sous la forme :
FHo = gAY — 9P AF = HAY — OVAH + iM%, AV — i0V%0, A+ (3.30)
On note ici que changé la dérivée 9, - 9, + i6,,0% , revient a modifier les
générateurs du groupe de translation
P, =—id, > P, = —id, + 0,,0% ;
donc ceci revient aussi a déformer les lois de commutations
%0 0] = i1 = [0 0] = 0y + O (3.31)
Donc la non commutativité de I'espace temps entraine la déformation des regles
de quantifcation canonique de la mécanique quantique, ces derniers sont donc
conséquences inévitables de la non commutativité de l'espace temps, cette
déformation est équivalente a la déformation des genérateurs de

translations.[25]
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Et aussi en peut fait une généralisation sur les équations de Maxwell, d’apres
1’équation (3.29) et les équations (A1.A2.A3.A4) du annexe A, Le tenseur F*
(eq 3.29) prendre la forme suivante :

== Fyy = 0441 — 0,4, +10,,09A — 16,,0°A*

2 = Fyy = 0,4, — 0p44 + 10,4047 — 10,0 A* (3.32)

= = Fuy = 04As — 0344 +10,,094° — 103,09 A*

Et
BX == T23 == 62A3 - a3A2 + i92a aaA3 - i93a aaAZ
By = T31 = 63A1 - 61A3 + iega aaAl - iela aaA3 (333)

BZ == le == alAZ - azAl + iela aaAz - i92a a(xAl
En utilisant I'équation (A.1) et (3.32), on trouve:

e oAt dA*
V.E + 1940( 0% (g) - 161a 0% (E)

En déduire :

V.E +160,,0%(V. AY) — i6,,0% (divA*) = ° (3.34)

€

En utilisant I'équation (A.3)et(3.32) :

e

Et on utilise la relationV A (A + B) = VAA +VAB

Donc on & le membre non commutative de I’équationV A E = — Z—fégal a:
e K o g 3 0 2 ; 0 4 o A%
=1[194a6 (a—yA —£A>+1(92aa—63aa—y)6A]

_T [194 aa (iA3 - iAl> + 1 (91 i - 93 i) aaA4]
“« 0x 0z “ 0z “ox

Ll a J 2 J 1 ; a d ap4
+k [1940(0 (&A - a_yA ) + 1(910{%_ 920(&) a A ]
Finalement I’équation (3.32) est généralise a la Forme :
dB

= (3.35)

V.E +i0,,0%(VAAY) + i(6;, AV)0%A* = —
Et d’aprés la relation (3.33) le terme Z—fsera prendre la forme suivant :

0B e e 0
- e + (03¢ —014) 0 EA3 + (814 — 034) 0 EAZ + (03¢ — 024) 0 aA1
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Alors, en déduire :

V.E +10,,0%(VAAY) +i(6j, AV)0%A* = — o+ i(02g — 01,)0% S A3 +
(010 = 030)0% 53 Az + (B3 = 020)0% 5. Ay (3.36)
En utilisant I'équation (A.2)et (3.33) en trouve :

0 0
_A3 - ega aa_AZ

VB=V5 '(eaa“ )
T 0x 0x

: d : d
+ 1 (93(X aa_Al - lela aaa_yA3)

ay

] (04 a (04 a
+1<91aa EAZ - ez(xa EAl)

En déduire :

e a a a a : d

VB + l (92615 - 910_, 5) aaA3 + (910‘5 - 930_, a) aaAZ + l (63(15 -
Bra) 04y = 0 (3.37)
En utilisant I'équation (A.4)et(3.33)

L. 9 9 L a 9
V/\B e LI:LHlaaa (@AZ +£A3> —1 <02a@+ 830_, &) aaA1:|

o (@, 0 (0 2\ ..
_] [lela a (aAg + &A1> —1 (910(& + 93a E) a Az]
=T, ] ] . ] ]
+k [193a aa (&Al + a_yAz) —1 (ela & + 92a a) BO(A3] (338)
Et d’apres la relation (3.33) le terme(;—fsera prendre la forme suivant :
—>@+ie aaﬁAl—ie 6“3A4++i6 a“iAZ—ie B“EA“
ot T ot R T: T ot 27 ot
+i0,,0¢ g A3 —i05, 0% g At
1 4 at 1 3a at

La relation prendre la forme condense

9E | . d \i ]
- a + 164a aaaA - 1910‘ G“EA“ (339)
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En déduire :

V AB+

(1[0, 0 ((%Az +2Ag)—i (ezaaiy + 030 2) 0%A, |7[1010 0 (- Ag +
2 A1) =i (Brq + Baq =) DA | K [1020 0% (A, + %AZ) —i (B +
820 2) 0%As]) = W+ en 2 + 8,4 9% 2 A — 6, 0% 2 A*(3.40)

Les équation (3.40) ; (3.37) ; (3.36) et (3.33) représentons une géneralisation

sur les équation de Maxwell par 1’effet de la géométre non commutative.

31



Chapitre IV : La correction
relativiste dans 1I’espace non
commutatif

de I’atome d’hydrogene



Chapitre IV : La correction relativiste dans I’espace
non commutatif de I’atome d’hydrogéne
V.1 L'équation de Klein-Gordon dans I’espace non

commutative

Dans cette section, en effectue une généralisation sur le principe de
correspondance dans I'espace non-commutative, en prenanten considération la
déformation I’opérateur de dérivation, suivante

By =0, + 10, 0 (4.1)

On rappelons que :
i ., 0
Energie E tha

: : ]
i .
> —ih—
Impulsion P ih o
D’ou, on peut dans 1’espace minkowskiennes,

pt - iho" = (19°,—iV).

D’apres 1’équation (1.4) en remarque :
ao == ao + iGOaO(
Et

ai = ai + i@iaaa

Et ,Le principe de correspondance sera genéralisé sous la forme

E=ihd, — hBy, 0% (4.2)
p; = —ih 0; + hB;, 0% (4.3)
Si on prend plutét a la relation (A =c = 1), L’équation du mouvement

relativise dans l'espace non-commutative, d’aprés les équations (2. 4)et la



Chapitre IV La Correction relativiste dans I’espace non commutatif de I’atome

relation relativiste suivante E2 — P2 = m? , dans le cas d’une particule libre ,
cette derniére équation s’ecrit sous la fourme suivante:
{10y = Bpq 8% — (—10; + 8i, 89 *}p(x) = m*p(x)
Aprés , substitution suivante des quantité par leur représentation en termes
d’operateur
{[((h 0y — 7By 0%) (iR 3y — hOy, 0)]
— [(ih 0; + 78 09 (iR d; + hBi ) }e(X) = m*@(x)
{[((R80)? + (h?8, 0°0°F 8) — 21120, 0% 3°]
— [(ih 8,)* — (h?6,, 096' 9g) — (—2ih? 0;06' 9]} (x)

= m?@(x)
Et,
[(10)2 —10;® — m? — 2i(0y, 8° 8% — 0, 8 9%) + (8, 0°F 8% 8 —
00" 0% 95)](x) =0 (4.4)

En peut faire une substitution selon les indices En plus générale
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{(i09)? — (i9;)* — m?
— 2i[0000°0° + 0,,0°0" + 6,,0°02 + 6,20°93
— (619010° + 0,,00" + 6,,010% + 0,309°)
— (6,00%0° + 6,,0%9* + 0,,020% + 0,,0203)
— (0300300 + 05,039 + 05,0302 + 05,0303)]
+ ([0000°°0°0, + 0506200, + 0,,0°20°9, + 6,,6°30°0,
+ 09,0002, + 0,,60°2910;, + 6,,6°2010, + 0,,60°3010,
+ 0,,0°°020, + 0,,0°1020, + 6,,0°20%9, + 6,,0°39%0,
+ 00300030, + 0,30°1030, + 0,30°2039, + 030°3930;]
— [6,,0%°0°9, + 6,,0110°9, + 6,,6120°9, + 6,,0130°0,
+6,,0%°0%9, + 6,,01100, + 0,,61291d, + 6,,01390,
+6,,61°0%9, + 6,,6110%9, + 6,,012020,
+0,,013020,40,60,,01°030, + 6,,011330, + 0,,6012930,
+0,5013030,] + 6,,62°0°0, + 6,,0210°9, + 6,,0%20°0,
+0,,0%39°05 + 0,,602°019, + 6,,021919, + 6,,0%2010,
+0,,0%399, + 6,,02°020, + 6,,0%10%9, + 6,,0%20%0,
+ 0,,023020; + 0,502°030, + 0,50%1030, + 0,,0%2330,
+ 0,30%3030; + 05703°0°0, + 04,0310°9; + 65,0328°0,
+ 050033005 + 05,0%°0%0, + 05,0390, + 65,03%9'0,
+ 05,0330, + 05,03°020, + 05,0310%9, + 05,0320%0,
+ 05,033020; + 053030030, + 033031030, + 65,032930,
+6330%30°03)}p(x) = 0

Si on choisit que les termes diagonaux de la matrice 6,,est non nul, donc en
trouve :

[—80° +0;> — m? + (21090 0y° — 210,181 — 21035 05°)
+ (800 0> — 01170, — 0,570, — 032 829;)]p(x) =0
[602 - 612 +m? — (9002 602 - 0;° aiz) - 2i(900 a02 — B aiz)](P(X) =0
Et avec une forme plus condensé
[(1-6,,°%+2i6,,)0,0* + m*]p =0
(4.5)
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V1.2 La solution de I’équation de Klein —Gordondans

I’espacenon commutative

Dans cette section nous avons cherchéaune solution pour équation de Klein
Gordon (4.5) généralise a I’espace non commutatif,comme premier étape en

cherche la déformation de la quadrivecteur k:

|

U 2 — 2 i U =
0,0 —m (Huu + 2i 9##)6#6 px) =0
[équation de Klein—Gordon  léffet de 1’éspace non commutatifJ

dans l’espace ordinaire sur l’équation de Klien—Gordon

Cette ecriture est non hermitienne, donc en peut néglige le terme complexe .
Alor, I’équation devient sous la forme :
[0,0# —m? —6,,°8,0"]p(x) =0 (4.6)
En choisissons une solution pour cette dénaire équation sous la fourme d’une
onde plane équation (2.1)

P(x) = Ae™ =
En résultant

(1-6,)k*+m?*=0

5 4.7)

Nous avons connu dans le cas ordinaire relativiste que :
= k% = m? (4.8)
En peut definir une nouvelle masse effective de sorte que 1’équation

(4.7) prendre la méme forme que 1’équation (4.8)

Donc 1’équation (4.7)devienne
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2

ol n)
o)

Alor : la masse effective m, est défini par

m
m, =

Finalement, I’équation (4.6) prendre la méme forme que I’équation (4.7)
kZ =m 2
On a aussi en peut I’écrire L’équation de Klein Gordon généralisé (4.6)

a la méme forme que 1’équation (2.4)
1 0% m, Cy2
— —V? —— —
Qﬁmz v +(f1)>¢&)_0

Donc le membre radial de cette derniére equation s’écrit par analogie
avecl’équation (2.29)
d? €(€+1)—e4‘+2Ee2
dr? r? r

+E? — m*ﬁ] Ri(r) =0

En fin Pour résoudre 1I’équation de Klein Gordon on injecte directement la

valeur de la masse effective m, dans la solution (2.42)

. m,e* m,e®| 1 3 N
ST N T 208 £+ 4n
2
Ou
m e*m edm 1 3
E = - - T E + .-
1-6,%2 2n2(1-6,2% 2n3|1-06,2%3
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on a proposé¢ une modification de I’équation de Klein Gordon de telle fagon

qu’on trouve une correction sur 1’énergie de 1I’atome d’hydrogene
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Conclusion

Conclusion :

Dans ce travail, nous avons étudié la mécanique quantique relativiste dans
I’espace non commutative, nous avons focalisé notre travail sur equation de
Klein-Gordon pour le potentiel de Coulomb dans I'espace non-commutatif. Et
la correction relativiste sur I'énergie, di a la non-commutativité.

On a présenter 'unification de relativité restreinte et la mécanique quantique
grace a le principe de correspondance, nous avons présenté aussi une
contribution importante a l'approche de construction de [’espace non
commutative, la non commutativité entre les coordonnée d’espace et le produit
star (le produit de Weyl- Moyal), et en donne une généralisation sur le principe
de correspondance qui permet de reformule la mécanique quantique relativiste
dans I’espace non commutatif.

Dans ce mémoire, nous avons généralise les équation de Maxwell a 1’espace
non commutative, I'équation de Klein Gordon a est récrire dans 1’espace non
commutatif grace auleprincipe de correspondance généraliser nous avons
étudié et résoudre I'équation de Klein Gordon pour le Coulomb potentiel dans
un espace-temps non-commutatif et en obtention une modification non
commutative sur les niveaux d'énergie de I’atome d’hydrogene. Nous
définissons une masse effective qui décrire 1’équivalence entre 1’équation Klein
Gordon ordinaire et I’équation de Klein Gordondansl’espace non

commutative.
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ANNEXES



1 Rappel des lois de I'électromagnétisme.

Nous avons vu,dans la premiere partie de ce cours 2, que les de
I'électromagnétisme peuvent étre exprimées[26] :
-soit en fonction des champs électrique E et B

-soit en fonction des potentiels U et Aa partir desquels on tire EetB Maxwell

a exprimé ces lois sous la forme de quatre équations qui portent son nom [26]:

divD=pdivB=0

Ou D et le vecteur déplacement électrique ,H le champ d'excitation magnétique

P et J les densités de charge et de courant .Ces vecteurs sont reliés a EetB par

D = ¢EB = pH
eest la permittivité diélectrique, et u la perméabilité magnétique du milieu
.Dans les conducteurs la conductivité et reliée a J par a loi d'Ohm:] = oE
D = g,EetB = p H

Ou:gy = 1ﬂ 10~° Farad/

_ —7 Henry
Zom métre et o = 4m10 /

meétre

En utilisant I'operateur "Nabla" V les équation de Maxwell deviennent

VE=" (A1) V.E=0 (A.2)
VAE=-2 (A.3) VAB=y+eps (A.4)

A partir de E et B on tire la force de Lorentz
F=qE+VAB) (A5)
Qui agit sur particule de charge g animée d'une vitesse V.

Le principe de la conservation de la charge électrique est exprimé par I'équation

Lo ap_ . —_— > %_
divj+22 =0 Soit  V.J+22=0 (A.6)



Les équation de Maxwell et I'équation de conservation de la charge électrique
sont des "équation locales" c'est-a-dire qu'elle sont valables en tout point du

milieu et a tout instant t .

Les champs E et B dérivent des potentiels de Lorentz A et U

B = rotA Soit B=VAA (A7)
Et E = —gradU — 2—': Soit E=-VU- Z—': (A.8)

Les potentiels vecteur A et scalaire U ne sont pas définis de Facon absolue par

(A.7) et (A.8),0n peut alors choisir un couple (Ket U) qui satisfait "jauge de

Lorentz"
divA + su%—ltj =0 (A.9)
Apres calculs (2) ,en utilisant les équation de maxwell et la jauge de Lorentz
,on obtient :
162U__E *_iﬂ__%
AU — w22 8(/A\:I.O) et A 2o uJ (All)
Ouv =1/+/en  .Ces équation ont pour solutions
1 (1 r
u(r,t)=—|~|plt——||d A.12
( ) 47‘[8'[1‘{‘)( UH ? ( )
et
- 1 1 r
A(r,t)=—|=|p|t——||d A.13
( ) 47[8’)'[,0( uﬂ v ( )

LE TENSEUR CHAMP ELECTROMAGNETIQUE .

Le champ électriqueﬁet le champ magnétique B de I'espace tridimensionnel

dérivent des potentiels U et K[26]

Ez—gradU—z—lz etB = rotA



Ces relation peuvent étre exprimées , dans un référentiel (R) ,Sous la forme :

_ d (U 0Ay _0A,  0Ay

Ey = Cax(c) € ot By = dy 0z

0 (U 0A 0A 0A

Ey=—co-(3)—ct  (A14) B, =2x-X Al

y Cay c cc at ( ) y 0z dx ( 5)

d (U 0A 0A 0A

b =) -c2 N

y Caz c Cc ot z 0x dy

Dans I'espace quadridimensionnel de MinKowski nous considérons

Un point d'univers

X =X1 (AX=A1

y =Xy Ay=A2

Z = X3 A, =A;

ct =x, Z=a,
c

Les expressions (A.14) et (A.15) deviennent :

Ex A, 0A, 0A;  0A,
X e TR Bx — 273 72
C 0xq 0xy 0xy, Ox3
By _ _0As_ 0k _ A1 _ oAy
¢ 0x x4 (A.16) By T 9xs 9x1 (A.17)
By _ _0As_ 0hg g — 2 _ A
c dx3 0x4 z dxq dxy
En introduisant les composant de quadrinabla
] ] ] d
0, = 6_xl’ d, = E’ 05 = 6_x3’ etd, = 6_x4 (A18)

Les six expression précedent peuvent étre présentée sous la forme :
Foo = 0,A, —0,A, (A.19)
Les F,, sont élément d'un tenseur d'ordre 2de I'espace quadrimensionnel

‘7:11 ‘7:12 :F13 T14-
‘7:21 *7:22 T23 T24-
T31 ‘7:32 ?33 T34-
?4-1 ?4-2 ?43 :F4-4
Ce tenseur est "antisymétrique” .En effet :

Fup = 0etF,, = —Fy (A.21)

(F) = (A.20)



Avec (A.18) et (A.19) les expression (A.16) et (A.17) s'écrivent :
Ex _ _ _
< Oaths — 0ufhs ?4lBX = 0,A3 = 03A; = Fy3
E

Ty = 64A2 — 02A4 = ?42By = a3A1 - a1‘43 = T31
E, B, =0,A,—0,A, =F
7=64A3—63A4=T43 z 102 281 12

Et le tenseur (20) devient :

(0 B, —B, -
B, 0 B, -2
Z X
(F) = :
By, —B, 0 —=
Ex By E
- C C 0

C'est "le tenseur électromagnétique".

(A.22)

(A.23)

Les composantes des vecteursB et E/c de l'espace a trois dimensions

constituent les élément F,,,de ce tenseur [26].

Ainsi les vecteurs champs E et B de I'espace tridimensionnel , ne sont en fait

que les deux parties d'une seule et méme grandeur physique de l'espace

quadridimensionnel de Minkowski :le tenseur champ électromagnétique .

Le formalisme tensoriel permet de présent les lois de I'électromagnétisme sous

une forme plus compacte (voir Landau et Lifchitz : Théorie du champ /12/).



Résumé

Dans ce travail, on a présenté une déformation de 1’operateur de la
dérivation dans la géometrie non commutative qui permit de généraliser
le principe de correspondance a I’espace non commutative, et on a utilisé
ce neveux principe pour décrire les équations de Maxwell et I'équation de
Klein-Gordon dans un espace non commutative.et on a cherché la
solution analytique de I'égquation stationnaire de Klein-Gordon pour
I’atome d’hydrogéne dans I'espace non-commutatif.

Mots clés : M.Q.R, EQU KG , espace non commutative , le produit de
Moyal solution de equ KG

ABSTRACT

In this work, we presented a deformation of the operator of the derivation
in the non commutative geometry which is allowed to generalize the
correspondence principle to the non commutative space, and we will use
this new principle to rewrite the Maxwell equation. and the Klein-Gordon
equation in a non commutative space. and we search for the analytical
solution of the stationary Klein-Gordon equation for the hydrogen atom
In the non-commutative space.

Key words:R. M.Q., EQU KG, non-commutative space, the product of
Moyal solution from equ KG
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