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Abstract

In this work, we study the well-posedness and the asymptotic stability of a
one-dimensional Bresse system, where the heat conduction is given by Catta-
neo’s law effective in the shear angle displacements. We establish the well-posedness
of the system and prove that the system is exponentially stable depending on
the parameters of the system.

Key-words : Bresse systems. Exponential decay. Cattaneo’law. Thermoelas-
ticity. Second sound.
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Résumé

Dans ce travail, on a étudié 'existence et 'unicité depuis la stabilité asymp-
totique d'un systeme unidimensionnel de Bresse, ou la conduction thermique
est donnée par la loi de Cattaneo agissant sur ’équation concernant la rotation
angulaire. On a établi 'existence et 1'unicité de la solution du systéme et on a
prouvé que le systeme est exponentiellement stable en fonction de certains para-
metres du systeme.

Mots clés : Systeme de Bresse. Décroissance exponentielle. Loi de Cattaneo.
Systeme Thermoélastique. Deuxieme son.
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Notations

Espace de Banach.

Espace de Hilbert.

Un ouvert de R, n € N*.
L’espace de Lebesgue, 1 < p < 0.
Espace de Sobolev.

L’espace des fonctions tests.
Fonctions continues a support compact dans €.
Opérateur.

Adjoint d’un opérateur A.
Domaine de 'opérateur A.
Adhérence de 1'ensemble D(A).
L’ensemble résolvant de A.

Le spectre de A.

Application résolvante de A.

Le rayons spectrale de S(t).

Presque partout.



Introduction générale

L’évolution au cours du temps de nombreux phénomenes physiques, biolo-
giques ou chimiques est modélisée par des équations aux dérivées partielles (EDP).

Dans ce mémoire on va donner une démonstration du théoréeme (Gearhat
1978, Priiss 1984, Greiner 1985)[6] qui lie la stabilité d'un systéme a 1’étude
de I'ensemble résolvant du générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement
continu, puis on applique le théoreme de Hauang sur I’étude de la stabilité d'un
systéme en vesco-élasticité linéaire.

Notons qu’a une solution non triviale d’un systeme en EDP, il s’associé une
énergie non nulle, si cette énergie est dissipative (la dérivée par rapport au temps
est négative), le systéme va maintenir le repos apres une certain période du temps,
on dit, alors que le systéme est stable.

Ce mémoire se divise en trois chapitres constituées de :

— Premier chapitre : Ce chapitre est consacré aux définitions, et théoremes
importants (quelques espaces fonctionnels, topologies faible, quelques in-
égalités utiles, Rappel sur les opérateurs, semi-groupe fortement continu,
théoreme de Lax-Milgram et Lumer-Philips, Résolution du probléme d’évo-
lution) que nous utiliserons dans la suit.

— Deuxiéme chapitre : Dans ce chapitre nous présentons quelques théo-
remes concernant la stabilité exponentielle d’un semi-groupe fortement
continu, avec la démonstration.

— Troisieme chapitre : On a étudié 'existence, 'unicité et la stabilité ex-
ponentielle d'un systéme de Bresse avec deuxieme son.



Chapitre 1
préliminaire

1.1 Quelques espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un pro-
1
duit scalaire (u,v) et qui est complet pour la norme (u,u)2.

1.1.2 Les espaces L?

Définition 1.2. Soit p € R avec 1 < p < 400, 2 un ensemble mesurable de R"
au sens de Lebesque, on définit

LP(Q) = {f :Q — R, f mesurable et /Q\f(x)\pdx < +oo}.

Muni de la norme suivante

1/p
1 fllr @) = (/Q |f(:)3)|pdzv> .
On définit aussi lespace L>(2)

f:Q— R, fmesurable. 4 ¢ > 0,
tel que |f(x)| <c¢ ppsur Q [°

1(5) = {
Muni de cette norme

1/l zoe (@) = Inf{e; [ f(2)] < ¢ p.p sur Q}.

Théoréme 1.1. (Fischer-Riesz)
LP(Q2) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo et sil < p < oo alors
LP(Q2) est un espace de Banach séparable.

3



1.1. QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS

Remarque 1.1. L’espace L*()) muni du produit scalaire

(£.9) = [ fodz. f.g€ L*®)

est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.2. [26] Pour 1 < p < 400, LY(Q) est un espace réflexif.

1.1.3 Les espaces LF(0,T, X)

Définition 1.3. Soit X un espace de Banach et soitp € R avec1 < p < 00,
notant LP(0,T, X) l’espace des fonctions mesurables, f:]0,T[— X, tel que

T
J 15t < +oc.
0

On note aussi la norme sur cet espace par :

: :
vy = ( JAEGIE dt) .
0

Pour p = oo,
L>=(0,T,X) = {f :(0,T) = X; mesurable et || f|[ oo (o 7,x) < 0 },
muni de la norme
[fll Lo ., x) = sup ess|[f(£)][x-
t€]0, T
Théoréme 1.3. L’espace normé LP(0,T, X) est complet, pour 1 < p < 0.

Proposition 1.1. 57 X et Y désignent deux espaces de Banach, X inclus dans
Y, avec injection continue, alors il existe une injection continue de L*(0,T, X)
dans LP(0,T,Y).



1.1. QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS

1.1.4 Espace de Sobolev W!?(Q)
Définition 1.4. [5] L’espace de Sobolev W'P(QQ) est défini par

WP (Q) = {u € LP(Q); dge LP(Q)  tel que /ngp’ = —/Qggo Vo € C&(Q)}

HY(Q) = W2(Q).
Pour u € W'(Q) on note g par u' est on lappelle dérivée faible de u.
Proposition 1.2. L’espace WP muni de la norme
[ullwrs = [Jullze + {1 2o
est un espace de Banach (ou parfois, si1 < p < oo, de la norme équivalente
(Il + 17, 7):
L’espace H' est muni du produit scalaire
(w,v) = (u,v) 2 + (W, 0)2;

est un espace de Hilbert.
La norme associée

1
lall = (JlulZ + l'l172)*

est équivalente d la norme de H'.

1.1.5 Espace de Sobolev W"?(Q)

Définition 1.5. [5] Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo, on
définit par récurrence l’espace

Wme(Q) = {u e WP (Q),u € Wr(Q) ).
On pose
H™(Q) = W™2(Q).
On vérifie aisément que pour uw € W™P(§)) on peut considérer les dérivées suc-

cessives u' = g1, (u') = go... jusqu’a l'ordre m; on les note Du, D*u...D™u.
L’espace WP est muni de la norme

m
lullwms = lullze + > D%l o

a=1

et l'espace H™ est muni du produit scalaire

(u,v)gm = (u,v)r2 + i (D%u, D) .

a=1



1.2. TOPOLOGIES FAIBLE (X, X')

1.1.6 Espace de Sobolev W, ”(Q)

Définition 1.6. [5] Etant donné 1 < p < oo, on désigne par Wy(Q) la ferme-
ture de CJ(Q) dans W'P(Q). On note HL(Q) = W,2(Q).
Remarque 1.2. Si Q est borné WyP(Q) sera muni de la norme ||u||W01,p =

> |IDsul| 12, ¢’est une norme équivalente a celle induite par WP(Q).

1<i<n

L’espace Wy () est muni de la norme induite par W'(Q); 'espace H} est
muni du produit scalaire induit par H'.

Théoréme 1.4. [5] Soit u € WHP(Q), alors u € Wy*(Q) si est seulement si
u =20 sur 992, ou 0N est la frontiére de Q.

1.2 Topologies faible o(X, X’)

Soient X un espace de Banach, X’ son dual topologique et f € X’. On désigne
par ¢y : X — R I'application définie par

pr(x) = (7).

On rappelle que : (f,z) := f(x). Lorsque f décrit X', on obtient une famille
(¢f)sex d’applications de X dans R.

Définition 1.7. La topologie faible sur X qui est notée o(X, X") est la topologie
la moins fine sur X rendant continues toutes les applications (¢f)fex.

Pour définir cette topologie d'une facon plus précise il suffit de définir une base
de voisinages pour tout élément x € X comme suit :

Etant donné un point z € X on obtient une base de voisinages de x pour la
topologie o(X, X’) en considérant les ensembles de la forme fir;iegofl(vf), ou Vy

un voisinage de ¢¢(x) dans R. (i. e. Vy =Ja —¢,a+¢[ avec a = (f,x) . )

Définition 1.8. On dit qu’une suite (u,)nen de vecteurs d’un espace de Hilbert
X converge faiblement vers u € X, et on note u, — u, si

Jim (v,up) = (v,u)  pour tout v € X.



1.2. TOPOLOGIES FAIBLE (X, X')

Remarque 1.3. 1. La limite faible quand elle existe est unique car si (uy,v) =
(ug,v) pour tout v € X, on a pour v = u; — us

|uy — U2H2 = (u1 — ug,u; — ug) =0
donc uy = uy. (On peut prendre v € X, car X est un espace de Hilbert,
donc X = X'(théoréme de Riesz)).

2. Si la suite (up)nen converge vers u € X pour la norme (on dit alors qu’elle
converge fortement vers u) alors u, — u. En effet, on a

[ (un = w, 0) [ < flun = ul[jo]].

Ce qui implique que (u, —u,v) — 0 quand, n — 0.

3. Si X est de dimension finie alors la convergence faible implique la conver-
gence forte. Il suffit de considérer la base e, ..., e, et d’observer que (u,e;) =
u; pour u € X ce qui montre que la convergence faible équivaut alors a
la convergence composante par composante, c’est a dire a la convergence
forte.

Proposition 1.3. Soient X et Z des espaces de Hilbert, (u,)nen C X une suite
qui converge faiblement vers u et A € L(X, Z) (opérateur linéaire continu de X
dans Z). Alors la suit (A(uy,))nen converge faiblement vers A(u).

Théoréme 1.5. [3] Soit (uy,)nen une suite bornée dans un espace de Hilbert X.
Alors la suite (up,)nen posséde une sous-suite faiblement convergente.

Théoréme 1.6. [3] Toute suite faiblement convergente dans un espace de Hil-
bert X est bornée.

Proposition 1.4. [5] Soit (z,,) une suite de X. On a
(i) [z, — x pour o(X, X")] < [f(x,) — f(x), Vf e X'].
(ii) Si x, — x fortement, alors x, — x faiblement pour o(X, X").
(iii) Six, — x faiblement pour (X, X'), alors ||x,| est bornée et ||z| <
lim inf||z,||.
(iv) Sixz, — x faiblement pour o(X,X') et si f,, — f fortement dans X,
(i-ellfo = fllx —0).

Définition 1.9. Soit X un espace normé, et soit X' = L(X,R) son dual to-
pologique. Alors la topologie faible étoile sur X' notée o(X', X) est la topologie
initiale associée au systeme (R, 0,1, )uex ot 0 désigne la topologie usuelle de R
et 1, : X' — R et définie par 1, (1) = l(u). C’est donc la moins fine des topolo-
gies sur X rendant continues toutes les fonctionnelles 1, u € X.

7



1.3. QUELQUES INEGALITES UTILES

Proposition 1.5. [5] Soit (f,) une suite de X'. On a
(i) [fn = f pour (X', X)] & [fu(z) — f(x), Vo € X].

(ii) Si f, — f fortement, alors f, — f pour o(X', X").
Si fo — f pour o(X', X", alors f,, = f pour o(X', X).

(iii) Si f, = f pour o(X', X) alors || f,]| est bornée et ||f|| < lim inf || f,||.
(iv) Si f, = f pour o(X', X) et si x, — x fortement dans X, alors f,(x,) —

().

1.3 Quelques inégalités utiles

1.3.1 Inégalités de Young, Holder
Définition 1.10. Soit 1 < p < o0, on désigne par q l'exposant conjugué si
1 1

S+ =1
p g

On définit le produit de convolution de deux fonctions.
Définition 1.11. Soient f et g deux fonctions localement intégrable. Le produit
de convolution des fonctions f et g est la fonction :

+00

(f * g) (x) :/ F(t)g(z — t)dt, Va € R.

—00

Théoréme 1.7. Soit f € L*(R") et g € LP(R") avec 1 < p < oo . Alors, pour
tout x € R™ la fonction y — f(z —y)g(y) est intégrable sur R™ et on définit

(f+9) (@) = [ fl@=y)aly)dy.

R”

En outre (f xg) € LP(R™) et on a :

1+ gllp < [[Fllllglly

Théoréme 1.8. (Inégalité de Young)

On suppose f € LP(R") et g € LY(R™) avecl < p < 00,1 < q < o0 et
1 1 1
—=—+4+-—12>0. Alors (f xg) € L"(R") et
r . p g

1 gllr < [171Ipllglg-

8



1.3. QUELQUES INEGALITES UTILES

Proposition 1.6. [5] (Inégalité de Holder)
Soient f € LP(Q)) , g € L¥ () avec 1 < p < oo. Alors f.g € L*(Q) e,

| 1£gldz < 11£ 1L lgll-

Preuve.
1. Sip=1etp = o0, la conclusion est évidente.
2. 511 < p<oo:dapres l'inégalité de Young, on a :

1 1 /
|f(@)]lg(@)] < ];\f(l’)\p +17\9(1’)!p pp sur Q.
Il en résulte que fg € LY(Q) et que :

1 1 /
Jo ol < 5@+ ol

On remplace f par Af (A > 0) il vient :
Lo
ol < =171+ lally (1)

/
On choisit A = || f[|,*]] g||§,/ . De maniére a minimiser le membre a droite dans
I'inégalité précédente, on obtient alors

[ 1591z < 1 £llgl-

Corollaire 1.1. (Inégalité de Holder généralisée)

Soient fi, fa, ...f1, des fonctions telles que f; € LP'(Q), 1 < i < k, avec
1 1 1 1
S=— 4. +—=<1.
p DP1 P2 Pk

Alors le produit fifs...fr € LP(Q) et

L1 foee fillp < fallon 2 llpa I foell -

Lemme 1.1. [30] (Inégalités de Cauchy-Schwarz)
Soit F un espace préhilbertien. Tout produit scalaire satisfait l'inégalité de Cauchy-
Schwarz

(m1,@2) < [Jza||[|2]], Va1, 22 € E.

Le signe d’égalité est réalisé si et seulement si xq et xo sont dépendants.



1.4. RAPPEL SUR LES OPERATEURS

1.3.2 Inégalités intégrales

On donne ici quelques inégalités intégrales. Ces inégalité jouent un role impor-
tant dans les mathématiques appliquées et sont également tres utiles.

1 1—
Lemme 1.2. [26] Soient1 < p <1 < q, tel que - = © + — "
ropq

Alors

,et0<a< 1.

lullzr < Hlullisllullz®, Yu € LP(Q).

Notre étude est basée sur certaines inégalités algébriques connues, on veut ici
rappeler quelques une d’entre elles.

Lemme 1.3. (Inégalité de Poincaré)
Soit Q un domaine borné de R™. Soit p un réel supérieur ou égal a 1. Alors il
existe une constante positive C' telle que

lullry < ClIVUllLo),  Yu € Wy™(Q).

Lemme 1.4. (Inégalité de Young)

Pour tous a, b € RT, on a
2

b
b<da®+ —
a_a—|—46,

ot 0 est une constante positive.

Lemme 1.5. [26](Inégalité de Young)
Pour tous a, b > 0, l'inégalité suivante est toujours satisfaite

a? bl
ab < — + —,
p q

1.4 Rappel sur les opérateurs

Définition 1.12. Une application T : H — H, ou H est un espace de Hil-
bert, est dit opérateur linéaire si et seulement si I satisfait les deuzx conditions
suivantes :

1. Pour tous z,y € H
T(x+y)=Tx+Ty.

10



1.4. RAPPEL SUR LES OPERATEURS

2. Pour tous V) € C
T(Ax)=ATxz z€H.

Définition 1.13. L’opérateur T définit sur un espace de Hilbert est dit borné s’il
existe C' > 0 tel que
|Tz||g < C||lz||lg Yz e H.

Remarque 1.4. Soit T € L(H) la norme de T est donnée par :
1Tl ey = sup{l|Tx||, z € H, [lz]lz = 1}.

1.4.1 Opérateur maximal monotone

Définition 1.14. Soit A un opérateur non linéaire et A > 0.
A est dit monotone si

Vo,u € D(A), (Av— Au,v—u)>0.
Proposition 1.7. Soit A un opérateur de H Les propriétés suivantes sont équi-
valents

1. A est mazimal monotone.
2. (I + XNA)™! est de contraction pour tout X > 0.
3. A est monotone et il existe \ positif tel que (I + NA) est surjectif.

1.4.2 Opérateur fermé

Définition 1.15. On dit que 'opérateur A est fermé si toute suite x,, d’éléments
de D(A) converge vers x telle que la suite A(x,,) soit convergente vers y alors,
on a:

re€D(A) et y=Ax

1.4.3 Opérateurs m-dissipatifs

Définition 1.16. [20] Un opérateur linéaire non borné dans H est un couple
(A, D(A)) ot D(A) un sous-espace vectoriel de H et A est une application li-
néaire de D(A) dans H. Le sous-espace D(A) est le domaine de A

Définition 1.17. [20] Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H, est
dissipatif si et seulement si

Vv e D(A), (Av,v) <O0.

Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est rempla-
cée par
Vv € D(A), Re(Av,v) <0.

11



1.5. SEMI-GROUPE FORTEMENT CONTINU

Définition 1.18. [20] Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H est
m-dissipatif si :

(Av,v) <0, Yve D(A),
1. A est dissipatif.
2. Im(I — A)=H i.e.

Vfe H Jue D(A) tel que u— Au=f.

1.5 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.19. (Semi — groupe fortement continu)
Une famille {S(t)},5, d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach X
est appelée semi-groupe fortement continue si

1. S(0) =1,
2. S(ty +ta) = S(t1)S(te);  Vti,ta >0, ( Propriété de semi-groupe ).

3. Pour chaque x € X, S(t)x est continue en t sur [0, +00).
Ce type de semi groupe sera simplement appelé un Cy-semi-groupe.

Définition 1.20. Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés est dit :

1. Uniformément continu si

Jim [[S(#) — I} = 0.

2. Fortement continu ou de classe Cy si

lim S(t)r = =z, Ve € X.

t—0t+

3. Semi-groupe de contraction de classe Cy s’il est de classe Cy et
I1St)]| <1, Vt>0.
Remarque 1.5. 57 {S(t)},5, est un semi-groupe uniformément continu, alors

lim||S(t) — S(s)|| = 0.

t—s

12



1.5. SEMI-GROUPE FORTEMENT CONTINU

Définition 1.21. (Générateur infinitésimal)
Le générateur infinitésimal de S(t) est l'opérateur linéaire A de domaine

D(A) = {x € H: lim S(t)f_x existe } :

t—0t+
défini par
S(t)r —
Az = lim Az = tim SDEZT e pa),
t—0t+ t—0t+ t

Proposition 1.8. [17] Soit S(t) un Cy-semi-groupe. Il existe deuz constantes
w€ER et M >1 telles que :

1S | oy < Me* Vit > 0. (1.2)
Définition 1.22. [6] Soit A : D(A) C X — X un opérateur fermé. Alors
T(A):=sup{ReX: A€ o(A)},

est appelée la borne spectrale de A.
Pour le générateur A d’un semi-groupe fortement continu 7 = (S(t))i>0, la borne
spectrale T'(A) est toujours dominé par la borne de croissance

wo=wo(r) =inf{weR,  IM,>1: [S(E)]|> M Vt>0}.

Définition 1.23. [6] Pour la borne spéctrale T(A) de générateur A et pour la
borne de croissance wy du semi-groupe génere (S(t))i>0, on a

ol 1
~00 < T(A) < wo = inf og| SO = Jim ;g S(1)]
1
= los(r(S(t)) < o0,

Théoréme 1.9. [6] Soit (S(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur l’espace
de Banach X et on prend deux constante w € R et M > 1 telles que

S| < Me**  pour tout t>0.

Pour le générateur (A, D(A)) de (S(t))e=0 les assertion suivantes sont vérifiées :
1. Si X € C tel que
RNz = / e S(s)wds,
0

existe pour tout x € X, alors X € p(A) et R(A, A) = R(\).
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1.6. THEOREME DE LAX-MILGRAM

2. 8i Re(N) > w, alors X € p(A), et le résolvant R(\, A) est donné par l'inté-
grale dans (1).

3. Pour tout entier n € N et tout A € C avec Re(\) > w, on a

IROAY < (50)

Corollaire 1.2. [19] Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
S(t) satisfaisant

IS@)] < Me". (1.3)
Soit n > max(0,w). Si x € D(A?), alors
1 n+in At
S(t)x = — lim e Ry (A)zdA.

2wy Jy_in
Et pour tout & > 0, l"intégrale converge uniformément en t pourt € [57 5] :

Preuve.
Voir [19] page 29. O
Proposition 1.9. Pour tout A € p(A) on a :

11
(R(AA) — IR A

A o(A)) = -
Preuve.
Voir [13] . O

Remarque 1.6. [19] Soit A le générateur infitésimal d’un semi-groupe de contrac-
tion S(t). L’ensemble résolvant de A contient toujours le demi-plan ouvert droit,

i.e,{\: ReA > 0} C p(A) et pour A
1
AN < —.
RO < o

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

1.6 Théoreme de Lax-Milgram

Définition 1.24. [5] Une forme bilinéaire a : H x H — R est

1. Continue, s’il existe une constante C' telle que

la(u,v)| < Clul|v| Yu,v € H,

14



1.7. THEOREME DE LUMER-PHILLIPS

2. coercive, s’il existe une constante o > 0 telle que
a(v,v) > alv|? Vv e H.

Théoréme 1.10. (Lax-Milgram)|[5]
Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors, pour tout p € H* il
existe un élément unique uw € H tel que

a(u,v) = (p,v) Vv e H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

;a(u,u) — (p,u) = {)Iéllgl {;G(UW) - <907U>} Vu € H.

1.7 Théoreme de Lumer-phillips

Définition 1.25. Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.||, et soit X*
l’espace dual du X, posons :

Flo)={o" € X*, (2,0") = |o]* = " ]*}

Définition 1.26. Un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout x € D(A) C
X, il existe x* € F(x) tel que

Re (Az,z*) <0.

Proposition 1.10. Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est dissipatif si
et seulement si pour tout X >0 on a :

(A — A)x|| > A||z|| Vz € D(A).

Proposition 1.11. Soit A : D(A) C X — X un opérateur dissipatif s’il existe
Ao > 0 tel que

Alors, pour tout A >0 on a :
Im(A — A) = X.

Théoréme 1.11. (Lumer-phillips) [5]
Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire et D(A) dense dans X.
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1.8. RESOLUTION DU PROBLEME D’EVOLUTION

1. Si A est dissipatif et s’il existe \g > 0 tel que \gI — A est surjectif, alors A
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions.

2. S5i A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions, alors
M — A est surjectif pour tout X > 0 et A est dissipatif.

Théoréeme 1.12. [16] Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense
dans un espace de Hilbert H. Si A est dissipatif et 0 € p(A). 'ensemble résolvant
de A, alors est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction
dans H.

Preuve.
Voir [16] page 3. O

1.8 Résolution du probleme d’évolution

Etant donné, le probleme d’évolution suivant :

d
ditt +Au =0 sur [0,4o0]
u(0) = g

Théoréme 1.13. (Hille-Yosida) [5]
Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour
tout up € D(A) il existe une fonction

u € C' ([0, +oof; H) N C ([0, +00[; D(A))
unique telle que
du
— 4+ Au =0, 0, +o0l,
dt | | (1.4)
uw(0) =wuy donnée initiale.

De plus on a

du

lu(t)] < |ug| et dt(t)‘ = |Au(t)| < |Aug|, Vt>0.

Remarque 1.7. L’intérét principal du théoréme Hille-Yosida réside dans le fait
que pour résoudre le probléme d’évolution (1.4) on se ramené d vérifier que A est
maximal monotone, ¢’est-a-dire, d étudier I’équation stationnaire u + NAu = f.
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Chapitre 2

Stabilité exponentielle

2.1 Stabilité pour les semi-groupes

Définition 2.1. Soit (S(t));>0 Un Cy semi-groupe on dit que (S(t));>0 exponen-
tiellement stable s’il existe deux constantes w > 0 et M > 1 tel que

IS < Me™™"; vt > 0.

Définition 2.2. [6] Le Cy-semi-groupe (S(t))i>o est dit :

1. Uniformément exponentiellement stable s’il existe w > 0 tel que :

lim e[| S(t)]| = 0.

t—4o00

2. Uniformément stable si :
lim || S(¢)|| = 0.

t—+00

3. Fortement stable si :

lim [|[S(¢)z| =0, Vze X.

t——+00

4. Faiblement stable si :

lim (S(t)z,2') =0, et VeeX 2 eX.

t—+o0

Proposition 2.1. Soit (S(t))>0 Un Cy semi-groupe, les assertions suivante sont
équivalentes :

1. wy <0, (i.e), (S(t))i>0 est uniformément exponentiellement stable.

2. lim ||S(#)] = 0.

t——+o0

17



2.1. STABILITE POUR LES SEMI-GROUPES

3. ||S(to)|| <1 pour certain  ty > 0.

4. 7(S(t1)) <1  pour certain  t; > 0.

Preuve.
Voire [6]. O

Proposition 2.2. [6] Pour un Cy semi-groupe (S(t))i>o dans un espace de Ba-
nach, les assertions suivantes sont équivalentes

1. (S(t))i>0 est uniformément exponentiellement stable.
2. (S(t))i>0 est uniformément stable.
3. 1l existe w > 0 tel que

tli}rgloe”tHS(t)xH =0; VrelX.

Preuve.
Il est clair que, (1) implique (2) et (3).

((2) = (1)) D’apres le définition 1.23
¢t =r(S@) < ISM vt =0,

1
car wp = %ggglogHS(t)H. Alors

1
wo > ElogHS(t)H; vVt >0,

donc
et IS V>0,

donc (2) implique wy < 0
wy = inf {w R, lim e S(1)] = o} ,

donc F w tel que wy < w < 0, tel que %ir% e | S(t)]| = 0. On choisit n = —w
—
alors
lim e™||S(t)| = 0.
t—0

On obtient alors (1).
((3) = (1)) Si (3) est vérifiée, alors (e™S(t)),s, est fortement donc uniformément
bornée, alors 33 > 0 tel que :

le"S@I<p = e"|SOI <8
= | S(t)] < e

qui implique lim ezt||S(t)|| = 0. Donc (1). O
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2.2. STABILITE EXPONENTIELLE

Proposition 2.3. Soit (S(t)):>0 un semi-groupe de générateur A, alors (S(t))i>o
est uniformément exponentiellement stable si et seulement si

wo < 0.

2.2 Stabilité exponentielle

Théoréme 2.1. [16] Soit S(t) = et un Cy-semi-groupe sur un espace de Hil-
bert. Alors S(t) est exponentiellement stable si et seulement si

sup{Re A\, A € a(A)} <0, (2.1)
et

sup ||(AM —A)7| < +oo. (2.2)

ReA>0

Théoréme 2.2. [16] Soit S(t) = et un Cy-semi-groupe sur un espace de Hil-
bert. Alors S(t) est exponentiellement stable si et seulement si

p(A) 2 {iB, B € R} =iR (2.3)
et
w@ (BT — A)7|| < 4o0. (2.4)

Dans la suite, on donne la preuve de 1’équivalence de ces deux théoreme a condi-
tion que S(t) = e est un Cy-semi-groupe des contractions sur espace de Hilbert.

Preuve.
D’abord, nous prouvons que (2.1) et (2.2) impliquent (2.3) et (2.4) Supposons
que

sup{Re (\); A € (4)} <0,
alors VA € C,si Re A > 0 on a A ¢ o(A). par suite iR C (A), donc (2.1) entraine

(2.3).
Si
sup [|[(A] — A)7Y| < oo.
Re(A)>0
Alors
|Gkl = A7 < sup [[((M —A)7H| <oo VE>|B|.
Re(N\)>0

Donc

sup [|(ikI — A)7H| < sup [[(AT = A)7H]| < oo,
k>|8| Re(A)>0
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2.2. STABILITE EXPONENTIELLE

ce qui implique que

inf (supH(z'k] — A7 < oo
1Bl \k>[8]
On a o
lim ||(iB] —A)7Y| < oco.

|B]—>o0
Alors (2.2) entraine (2.4).
Ensuite, montrer que (2.3) et (2.4) implique (2.1) et (2.2) a condition que
|S(t)]] < 1. D’apres la remarque 1.6 ’ensemble résolvant de p(A) de A contient
le demi-plan ouvert droit, i.e

{X:ReX > 0} C p(A),

avec 1
M- AN < —.
IO = A7 < 2

Ceci implique que pour tout dy < 0 donné, quand Re A > |dy|, nous avons

1 1
M-—A < — < —.
07 -4 < <
Alors .
sup ||[(AI — A7 < —. (2.5)
Re >8] |90

Puis, montrons qu’il existe oy < 0 avec |og| étant suffisamment petite tel que
o(A) C{\ ReX <oyp}.
On pose A = u + v,
M — A=ul +ivl — A= (vl — A) (u(ivl — A~ +1).
D’apres (2.3) ivl — A est inversible et pour |u| suffisamment petit,
u(ivl — A+ 1
est inversible.

Ainsi (2.3) implique
o(A) C{\, Re A < gy < 0},

avec |og| suffisamment petit, par conséquent

0o(A) Csup{Re A\, A € 0(A) < 0y < 0},
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2.2. STABILITE EXPONENTIELLE

et pour Re A < |d| < |ool, [[(AL — A)7|| < 2M car d’apres (2.4)

supl|(iv] — A)7Y| < M,

veER
. .
et on choisit |u| < —— d’abord, on a
2M

IAL = A = vl = A~ (u(io] = A=+ 17|

IA

IN

M| (u(ivI = A)~H+ )71,

avec
1

1
< < .
= 587 = ST — A

Alors

1
vl — A7 < vl — A7 < — M < 1.
|u(ivl — A) || < |ul [[(iv] — A) II_QM <

Donc u(ivl — A)~* + I est inversible et I'inverse est donnée par

(u(ivl — A"+ 1) = io(u(w[ —A)H™
Donc
|(utivt = )7+ D71 = io (u(iv] — A)~y"

IN

f:o H(u(w[ - A)_l)"H

IN

5_30 Hu(iv[ - A)_lHn

1 —||u(ivl —A)~Y|"

IN

G0l = A7 (uivl — A)~= + 1)~1|

lim

Comme |[Ju(ivl — A)~t| < 1. Alors

1-— vl — A)~7H|" 1
. [u(ivl — A"

n—oo 1 — [Ju(ivl — A)~1| 1 —|u(ivl — A~

21
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2.2. STABILITE EXPONENTIELLE

Donc
1

@it =7+ D7 < s =T

1
Comme ||(iv] — A)7Y| < M, et |u] < YT On obtient

|(u(ivr = A+ 1) <2 (2.7)
On somme (2.6) et (2.7), on obtient
| =47 <2

En combinant ceci avec (2.5) , on obtient (2.2). O

Théoréme 2.3. (Gearhart 1978, Priiss 1984, Greiner 1985) [6]

Un semi-groupe fortement continu T = (S(t))i>0 sur un espace de Hilbert H de
générateur infinitésimal A. Alors (S(t))i>o0 est uniformément exponentiellement
stable si et seulement si le demi-plan {\ € C : ReX > 0} est contenu dans l’en-
semble résolvant p(A) du générateur A avec le résolvant satisfaisant

M := sup |[R(\, A)|| < oo. (2.8)

ReA>0

Preuve.
Si (S(t))i>0 est un semi-groupe uniformément exponentiellement stable alors
d’apres la proposition 2.3 wg < 0 et comme

wo = inf {w €R ilexiste M,>1 telque |S(t)|> M,e" Vt> O} :
alors 4 w : tel que
wy < w <0,

d’apres le théoreme 1.9 (3) on a

IR(A, A < VReA > w

Rel —w

donc M o
sup ||[RIN,A)|| < sup ——— < —
ReAEOH ( )l Re)\EO Re\ —w = —w

donc l'estimation (2.8) .
Supposons que Ji\g € iR : i\g € 0(.A), alors pour € assez petit € +i\g € p(A)

d(e+iXg,0(A)) <e
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2.2. STABILITE EXPONENTIELLE

d’apres le proposition 1.9 on a

1
IR (= + o, A) | = -

quand e — 0 alors ||R (e + i), A) || — +o0 et Re(e +iN\g) = ¢ > 0, ce
M
que contredit le fait que sup ||R(A, A)|| < — donc YAy € R, i\ ¢ o(A), par
ReA>0 w

€
conséquent i\g € p(A), alors iR C p(A), donc l'estimation (2.8) s’étend par
continuité a ReA > 0.
En suite, nous prenons w > |wp| + 1 et considérons le semi-groupe définit par :

(S_w(®)is0 avec S_,(t) :=e “'S(t).

Alors, d’apres (1.3) dans le théoréme théoreme 1.9. et pour x € H, s € R, on a

R(w+is,A)z =R(is, A —w)x = /+OO e S, (t)xdt.
0

Utilisant la transformée de Fourier
F: LZ(R, H) — LQ(R, H)

nous obtenons

R(w+is,A)x = F(S_,(.)z)(s)
ou on fait une extension de S_,(.) sur R

e “tS(t) t>0
S-ult) = 0 t<0

et puisque S_,(t)¢>0 est exponentiellement stable.
Comme

wp := inf {w €R ilexiste M,>1 telque [S(t)]| < My Vt> 0} ,
. . €
donc wy < a, < wy + €, on peut choisir o, = wy + 2 alors

IS_o@)|| = [le'S@)|| < M.e @ ot
)t

—(w—wo—

€
< Me 2
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2.2. STABILITE EXPONENTIELLE

comme
w>lwl+1 = w>wy+1
= w—wy>1
= —(w—wp) <—1
€ €
= —(W-—wp—=)<—1+-
(w— wo 2) +2

donc [|S_,(t)|| < M.e=(=3) pour e < 2 (S_,(t))i>0 est exponentiellement
stable. Nous avons S_,,(.)z € L*(R, H), car :

+00 +00
[ saalPat = [T S ()] ar
[e'¢) 0

+oo
= el [ lS-uo)Pde,

puisque (S_,(t))i>0 est exponentiellement stable alors, il existe une constante
positive o et M > 1 telle que :

+00 +oo
[ s aalfar < gl [ e
[e'e) 0

1
< SllalPa?,

C’est a ce point que nous utilisons 'hypothese que H est un espace de Hilbert
pour conclure, d’apres le théoreme (Plancherel) , que

+00 +oo
/ IR (w + is, A) |2ds = 27r/ 1S () |2t < L2.||z||?
o) 0

pour une certaine constante L > 0 et pour x € H.
D’apres 1'équation résolvante nous avons

(w+is)] — A) " +w(is] — A ((w+is)] — A7
= (is—A) " ((is— A) (w+is)] = A +w((w+is) = A7)
= (is—A)" ((is — A) + wl) (w +is)] — A)
= (is—A) " ((is+w) —A) ((is+w) - A"
= (is— A"
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2.2. STABILITE EXPONENTIELLE

on a
R(is, A) = R(w + is, A) + wR(is, A)R(w + is, A)
Pour tout s € R et d’aprés (2.8) on obtient
[RGs, A)] < M
donc
IR(is, A)z| = || (R(w+is, A) +wR(is, A)R(w + is, A)) z||
= || ({ + wR(is, A))R(w + is, A) z||
< (Ml + llwR(is, A)) [[R(w + is, A)z|
< (14 Mw) [|[R(w +is, A)z||

pour tout les s € R et tout x € H.
En combinant ces faits, nous obtenons

+oo . 2 2 oo . 2
/ IR (is, A) z||*ds < (1+Mw)/ IR(w +is, A)x||ds

(2.9)
< (14 Mw)® L2 |z|?

pour tout x € H.
Comme ||S]| = ||S*|| pour chaque S € L(H), par symétrie 'estimation est vraie
pour le résolvant du générateur A* du semi-groupe adjoint (S(¢)*);>o i.e,

oo Ry 2 2 72112
/ IR (is, A%) y|?ds < (1 + Mw)® .L2||y| (2.10)

pour tout y € H.
Ensuite, nous utilisons la formule d’inversion du corolaire 1.2 on conclut que

(tS(t)x,y) = ! /+Oo elwtis)t (R(w +is, A)?x, y) ds

21 J oo
1 +oo |
= %/ e (R(is, A)z, R(—is, A*)y) ds

pour tous z € D(A?) et y € H. Pour la deuxiéme égalité, nous avons utilisé
le théoreme de (Cauchy), qui est applicable puisque R(A,.A) est uniformément
borné pour ReX\ > 0 et donc

1

1
IR, A)z|| = 5 IR, A) Az + ]| < W(MIIASCII + [lzl])-
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2.2. STABILITE EXPONENTIELLE

Avec, (2.9) , (2.10), et I'inégalité de Cauchy-Schwarz cela donne

estm) = o ([ RGs i) ([ IR A1)

(14 Mw)®.L?

<
- 2

2]l l

pour tous z,y € D(A?). Comme D(A?) est dense dans H, cela implique

LSl = sup {|tSE)x, v)| : 2, y € DA, [|z]| = [lyll = 1}
(1+ Mw)®.L?
- 2 ’
1+ Mw)?.L?
Par suite | S()]| < LMW L7
2
Donc
lim [|S(®)] =0

et par suite S(t) est uniformément exponentiellement stable d’apres la proposi-
tion 2.1.
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Chapitre 3

Existence globale et stabilité de la
solution d’un systeme de Bresse
avec deuxieme son.

3.1 Introduction

Le systeme de Bresse tient compte des déformations de arc d’un cercle soumis
aux déplacements longitudinal et vertical et ’angle de rotation d’un filament, notés
par w, ¢ et 1, respectivement. Le systeme est donné par les équations suivantes :

prow — k(e + 0 + lw), — lko(w, — lp) = Fy  dans (0, L) x (0,00),
P2y — bey + k(e + 0 + lw) = Fy dans (0, L) x (0,00), (3.1)
P1Wy — kO(wx - l@)x + lk((px + w + lw) = FB dans (07 L) X (07 OO)

ou F, F, et F3 désignent les forces extérieures exercées sur I'objet et les coefficients
pi, k, ko, [ et b sont des constantes positives caractérisant les propriétés élastiques
des matériaux. Le systeme de Bresse (3.1) est un modele linéaire couplant trois
équations des ondes et il a été initialement introduit par Bresse [4]. Lorsque F} =
Fy, = F3 =0, alors (3.1) est purement conservatif. Autrement dit, en prenant en
compte les conditions aux bords, son énergie associée définie par la fonctionnelle

1 1
B(t) =5 | [p1ef + pat? + pruf + b2 + k(s + 9 + ) + ko(w, — 1o)?] da,

satisfait £'(t) = 0. Par conséquent, I'identité donnée par E(t) = E(0) reste vraie
pour tout t > 0. Cette identité est appelée la propriété de conservation de I’énergie.
En outre, Si [ = 0, alors les deux premieres équation de systéme de Bresse se
réduisent au systeme de Timoshenko bien connu.
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3.1. INTRODUCTION

Santos et Alemeida junior [24] ont considéré (3.1) lorsque F| = v1¢¢, Fy = Y91y et
F3 = ~3wy, avec les conditions initiales et les conditions aux bords de type Dirichlet,
et ils ont montré que le systéme est exponentiellement stable sans imposer aucune
condition sur les coefficients. Le méme résultat a été obtenu par Soriano et al
(28] lorsque Fy = a(z)g1(pr), Fo = go(¢y) et F3 = vy(x)g3(w;) ou a,y € L*>(0, L)
et les fonctions g1, go et g3 sont continues et monotones. Un résultat similaire a
également été établi par Guesmia et Kafini [10] lorsque

+o0
F = —/0 91(8)Que(z,t — 8)ds,

+oo
F2 = _/0 92(5)¢xx(xat_3)d8
et
—+00
F3=—/ ($)wWyp(z,t — s)ds

ou g; sont des fonctions différentiables décroissantes satisfaisant quelques hypo-
theses. Précisément, ils ont établi I'existence et 'unicité de la solution et la sta-
bilité asymptotique de ce systéme, mais sons imposer aucune condition sur les
coefficients. Lorsque F} = F3 = 0 et Fy, = vy avec v > 0, Alabau Boussouira et
al [1] a montré que le systeéme est exponentiellement stable a condition de

P1 k
—_ = t k= ko; 3.2
D2 b € 05 ( )

dans le cas contraire le systeme n’est pas exponentielle stabilité. Dans ce cas, en
utilisant la condition aux limites de type Dirichlet, ils ont montre que les solu-

tions décroissante polynomiale vers zéro avec des taux toFs ou ¢3Fe pour € un petit
nombre. Le résultat a ensuite été amélioré par Fatori et Monteiro [7].

Concernant le systéme thermoélastique de Bresse, Liu et Rao [15] considéré
prew — k(@a + ¥ + lw)y — lho(wy — o) + 1761 =0,

p2bit — Do + (e + ¢ 4 lw) +~0, = 0,

prwy — ko(wy — 1)z + lk(pr + U + lw) + 01, = 0, (3.3)

P39t - 9:5:(: + ’Vdjtx = Oa

)030115 - elx:ﬂ + 7(wtz — lQOt) = 0.

Dans (0, L) x (0,000), avec des conditions initiales et au bord, et a prouvé un ré-
sultat de stabilité exponentielle a condition que (3.2) vérifié. Dans le cas contraire,
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seule une décroissance de type polynéme est établi, Fatori et Mutioz Rivera [§]
considéré (3.3) sans 6 et la derniere équation dans (3.3).

p1os — k(e + U +lw), — lko(wy, — lo) + 1y0, =0,
,02¢tt - wax + k’(% + @Z) + lw) + ’}/0$ = O,

prwy — ko(wy — o)y + 1k(0r + 0 + lw) + 701, = 0,

:03015 - ‘gac:n + /yzﬁt:v = 07

et obtenu un résultat similaire comme dans [15]. Nous renvoyons le lecteur a [2],
[11], [18], [22], [23], [25], [27], [29] et [30] pour d’autres résultats sur le systeme de
Bresse.

Dans le systeme (3.3) I’équation de la chaleur est régie par la loi de la conduc-
tion thermique de Fourier, ce qui indique que le flux de chaleur est proportionnelle
au gradient de température. Par ailleurs, il est bien connu que le modele en utili-
sant la loi de Fourier classique conduit au paradoxe physique de vitesse infinie de la
propagation de la chaleur. En d’autres termes, toute perturbation thermique a un
point sera instantanément transféré aux autres parties du corps. Pour surmonter ce
paradoxe physique, mais en gardant ’essentiel d'un processus de conduction de la
chaleur, de nombreuses théories ont ensuite vu le jour. L’'un d’eux est 'avénement
des effets du deuxiéme son qui se posent lorsque la chaleur est transportée par un
processus de propagation des ondes au lieu de la diffusion habituelle. La théorie
suggere de remplacer la loi classique de Fourier

q+0, =0,

ol q est le flux de chaleur et « est le coefficient de conductivité thermique, par une
loi de conduction thermique modifiée dite loi de Cattaneo

T¢ +q+v0, =0,

ici, le paramétré 7 > 0 représente le temps de relaxation qui décrit le décalage de
la réponse du flux de chaleur au gradient de température. Le systeme de chaleur
obtenu est de type hyperbolique et donc, automatiquement, élimine le paradoxe
de vitesses infinies.
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Dans ce travail, on considere le systeme de Bresse suivant :
p1eu — k(e + ¥ +lw), — lko(w, —lp) =0 dans (0,1) x
P2y — bbyy + k(pr + ¢ 4+ lw) + 70, =0 dans (0,1

(0,1) x (
(0,1) > (
prwy — ko(wy — 1)y + 1k(py + 1 +1lw) =0 dans (0,1) x (
p30: + Gz + Ve =0 dans (0,1) x (

(0,1) x (

)
)
0,00),  (3.4)
)
)

T+ Bg+ 6, =0 dans (0,1) x

Avec les conditions initiales et les conditions aux bords suivantes :

o(x,0) = po(x), ¢i(x,0) = p1(x), O(z,0) = bo(x) dans (0, 00),

U(x,0) = tho(z), Yu(x,0) = U1 (), ¢(,0) = go(x) dans (0,00),

w(z,0) = wo(x), w(z,0) = wy () dans (0,00),  (3.5)
2(0,8) = 2(0,1) = w, (0,4) = 6(0,£) = 0 vt >0,

0o(1,t) = ¥(1,1) = w(l,t) = q(1,t) = 0 Wt > 0.

On va prouver l'existence et 'unicité de la solution et la stabilité exponentielle
sous la condition suivante :

_ Tkps\ (p1 P2 VT
§_<1— p1>(k—b)—b. (3.6)

Le reste de notre chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous
utilisons la méthode de semi-groupe pour prouver l'existence et 'unicité de la
solution du systéme. Dans la section 3, nous utilisons la méthode d’énergie pour
établir la stabilité exponentielle.

3.2 Existence et unicité

Dans cette section, on va étudier l'existence et 1'unicité de la solution du
systeme (3.4) et (3.5) en utilisant la méthode de semi-groupe. En pose & =
(o, u, 0, v,w,w,0,¢)T, ot u = @y, v = Yy, et w = wy, le systéme (3.4) et (3.5)
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3.2. EXISTENCE ET UNICITE

peut étres écrits sous la forme :

d'(t) + AdP(t) =0, t >0,

(3.7)
®(0) = Do = (g0, @1, Yo, Y1, wo, w1, 00, go)"

ou 'opérateur A est défini par

—U

kol

1 P1
—U

B P2 P2 P2
AD = .
k l
_i(wx - l@)m + 7(90z + Y+ lw)
P1 P1
— + luz
P3 P3
1
éq + =0,
T T

On considérer les espaces de Hilbert suivants :
HN0,1) = {f € H'(0,1): f(0) = 0},
0,1 = {Fe 0.1 1) =0},
HZ(0,1) = H*0,1)n HX0,1),
H}0,1) = H*0,1)NnH0,1),
et
H = H0,1) x L*0,1) x H(0,1) x L*(0,1)

x H(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1).
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3.2. EXISTENCE ET UNICITE

L’espace H est muni du produit scalaire

N 1 N
(®,®), = k/o (P2 + ¢+ lw)(@y + ¢ + lD)dx
+ko /Ol(wx — o) (W, — lP)dz + py /01 wadr + b/ol Vptyda

1 1 1 1
+p2/ vodx +p1/ w&zdw%—m/ «99d:1:+7/ qqdz.
0 0 0 0
Alors, le domaine de 'opérateur A est :
® € Hlp € H2(0,1);¢,w € HX(0,1);u,0 € HL(0,1);
D(A) = B )
v,w,q € Hy(0,1);04(1) = 0,w,(0) = ¢,(0) =0

Maintenant, pour montrer que l'opérateur A est maximal monotone. A cet effet,
on a besoin deux lemmes suivants :

Lemme 3.1. L'opérateur A est monotone et satisfait, pour tout ® € D(A),
1
(AD, D), = 5/ ¢*dx > 0. (3.8)
0

Preuve.
Pour tout ® € D(A), en utilisant le produit scalaire, on a

1
(AD, D), = —k:/o (e + v + 1) (0y + 0 + lw)d
1 1

—ko/o (we — lu)(wy, — lp)dx — b/o Vppdx

1 k kol
o [ = ) = (g — 1) | wda
0 P1

P1

1 b k v
0 P2 P2 P2

1 1

1/1 1 1
+p3/ (qw + 7%) Odx + 7'/ <6q + 9$> qdzx.
0 \pP3 P3 0 \T T
Apres la simplification et grace a la formule d’intégration par parties, on obtient
(3.8). O

1 k kl
i (—p°<ww ~to)+ 2, +w+m>> il
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Lemme 3.2. L’opérateur I + A est surjectif.

Preuve.
Soit G = (g1, 92, g3, 94, J5, s, 97, gz )* € H, il existe ® € D(A) vérifiant

®+ AD =G, (3.9)

qui est équivalent a

—u+p=g € H0,1)

—k (s + ¢ +1w), — kol(w, —lp) + pru=piga € L*(0,1)
—v+1v=g3 €HY0,1)

—0e 4 k(po + 0 + lw) + 90, + pov = pags € L?(0,1) (3.10)
—wtw=gs €H0,1)

—ko(we — U)o + kl(r + ¢+ lw) + prw = p1ge € L*(0,1)

Gz + Vo + p3f = psgr € L*(0,1)

(B+7)g+0, =795 € L*0,1).

A partir de (3.10)s, on trouve

= T/Ox 9s(y)dy — (B + ) /Om q(y)dy, (3.11)

et 0(0,t) = 0. on remplace u = ¢ — g1, v =9 — g3, W= w — g5, et (3.11) dans
(3.10)2, (3.10)4, (3.10)¢, et (3.10)7 respectivement, on trouve

ou

—k (0o + ¢+ lw), — kol(wy — o) + pro =hy € L*(0,1)
b + k(e + 9 +lw) =y(B+T)g+ pat = hy € L*(0,1)

—ko(wy — 19)s + kl(pe + 0 + lw) + prw = hs € L*(0,1) (3.12)
—4z + p3(B + T)/O q(y)dy — v = hy € L*(0,1),
hi = pi(g1+ 92)
ha = pa(gs +9a) — 7795
(3.13)

hs = pi(g5 + gs)

hy = —7vg3. — p3 (97 - T/O 98(@)6@) :
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Pour résoudre le systéme (3.12) nous considérons
B ((¢,0,w,q), (¢, 0,1,4)) = F(&,9,,4), (3.14)
tels que la forme bilinéaire
B [HA0,1) x HA0,1) x HX0,1) x L*(0,1)]” — R

définie par :

B (o000, 6.0, 0.0) = k[ (gt vt 10) (Bt 0+ 10) det (34 7) [ aqds
40 [ Geede+ o [ Wiz 25+ 7) [ adda
i | " ppdz + (8 +7) / pide
ko /0 N(ws — 1) (0, — 1P)dz + py /0 " wivde

1 x x
+p3(6+7)2/0 (/0 q(y)dy/o é(y)dy> dx
et la forme linéaire
F: [H(0,1) x HL(0,1) x HX0,1) x L*(0,1)] — R

définie par :

~ 1 1 ~ 1 1 T
Flg ) = [ mgde+ [ hodde+ [ hgdde +(8+7) [ ha [ d(y)dydr.

On pose ) )
V = H!0,1) x H}0,1) x H}(0,1) x L*(0,1)

muni de la norme
(b, w, )l = | ( + ¢ + )3 + [|we — T3 + 1¢:1l3 + llgll3

comime

/01 (€2 + 42 +w?)de < c/o1 ((pr + 0 + W) + (w, — Ip)* +92) dz,  (3.15)
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Pour [ assez petit, les formes B et F' sont bornées. De plus pour certain ¢ > 0, on
a

B((ptvw.a). (ot a)) = k[ (gt ttufdet (547) [ ot [ s

1
0

1 1
"‘Pl/o *dx + Pz/o Yidr + ko/ (wy — lgO)zd:v

o0+ 7? [ ([Cody) dotpr [Cwrde

Z CH(SD? 1/)7 wa Q)H%/

Donc B est coercive et continue, et que F' est continue. Par conséquent, d’apres le
théoreme de Lax-Milgram, le systeme (3.12) admet une solution unique

€ HN0,1), ¢ e HN0,1), we H0,1), ¢e L*0,1).

En remplagant ¢ dans (3.10), ¢ dans(3.10)3 et w dans (3.10)5, ¢ dans (3.10)s, on
obtient

uwe HY(0,1), veHN0,1), weHY0,1), 6ec HY0,1).
En outre, si (¢,1,q) = (0,0,0) € H(0,1) x HX(0,1) x L*(0,1), alors (3.14) se
réduit a
1 1 1 1
k:/o (0o + 1 + lw)odz — k;ol/o (wy — lgp)gbdac—i—pl/o p@dz :/0 hi@dz, (3.16)
Pour tout ¢ € H}(0,1), ceci implique que
—kore = kg + 1k + ko)wy — (kol® + p1)p + hy € L*(0,1). (3.17)

Par conséquent, par la théorie de la régularité pour les équations linéaires ellip-
tiques, il en résulte que
© € H*(0,1).

Par ailleurs, (3.16) est également vrai pour tout ¢ € C*([0,1]),#(0) = 0 dans
H}(0,1). Par conséquent, pour tous ¢ € C*([0,1]),¢(0) =0, on a

1 1
k:/o 0r el — /O (ki + Uk + k)w, — (kol? + p1)p + I ) dd = 0.
En utilisant I'intégration par parties, on trouve
po(1)p(1) =0, Voe Cl([0,1]),  ¢(0)=0.
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D’ou
pa(1) = 0.
De méme, on obtient
1

e = ke = (k+pa)p =B+ 7) [ qpde—lkw by € 130,1)

—kwy, = —l(k+ko)or — ki + (p1 + Phko)w + hy € L*(0,1)

0. = —pB+7) [ a@dy+ e +h € L2(0,1),
donc, on a

Y,we H0,1), g€ HN0,1), w,(0) =1(0) = 0.

On peut appliqués les résultats des régularités des équations linéaires elliptiques
garantit 'existence d’'un unique ® € D(A) tel que (3.9) est satisfaite. Par consé-
quent, I'opérateur A est maximale. H

Finalement, en utilisant le Lemme 3.1 et le Lemme 3.2, on conclut que A est
un opérateur maximal monotone. Ainsi, par le théoréeme de Lumer-Phillips, on a
le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 3.1. Pour tout &g € H il existe une solution unique ® € C([0, +oo[, H)
du probléme (3.4) et (3.5). De plus, si ®g € D(A), alors

P € ([0, +oo[, D(A)) N C([0, +oo[, H).

3.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous montrons la stabilité exponentielle de I’énergie de la
solution du systéme (3.4) et (3.5) et en utilisant la méthode d’énergie. On besoin
de plusieurs lemmes suivant :

Lemme 3.3. Soit (p,¥,w,0,q) la solution du probléme (3.4) et (3.5). Alors la
fonctionnelle d’énergie définie par :

1 1
E(t) = 5 /O (0167 + pat? + prw? + b2 + ps® + 7¢*| d
(3.18)
1 1
+§/O [k(po + v + w)* + ko(w, — 19)?] da.
Satisfait
1
E'(t) = —5/ ¢dx <0, Vt>0. (3.19)
0
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Preuve.
En multipliant ’équation (3.4); par ¢; et en intégrant sur (0, 1), on trouve

1 1 1
pl/o Orppdr — k/o oi(pe + U + lw) dx — lko/o oi(w, — lp)dr = 0.

Et grace a la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on
déduit que

th/ g0§d:c+/€/ Pat <Px+¢+lw)d:c—lk0/ oi(w, —lp)dr =0.  (3.20)

En multipliant 1’équation (3.4)y par ¢, et en intégrant sur (0, 1), on trouve

1 1 1 1
02 /0 Vetbudz — b /0 Yithaadz + k /0 Ve(n + 9 + lw)dz + /0 Uibpdz = 0,

puis, en intégrant par parties avec les conditions au bord impliquent

2dt/ vidz +’CT/ 1/’26““““/ bi( e+ + 1w dwﬂ/ Ylblpdr = 0. (3.21)

Par ailleurs, en multipliant ’équation (3.4); par w; et en intégrant sur (0, 1),
on obtient

1 1 1
o1 | wwydr — ko/ wi(w, — 1) dr + lk’/ wi(pz + 1 + lw)dx = 0,
0 0 0

en utilisant encore 'intégration par parties avec les conditions au bord, on trouve

5 dt/ w?dx — ko/ Wy (W, lgo)dx—i—lk/ wi(py + 0 + lw)de =0.  (3.22)

En multipliant ’équation (3.4), par 6 et en intégrant sur (0, 1), on trouve

1 1 1
P / 00,d + / Bquds + / Oorda = 0,
0 0 0
la formule d’intégration par parties et les conditions au bord, on déduit que
2 = / 0%dz + / Ogpda — / 0,ydz = 0. (3.23)

De méme, en multipliant 1’équation (3.4)5 par ¢ et en intégrant sur (0,1), on
obtient

1 1 1
7/ qqdx + 5/ ¢’dr + / q0.dx =0
0 0 0
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et grace a la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on
trouve

1
= 24
/Oqexd:c Zdt/q +5/q (3.24)

En remplagant (3.24) dans (3.23), on obtient

1
2 2
= 2

7 [ utuda = 2dt/9 +2dt/qu+ﬁ/q (3.25)

puis, on remplace la derniére égalité dans (3.21), on trouve

th/% +’j/ deerk:/ Gi(pr + 0 + lw)da

(3.26)
p3 @ 2 2 27 _
+2dt/ de—i-Qd / qu+6/ q¢“dx = 0.
Finalement, en additionnant (3.20), (3.22) et (3.26), on obtient
vba 2
08 [Pwpde 4 2% ["uddr ok [ e+ lw)da
L 2 -z 2
+2dt/9d " d/qd +5/‘1
+&i w?dr + 2 / g02dxk0/( —1p)(w, — lp)dz
2 dt 2 dtJo ™ e *
+k/0 (be + ¢ + lw)i(pe + ¢ + lw)dr = 0.
Donc
i — 2, _ L[t 2 2 2 2 2 2
th =—f qu = 3, [plgot+p2wt+p1wt+wa+p39 +7q}d;1:
1 /1
+§/o [lﬂ(%; + 9 + lw)? + ko(w, — lgp)z} dr.
0

Lemme 3.4. Soit (¢,v,w,0,q) la solution du probléeme (3.4) et (3.5). Alors la

fonctionnelle
= Tp3 / / y)dydx

satisfait, pour tout €1 > 0, [’estimation
Fl(t) < ——/ 02dx+51/ wtdx—kc(l—l— )/ q’d (3.27)
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Preuve.
En prenant la dérivée de Fi, en utilisant les équations quatrieme et cinquieme de
(3.4) et en intégrant par parties, on trouve

1 1 1
Fl(t) = —p3/ 92dx—|—7"y/ qwtdw+7/0 ¢*dx

—5p3/ (9/ y)dydzx.

En appliquant alors I'inégalité de Young et de Cauchy-Schwarz, avec £; > 0 pour
obtenir (3.27). O

Lemme 3.5. Soit (¢, v, w,0,q) la solution du probléeme (3.4) et (3.5). Alors la

fonctionnelle
Fy(t) = — p2p3/ /wt )dydzx

vérifie, pour tout €9, €3 > 0, ’estimation

1 1
Ft) < =2 [wtdete [ (oot v+ )

1
+53/ widx—kc(l#— + )/ 92da7+c/ ¢d
0 E9 £3
Preuve.

En calculant la dérivée de F5, puis en exploitant les équations deuxieme et qua-
trieme de (3.4), et en intégrant par parties, on obtient

(3.28)

b
F) = o [ vhde - */ abude + ps [ Gz~ / 00, da
k T
+J§/(x+w+hm/e@mmx
v Jo 0
En utilisant I'inégalité de Young et de Cauchy-Schwarz, on obtient (3.28). O

Lemme 3.6. Soit (p,¥,w,0,q) la solution du probléeme (3.4) et (3.5). Alors la
fonctionnelle

1
F3(t) == —Pl/o (i + wwy)dz
vérifie l’estimation

1 1 1 1
Fit) < —p1 [ gide—p [ wide+e [ wldet ko [ (w,—lp)da
0 0 0 0 (3.29)

1
+c/0 (¢r + ¢ + lw)?dz.
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Preuve.
En calculant la dérivée de F3, et en utilisant (3.4) et (3.5), on trouve

1 1 1
Fj(t) = —,01/0 gp?dx—pl/o wtzdx—l—k/o (¢r + ¢ + lw)*dx

1 1
—k/o Wy + 1+ lw)dz + ko/o (w, — lp)2da.
En utilisant I'inégalité de Young et de Poincaré, on obtient (3.29). O

Lemme 3.7. Soit (p,¥,w,0,q) la solution du probléme (3.4) et (3.5). Alors la
fonctionnelle

1
Fi(t) = pa | wuida

vérifie l’estimation

b ol 1 1
Fi(t) < —5/ ¢§dx+p2/ ¢§dx+c/ 62dx
’ ° ’ (3.30)

k* 1

Preuve.
En prenant la dérivée de F} et en utilisant I’équation deuxieme de (3.4), on obtient

Fi) = ~b [ widetpo [ wide—k [ (o + g+ w)ds

1
+y / buOdz.
0

En utilisant 'inégalité de Young et de Poincaré, on obtient 'estimation (3.30). O

Lemme 3.8. Soit (¢, v, w,0,q) la solution du probléeme (3.4) et (3.5). Alors la
fonctionnelle

1 1
F5(t) == —p1/0 o (W, — lp) dx — p1/0 wy (¢ + ¥ + lw) de
vérifie l’estimation
/ ! 2 lpv [+, by
Fi(t) < —lko/ (ws — 19) d:c—7/ wtdx—i-lpl/ p2da
0 0 0

\ 1 (3.31)
—i—lk/ (¢x + ¥ + lw)?dx + c/ Vid.
0 0
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Preuve.
En calculant la dérivée de Fj et en utilisant les équations premiere et troisieme de
(3.4), on obtient

1 1 1
Fi(t) = —lko/o (ww—lg0)2dx—lp1/0 wfd:c+lp1/0 p2dx

1 1
—l—lk/o (¢z + U + lw)?dz — py /0 ,wd.

En utilisant I'inégalité de Young, on trouve (3.31). O

Lemme 3.9. Soit (o, ¥, w,0,q) la solution du probléme (3.4) et (3.5). Alors, sous
la condition k = ko, la fonctionnelle

Fs(t) = —p /01 (w, — 1) /Ox wy(y)dydx

1 T
—pl/o sot/O (¢o + U + lw) (y)dyda

vérifie l’estimation
/ Pt ! 2 L
Fi(t) < —5/ gptdx—ko/ (wy — L) dx—l—pl/ wydx
0 0 0 (3.32)

1 1
+k/ (¢ + ¥ + lw)?dx + % / Yide.
0 0

Preuve.
En calculant la dérivée de Fg, en utilisant les équations premiere et troisieme de
(3.4), on obtient

1 1 1
Fi(t) = —pl/o gpfdx—k()/o (wy —lgp)Qda:—i-pl/O widw
1 1 T
+k /0 (¢r + 1 + lw)dz — p /0 @1 /0 Ui(y)dydz (3.33)

Hk— ko) [ (o~ 1) [(or+ -+ ) (g)dyd

En utilisant I'intégration par parties et les conditions aux bord de (3.5), et I'in-
égalité de Young et de Cauchy-Schwarz, avec k = kg, donne (3.32). [

Lemme 3.10. Soit (¢, ¥, w,0,q) la solution du probleme (3.4) et (3.5). Alors sous
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la condition k = kg, la fonctionnelle

Fr(t) = pz/ Uy (2 + ¢ + lw) dw+ /sot%dx

+bp3(p1_>/ 9 tdx—(%—p;)/ ¢ (9o + 1 + lw) do

bl2ﬂ2 blp:
2 [ o+ 52 [ s

vérifie, pour tout 4,5 > 0 l'estimation

, kol ) I i AT
Fi(t) < 3/ (Yo + ¢+ lw) dx—|—84/ wydr + /wzdx

+a5/1( —lp) dx—l—c(l—i— )/wtdx+c(1+ )/q

1\ o, b
—l—c<1+€5)/0 de—i—w_i/o O, (pz + ¢ + lw) du.

(3.34)

Preuve.
On dérive F%, on obtient

1 1
Fi(t) = /)2/0 wtt(%+¢+lw)dfv+p2/ Ui (Pt + Vr + lwy) dx

1 bps
R R S

bps ( p1 Pz)/ b<p1 p2>/1

Y
b 1 bi? 1
- (pl - p2>/ Q(¢xt+¢t+lwt) dr — p2 / ¢§d$
v\ k b/ Jo
bl 1 bl bl
S [ ggpde + 5P [+ pVWWx
]{70 0 ]{30

(3.35)
Maintenant, on prend les termes de c6té droit de (3.35), et en utilisant les équations
(3.4) et (3.5) et 'intégration par partie

Pz/()liﬁtt(@z‘i‘w—i-lU))dl' = —k/1(¢x+w+ZW)2dx
—7/ (o + 0+ lw) da (3.36)
—b/o Vo (00 + 0 + lw), do
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1 1
pr [ putade = k[ (v + ), da

1
kol / by (we — L) da,
0
1 1
Ps |, Oprdr = / qPpdx 4y /0 Yppgide,

1
; Oppdr = ——/ (e + 0+ lw) dx
Ik
40

wa—l dx,
o o ( ©)

—/Olqt(gax+¢+lw)dx = ﬁ/lq(gox+1/}+lw)d:v

+— / (o + 0+ lw) dz

1 1
2 [ udr = b | widx+k/o ¥ (o + ¥ + lw) da

1
- 0 acd )
7/0 Vydx
1 1
pl/o wypdr = —ko/o Yu (W — lp) do

1
—kl/o Y (pr + ¢ + lw) d.
En remplace (3.36) - (3.42) a (3.35), et on utilise (3.6) on obtient

/ ! 2 bl ps b
Ft) = =k [ (perv+ i) de+ (- =L [Culde
0
bl 1 b¢ 1
+ lpg—l—ﬂ wtwtda:+£/ 0, (0r + 0 + lw) dz
ko 0 7y Jo
b (p 02)/1 bl (Pl P2)/1
- - = de — — (&= - == d

blk 1 bl?
+ 0p3<p]€1—%2>/9(wx—lg0) J}—L/ 0, dx
0

TP1

b
+£ (/01 P2
™

+bl<—1>/ W, (

En utilisant I'inégalité de Young et k = ko. on trouve (3.34).
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(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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Théoréme 3.2. Soit (¢, v, w,0,q) la solution du probléme (3.4) et (3.5). On sup-
pose que & = 0 et k = ko. Alors, pour | assez petit, la fonctionnelle d’énergie (3.18)

satisfait,
E(t) < coe™ ', VYt >0,

ot ¢y et ¢; sont des constantes positives.

Preuve.
Pour N, N; > 0, On définit la fonction de Lyapunov :

L(t) := NE(t) + 27: N,Fy(t).

Calculs directs, a l'aide de (3.19), (3.32) et (3.34) et en définissant

2
%Nﬂ N5 - 2

N3:N6:2l7 N4: ]q]

nous avons
1 1
L't < —l,ol/ ©2dx — [lp; — 54N7]/ w?dr — [21k — e5Ny]
0 0
1
x/ (w, — lp)*dx
0

r 1 1 1 1
— @Nl —¢N, (1+ — +> —cN; (1+>} 0%dx
0

L 2 gy  E3 €5
5p212 1
— |5 Ve — s —c] /0 Y2z
:P2 1 Lo
2N, e Ny — N, (14 =) — ¢ / Y2da
L 2 4 0

o 1
_ k(2—9l2)N7—52N2—c]/ (0 + ¥ + lw) do
L 0

r 1 1 1
— BN — cN; (1 + ) —c¢Ny — ¢N; (1 + ﬂ / qux.
L &1 4 0

D’autre part, en fixant

€1

4N, 4k Ny
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on obtient

1
o) < —lpl/ gpfd:ﬂ—lm/ Qd:v—lk/

[ Ny
— pSNl—CNQ <1+N>_CN7(1+N7:|/ 92d$
7

r . (3.47)
_ 12]\/2 — ¢N7(1+ N7) —c]/ Vidw
i 0

— :k<411_3l> <i+3l>N7—c} /Ol(sox+w+lw)2dx

_ N 1
—|BN — Ny (1 + Nl> — cNg — cN7 (1 + N7)} / ¢ dx
L 0

2

A ce point, étant donné que [ est assez petit pour un espace de Hilbert H et

1
— — 3l > 0, on choisit N7 assez grand tel que

4
b2
— 7N _

Qp 1k 7 —c >0,

et
1 1
o ::k(4—3l> <4+3Z>N7—c>0.

En plus, on prend N, assez grand tel que

_ P2

Q9 . 4N2—CN7(1+N7)—C>0

Aussi, on prend N; assez grand tel que

N,
as = BN, — eN, <1+ 2) — ¢N7(1+ N7) > 0.
2 N;

D’autre part, I'exploitation (3.18) et (3.45), ainsi que les inégalités de Young, de
Poincaré et de Cauchy-Schwarz, nous avons

(N — 0)E(t) < L(t) < (N + o) E(t). (3.48)

On choisit N assez grand tel que

N
Qly ::5N_CN1 <1+]\[1> _CNQ—CN7(1+N7)>O.
2
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et
as:=N—c>0.

par conséquent, (3.47) et (3.48), respectivement, deviennent
’ by lpr 1 o ! 2
L(t) < —lpl/ gptdx——/ wtda:—lk‘/ (wy — lp)dz
0 2 Jo 0
1 1 1
—a3/0 HQdZL‘—OZQ/O @Dfdx—a()/o Yidx (3.49)

1 1
—0 / (u + 0 + lw)?dz — a4/ ¢dx
0 0

et

asE(t) < L(t) < agE(t), (3.50)
ouag=N +c.
Utilisant (3.18), I'inégalité (3.49) devient

L'(t) < —E(t), Vt>0, (3.51)

pour certains cy > 0.
Une combinaison de (3.50) et (3.51) donne

L'(t) < —c1L(t), Vt>0, (3.52)
ol ¢ = 2 Une intégration simple de (3.52) sur (0,¢) on trouve
Q6
L(t) < LO0)e " Vt>0, (3.53)
Finalement, en combinant (3.50) et (3.53), nous obtenons (3.44). O
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Conclusion

Dans ce mémoire. On a étudié I'existence et I'unicité de solution d’'un systeme
unidimensionnel de Bresse, on obtient la stabilité exponentielle et on utilise la
méthode d’énergie.
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