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Introduction :

Ce mémoire présente le théorème de l’application ouverte et le théorème du graphe

fermé et ses applications.

Il se décompose en quatre chapitres.

Dans le premier : nous allons présenter des rappels concernant quelques notions de

la topologie.

Dans le second chapitre : nous allons présenter le principe  des applications et le

théorème de l’application ouverte, aussi avec ses applications.

Dans le troisième chapitre : le théorème du graphe fermé et ses applications

Le dernier chapitre : nous allons présenter des exemples et des contres exemples sur

les deux théorèmes.

En fin la conclusion générale.



Les espaces normés :

1- Espace normé :

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé

ou simplement un espace normé, le réel ∥ ∥ est appelé la norme du vecteur .

On appelle norme sur une application :⟶ ℝ⟶ ∥ ∥
Vérifiant :∗ ∥ ∥ = ⟺ = .∗ ∥ ∥ = ∥ ∥ ∀ ϵ ℝ , ∀ ϵ .∗ ∥ + ∥ ≤ ∥ ∥ + ∥ ∥ ∀ , .

2- Espace métrique :

Un ensemble M d’éléments , , … s’appelle espace métrique s’il y a une règle qui

permet de faire correspondre à deux points quelconque , un nombre ( , )
(distance de à ) et satisfait aux conditions suivantes :∗ ( , ) > ≠ ; ( , ) = .∗ ( , ) = ( , ) ∀ , (symétrie de la distance).∗ ( , ) ≤ ( , ) + ( , ) . ∀ , , (Inégalité de triangle).

3- Espace métrique complet :

Un espace métrique ( , ) est complet si toute suite de Cauchy de converge

vers un point .

*Suite de Cauchy : soit ( ) une suite de V. On dit que ( ) est une suite de

Cauchy si :∀ > , ∃ ≥ , ∀ ≥ , ∀ > ≥ , ∥ - ∥ ≤ .



4- Espace de Banach :

Un espace vectoriel normé  est dit complet pour la norme ∥ . ∥ si toute suite de

Cauchy (pour cette norme) est convergente (pour cette norme) un tel espace est

aussi appelé espace de Banach.

5- Ensemble ouvert :

Un ensemble dans un espace métrique M  s’appelle ensemble ouvert ou domaine

si tout point de l’ensemble est son point intérieur c’est-à-dire il existe une boule

ouverte (dont le rayon peut dépendre de ) centrée en et contenue dans

Ainsi, une boule ouverte centrée en= { ∶ )( , ) < .

6- Ensemble fermé :

Un ensemble  F⊂ est dit fermé s’il contient tous ses points d’accumulations.

7- voisinage :

Toute boule de centre s’appelle voisinage de ce point.

Un point s’appelle point intérieur d’un ensemble ⊂ s’il existe un

voisinage inclus dans .



Applications :

1-Application injective :

On dit qu’une application ∶ ⟶ est injective si ceux éléments distincts de A

ont des images distincts, c’est-à-dire si : ( ) = ( ) ⟹ = ′.
2-Application surjective :

On dit qu’une application ∶ ⟶ est surjective si tout b ϵ B est l’image d’un

élément a ϵ A , c’est-à-dire  si : b ϵ B⟹ ∃ a ϵ A tel que ( ) = .
3-Application bijective :

On dit qu’une application ∶ ⟶ est bijective si elle est injective et

surjective.

4-Application inverse :

On dit que application réciproque (inverse) de est de B dans A si a la

fois injective et surjective.

5-Application continue et isomorphe :

Une application injective de l’espace sur tout l’espace et qui conserve les

opérations linéaires s’appelle isomorphisme.

6-fonction holomorphe :

Une fonction : ⟶ ℂ est dite holomorphe si, en chaque point de les taux

d’accroissement ( ) ( )
Admet une limite lorsque tend vers , dans ce cas on note ′( ) , cette limite

lorsque = ℂ la fonction est dite entière.

7-Opérateur linéaire :

Une application : ⟶ d’un espace vectoriel dans un espace vectoriel

(sur le même corps )  s’appelle opérateur linéaire si les conditions :



( + ) = + sont satisfaites pour tous de

l’espace quels que soient les nombres du corps .

8-Opérateur linéaire continue :

Un opérateur linéaire d’un espace normé dans un  espace normé est dit

continu pour = ϵ si :∀ > , ∃ ≥ tel que ∥ − ∥ ≤ ⟹ ∥A − ∥ ≤ .

9-Opérateur linéaire continue et borné :

Un opérateur linéaire d’un espace dans un  espace est dit borné s’il est

borné sur la boule unité de l’espace , de sorte que∥ ∥ ≤ ⟹ ∥A ∥ ≤ Avec une constante fixe .

Dans ce cas, la quantité : ∥A∥= | | |A |.
S’appelle norme de l’opérateur A.

Pour tout vecteur ϵ , on a     || ||=1, d’où  |A | ||≤ ∥A∥ et par conséquent

|A |≤ ∥A∥ |x|.

Si un opérateur linéaire A est borné, il est continue en tout point de l’espace .



Théorème de Baire :

Si un espace métrique complet M est mis sous la forme d’une somme dénombrable de

ses sous-ensembles fermés , ,…, alors :

L’un au moins de ces sous-ensembles contient une boule de l’espace M.

Théorème de Banach :

Soient deux espaces de Banach et Tϵ ( , ) une application bijective.

Alors on a Tϵ L( , ) et ϵ L( , ) ou bien T∉L( , ) et ∉ L( , ),

C’est-à-dire les opérateurs T et sont en même temps continus ou discontinus.



Applications ouvertes et ses applications :

1-Définition :

Soient deux espaces normés (ou métrique).

L’application ϵ F(X, Y) est une application ouverte si l’image de toute

ensemble ouvert de X est un ensemble ouvert de Y.

Evidemment, si existe et est continue sur Y, elle est une application ouverte.

D’autre part, chaque fonction holomorphe non constante sur un ouvert Ω ϵ ℂ estune application ouverte indépendamment si  elle est  injective ou non.Le même résultat  est  vrai pour un opérateur T ϵ L(X, Y) qui est surjectif.

2-Principe de l’application ouverte :

*si X et Y sont deux espaces de Banach, on peut caractériser les opérateurs

linéaires continus par leurs graphes.

De plus, si T ϵ L(X, Y) est surjectif, T est aussi une application ouverte.

Soient X et Y deux espaces normés, un opérateur T ϵ L(X, Y) est régulier,

Si :

a) T(X) = Y.

b) existe sur Y et ϵ L(X, Y).

** soient X et Y deux espaces de Banach si T ϵ L(X, Y) et Y = Tx  alors

T est un opérateur ouvert.

Preuve :

Puisque X, Y sont des espaces normés et puisque T est linéaire, il suffit démontrer

que T ( ( . ))  contient une boule ( . ), > ;



En d’autres mots,

Nous montrons qu’il existe un > , tel que Y,∥ ∥< est l’image d’un x, ∥ ∥< .
Notons d’abord que X = ⋃ ( . )ℕ
Et

Montrons que Y =⋃ ( ( . )) .

En effet pour y ϵ Y, nous avons un x ϵ X tel que

Y = Tx , T est surjectif.

Si ∥ ∥< ℕ , y ϵ T ( ( . ))  = T ( ( . )) .

Y étant un espace de Banach, nous appliquant le théorème de Baire d’après qui il existe

un ℕ tel que : ( ( . )) = ( ( . ))
Contient un ensemble ouvert non vide U.

Puisque T est linéaire

T ( ( . ))   et ( ( . )) sont convexes et -U⊂ .( . ) implique que l’ensemble = ½ (U-u) ⊂ ( . ) .
Notons que est ouvert et 0 ϵ ,C’est-à-dire est un voisinage de l’origine,
Donc

il existe un > tel que :



( . ) ⊂ ( . )
Et en posons < ′ , nous avons :

( . ) ⊂ ( . )
Ce qui équivaut = à :

( . ) ⊂ .
Il ne reste à montre que

. ⊂ T ( ( . ))

Et le théorème est établi.

Fixons y . .

Il existe donc un ,

∥ ∥ ≤ ,

tel que

∥ − ∥ < .

Donc :

= − ( . / ) ⊂ . .

D’après le même argument, il existe  argument, il existe un ,



∥ ∥ ≤ ,

tel que : ∥ − ∥ = ∥ + − ∥<
Et

= + − ( . ) ⊂ ( . ) .

Nous continuons de cette façon et nous obtenons une suite { ; ℕ}
Telle que :

a) ∥ ∥ < − .

b) ∥ (∑ ) − ∥<
Posons = ∑ ; ℕ.

Puisque { ; ℕ} est une suite de Cauchy et X un espace de Banach, la suite { ; ℕ}
converge vers un élément x, ∥ ∥< ∑ = 1.

Puisque T est continu, nous obtenons de b) ci-haut que Tx = Y.



3-Théorème sur l’application ouverte (Banach) :

Soit A un opérateur linéaire continu appliquant d’une façon bijectif un espace normé et

complet X sur un espace normé et complet Y.

Alors l’opérateur A transforme tout ensemble ouvert G ⊂ X en un ensemble ouvert

(G) ⊂ Y.

Preuve :

Désignons par la boule { : ⃓ ⃓ < }.

Nous allons d’abord démontrer que la fermeture de l’ensemble A( ) dans Y.

Par l’hypothèse, on a :

Y = A(X) = A (⋃ ) = ⋃ ( ).
D’autre plus, Y =⋃ ( ) .

en vertu du théorème de Baire.

Il existe un numéro n=N tel que l’ensemble ( ) contienne une boule{ : ⃓ − ⃓ < }
Comme l’ensemble ( ) est évidemment équilibré, il contient également la boule{ : ⃓ + ⃓ < }
De plus, l’ensemble ( ) est convexe (puisqu’un opérateur linéaire transforme un

ensemble convexe en un ensemble convexe, et la fermeture d’un ensemble convexe est

convexe) et contient donc la boule = { : ⃓ ⃓ < }
Incluse dans l’enveloppe convexe de deux boules mentionnées.

Pour la raison d’homothétie, il est clair que, quel que soit > , on a l’inclusion



⊂ /
En particulier, on a / ⊂ ( ) ce qu’il nous fallait.

Montrons à présent que ( ) lui-même (et non seulement sa fermeture) contient la

boule

/( ) ⊂ /
Il est possible de choisir un point / ont  proche que l’on veut du point y.

Par exemple, on peut le faire de façon à avoir⃓ − ⃓ < /( )
Vu que /( ) ⊂ / ,

on peut trouver de même un point /
tel que ⃓ − − ⃓ < /( )
En continuant le procède on construit, pour tout n= 1, 2, … un point /
Tel que : ⃓ − − −⋯− ⃓ < /( )
Par construction, on a :

y = ∑
Or : =
Ou :

/



De sorte que ⃓ ⃓ < /
L’espace X étant complet, la série , , … converge ;

Soit

x = ∑ .

Comme l’opérateur A est continu,

Ax = A (∑ )= ∑ = ∑ = y

De plus :

⃓ ⃓ ≤ ⃓ ⃓ < =
Par conséquent, la boule /( ) est continue dans l’image de la boule , ce qu’on

affirmait.

Toujours pour la raison d’homothétie, on a⊂ /( )
Pour tout > .
En particulier, il résulte de ⃓ − ⃓ < , que :⃓ − ⃓ = ⃓ ( − )⃓ < /( ).
De sorte que l’image A(U) de la boule

U = { : ⃓ − ⃓ < }
Contient la boule : ⃓ − ⃓ < /( )
Il en découle que l’image de tout ensemble ouvert G ⊂ X  est un ensemble ouvert dans Y.





4-Conséquences des applications :

a) Si A est une application continue et isomorphe d’un espace normé et complet X

sur un espace normé et Y,

Alors

L’application inverse est elle aussi continue.

Preuve :

Dans ce cas, l’opérateur inverse est définit d’une façon univoque et est évidement

linéaire de même que A.

En vertu du théorème procède, l’image réciproque par l’opérateur de tout ensemble

ouvert G ⊂ X est l’ensemble ouvert AG ⊂ Y.

En particulier, l’image réciproque de la boule{ : ⃓ ⃓ < }
Contient une boule { : ⃓ ⃓ < }
Ce qui signifie la continuité de l’application .

b) Si un espace vectoriel L est complet par rapport à chacune des deux normes∥ ∥ et ∥ ∥ , alors l’existence d’une constante telle que :∥ ∥ ≥ ∥ ∥ pour tout xϵ L

Implique l’existence d’une constante telle que :∥ ∥ ≥ ∥ ∥ pour tout xϵ L

Preuve :

Considérons l’application identique A de l’espace normé X que l’on obtient en

munissant L de la norme ∥ ∥ sur l’espace normé Y que l’on obtient en munissant L

de la norme ∥ ∥ .



En raison de l’inégalité :∥ ∥ ≥ ∥ ∥ ,

cette application est continue.

Par hypothèse et selon l’application inverse est continue elle aussi.



5-applications :

a) Supposons qu’un espace complet X soit mis sous forme de somme directe de

deux sous-espaces fermés , de sorte que pour tout vecteur x ϵ X, on a

une représentation unique :

x = + , , .
L’opérateur qui à tout vecteur x fait correspondre sa composante

s’appelle projecteur (ou projection) sur le sous-espace ; d’une manière

analogue.

L’opérateur qui à tout vecteur x fait correspondre sa composante

s’appelle projecteur (ou projection) sur le sous-espace .
Ces opérateurs sont évidemment linéaire, mais il n’est point évident qu’ils soient

continus.

Nous verrons que les opérateurs et sont continus en supposant l’espace X

complet, les sous espaces et fermés, et on utilisant le théorème sur

l’application ouverte.

b) Soient X un espace complet, somme directe de deux sous espaces fermés et

, et et les projecteurs correspondants.

Soit un opérateur linéaire continu dans .

Définissons dans l’espace X :

L’opérateur A d’après la formule

Ax ≡ A ( + ) = +
L’opérateur A est évidemment linéaire.

L’opérateur A est continu dans l’espace X .

En effet :

Ax = +
= +

Et, les opérateurs étant bornés dans X nous avons :⃓ Ax⃓ ≤ ∥ ∥. ∥ ∥.⃓ x⃓+ ∥ ∥. ∥ ∥. ⃓ x⃓ = c ⃓ x⃓
Ce qu’il nous fallait.

c) Soient X et Y deux espaces de Banach et T ϵ (X, Y) une application bijective.

Alors on a :



T ϵ L(X, Y) ⟹ ϵ L(Y, X)

Ou bien :

T ∉ L(X, Y) ⟹ ∉ L(Y, X)

C’est-à-dire :

Les opérateurs T et sont en même temps continus ou discontinus.

Preuve :

Notons d’abord que existe et ϵ (Y, X) .

Supposons que T ϵ L(X, Y), T est ouvert et puisque T est aussi injectif,

Existe et est continu sur Y.

D’autre part, si ϵ L(Y, X)   on a le même raisonnement que T ϵ L(X, Y) .



Le graphe fermé :

1-Définition :

Soient X et Y deux espaces linéaires sur le même corps et Tϵ (X, Y) alors :

Le graphe de l’opérateur linéaire T est l’ensemble

G = {( , ) ∶ } ⊂ X × Y.

2-Principe du théorème du graphe fermé :

Le théorème du graphe fermé est une autre façon de vérifier si un opérateur linéaire

donné est continu.

Ce résultat caractérise les opérateurs linéaires bornés en termes de graphe.

3-Théorème du graphe fermé :

Soient X et Y deux espaces de Banach et  Tϵ (X, Y)

Alors :

T ϵ L(X, Y) si et seulement si T est un opérateur avec un graphe fermé.

Preuve :

Supposons que le graphe G de T est fermé;

Alors :

X, Y et G sont des espaces de Banach.

Les projections : : ⟶ et : ⟶
donné par :



(x, Tx) = x    et (Tx, x) = Tx

Sont des opérateurs linéaires et continus.

Puisque = et est injectif,

L’opérateur est continu sur X,

ce qui entraine que

T = ∘ est un opérateur linéaire continu. (Voir la figure)

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0 0,5 1 1,5 2 2,5



4- Les applications du graphe fermé :

 Le graphe G d’un opérateur linéaire est un sous espace linéaire normé de l’espace

X×Y.

De plus si T est un opérateur linéaire avec un graphe fermé, alors :

G peut être interprété comme un espace de Banach.

En particulier c’est le cas si T ϵ L(X, Y) .

 Si une suite , ,… d’opérateurs linéaires continus d’un espace de Banach X

dans un espace de Banach Y est tel que :

Pour tout x ϵ X, les vecteurs = ont une limite y ϵ Y,

Alors :

L’application A : { → → } est un opérateur linéaire continu de X

dans Y.

Preuve :

Soient et deux vecteurs quelconques de l’espace X, et des constantes

arbitraire.

En posant à la limite pour  x⟶ +∞ dans l’égalité( + ) = +
On obtient, ( + ) = +
de sorte que l’application A est linéaire.

La suite des vecteurs étant convergente donc bornée pour tout xϵ X, on voit d’après

les normes des opérateurs sont bornées ∥ ∥ ≤ c, par conséquent, nous avons :⃓ ⃓ ≤ ∥ ∥ ≤ c      pour tout x, ⃓x⃓ ≤ 1

Donc ⃓Ax⃓ = → ⃓ ⃓ ≤ c,
ainsi l’opérateur A est borné dans la boule unité donc continu, ce qu’il fallait démontrer.



Nous donnons maintenant un théorème équivalent du théorème de Banach qui est très

utile.

5-Le théorème du graphe fermé est l’équivalent du théorème de Banach :

Théorème du graphe fermé⟺ Théorème de Banach

(⇐ ) Évident.(⇒ ) Si T ϵ L (X, Y) est une bijection

Alors :

est un opérateur linéaire avec un graphe fermé

En effet :

Si
∥ ∥ ∥ ∥⎯

Et puisque T est continue, nous avons :( ) = et =
C’est-à-dire : =
Il y a des opérateurs linéaires avec un graphe fermé qui ne sont pas continus.



6-Variante de la preuve du graphe fermé :

Notons G le graphe et , les projections naturelles de X×Y  sur X  et  Y, en peut

alors voir u comme la composée :

X⟶ G⟶ Y

x⟶ ( , ( ))⟶ ( )
La deuxième application est la restriction de au graphe ; elle est continue.

D’autre part, est une bijection de G  sur X, continue.

Si G est fermé dans le Banach  X×Y, c’est lui-même un Banach.

D’après { le théorème de l’application ouverte, ou des isomorphismes de Banach},

l’application ( ) est continue de X sur G, et u= ( ) est continue.



Exemple (l’application ouverte) :

En plus de la norme initiale ⃓x⃓ ≡ ⃓ introduisons dans l’espace X la norme⃓ ⃓ = ⃓ ⃓ + ⃓ ⃓
Il est évident que ⃓ ⃓ vérifie les axiomes de la norme.

Nous avons aussi ⃓ ⃓ ≤ ⃓ ⃓ + ⃓ ⃓ = ⃓ ⃓ .
Montrons que l’espace X est complet par rapport à la norme ⃓ ⃓ .

Soit { ( )} une suite de Cauchy pour la norme ⃓ ⃓ ; il résulte de l’égalité :⃓ ( ) − ( )⃓ = ⃓ ( ) − ( ) ⃓ + ⃓ ( ) − ( ) ⃓
que les suites { ( ) }  et  { ( ) } sont de Cauchy pour la norme ⃓ ⃓ .
L’espace X étant complet, il existe les limites :

= → ( ) ,

= → ( )
Les  sous espaces étant fermés, on a et .Posons= + ,

nous avons : ⃓ − ( )⃓ = ⃓ − ( ) ⃓ + ⃓ − ( ) ⃓ ⟶
De sorte que x est la limite de la suite { ( )} pour la norme ⃓ ⃓ , ce qui démontre que

X est complet par rapport à la norme ⃓ ⃓ .

En appliquant (4-2) on voit que les normes ⃓ ⃓ et ⃓ ⃓ sont équivalente,

En particulier, ∃ c telle que l’inégalité :⃓ = ⃓ ⃓ + ⃓ ⃓ ≤ c ⃓ = c ⃓x⃓
A lieu pour tout x ϵ X. mais alors on a aussi :



⃓ = ⃓ ⃓ ≤ c ⃓x⃓⃓ = ⃓ ⃓ ≤ c ⃓x⃓
Ce qui démontre la continuité des opérateurs et .



Les contres exemples(l’application ouverte) :

* Soit y = ( ) une fonction définie sur un ensemble X à valeurs dans un ensemble

Y.

Tous les points y = ( ), ou x parcourt un sous-ensemble Q ⊂ X, forment l’image du

sous-ensemble Q qui se note ( ).

L’ensemble de tous les points x ϵ X pour lesquels y = ( ) appartient à un sous-

ensemble F ⊂ Y s’appelle image réciproque du sous-ensemble F et se note (F).

Si X et Y sont des espaces métriques et y = ( ) une fonction continue, alors l’image

réciproque (G) de tout sous-ensemble ouvert G ⊂ Y est un sous-ensemble ouvert

dans X.

Cependant l’image ( ) d’un ensemble ouvert G ⊂ X n’est pas forcément un ensemble

dans Y.

Par exemple :

Si x est la droite −∝< < +∝
Et :

y la droite−∝< < +∝,

La fonction y = ( ) étant constante, alors l’image de tout ensemble ouvert (et, en

générale, de tout ensemble G ⊂ X) se réduit à un seul point y qui ne constitue pas un

ensemble ouvert dans Y.

Si l’on renforçait l’hypothèse en exigeant que la fonction ( ) applique l’espace X sur Y

alors :

On considèrerait la fonction continue valant( − ) Pour ≥ ,( + ) Pour ≤ − ,

0                      pour ⃓ ⃓ < .



Cette fonction qui applique l’axe X tout entier sur l’axe Y transforme l’ensemble ouvert{ ⃓ ⃓ < } toujours en un seul point y=0.

Supposons que la fonction continue y = ( ) applique d’une façon bijective l’espace X

dans l’espace Y.

Choisissons pour X l’espace ( , ) des fonctions ( ) continument dérivables sur

l’intervalle [ , ] muni de sa métrique naturelle et pour Y le sous-ensemble de l’espace( , ) de toutes les fonctions continues sur [ , ]  (toujours avec sa métrique

naturelle) qui est fermé des fonctions continument dérivables ;

Formée ce sous-ensemble comme espace métrique.

Considérons l’application y = ( ) qui fait correspondre toute fonction= ( ) ( , ) à elle-même := ( ) ≡ ( ) ( , ).
Cette application est continue car

la convergence ⟶ ( ) dans ( , )
implique bien étendu,

La convergence ( ) = ( ) ⟶ ( ) ≡ ( ) dans ( , ).
L’application y = ( ) est évidemment bijective.

Néanmoins, l’image d’un ensemble ouvert dans X, par exemple de la boule unité ouverte

V dans ( , ), n’est pas ouverte dans Y, parce que toute voisinage d’un point( ) ( )
Définie par l’inéquation ⃓ ( ) − ( )⃓ <
contient des fonctions à dérivée indéfiniment grande.



**    Soient l’injection canonique de X = dans , et Y = ( ) muni de la norme

induite par .

Alors est continue bijective de X sur Y, mais n’est pas continue :

Il n’existe aucune constante  c telle que :

(∑ ⃓ ⃓ ) / ≤ ⃓ ⃓ Pour toute ( ) .

Ici X est complet mais non Y.



Exemple (graphe fermé) :

Soit X = Y , l’espace des polynômes sur C muni de la norme ∥ ∥ ⃓ ⃓ .

Evidemment X et Y ne sont pas des espaces de Banach.

Définissons ( ) par :(∑ ) = ∑
Supposons que { ; ℕ} converge en norme vers un .

Et { ; ℕ} converge en norme vers .

Alors =
D’autre part ; T n’est pas continu.

En effet ∥ ∥ = pour tout ℕ, mais ∥ ∥ = .



Conclusion :

La finalité de ce travail est l’étude des applications ouvertes et ses applications ainsi

que le théorème du graphe fermé.

Nous avons démontré le théorème des applications ouvertes qui montre que l’image

d’un ouvert est un ouvert, et son inverse est également un opérateur linéaire continu, et

on a démontré aussi le théorème du graphe fermé.

Ce résultat est une conséquence directe du théorème de Banach.
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