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Introduction

Les équations aux dérivées partielles (qu'on notera EDP) constituent la
généralisation naturelle des équations différentielles ordinaires. Elles
modélisent de trées nombreux phénomenes physiques, chimiques.

Nous considérons ici des EDP du second ordre quasi-lin€aire a n variables
indépendants. On constate qu’il est commode de classer les EDP du second
ordre en trois types hyperbolique, parabolique et elliptique.

Pour résoudre les EDP de type elliptique on a utilisé€ différentes méthodes.
- Théorie des fonctions harmoniques et théorie de la fonction potentiel.
- Solution élémentaire de laplacien (approche des distributions).

- On a étudié les problemes de Dirichlet et de Neumann.



I- Classification des équations de second ordre :

Définition : Les équations aux dérivées partielles quasi-linéaires de second
ordre a n variables indépendants, peut étre écrite sous la forme suivante :

n
Z Ajj Uypx; T F(xl, ey Xy Uy Uy ...,uxn) =0
ij=1
Ou A;; = Aj; et A;j est des fonctions de variables (x4, ..., X,) de classe C?
surun D c R™.
La fonction u(xy, ..., x;,) est continue dans un domaine D C IR, ainsi que ses
dérivées.

I.1- Cas de deux variables :

Soit dans le domaine D, 1’équation :
AUy + 2BUyy + Cuyy + F(x,y,u,uy,uy) = 0 (1)
qui est quasi-linéaire de second ordre a deux variables (x, y)
ou A, B, C est fonction de (x, y) de classe C?sur R?
avec I est une fonction linéaire par rapport a X, y, u, Uy, Uy.
dans la géometre analytique, I’équation d’une section canonique de la forme

suivante :
AX*+ 2BXY + CY?* =0
ou A, B, C sont des constantes.

Cette équation quadratique représente les formes suivant :
- Si A= B? — AC > 0 estun hyperbolique.
- Si A= B?—AC =0 estun parabolique.
- Si A= B?— AC < 0 estun elliptique.
La classification de I’équation (1) est basé sur la possibilité se réduire de cette
équation par une transformation coordonnés a une forme canonique.
Soit transformation suivant :
§=oxy) n=9xy) 2)

Admettons (2) est ré solvable aux alentours du point (x,y) € D, ce qui
signifie que :

& Y| Lo

nx ny
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Alors :
Uy = Ugly T UMy 5 Uy = Uy + Uy,
Uyy = ussz,% + Zugnfxnx + unznyzc + uffxx + UpNxx (3)
Uyy = Ugeéy + 2ugyéyNy + Uphly + Uy + Uplyy
Uyxy = ué'z's;x'szy + Ugy ('any + S;ynx) + Un2MxMy + uffxy + UnTxy
En remplagant les dérivées (3) dans (1) on obtient :

A*usz,g + 2B*u5n + C*u,m + F*(¢,n,u, u;,un) =0 4)

Avec :

A* = A& + 2B, ¢, + C&5

B* = Afynx + B(Exny + gynx) + ngny @)

C* = An; + 2Bn,n, + Cn3
On peut calcul :

Ay =B?—AC"=(B* - AC)(Cxny — §yNx)’

Donc, si A, B, C sont continus aux alentours du point (x, y), alors que la
transformation n’est pas dégénérée, donc les signes des discriminants A et A;
aux alentours correspondant aux points (x, y) et (§, 1) sont les mémes et par
conséquent le type d’équation est conserve.

Forme canonique :
On suppose que le coefficient A, B et C dans 1’équation (1) sont non nuls, et
on pose dans 1’équation (4) : A*=C*=0
Alors :
A* = A&Z + 2B&E, +CE5 =0
C* = An; + 2Bn,m, +Cn3 =0
( Les doux équations sont de méme type.)
c.a.d. que les fonctions &,7n soient des solution de

A <aw)2 25 (229 4 ¢ (60))2 =0 6
0x dxdy ay) 6)

En divisant sur wyz , on trouve:

2
w w
A<—"> +23<—">+c =0
Wy Wy

Ou sur la courbe w = cst  alors: dw = w,dx + w,dy =0

Donc :
dy wy

dx wy,
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En obtient :

dy 2 dy
4 (dx) 2B (dx) =0 7
Alors: siA#0
dy _ B+F=AC dy _ B-VEAC ®)
dx A ’ dx A

Suivant le signe de discriminant A on distingue :
1- Type hyperbolique :

A = B?— AC > 0. L’équation caractiristique sont des equation réelles et
les courbes et données par :
px,y)=c ; Py =c
Est posons les nouvelle variables indépendantes suivants :
E=oxy) 5 n=vxy)
Alors, on peut écrire les caractéristiques de 1’équation (1) sous la forme :
2B*ug, + F*(&,n,u,ug,up) = 0
Ou
Ugy + G(E,n,u, uf,un) =0 9
qui est la premicre forme canonique de 1’équation hyperbolique.
Si on pose :
a=§&+n 5 B=&—7
Alors, 1’équation (9) sous la deuxieme forme canonique de I’équation
hyperbolique s’€écrit :
Uga — Ugp + G(a, B, u, ug, ug) (10)
Exemple :
Uyy + (2 cOS X )Uyy, — (SinX) Uy, + (sinx)u, =0 ......... (*)
A=1; B=cosx ; C=sinx
A= (cosx)’+ (sinx)?=1 >0
Le type d’équation est hyperbolique.
La forme canonique :

d
d—i]:(cosx)?il = y+sinxtx=C

On pose :
§=y+sinx —x
n=y+sinx +x

Alors les dérivées :

U, = (cosx — Dug + (cosx + Du,

Uy = (cosx — 1)%uge + 2(cos?x — Dug, + (cos x + 1)’u,, —sinxu; —sinxu

Uy = Us + Uy ; Uyy = Uge + Zu(g77 + Uy,
9
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Uyy = (cosx — Dugs + 2 cosxug + (cosx + Duy,
En remplacant les dérivées dans (*) en obtient :
Ugp =0
2- Type elliptique :

A = B?— AC < 0, équation quadratique (7) admette sera famille des courbes
caractéristiques conjuguée
E=o(x,y) =alx,y)+if(x,y)
n=vxy) =alky) —iBxy)
qui sera complexe et conjuguée.
Alorson a:

Ugy + G(f,n,u, ug,un) =0 (11)
Ou éet 1 sont des variables complexes.

Si 1’on passe a de nouvelles variables
§+n

aey) =51 5 By =51

Alors :
1
ug,, = Zuaa + UBB

Et I’équation (11) s’€crit sous la forme

Uga + Ugp + G1(a, B, u,ug,ug) = 0 (12)
Qui est la forme canonique de 1’équation elliptique.
Exemple :
AUy + Uyy =0 (*)

A=4; B=0; C=1

A= -4 = A= (20)?
Le type d’équation est elliptique.
La forme canonique :

d—y:ii > c=2y—ix
dx 2
On pose : a=2y ; [=—x

Alors les dérivées :
Uyyx = Ugp ; Uyy = FlUgq
En remplacant les dérivées dans (*) en obtient :
dUpq +4ugg =0
3- Type parabolique :

A = B? — AC = 0, on a une courbe caractéristique ¢ (x,y) = C.

On pose : E=pxy) ; n=1vkxy)

10



ot ¢(x, y)les caractéristiques de 1’équation (1) et Y (x, y) une fonction
quelconque ne dépendant pas de @(x,y).

Si A*=B*=C*=0

A condition que les coefficients (A, B et C) ne s’annulent pas en méme temps,
sil’onpose A=B=0,alorsdeA=0 =B =0

Donconasoit A #0soitC #0

Si A > 0 aux alentours du point(x, y) alorsde A=0 = C =0et B = VAC
alors :

= (\/an)z + Zﬂnx\/fny + (\/Eny)z =0

= Mx_ 2VC Etona: A" = A7 + 2B,§, +CE5 =0

Ny ﬁ
On trouve :
&x -JC Nx &x
—_=— 5 == =
Sy VA My Sy

= S;ynx - gxny =0

Par conséquent &, 1 sont dépandentes, ce qui contreduit la condition de choix
de la £(x, y) et signifie, que C* # 0 aux alentours du point (x, y)

Donc: A*=B*"=0, C*#0
Et la transformation de (1) s’écrit :
Upy + G(E,m,u,ug,uy) = 0 (13)
Qui s’appelle la forme canonique de I’équation parabolique.
Exemple :
XUgx + 2XYUyy + YUy, + XYU, + YUy, =0 (*)
A=x?; B=xy; C=y?
A= (xy)* —x%y7=0

Le type d’équation est parabolique.

11



-La forme canonique :

d_y:X
X

=cC
dx

On pose :

— 1 +
U, = _x_2 & uy ;u; un
_ 2y y?
Uyy ;u§ + x—4u55
= Zuer 4+ 2, +
Uyy = Slee T L Uey T Uny

Upy = ZUge — Lugy — U
xy—x2 f'f x? 577 X E

En remplagant les dérivées dans (*) en obtient :
Upp + Uy =0

I.2- Cas de 3 variables :

Soit I’équation :

AjgUyy + Agalyy + AzslUyy + 2415Uyy + 2413Uy, + 24550, + F =0 (13)

Ou (Ai j) sont de fonction de (x, y)

au point fixé (x, y) soit la forme quadratique :

Ap ki + Apk3 + Assks + 24,5k ik, + 24,3k ks + 2A55kks =0 (14)

On peut réduire (14) a une somme de carrés d’apres théoréme de Lagrange :
Lk'7 4+ L,k'S + A5K3 (15)

- Si les coefficients A;, 4,et 1; ont méme signe alors le type est elliptique.

- Si ou moins un des coefficients A;, 4,et A; est nulle alors le type est
parabolique.

- Si les coefficients 4;, A,et 13 ne sont pas de méme signe alors le type est
hyperbolique.

12



On effectue sur les variables indépendantes les transformations linéaires non-
singulieres.

§(x,y,z) =Cjyx + Cry + Cp3z
n(x,y,z) = Cyx + Coy + Cx3z
{(x,y,2z) = C3;x + C35y + C332

Alors nous avons :

3 3
uxi = Z ChiUfh ’ uxl-uxj = Z ChiCkiUfhfk
h=1 h,k=1

ou Cj, est matrice.
En substituant dans (14) on obtient :
A" jjugs + A" Uy + A% 53uU0e + 247 ugy + 247 35U + 247 55U + G =0 (16)
Avec :
3
Apy = z A;jCriCri
ij=1
ou la matrice (Cyy,) est convenable et diagonalisable.
on aura en défini :
a;Use + a,Upy + a3Uze + G =0

Avec les coefficients «;, a,, a; égale (x1) ou nulle.

Exemples :

Ex.1) 3uy, + 4uyy, + Su,, + 4uyy, — 4y, + 2U, — U, + xye? =0
La forme quadratique :

Q(kq, ky, k3) = 3k? + 4k3 + 5k2 + 4k k, — 4k k4

= ~(3ky + 2k;)? — Tk} + 4k3 + 5k3 — 4kyky
1 3 /(8 2 7
= 2(3ky + 2k)? =2 (Shy — 2ks) +2k?

13



Alors :

1, 3,7,
Q(kl,kz,k3)'Z §T +§T +ET
Donc le type d’équation est elliptique.
EX.2) Uyy + 2Uyy + SUyy + 2Uyy, +4u,,, =0 (*)

La forme quadratique :
Q(kl, kz, k3) == k% + Zkg + 5k§ + 2k1k2 - 4‘k2k3
= (kg + k) + (ky — 2k3)* + k3

71 = kl + kz
On pose : { T, = ky, — 2k;
T3 =k3

Alors :
Q(kl; kZ) k3) = Tf + T% + Tf)%

Ot les coefficients de (t;) sont de méme signe donc 1’équation (*) est type
elliptique.

Réduction de a la forme canonique :

Ona:
kl = Tl - TZ + 2T3
{kz =T, — 2T3
k3 == T3
Alors :

1 0 O E=x
Mt<—1 1 0 ou n=-x+y
2 -2 1 (=2x—-2y+z

Les dérivées :

Uyy = Ugg + Upy + 4Ugr — 2Ugy — 4Upe + 44U ... (1)
Uyy = Upy — dUpe + 44Uz ... (D)

Uy, = Ugg ... ()

Ugy = —Upy + Upe — dUgr — 2Ugr + 44Uy ... (d)

14



Uy, = Upe — 2Ugg ... (e)
En remplagant (a), (b), (c), (e) et (d) dans I’équation (*) est obtient :
Ugg + Unn FUgg =0
I.3- Cas de n variables :

Soit la forme générale de I’équation quasi-linéaire est :
n
Z Aijuxixj + F = 0 (16)
ij=1

IciA ijs
Au point fixe (x;, ..., x,,) soit la forme quadratique :

n
z Agitit; (17)

i,j=1

F sont fonctions de x, ..., x,,.

On peut passer, a 1’aide de la transformation linéaire de (17), a la forme

canonique :
n

. 2.
2.

1

ou L’équation (16) sera alors :

de type hyperbolique au point (x;, ..., x,) si @; ne sont pas méme signe,

parabolique si au moins un des coefficients a; = 0

et elliptique si a; ont méme signe.

15



II- Equation de type elliptique :

Soit D © R3 un domaine borné délimité par une surface réguliére S (au moins
par morceaux) D = (D U S) le domaine fermé borné délimité par S.

On désigne par N la normale extérieure a S, et par A le laplacien

_ 0%u N d%u N d%u
~0x2  0y?  0z2
Pour u et v € C® (D) on a les formules de Green.

Au

La 1 formule :

ou
J vAudxdydz = —[  (grad u, grad v)dxdydz + [ ;v—dS

S ON
of
/ax
0
(gradf=| /oy | 5 N=((cosye: + (cosys)e, + (cosys)es)
of
/az
1- La 2°™ formule :

J,(vAu —uav)dxdydz = [ (va—N—u—)dS

Pour v = 1 on obtient

J A u dxdydz = fsa—NdS (%)

En dimension 2 on a des résultats

Ju
J,(vau —uav)dxdy = fC+(va - u—)ds

I1.1- Fonction harmonique :
v" Définition : une fonction harmonique dans D ¢ R™ est fonction u €
C?(D) vérifient Au = 0 dans D

16



v Exemples des fonctions harmoniques :

Soit D un domaine borné quelconque ne contenant pas 1’origine dans R™
alors :

u(x,y) = log+/x* + y* est harmonique dans D pour n = 2.

= est harmonique dans D pour n = 3.

1
Wy = s

Preuve :
o Pourn = 2
. : X =7rcosf
On passe en coordonnées polaires : .
y =rsinf
10 , ou 1 0%*u
Donnant Au = ;E(ra_r +?ﬁ pour u=logr ,r#+0, Au=0
o Pour n = 3 on vérifie que.

u(x,y,z) = % ou r=+/x*+y?+ 2% estharmonique dans D

X =rcosf
On pose : {y = rsin 6
zZ=2z

On montre que :
A 190 ( 6u>+ 162u+62u
Y=rarUar r200% 0z°

(au_auar_( 1)x_ x
dx  or ox r2)r r3
du y
Ona: {ay— =
ou _ z
\oz 13

(Ou
ox?

1

3
. 62 2
Par suite: { — = %(—1 + 3y—)
dy r

Tr
0*u 1 z?
ﬁ—r—s(—l”r—z)

17



Donc

1 3
Au = 2( 3+—r> 0
r

v" Propriétés des fonctions harmoniques :

1-  Soit u harmonique dans D si u|sp = 0 alorsu = 0 dans D .
Preuve :
on pose U =V
On obtient dans la 1* formule de Green |grad u|?> = 0
Donc u = cst et par conséquent u = 0

2-  Soit u et v harmoniques dans D
siu|yp = v|gp alorsu = v dans D.
Preuve :

Onpose: u—v=w

Wl|gp =0 alors w=20

Donc u=v

3-  Soit u harmonique dans D alors :
ou
¢ o0 37, ds =0
Preuve :

Dans (*) fAudxdydzzfaDZ—de et Au=0

alors : faDa dS =0

4-  Pour n=2 (dans le plan) une fonction harmonique est le partie réelle
(ou imaginaire) d’une fonction analytique. Ceci découle des conditions de
Cauchy —Riemann. Par conséquent u est de classeC(®).
5- Soit u harmonique dans D, soit B(X, p) c D la boule ouverte de centre
X et de rayon p.
Soit 6 = dB alors :

u(X) = ﬁ L,ux) ds
(A(o) : aire de o).

6- Pour D = R", si u est harmonique des D et u(x) ﬁ 0
Alors u = 0.
7-  Principe de maximum :

Soit u est un fonction harmonique sur D et continue sur D, alorsona:

18



V(x,y) € D: ming u < u(x,y) < maxgu
(S=FE(D))

I1.2- Solution élémentaire E de A :
E vérifie Au=9§

cad Vo €D,{(Au, @) =(5,¢9) = ¢(0)

Pour n=2: E, = ilog VX2 + y?

Pour n=3: E; = - L !

A \[x*+y*+z?
On vérifie directement i.e. AE; =8,

Pourn=2:

Si r =./x*+ y* # 0 alors logr € C%et donc les dérivées classiques et les
dérivées au sens des distributions coincident.

Soit V¢ € D(R?) et donc supp ¢ est borné, considérons By la boule fermé
derayon Rtellque : suppp € By, €>0 et D, ={(x,y):e<r <R}

Donc Alogr =0 dans D,.

par suite :
(A logx? +y?%,0) = (log x>+ y?,A @)
= fBRlogw/x2 + y2 A @ dxdy
= lim fD log/x? + y? A @ dxdy

-0 " De
Posons, dans la 2°™ formule de Green v = log/x2 +y2, D =D,
On obtient (A log\/m,q)) = 2mp(0)
Pour n= 3 : démonstration analogue

I1.3- Représentation intégrale et potentiels :

Soit B, 1a boule fermé, du rayon £ > 0 dans R3

soit u € C@® et Ej la solution élémentaire de A
1 1 1




Dgle domaine (D\B, ) , u et Ez € C® et en utilisant la 2°™ formule de
Green :

J o5, (E3b u — ul E3)dxdydz

0
= [ (Byme —

E3d5+f g, 2t 9B s
o a9 s B gy~ ugp)

(Se = F-(Be) )
d d
Sur D\B, AE3;=0 ; sur S, (v = "3

D’ou
OE;

fD\Bg E;Au dxdydz = fS(E3 oy U5)ds +1

Pour le calcul de

Ju 0E;
I = fse(Egﬁ —u—)ds

Sur §S,, (r=¢)

Et donc
_ 1 6E3_ ] 1 1

= TImeoN o amdt T ame
On sait que (dS, = r?dS; = £*dS; sur S, ) etdonc

I—f 1 Jdu 0 11 276
N 51( 41te ON N( 47”‘))(g 1

Posons X = €€ (iciX = (x,y,z) et £ =(&,6,,&3) ouX€ES, > €S,

Alors :
| —f 1 0 11 246
=/, 486N<5) U < ))e ;
1
= e (e)ds; + f o (S,
d d
On a (ﬁ__g )etdonc
1
Js e (—)gzdS1 fslu(?)s 2dS,
D’ou :

1
1=Efslu(65)d51 f 8 (Ef)dSl

20



On obtient finalement :

ou 0E;
S p\g, (Esbu — ul E3)dxdydz = — [ (E oy Ua)dS +1

Fisons € — 0 et tenons compte de A E3 = 0 on obtient :

1f ! A udxdyd
= [ Mt L ds+u(0)
= u
AT [+ + 2 oN " an “oN x* +y* + 72
c.ad
0) = f Addd+1flau 0 1yis
u wdxdydz +0) oy~ Y7

Fixons (xq, yg,Zp) des D et posons :

T=\/(x_x0)2+(y_yoz+(z_zo)2

La formule précédente s’écrit
10u

(D) ulxo,¥o,20) = = [ prAwdxdydz +-f 3%~ uzn (D)dS

De méme pour n= 2 on obtient :
1 1 1 10 0 1
(2) ulxg,yo) = —EfDlog;Au dxdy +§f5(log ;a—; —u—(log-))ds

I1.4- Représentation intégrale d’un fonction harmonique :
Soit u harmonique. Alors Au =0, etles (1) et (2) s’écrivent :

1 d

(1) ulxo,¥0,20) = f (;ﬁ - uﬁ —))dS
Et
) 10u
(2) ulxo,yo) = f (log -~ = u— (log —))dS
Considérons les intégrales suivants :
O] D . p(x,y,z) dxdydz
Jamx02+ v+ =207
. 1
(11) fS ‘Ll(x, yr Z) dS(x,y,Z)

J(x—xo)2+(y—y§+(z—zO)2

21



0 1
(111) fS N o(x,y,z) dS(x,y,z)
Jomx02+ -+ =207
p —_1A _10u _ 1
ourp=—8u » H=75%% > C4m

toutes ces intégrales se sont rencontrées dans (1).

(1)  est appelé potentiel de volume.
(11)  est appelé potentiel de simple couche.
(i11)) est appelé potentiel de double couche.

p,u et o sont appelées densités de ces potentiels.

I1.5 -Propriétés des potentiels :
1-  le potentiel de simple couche est harmonique dans tout domaine € tel
que & N S = @ lorsque par densité est intégrable sur S.

preuve: Posons
1
v(x,y,z) = [ 5T u(x,y,z) dxdydz
Ou vérifieque Av=20si (x,y,2z) €S

2-  méme chose pour le potentiel de double couche.
3-  Sip(&,&,, &) est bornée et mesurable dans D alors le potentiel de

volume est dansC (D (R3).

Preuve : si (§;,&,,&3) & D posons p(&;,&,,&) = 0 ( reste encore
borné.)

Soit D4 un domaine contenant D et ((x,y,z) € R3quelconque) le potentiel

1 1
o(x,y,2) = fD; p(&1,82,&3) d§1dé,dés = fD1 » p(&1,62,&3) d&1d&,dEs

On montre que ¢ € C©, et aussi que ¢ € CD,

4-  Si p est borné et mesurable dans D alors le potentiel de volume est
harmonique dans(R3\D).
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Théoreme : si p € C (D) alors le potentiel de volume ¢ € €@ (D) et
vérifie :

—Ap =4np (n=3)
-Ap =2np (n=2)
Corollaire :

La fonction

1 ) $2
uo(x,y,z) zgfpw d€1d€2d$3

vérifie I’équation : —Au=f si fe cYMD)

Conséquence : la solution générale de 1’équation de Poisson —A u = f avec

f € C(D) sécrit sous la forme u = ug + w ol w est harmonique.
I1.6- Problemes de Dirichlet et de Neumann : (internes)

1- Probleme de Dirichlet :
Trouver u € C@ (D) N C@(D) telle que :

{—Au =f dans D
uls = ¢(x)

Théoreme :
Le probleme de Dirichlet admet, au plus, une solution.
Preuve :

Supposons le contraire et soient U4 et U, deux solutions Alors

v ...  (FAu=0 dansD
u = uq — U, vérifie : uls = 0
Au=Au1—Au2=f—f=0

Us=wls—wls=9—9=0
Par conséquent u = 0

D’apres la propriété (7) des fonctions harmoniques.
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Probléme de Dirichlet homogéne: pour D = By boule ouverte de rayon R

centrée a ’origine dans R? :

1-

_Au=0 dansD
{ : - Cr ={(x,y): x*+y*=R?

u|cR = ¢(6)
On pose z = re®®

On décompose @(8) en série de Fourier

p(0) = Z(an cosné + b, sinnf)R"

n=0

Dans le disque/x? + y? < R ,et sa somme est harmonique et, pour v - R,

Ulp=p = @(0) = ay + Z(an cosnf + b,, sinnf)

n=1

2- la méthode de séparation de variables :

L’¢équation(1) —Au = 0 s’€crit en coordonnes polaires :
190 ( au) 1 0%u

= (V4=
ror\' ar +r2692

Au

On sépare les variables et ou cherche la solution sous la forme :

u(r,0) = R(r)¢(6),

On remplace apres dérivation, dans 1’équation (1).

On obtient :
d du
— | =
%dr):—gzl /‘l:CSt
/r ¢

D’ou ¢(0) = acosVA0 + bsinV10 deplus ¢(0 + 21m) = $(0)

DoncVi=n et ¢(8) =acosnd+bsinnd = ¢,(6)
R(r) doit vérifier
r—) = AR R+0
On cherche R(r) pour la forme R(r) = r¢
Onobtienta R(r) = a;r™ + Byr™"
On montre que f; = 0 etdonc R(r) = a;r™
D’ou
u,(r,0) = ar*(acosnb + b sinnd)
= r"(A,, cosnf + B, sinnfh)
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u(r,0) = Z r™ (4, cosnf + B, sinnf)
n=0
Est aussi la condition u(r,8) = @(6) donner

a
p(0) = 70 + Z(an cosné + b, sinnf)R™
n=1

On obtient que la solution formelle est

ao r’
u(r,8) = > + z R (a,, cosnb + b, sinnoh)
n=1

. __ Qg __an __ by
Ici AO—2 ,An—Rn ,Bn—Rn

Sous certaines conditions on montre que la solution formelle est la solution du
probleéme de Dirichlet.

3- Formule de Poisson :

On remplace dans (1) les coefficients de Fourier a,, b,, par leurs valeurs. On
obtient :

21 n
u(x,y) = %jo pw)[1+2 z%cosn(w—e)]dw
n=0

Posons ¢ = Re™™ alors :

Zrn ( 9)—R+Zzn—R z
4 o COS (W = N ef_Z
n=0 n=0

Et donc

1 21
wwy) = 5= [ o) ReDyaw
0

Alors :

1 2T RZ_,’,.Zd
uCey) =52 | o) v

On peut voir que :

1 2T RZ _ T.Z
Y) == d
o) 27‘[_]; »(w) R? + r? — 2Rrcos(w — 6) v
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Exemples :

—Au=0 dans D

1- Le probleme de Dirichlet : {u|CR — AcosB D = By
a=A4A

@(0) = Acosb :;{b =0
aO =0

Donc: u(r,0) = %A cos @

{Au =1 dans D = By
u,lcR =0

u(r,9) = i(r2 — R?)
2- Probleme de Neumann :
Trouver u € C@ (D) N C@(D) tell que :
—Au=f dansD
{ s =)
Théoremes :

Th.1- Deux solution du probleme de Neumann ne différent que par une
constante.

Th.2- Si u est une solution du probleme de Neumann alors :

o

$+ffmwm_o

SN
Preuve :
1-  Soit uq et u, deux solutions alors u = uq — u, alors :
Au=20
{Z—}; s=0

posons v = u dans La 1* formule de Green. On obtient :

=—),(graau xyz+u ==—) ,(grad u)“dxdydz
Jp(grad w)?dxdydz + | dS J ,(grad w)*dxdyd

Donc gradu=0 dou u=cst
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2-  Onprend v =1 dans La 2°™ formule de Green. On obtient :
du

fDAu dxdydz = fsﬁdS
1.e.
ou
—J f dxdydz = fsﬁds

Probléeme de Neumann homogene: pour le domaine D = By

—Au=0
{au — w(o
a—N|s—1/J( )

On décompose Y (0) en série de Fourier

a
Y(o) = 70 + Z(an cosné + 5, sinnf)
n=1

les coefficients de Fourier
21

a:
0 21 ),

1
Y(0)df = —— [ Y (0)ds

( D’apres le Th.2 de pb de Neumann)

Donc :
Y(o) = Z(an cosné + B, sinnf)
n=0
a ] s
Sur Cp Py _E|T=R ,d’ou:

n
ulx,y) =c+ z o (a, cosnb + B, sinnf)

n=0

la solution du probleme de Neumann dans D

la méthode de séparation de variables :

Considérons le probleme de Neumann, en coordonnes polaires (7, 8)

Par séparation des variables u(r, 8) = v(r)w(8), on obtient :
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— {r”v +1rv —Av=0
w +Aw =0

{W(@) =oacosnfd + fsinnf  af ER

v(r)=r"
Donc

u(r,0) =c+ z r*(a,cosnb + 5, sinnf)
n=0
Il faut donc maintenant traiter la condition aux limites, c’est a dire :
p(0) = z (a, cosnb + B, sinnd)nR™1
n=0

On décompose @(0) en série de Fourier

p(0) = Z(an cosné + b, sinnf)
n=0
donc :

.rTl
u(x,y) =c+ z 1 (a,, cosnb + b, sinnfh)
n=1
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Conclusion

Dans ce mémoire on a ¢tudié I’équation elliptique.

Pour résoudre ce type d’équation. On a utilisé la fonction harmonique et la
formule de green pour vérifier la solution élémentaire de laplacien.

On a utilisé la fonction potentiel, applique les propriétés de cette fonction et
étudié le probleme de Dirichlet et probleme de Neumann par différentes
méthodes

29



Bibliographie

[1] Claude Zuily, Eléments de distribution et d’équations aux dérivées
partielles, Dunod, 2002.

[2] Clude Bardos et Thiery Paul, Equations aux dérivées partielles, masson,
paris, 1983.

[3] Courant R. Hilbert R, methods of mathematical physics, John Wiley et
sons ,new York, 1989.

[4] Malik Hamode, Mathématique pour la physique, Ellipse, 2001

[6] P. Tauvel, analyse complexe pour la licence 3, Dunod, 2006.
[7] S.colombo, LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES EN
PHYSIQUE ET ON MECANIQUE DES MILIEUX, masson, paris, 1976.

30



	Introduction
	I- Classification des équations de second ordre :
	I.1-  Cas de deux variables :
	I.2-  Cas de 3 variables :
	I.3- Cas de n variables :

	II- Equation de type elliptique :
	Pour 𝑣≡1 on obtient ,∫-𝐷.∆ 𝑢 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧=,∫-𝑆.,𝜕𝑢-𝜕𝑁.𝑑𝑆            (∗)
	En dimension 2 on a des résultats  ,∫-𝐷.(𝑣∆ 𝑢−𝑢∆ 𝑣)𝑑𝑥𝑑𝑦=,∫-,𝐶-+..(𝑣,𝜕𝑢-𝜕𝑁.−𝑢,𝜕𝑣-𝜕𝑁.)𝑑𝑠
	II.1- Fonction harmonique :

	Preuve :
	Dans  (*)     ,∫-𝐷.∆ 𝑢 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧=,∫-𝜕𝐷.,𝜕𝑢-𝜕𝑁.𝑑𝑆    et    ∆𝑢=0 alors :   ,∫-𝜕𝐷.,𝜕𝑢-𝜕𝑁.𝑑𝑆=0
	II.2-  Solution  élémentaire E de ∆ :
	II.3- Représentation intégrale et potentiels :
	II.4-  Représentation intégrale d’un fonction harmonique :
	II.5 -Propriétés des potentiels :

	II.6- Problèmes de Dirichlet et de Neumann : (internes)
	1- Problème de Dirichlet :
	2- Problème de Neumann :


	Conclusion
	Bibliographie

