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Introduction 

Les équations aux dérivées partielles (qu'on notera EDP) constituent la 

généralisation naturelle des équations différentielles ordinaires. Elles 

modélisent de très nombreux phénomènes physiques, chimiques. 

Nous considérons ici des EDP du second ordre quasi-linéaire à n variables 

indépendants. On constate qu’il est commode de classer les EDP du second 

ordre en trois types hyperbolique, parabolique et elliptique. 

Pour résoudre les EDP de type elliptique on a utilisé différentes méthodes. 

- Théorie des fonctions harmoniques et théorie de la fonction potentiel. 

- Solution élémentaire de laplacien (approche des distributions). 

- On a étudié les problèmes de Dirichlet et de Neumann. 
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I- Classification des équations de second ordre : 

 

Définition :    Les équations aux dérivées partielles quasi-linéaires de second 

ordre a n variables indépendants, peut être écrite sous la forme suivante :  ∑ �௜௝ܣ
௜,௝=ଵ ௫೔௫ೕݑ + ,ଵݔ)ܨ … , ,�ݔ ,ݑ ௫భݑ , … , (�௫ݑ = Ͳ 

Ou  ܣ௜௝ = ,ଵݔ) ௜௝ est des fonctions de variablesܣ  ௝௜ etܣ … ,  ሻ de classe C²�ݔ

sur un ܦ ⊂ ℝ�. 

La fonction  ݑሺݔଵ, … , ܦ ሻ est continue dans un domaine�ݔ ⊂ ℝ, ainsi que ses 

dérivées. 

I.1-  Cas de deux variables : 

Soit dans le domaine D, l’équation :       ݑܣ௫௫ + ௫௬ݑܤʹ + ௬௬ݑܥ + ,ݔ)ܨ ,ݕ ,ݑ ,௫ݑ (௬ݑ = Ͳ           ሺͳሻ      
qui est quasi-linéaire de second ordre a deux variables (x, y)  

ou A, B, C est fonction de (x, y) de classe ܥଶݎݑݏ ℝ² 
avec F est une fonction linéaire par rapport à x, y, u, ux, uy.  

dans la géomètre analytique, l’équation d’une section canonique de la forme 

suivante :   ²ܺܣ + ܻܺܤʹ + ²ܻܥ = Ͳ  
ou A, B, C sont des constantes. 

Cette équation quadratique représente les formes suivant : 

- Si  ∆= ଶܤ − < ܥܣ Ͳ   est un hyperbolique. 

- Si  ∆= ଶܤ − ܥܣ = Ͳ    est un parabolique. 

- Si  ∆= −²ܤ > ܥܣ Ͳ    est un elliptique. 

La classification de l’équation (1) est basé sur la possibilité se réduire de cette  

équation par une transformation coordonnés à une forme canonique. 

 Soit transformation suivant : 

                           � = �ሺݔ, ߟ                ሻݕ = ߰ሺݔ,  ሻ                   (2)ݕ

Admettons (2) est ré solvable aux alentours du point ሺݔ, ሻݕ א  ce qui ,ܦ

signifie que :             |�ݔ ݔߟݕ� |ݕߟ  ≠ Ͳ 
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Alors : 

௫ݑ              = ௫��ݑ + ;          ௫ߟ�ݑ ௬ݑ = η�௬ݑ +  ௬ߟఎݑ

௫௫ݑ        = ௫ଶ�²�ݑ + ௫ߟఎ�௫�ݑʹ + ௫ଶߟఎ²ݑ + ௫௫��ݑ +  ௫௫                  (3)ߟఎݑ

௬௬ݑ        = ௬ଶ�²�ݑ + ௬ߟఎ�௬�ݑʹ + ௬ଶߟఎ²ݑ + ௬௬��ݑ +     ௬௬ߟఎݑ
௫௬ݑ        = ௫�௬�²�ݑ + ௬ߟఎሺ�௫�ݑ + �௬ߟ௫ሻ + ௬ߟ௫ߟఎ²ݑ + ௫௬��ݑ +   ௫௬ߟఎݑ
En remplaçant les dérivées (3) dans (1) on obtient : 

            

��ݑ∗ܣ         + ఎ�ݑ∗ܤʹ + ఎఎݑ∗ܥ + ,�ሺ∗ܨ ,ߟ ,ݑ �ݑ , ఎሻݑ = Ͳ              (4) 

Avec : 

∗ܣ                 = ௫ଶ�ܣ + ௫�௬�ܤʹ +  ௬ଶ�ܥ

∗ܤ                 = ௫ߟ௬�ܣ + ௬ߟሺ�௫ܤ + �௬ߟ௫ሻ +  ௬                       (5)ߟ௫�ܥ

∗ܥ                 = ௫ଶߟܣ + ௬ߟ௫ߟܤʹ + ௬ଶߟܥ                 
On peut calcul :        

Δଵ = −²∗ܤ ∗ܥ∗ܣ = ሺܤଶ − ௬ߟሻሺ�௫ܥܣ − �௬ߟ௫ሻ² 
Donc, si A, B, C sont continus aux alentours du point (x, y), alors que la 

transformation  n’est pas dégénérée, donc les signes des discriminants Δ et Δଵ 
aux alentours correspondant aux points (x, y) et ሺξ,ηሻ sont les mêmes et par 

conséquent le type d’équation est conservé. 
 

  Forme canonique : 

On suppose que le coefficient A, B et C dans l’équation (1) sont non nuls, et 

on pose dans l’équation (4) :        A* = C* = 0 

Alors :  ܣ∗ = ௫ଶ�ܣ + ௫�௬�ܤʹ + ௬ଶ�ܥ = Ͳ ܥ∗ = ௫ଶߟܣ + ௬ߟ௫ߟܤʹ + ௬ଶߟܥ = Ͳ 

  ( Les doux équations sont de même type  .)  

c.à.d. que les fonctions �, ܣ                         soient des solution de  ߟ ଶ(ݔ߲߲߱) + ቆܤʹ ߲ଶ߲߱ݕ߲ݔቇ + ܥ ଶ(ݕ߲߲߱) = Ͳ               ሺ͸ሻ 
En divisant sur  ߱௬² , on trouve:                ܣቆ߱௫߱௬ቇଶ + ܤʹ ቆ߱௫߱௬ቇ + ܥ = Ͳ 

Ou sur la courbe ߱ = ߱݀  :alors   ݐݏܿ = ߱௫݀ݔ + ߱௬݀ݕ = Ͳ 

 Donc :     −݀ݔ݀ݕ = ߱௫߱௬ 



9 

 

En obtient :           ܣ ଶ(ݔ݀ݕ݀) − ܤʹ (ݔ݀ݕ݀) + ܥ = Ͳ                                      ሺ͹ሻ 
Alors :   si ܣ ≠ Ͳ 

        
�௬�௫ = ஻+√஻²−஺஼஺        ;       

�௬�௫ = ஻−√஻²−஺஼஺                                 (8) 

Suivant le signe de discriminant Δ on distingue : 

1- Type hyperbolique :  

     Δ = −²ܤ < ܥܣ Ͳ. L’équation caractiristique sont des equation réelles et 
les courbes et données par :                       �ሺݔ, ሻݕ = ܿ       ;        ߰ሺݔ, ሻݕ = ܿ 
Est posons les nouvelle variables indépendantes suivants :                       � = �ሺݔ, ;       ሻݕ ߟ      =  ߰ሺݔ,  ሻݕ
Alors, on peut écrire les caractéristiques de l’équation (1) sous la forme :        

ఎ�ݑ∗ܤʹ                   + ,�)∗ܨ ,ߟ ,ݑ �ݑ , (ఎݑ = Ͳ      

        Ou                      ݑ�ఎ + ,�)ܩ ,ߟ ,ݑ �ݑ , (ఎݑ = Ͳ                                       ሺͻሻ 
qui est la première forme canonique de l’équation hyperbolique. 
Si on pose :     

ߙ                           = � + ;    ߟ ߚ    = � −                ߟ

Alors, l’équation (9) sous la deuxième forme canonique de l’équation 
hyperbolique s’écrit : 
ఈఈݑ                     − ఉఉݑ + ,ߙ)ܩ ,ߚ ,ݑ ఈݑ ,  ఉ)                                (10)ݑ

Exemple :  

௫௫ݑ    + ሺʹ cos ௫௬ݑሻ ݔ − ሺs�n ௬௬ݑሻ²ݔ + ሺs�n ௬ݑሻݔ = Ͳ ………(*) 
ܣ          = ͳ  ; ܤ   = cos ݔ   ; ܥ   = s�n²  ݔ

          ∆= ሺcos +ሻ²ݔ ሺs�n ሻଶݔ = ͳ > Ͳ  

Le type d’équation est hyperbolique. 

La forme canonique : ݀ݔ݀ݕ = ሺcos ሻ²±ݔ ͳ    ⇒ ݕ     + s�n ݔ ± ݔ =    ܥ
On pose : 

                � = ݕ + s�n ݔ −  ݔ

ߟ                 = ݕ + s�n ݔ +  ݔ

Alors les dérivées :  

௫ݑ  = ሺcos ݔ − ͳሻݑ� + ሺcos ݔ + ͳሻݑఎ    
௫௫ݑ  = ሺܿݏ݋ ݔ − ͳሻ²ݑ�� + ʹሺܿ²ݏ݋ ݔ − ͳሻݑ�ఎ + ሺܿݏ݋ ݔ + ͳሻ²ݑఎఎ − ݊�ݏ ݔ �ݑ − ݊�ݏ ݔ ௬ݑ                     ఎݑ = �ݑ + ௬௬ݑ       ;        ఎݑ = ��ݑ + ఎ�ݑʹ + uηη                               
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௫௬ݑ   = ሺcos ݔ − ͳሻݑ�� + ʹ cos ݔ ఎ�ݑ + ሺcos ݔ + ͳሻuηη 

En remplaçant les dérivées dans (*) en obtient :        ݑ�ఎ = Ͳ 

2- Type elliptique : 

Δ = −²ܤ ܥܣ < Ͳ , équation quadratique (7) admette sera famille des courbes 

caractéristiques conjuguée 

ξ = φሺݔ, ሻݕ = ,ݔሺߙ ሻݕ + ,ݔሺߚ� ߟ ሻݕ = ߰ሺݔ, ሻݕ = ,ݔሺߙ ሻݕ − ,ݔሺߚ�       ሻݕ
qui sera complexe et conjuguée. 

Alors on a :  

ఎ�ݑ                          + ,�)ܩ ,ߟ ,ݑ �ݑ , (ఎݑ = Ͳ                           (11) 

        Où �et ߟ sont des variables complexes.  

Si l’on passe à de nouvelles variables 

,ݔሺߙ                        ሻݕ = �+ఎଶ      ; ,ݔሺߚ      ሻݕ = �−ఎଶ௜       

        Alors : 

ఎ�ݑ                                 = ଵସݑఈఈ +         ఉఉݑ

Et l’équation (11) s’écrit sous la forme 

ఈఈݑ                      + ఉఉݑ + ,ߙ)ͳܩ ,ߚ ,ݑ ఈݑ , (ఉݑ = Ͳ                         (12) 

Qui est la forme canonique de l’équation elliptique. 
Exemple : 

                         Ͷݑ௫௫ + ௬௬ݑ = Ͳ                  (*) 

ܣ     = Ͷ  ; ܤ   = Ͳ  ; ܥ   = ͳ  

     ∆= −Ͷ     ⇒   ∆= ሺʹ�ሻ²    
Le type d’équation est elliptique. 

La forme canonique : 

   
�௬�௫ = ± ௜ଶ              ⇒     ܿ = ݕʹ −  ݔ�

   On pose :               ߙ = ;        ݕʹ ߚ      =  ݔ−

Alors les dérivées : 

௫௫ݑ                  = ௬௬ݑ           ;       ఉఉݑ = Ͷݑఈఈ 

En remplaçant les dérivées dans (*) en obtient :    Ͷݑఈఈ + Ͷݑఉఉ = Ͳ  
3- Type parabolique : 

Δ = ଶܤ − ܥܣ = Ͳ, on a une courbe caractéristique �ሺݔ, ሻݕ =  .ܥ

On pose :               � = �ሺݔ, ;       ሻݕ ߟ      =  ߰ሺݔ,  ሻݕ
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où �ሺݔ, ,ݔሻles caractéristiques de l’équation (1) et ߰ሺݕ  ሻ une fonctionݕ

quelconque ne dépendant pas de �ሺݔ,  .ሻݕ
Si  A* =B* = C* = 0   

A condition que les coefficients (A, B et C) ne s’annulent pas en même temps, 

si l’on pose A = B = 0, alors de Δ = Ͳ ⇒ ܤ = Ͳ 

Donc on a soit ܣ ≠ Ͳ soit ܥ ≠ Ͳ 

Si ܣ > Ͳ aux alentours du point(x, y) alors de Δ = Ͳ ⇒ ܥ = Ͳ et ܤ =  ܥܣ√

alors : 

∗ܥ       = ଶ(௫ߟܣ√) + ௬ߟܥ√௫ߟܣ√ʹ + ሺ√ߟܥ௬ሻ² = Ͳ   

           ⇒ ఎೣఎ೤ = −√஼√஺       Et on a :  ܣ∗ = ௫ଶ�ܣ + ௫�௬�ܤʹ + ௬ଶ�ܥ = Ͳ 

     On trouve :  

                   
�ೣ�೤ = −√஼√஺   ⇒  ఎೣఎ೤ = �ೣ�೤      

                                    ⇒ �௬ߟ௫ − �௫ߟ௬ = Ͳ           

Par conséquent �,  sont dépandentes, ce qui contreduit la condition de choix ߟ

de la �ሺݔ, ∗ܥ ሻ et signifie, queݕ ≠ Ͳ aux alentours du point (x, y) 

Donc :  ܣ∗ = ∗ܤ = Ͳ  ,   ܥ∗ ≠ Ͳ 

Et la transformation de (1) s’écrit :  

ఎఎݑ                    + ,�)ܩ ,ߟ ,ݑ �ݑ , (ఎݑ = Ͳ                                           (13) 

Qui s’appelle la forme canonique de l’équation parabolique. 

Exemple :  

௫௫ݑ²ݔ     + ௫௬ݑݕݔʹ + ௬௬ݑ²ݕ + ௫ݑݕݔ + ௬ݑ²ݕ = Ͳ           (*) ܣ = ;  ²ݔ ܤ   = ;  ݕݔ ܥ   =    ²ݕ
      Δ = ሺݕݔሻଶ − ²ݕ²ݔ = Ͳ  

Le type d’équation est parabolique. 
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-La forme canonique : 

           
�௬�௫ = ௬௫  = ܿ 

On pose :   

               � = ௬௫      ; ߟ    =         ݕ

 Alors les dérivées :  

௫ݑ    = − ௬௫²ݑ� ௬ݑ     ;     = ଵ௫ �ݑ +  ఎݑ

௫௫ݑ    = ଶ௬௫² �ݑ + ௬²௫ర ��ݑ        

௬௬ݑ    = ଵ௫²ݑ�� + ଶ௫ ఎ�ݑ + uηη       

௫௬ݑ    = −௬௫² ��ݑ − ௬௫²ݑ�ఎ − ଵ௫ �ݑ  

En remplaçant les dérivées dans (*) en obtient :    ݑఎఎ + ఎݑ = Ͳ 

I.2-  Cas de 3 variables : 

Soit l’équation : ܣଵଵݑ௫௫ + ௬௬ݑଶଶܣ + ௭௭ݑଷଷܣ + ௫௬ݑଵଶܣʹ + ௫௭ݑଵଷܣʹ + ௬௭ݑଶଷܣʹ + ܨ = Ͳ      (13) 

Où (Α௜௝) sont de fonction de (x, y) 

au point fixé (x, y) soit la forme quadratique : 

11݇12ܣ  + 22݇22ܣ + 33݇32ܣ + 12݇1݇2ܣ2 + 13݇1݇3ܣ2 + 23݇2݇3ܣ2 = 0        (14)     

 On peut réduire (14) à une somme de carrés d’après théorème de Lagrange :    

1݇′12ߣ                 + 2݇′22ߣ + 2 ′3ߢ3ߣ                                                              (15) 

 - Si les coefficients 1ߣ,  .ont même signe alors le type est elliptique  3ߣ ݐ2݁ߣ

 - Si ou moins un des coefficients 1ߣ,  est nulle alors le type est  3ߣ ݐ2݁ߣ

parabolique. 

 - Si les coefficients 1ߣ,   ne sont pas de même signe alors le type est 3ߣ ݐ2݁ߣ

hyperbolique. 
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On effectue sur les variables indépendantes les transformations linéaires non-

singulières.  

         �ሺݔ, ,ݕ ሻݖ = ݔ11ܥ + ݕ12ܥ +  ݖ13ܥ

,ݔሺߟ          ,ݕ ሻݖ = ݔ21ܥ + ݕ22ܥ +   ݖ23ܥ
,ݔሺߞ          ,ݕ ሻݖ = ݔ31ܥ + ݕ32ܥ +   ݖ33ܥ
Alors nous avons : 

௫೔ݑ ℎ௜��ℎ3ܥ∑ =

ℎ=1              ; ௫ೕݑ௫೔ݑ         = ∑ ௞௜��ℎ�ೖ3ܥℎ௜ܥ

ℎ,௞=1  

ou Chj est matrice. 

En substituant dans (14) on obtient : ݑ11∗ܣ�� + ఎఎݑ22∗ܣ + ఍఍ݑ33∗ܣ + ఎ�ݑ12∗ܣ2 + ఍�ݑ13∗ܣ2 + ఎ఍ݑ23∗ܣ2 + ܩ = 0    (16) 

 Avec :    

∗ℎ௞ܣ = ∑ ௞௜ଷܥ௞௜ܥ௜௝ܣ
௜,௝=ଵ  

 ou la matrice ሺܥℎ௞ሻ est convenable et diagonalisable. 

on aura en défini : 

���1ߙ                             + ఎఎ�2ߙ + ఍఍�3ߙ + ܩ = 0 

Avec les coefficients  1ߙ, ,2ߙ  .égale  (±1) ou nulle 3ߙ

Exemples :  

 Ex.1)   ͵ݑ௫௫ + Ͷݑ௬௬ + ͷݑ௭௭ + Ͷݑ௫௬ − Ͷݑ௫௭ + ௫ݑʹ − ௬ݑ + ௭݁ݕݔ = Ͳ           

La forme quadratique : 

 ܳሺ݇ଵ, ݇ଶ, ݇ଷሻ = ͵݇ଵଶ + Ͷ݇ଶଶ + ͷ݇ଷଶ + Ͷ݇ଵ݇ଶ − Ͷ݇ଵ݇ଷ 
                        =  ଵଷ ሺ͵݇ଵ + ʹ݇ଶሻଶ − ସଷ ݇ଵଶ + Ͷ݇ଶଶ + ͷ݇ଷଶ − Ͷ݇ଵ݇ଷ  
                        = ଵଷ ሺ͵݇ଵ + ʹ݇ଶሻଶ − ଷ଼ ቀଷ଼݇ଶ − ʹ݇ଷቁଶ + ଻ଶ ݇ଷଶ  
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Alors :       ܳሺ݇ଵ, ݇ଶ, ݇ଷሻ ≃  ͳ͵ �ଶ + ͵ͅ �ଶ + ͹ʹ �ଶ 
Donc le type d’équation est elliptique. 

Ex.2) ݑ௫௫ + ௬௬ݑʹ + ͷݑ௭௭ + ௫௬ݑʹ + Ͷݑ௬௭ = Ͳ                   (*) 

La forme quadratique : 

  ܳሺ݇ଵ, ݇ଶ, ݇ଷሻ = ݇ଵଶ + ʹ݇ଶଶ + ͷ݇ଷଶ + ʹ݇ଵ݇ଶ − Ͷ݇ଶ݇ଷ 
                        = ሺ݇ଵ + ݇ଶሻଶ + ሺ݇ଶ − ʹ݇ଷሻଶ + ݇ଷଶ  
On pose :  { �ଵ = ݇ଵ + ݇ଶ �ଶ = ݇ଶ − ʹ݇ଷ �ଷ = ݇ଷ             
Alors :  ܳሺ݇ଵ, ݇ଶ, ݇ଷሻ =  �ଵଶ + �ଶଶ + �ଷଶ 
Où les coefficients de (τi) sont de même signe donc l’équation (*) est type 
elliptique. 

Réduction de à la forme canonique : 

 On a :        {݇ଵ = �ଵ − �ଶ + ʹ�ଷ݇ଶ = �ଶ − ʹ�ଷ         ݇ଷ = �ଷ                       
Alors :  

௧ܯ                ( ͳ Ͳ Ͳ−ͳ ͳ Ͳʹ −ʹ ͳ)       ou           {� = ߟ                    ݔ = ݔ− + ߞ         ݕ = ݔʹ − ݕʹ +  ݖ
Les dérivées :  

௫௫ݑ   = ��ݑ + ఎఎݑ + Ͷݑ఍఍ − ఎ�ݑʹ − Ͷݑఎ఍ + Ͷݑ�఍      …. (a) 

௬௬ݑ   = ఎఎݑ − Ͷݑఎ఍ + Ͷݑ఍఍      …. (b) 

௭௭ݑ   =  ఍఍       …. (c)ݑ

௫௬ݑ   = ఎఎݑ− + �ఎݑ − Ͷݑ఍఍ − ఍�ݑʹ + Ͷݑ఍ఎ     …. (d) 
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௬௭ݑ   = ఎ఍ݑ −  ఍఍         …. (e)ݑʹ

En remplaçant (a), (b), (c), (e) et (d) dans l’équation (*) est obtient : 

��ݑ        + ηηݑ + ఍఍ݑ = Ͳ 

I.3- Cas de n variables : 

Soit la forme générale de l’équation quasi-linéaire est : 

∑ �௫೔௫ೕݑ௜௝ܣ
௜,௝=1 + ܨ = 0                                          (16ሻ 

Ici ܣ௜௝, F sont fonctions de x1, …, xn.  

Au point fixe (x1, …, xn) soit la forme quadratique : 

∑ �௝ݐ௜ݐ௜௝ܣ
௜,௝=ଵ                                                                 ሺͳ͹ሻ 

On peut passer, à l’aide de la transformation linéaire de (17), à la forme 

canonique :       ∑ߙ௝�ଶ௝�
ଵ  

où  L’équation (16) sera alors : 

de type hyperbolique au point (x1, …, xn) si ߙ௝ ne sont pas même signe,    

parabolique si au moins un des coefficients ߙ௝ = Ͳ 

et elliptique si  ߙ௝ ont même signe.  
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II- Equation de type elliptique :     
 

Soit ࡰ ⊂ ℝ૜ un domaine borné délimité par une surface régulière S (au moins 

par morceaux) ̅ࡰ = ሺࡰ ׫  .ሻ  le domaine fermé borné délimité par Sࡿ

On désigne par N la normale extérieure à S, et par ∆ le laplacien 

ݑ∆ = ߲ଶݔ߲ݑଶ + ߲ଶݕ߲ݑଶ + ߲ଶݖ߲ݑଶ  

Pour ݒ ݐ݁ ݑ א  .ሻ on a les formules de Greenࡰሺଶሻሺ̅ܥ

 La 1
er
 formule : ׬஽ݖ݀ݕ݀ݔ݀ ݑ ∆ݒ = ,ݑ ݀ܽݎ஽ሺ݃׬− ݖ݀ݕ݀ݔሻ݀ݒ ݀ܽݎ݃ + ݒௌ׬ ߲ܰݑ߲ ݀ܵ 

݂ ݀ܽݎ݃ )     =
( 
   
߲݂ ݂߲⁄ݔ߲ ݂߲⁄ݕ߲ ⁄ݖ߲ ) 

         ;        ܰ = ሺሺcos ଵሻ݁ଵߛ + ሺcos ଶሻ݁ଶߛ +ሺcos  (ଷሻ݁ଷߛ
1- La 2

éme
 formule : ׬஽ሺݑ ∆ݒ − ݖ݀ݕ݀ݔሻ݀ݒ ∆ݑ = ݒௌሺ׬ ߲ܰݑ߲ − ݑ  ሻ߲݀ܵܰݒ߲

Pour ݒ ≡ ͳ on obtient ׬஽∆ ݖ݀ݕ݀ݔ݀ ݑ = ௌ׬  ሺ∗ሻ            ߲ܵ݀ܰݑ߲
En dimension 2 on a des résultats  ׬஽ሺݑ ∆ݒ − ݕ݀ݔሻ݀ݒ ∆ݑ = ݒ஼+ሺ׬ ߲ܰݑ߲ − ݑ  ݏሻ߲݀ܰݒ߲
II.1- Fonction harmonique :  

 Définition : une fonction harmonique dans ܦ ⊂ ℝ�  est fonction  ݑ ݑ∆ ሻ vérifientܦ²ሺܥא = Ͳ ݀ܽ݊ܦ ݏ 
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 Exemples des fonctions harmoniques : 

Soit D un domaine borné quelconque ne contenant pas l’origine dans ℝ� 

alors : ݑሺݔ, ሻݕ = log√²ݔ + ݊ est harmonique dans D pour  ²ݕ = ,ݔሺݑ .ʹ ,ݕ ሻݖ = ଵ√௫²+௬²+௭²  est harmonique dans D pour ݊ = ͵. 

Preuve : 

 Pour ݊ = ʹ  

On passe en coordonnées polaires :         {ݔ = ݎ cos ݕߠ = ݎ s�n ߠ  

Donnant    ∆ݑ = ଵ� ��� ሺݎ �௨��ሻ + ଵ�² �²௨�ఏ²     pour      ݑ = log ,    ݎ ݎ ≠ Ͳ   ,   ∆ݑ = Ͳ 

 Pour  ݊ = ͵   on vérifie que. 

,ݔሺݑ  ,ݕ ሻݖ = ଵ�    ou   ݎ = ²ݔ√ + ²ݕ +   est harmonique dans D    ²ݖ

On pose : {ݔ = ݎ cos ݕߠ = ݎ s�n ݖߠ =              ݖ
 On montre que :     ∆ݑ = ͳݎ ݎ߲߲ ݎ) (ݎ߲ݑ߲ + ͳ²ݎ ²ߠ߲ݑ²߲ +  ²ݖ߲ݑ²߲
On a :      {  

  �௨�௫ = �௨�� ���௫ = ቀ− ଵ�మቁ ௫� = − ௫�య�௨�௬ = − ௬�య                                    �௨�௭ = − ௭�య                                        
Par suite: {  

  �²௨�௫² = ଵ�య ቀ−ͳ + ͵ ௫²�మቁ                                    �²௨�௬² = ଵ�య ቀ−ͳ + ͵ ௬²�మቁ                                    �²௨�௭² = ଵ�య ቀ−ͳ + ͵ ௭²�మቁ                                     
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Donc  ∆ݑ = ͳݎଶ (−͵ + ଶݎ͵ (ଶݎ = Ͳ 

 Propriétés des fonctions harmoniques : 

1- Soit u harmonique dans D si ݑ|�஽ = Ͳ  alors ࢛ ≡ ૙ dans  ̅ࡰ . 

Preuve : 

            on pose  ࢛ = ࢜     

On obtient dans la 1
er
 formule de Green  |݃ݑ ݀ܽݎ|ଶ = Ͳ 

Donc ࢛ = ࢛  et par conséquent    ݐݏܿ = ૙     

2- Soit u et v harmoniques dans D  

si ݑ|�஽ = ࢛ ஽  alors�|ݒ = ࢜  dans ̅ࡰ.  

 Preuve :    

   On pose :   ࢛ − ࢜ = ࢝    

஽�|ݓ    = Ͳ     alors    ࢝ = ૙  

    Donc  ࢛ = ࢜     

3- Soit u harmonique dans D  alors : ∮�஽ ߲݊ݑ߲ ݏ݀  = Ͳ 

Preuve : 

Dans  (*)     ׬஽∆ ݖ݀ݕ݀ݔ݀ ݑ = ஽�׬ �௨�� ݀ܵ    et    ∆ݑ = Ͳ 

alors :   ׬�஽ �௨�� ݀ܵ = Ͳ          
4- Pour  n=2 (dans le plan) une fonction harmonique est le partie réelle 

(ou imaginaire) d’une fonction analytique. Ceci découle des conditions de 

Cauchy –Riemann. Par conséquent  u est de classe࡯ሺ∞ሻ. 
5-  Soit u harmonique dans D, soit ࡮ሺ�,࣋ሻ ⊂  la boule ouverte de centre ࡰ

X et de rayon ࣋. 

Soit � = ሺܺሻݑ : alors  ࡮ࣔ = ͳܣሺ�ሻ∮�ݑሺݔሻ ݀ݏ 
 .(� ሺ�ሻ : aire de࡭)

6-  Pour  ࡰ = ℝ�, si u est harmonique des ࡰ et ݑሺݔሻ ‖௫‖→∞⇒    Ͳ 

Alors  ࢛ ≡ ૙. 

7- Principe de maximum : 

Soit u est un fonction harmonique sur ࡰ et continue sur ̅ࡰ, alors on a : 
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∀ሺݔ, ሻݕ א ݑ m�nௌ :ܦ ≤ ,ݔሺݑ ሻݕ ≤ maxௌ   ݑ

(ܵ =  ( ሻܦሺ�ܨ
II.2-  Solution  élémentaire E de ∆ : 

E   vérifie     ∆࢛ =   ࢾ

c.à.d.  ∀� א , ܦ ,ݑ∆ۃ ۄ� = ,ߜۃ ۄ� =  �ሺͲሻ  
Pour  n= 2:                ܧଶ = ଵଶ� log√²ݔ +  ²ݕ
Pour n= 3:                ܧଷ = − ૚૝࣊   ૚√࢞²+࢟²+²ࢠ    
On vérifie directement  i.e.   ∆ࡱ� =  , ࢾ

Pour n= 2 :  

Si  � = √࢞² + ࢟² ≠ ૙ alors log ݎ א  et donc les dérivées classiques et les∞࡯

dérivées au sens des distributions coïncident. 

Soit  ∀� א  la boule fermé ࡾ࡮ est borné, considérons � ݌݌ݑݏ ሺℝ૛ሻ et doncࡰ

de rayon R tell que : ݌݌ݑݏ � ⊂ ோܤ ࢿ   , > Ͳ    et     ܦఌ = {ሺݔ, ߝ :ሻݕ < ݎ < ܴ } 
Donc  ∆ log ݎ = Ͳ  dans ࢿࡰ . 
par suite : ݔ√݃݋݈ ∆ۃଶ + , ଶݕ ۄ� = ଶݔ√݃݋݈ ۃ + , ଶݕ                       ۄ� ∆
                                                    = ଶݔ√݃݋݈�஻׬ + =                                       ݕ݀ݔ݀ � ∆ ଶݕ l�mఌ→଴׬஽� ଶݔ√݃݋݈ +   ݕ݀ݔ݀ � ∆ ଶݕ
Posons, dans la 2

éme 
formule de Green  ݒ = ଶݔ√݃݋݈  + ࡰ      ,ଶݕ =  ࢿࡰ

On obtient ݔ√݃݋݈ ∆ۃଶ + , ଶݕ ۄ� =  ሺͲሻ�ߨʹ
Pour n= 3 : démonstration analogue   

II.3- Représentation intégrale et potentiels : 

Soit ࢿ࡮ la boule fermé, du rayon ࢿ > Ͳ dans ℝ૜  

soit   ࢛ א ଷܧ  ∆  ૜ la solution élémentaire deࡱ  ሺ૛ሻ  et࡯ = − ͳͶߨ  ͳ√²ݔ + ²ݕ + = ²ݖ − ͳͶݎߨ  
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૜ࡱ ݐ݁ ࢛ , ( ࢿ࡮\ࡰle domaine ሺ ࡿࡰ א ሺ૛ሻ et en utilisant la 2࡯
éme 

formule de 

Green : ׬஽\஻�ሺ ܧଷ∆ ݑ − =ݖ݀ݕ݀ݔଷሻ݀ܧ ∆ݑ ଷܧௌሺ׬− ߲ܰݑ߲ − ݑ ଷ߲ܰܧ߲ ሻ݀ܵ + ଷܧௌ�ሺ׬ ߲ܰݑ߲ − ݑ  ଷ߲ܰܧ߲ ሻ݀ܵ 
(ܵఌ =  ( ఌሻܤሺ�ܨ
Sur  ࡱ∆    ࢿ࡮\ࡰ૜ = ૙  ;  sur  ࢿࡿ    ( ��� = − ���  )  
D’où  

�஽\஻׬              ݖ݀ݕ݀ݔ݀ ݑ ∆ଷܧ  = ଷܧௌሺ׬ �௨�� − ݑ �ாయ�� ሻ݀ܵ + �  
Pour le calcul de        � = ଷܧௌ�ሺ׬ ߲ܰݑ߲ − ݑ ଷ߲ܰܧ߲ ሻ݀ܵ  
Sur  ࢿࡿ , ሺ � =    ሻࢿ
Et donc      ܧଷ = − ͳͶߝߨ ଷ߲ܰܧ߲ = − ݎ߲߲ ሺ− ͳͶݎߨሻ|�=ఌ = − ͳͶߝߨ 
On sait que  (݀ܵ� = ²݀ݎ ଵܵ = ²݀ߝ  ଵܵ    sur ܵఌ  ) et donc               � = −ௌభሺ׬ ͳͶߝߨ ߲ܰݑ߲ − ݑ ߲߲ܰ ሺ− ͳͶߨ ͳݎሻሻ²݀ߝ ଵܵ  
Posons  � = ࣕ�  (ici ܺ = ሺݔ, ,ݕ �  ݐ݁  ሻݖ = ሺ�ଵ, �ଶ, �ଷሻ  ou ܺ א ܵఌ ⇒ � א ଵܵ   
Alors :    � = −ௌభሺ׬ ͳͶߝߨ ߲ܰݑ߲ ሺ߳�ሻ − ݑ ߲߲ܰ ሺ− ͳͶߨ ͳݎሻሻ²݀ߝ ଵܵ     = − ͳͶߨ ߝௌభ׬ ߲ܰݑ߲ ሺ߳�ሻ݀ ଵܵ + ͳͶߨ ݑௌభ׬ ߲߲ܰ ሺͳݎሻ²݀ߝ ଵܵ 
 On a  ( 

��� = − ���  ) et donc :                 ׬ௌభݑ ݎ߲߲ ሺͳݎሻ²݀ߝ ଵܵ = ሺݑௌభ׬ ͳ²ߝሻ²݀ ߝ ଵܵ 
  D’où :     � = ͳͶߨ ሺ߳�ሻ݀ݑௌభ׬ ଵܵ − ͳͶ׬ߨௌభߝ ߲ܰݑ߲ ሺ߳�ሻ݀ ଵܵ 
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On obtient finalement :  ׬஽\஻�ሺ ܧଷ∆ ݑ − ݖ݀ݕ݀ݔଷሻ݀ܧ ∆ݑ = ଷܧௌሺ׬− ߲ܰݑ߲ − ݑ ଷ߲ܰܧ߲ ሻ݀ܵ + � 
Fisons ࢿ → ૙ et tenons compte de  ∆ࡱ૜ = ૙ on obtient : 

− ͳͶߨ �஽\஻׬ ͳ√²ݔ + ²ݕ + =݀ݕ݀ݔ݀ݑ ∆ ²ݖ −ௌሺ׬ ͳͶߨ ͳ√²ݔ + ²ݕ + ߲ܰݑ߲ ²ݖ + ͳͶߨ ݑ  ߲߲ܰ ͳ√²ݔ + ²ݕ + ሻ݀ܵ ²ݖ +  ሺͲሻݑ
c.à.d       ݑሺͲሻ = − ͳͶߨ ஽׬ ͳݎ + ݖ݀ݕ݀ݔ݀ ݑ ∆ ͳͶߨ ݎௌሺͳ׬ ߲ܰݑ߲ − ݑ  ߲߲ܰ ͳݎሻ݀ܵ 

Fixons  ሺݔ଴, ,଴ݕ ݎ   : ଴ሻ des D  et  posonsݖ = √ሺݔ − ଴ሻଶݔ + ሺݕ − ଴ଶݕ + ሺݖ −   ଴ሻ²ݖ
La formule précédente s’écrit    ሺͳሻ    ݑሺݔ଴, ,଴ݕ ଴ሻݖ = − ଵସ� ஽׬ ଵ� + ݖ݀ݕ݀ݔ݀ ݑ ∆ ଵସ� �ௌሺଵ׬ �௨�� − ݑ  ��� ሺଵ�ሻሻ݀ܵ              

De même pour n= 2 on obtient : ሺʹሻ   ݑሺݔ଴, ଴ሻݕ = − ଵଶ� ݃݋஽݈׬ ૚� + ݕ݀ݔ݀ ݑ∆ ଵଶ� ݃݋ௌሺ݈׬ ૚� �௨�� − ݑ ��� ሺ݈݃݋ ૚�ሻሻ݀ܵ  

II.4-  Représentation intégrale d’un fonction harmonique : 

Soit u harmonique. Alors   ∆ ࢛ = ૙ , et les (1) et (2) s’écrivent :  ሺͳ’ሻ     ݑሺݔ଴, ,଴ݕ ଴ሻݖ = ͳͶߨ �ௌሺ૚׬ ߲ܰݑ߲ − ݑ ߲߲ܰ ሺ૚�ሻሻ݀ܵ 

               Et         ሺʹ’ሻ    ݑሺݔ଴, ଴ሻݕ = ͳʹߨ ݃݋ௌሺ݈׬ ૚� ߲ܰݑ߲ − ݑ ߲߲ܰ ሺ݈݃݋ ૚�ሻሻ݀ܵ 

Considérons les intégrales suivants : 

(i) ׬஽ ଵ√ሺ௫−௫బሻమ+ሺ௬−௬బమ+ሺ௭−௭బሻ²  ߩሺݔ, ,ݕ  ݖ݀ݕ݀ݔ݀ ሻݖ
(ii) ׬ௌ ଵ√ሺ௫−௫బሻమ+ሺ௬−௬బమ+ሺ௭−௭బሻ²  ߤሺݔ, ,ݕ ݀ ሻݖ ሺܵ௫,௬,௭ሻ 
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(iii) ׬ௌ ��� ଵ√ሺ௫−௫బሻమ+ሺ௬−௬బమ+ሺ௭−௭బሻ²  �ሺݔ, ,ݕ ݀ ሻݖ ሺܵ௫,௬,௭ሻ 
Pour ߩ = − ଵସ� ߤ   ,     ݑ ∆ = ଵସ� �௨��   ,     � = ଵସ�     ݑ

toutes ces intégrales se sont  rencontrées dans (1). 

(i) est appelé potentiel de volume. 

(ii) est appelé potentiel de simple couche. 

(iii) est appelé potentiel de double couche. 

 .et � sont appelées densités de ces potentiels ߤ,ߩ 

II.5 -Propriétés des potentiels :  

1- le potentiel de simple couche est harmonique dans tout domaine � tel 

que �̅ ת ࡿ = ∅ lorsque par densité est intégrable sur S. 

preuve: Posons ݒሺݔ, ,ݕ ሻݖ = ௌ׬ ͳݎ ,ݔሺߤ  ,ݕ  ݖ݀ݕ݀ݔ݀ ሻݖ
Ou vérifie que  ∆ ࢜ = ૙ si  ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ב   ࡿ

2- même chose pour le potentiel de double couche. 

3- Si ߩሺ�ଵ, �ଶ, �ଷሻ est bornée et mesurable dans D alors le potentiel de 

volume est dansܥሺଵሻሺℝଷሻ. 
      Preuve : si ሺ�ଵ, �ଶ, �ଷሻ ב  ,ሺ�ଵߩ posons  ࡰ̅ �ଶ, �ଷሻ = Ͳ  (  reste encore 

borné.) 

Soit ࡰ૚ un domaine contenant D et (ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א  ℝଷquelconque) le potentiel  �ሺݔ, ,ݕ ሻݖ = ࡰ׬ ͳݎ ,ሺ�ଵߩ  �ଶ, �ଷሻ ݀�ଵ݀�ଶ݀�ଷ = ૚ࡰ׬ ͳݎ ,ሺ�ଵߩ  �ଶ, �ଷሻ ݀�ଵ݀�ଶ݀�ଷ 
On montre que � א � ሺ଴ሻ, et aussi queܥ  א  .ሺଵሻܥ 
4- Si ࣋ est borné et mesurable dans D alors le potentiel de volume est 

harmonique dans(ℝ૜\ࡰሻ. 
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Théorème : si ࣋ א � ሻ alors le potentiel de volumeࡰሺଵሻሺ̅ܥ  א  ሻ etࡰሺଶሻሺ̅ܥ 

vérifie : 

       −∆ � = Ͷߩߨ     (n=3)    

      −∆ � =  (n=2)     ߩߨʹ

Corollaire :  

La fonction      ݑ଴ሺݔ, ,ݕ ሻݖ = ͳͶߨ ࡰ׬ ݂ሺ�ଵ, �ଶ, �ଷሻݎ   ݀�ଵ݀�ଶ݀�ଷ 

vérifie l’équation :        −∆ ࢛ = ࢌ   si    ࢌ א  ሻࡰሺଵሻሺ̅ܥ 
Conséquence : la solution générale de l’équation de Poisson  −∆ ࢛ = ࢌ avec ࢌ א ࢛ ሻ s’écrit sous la formeࡰሺଵሻሺ̅ܥ  = ࢛૙ +࢝  où w est harmonique. 

II.6- Problèmes de Dirichlet et de Neumann : (internes) 

1- Problème de Dirichlet : 

Trouver   ࢛ א ሻࡰሺଶሻሺܥ  ת  : ሻ  telle queࡰሺ଴ሻሺ̅ܥ

ݑ∆− }              = ௌ|ݑ             ࡰ ݏ݊ܽ݀    ݂ = �ሺݔሻ                        

 Théorème :  

             Le problème de Dirichlet admet, au plus, une solution. 

 Preuve :  

  Supposons le contraire et soient ࢛૚ et ࢛૛ deux solutions Alors 

 ࢛ = ࢛૚ − ࢛૛ vérifie : {−∆ݑ = Ͳ    ݀ܽ݊ݑ  ࡰ ݏ|ௌ = Ͳ                           ∆ݑ = ଵݑ∆ − ଶݑ∆ = ݂ − ݂ = Ͳ 

ௌ|ݑ                                       = ଵ|ௌݑ − ଶ|ௌݑ = � − � = Ͳ 

 Par conséquent ݑ ≡ Ͳ  

D’après la propriété (7) des fonctions harmoniques. 
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Problème de Dirichlet homogène:  pour ࡰ =  boule ouverte de rayon R ࡾ࡮

centrée à l’origine dans ℝଶ :   

ݑ∆−}                    -1 = Ͳ   ݀ܽ݊ࡾ࡯|ݑ  ࡰ ݏ = �ሺߠሻ                      ܥோ = {ሺݔ, ଶݔ    :ሻݕ + ଶݕ = ܴଶ} 
On pose ࢠ =   ��ࢋ�

On décompose  �ሺߠሻ en série de Fourier                                      �ሺߠሻ = ∑ሺܽ� cos ߠ݊ + ܾ��=଴ s�n  �ሻܴߠ݊

Dans le disque√࢞૛ + ࢟૛ < ܴ ,et sa somme est harmonique et, pour ݎ → ோ=�|ݑ , ܴ = �ሺߠሻ = ܽ଴ +∑ሺܽ� cos ߠ݊ + ܾ��=ଵ s�n  ሻߠ݊
2- la méthode de séparation de variables : 

L’équation(1)  −∆ݑ = Ͳ   s’écrit en coordonnes polaires : ∆ݑ = ͳݎ ݎ߲߲ ݎ) (ݎ߲ݑ߲ + ͳ²ݎ ²ߠ߲ݑ²߲ = Ͳ 

On sépare les variables et ou cherche la solution sous la forme : 

,ݎሺݑ   ሻߠ = ܴሺݎሻ�ሺߠሻ,   
On remplace après dérivation, dans l’équation (1). 
On obtient : ݀݀ݎ ቀݎ ቁܴݎ݀ݑ݀ ⁄ݎ = −�′′� = ߣ        ߣ =  ݐݏܿ
D’où  �ሺߠሻ = ܽ cos√ߣ ߠ + ܾ s�n√ߣ ߠde plus   �ሺ      ߠ + ሻߨʹ = �ሺߠሻ 
Donc √ߣ = ݊    et     �ሺߠሻ = ܽ cos ߠ݊ + ܾ s�n ߠ݊  ≡ ��ሺߠሻ 
 ܴሺݎሻ doit vérifier  ݎ ݎ݀݀ ݎ) (ݎ݀ݑ݀ = ܴ          ܴߣ ≠ Ͳ 

On cherche ܴሺݎሻ pour la forme ܴሺݎሻ =  ఈݎ

On obtient à  ܴሺݎሻ = �ݎଵߙ +  �−ݎଵߚ

On montre que ߚଵ = Ͳ  et donc ܴሺݎሻ =  �ݎଵߙ

D’où    ݑ�ሺݎ, ሻߠ = ሺܽ�ݎߙ cos ߠ݊ + ܾ s�n ≡                   ሻߠ݊ �ܣሺ�ݎ cos ߠ݊ + �ܤ s�n  ሻߠ݊
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,ݎሺݑ ሻߠ = ଴=��ݎ∑ ሺܣ� cos ߠ݊ + �ܤ s�n  ሻߠ݊
Est aussi la condition  ݑሺݎ, ሻߠ = �ሺߠሻ donner                                �ሺߠሻ = ܽ଴ʹ +∑ሺܽ� cos ߠ݊ + ܾ��=ଵ s�n  �ሻܴߠ݊

On obtient que la solution formelle est   ݑሺݎ, ሻߠ = ܽ଴ʹ +∑ �ܴ�ݎ ሺܽ� cos ߠ݊ + ܾ��=ଵ s�n   ሻߠ݊
Ici      ܣ଴ = ௔బଶ �ܣ  ,    = ௔�ோ�       ,   ܤ� = ௕�ோ� 
Sous certaines conditions on montre que la solution formelle est la solution du 

problème de Dirichlet. 

3- Formule de Poisson : 

On remplace dans (I) les coefficients de Fourier ܽ�, ܾ� par leurs valeurs. On 

obtient :  

,ݔሺݑ ሻݕ =  ͳʹߨ∫ �ሺݓሻ[ͳ + ʹ ∑ ଴=��ܴ�ݎ
ଶ�
଴ cos ݊ሺݓ −  ݓ݀[ሻߠ

Posons � = ܴ݁௜௪  alors :  ∑ ଴=��ܴ�ݎ cos ݊ሺݓ − ሻߠ = ܴ + ∑ܼ����=଴ = ܴ݁ �ݖ −  ݖ
Et donc  

,ݔሺݑ ሻݕ =  ͳʹߨ∫ �ሺݓሻଶ�
଴ ܴ݁ሺ� + �ݖ −  ݓሻ݀ݖ

Alors : 

,ݔሺݑ                 ሻݕ = ͳʹߨ∫ �ሺݓሻଶ�
଴ ܴ² − �|²ݎ − ²|ݖ  ݓ݀

On peut voir que : 

,ݔሺݑ ሻݕ = ͳʹߨ∫ �ሺݓሻଶ�
଴ ܴ² − ²ܴ²ݎ + ²ݎ − ݓሺݏ݋ܿݎܴʹ − ሻߠ  ݓ݀
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Exemples : 

1- Le problème de Dirichlet : {−∆ݑ = Ͳ         ݀ܽ݊ݑܦ ݏ|஼� = ܣ cos ܦ                      ߠ =  ோܤ

    �ሺߠሻ = ܣ cosߠ   ⇒ {ܽ = ܾܣ = Ͳܽ଴ = Ͳ   

Donc :      ݑሺݎ, ሻߠ = �ோ ܣ cos  ߠ

ݑ∆}   -2      = ͳ            ݀ܽ݊ܦ ݏ = �஼|ݑோܤ = Ͳ                                   
,ݎሺݑ     ሻߠ = ଵସ ሺݎଶ − ܴଶሻ 
2- Problème de Neumann : 

Trouver   ࢛ א ሻࡰሺଶሻሺܥ  ת  : ሻ  tell queࡰሺ଴ሻሺ̅ܥ

ݑ∆−}    = ��௨�       ࡰ ݏ݊ܽ݀    ݂ |ௌ = ߰ሺݔሻ                

Théorèmes : 

Th.1- Deux solution du problème de Neumann ne différent que par une 

constante. 

Th.2- Si u est une solution du problème de Neumann alors : ׬ௌ ߲ܰݑ߲ ݏ݀  + ݖ݀ݕ݀ݔ݀ ஽݂׬ = Ͳ 

  Preuve :  

1- Soit ࢛૚ et ࢛૛  deux solutions alors  ࢛ = ࢛૚ − ࢛૛ alors : 

ݑ∆−}  = Ͳ               �௨�� |ௌ = Ͳ                         
 posons    ࢜ = ࢛  dans La 1

er
 formule de Green. On obtient : 

Ͳ = +ݖ݀ݕ݀ݔሻ²݀ݑ ݀ܽݎሺ݃ܦ׬− ݑܵ׬ ߲ܵ݀ܰݑ߲ ==  ݖ݀ݕ݀ݔሻ²݀ݑ ݀ܽݎሺ݃ܦ׬−
 Donc ݃ݑ ݀ܽݎ = Ͳ     d’où    ݑ =   ݐݏܿ
 



27 

 

2- On prend ݒ ≡ ͳ  dans La 2
éme

 formule de Green. On obtient : ׬஽∆ݖ݀ݕ݀ݔ݀ ݑ = ௌ׬ ߲ܰݑ߲ ݀ܵ       
 i.e.              −׬஽݂ ݀ݖ݀ݕ݀ݔ = ௌ׬  ߲ܵ݀ܰݑ߲

Problème de Neumann homogène: pour le domaine ࡰ =  ࡾ࡮

ݑ∆−} = Ͳ                       ߲߲ܰݑ |ௌ = ߰ሺߠሻ                
On décompose  ߰ሺߠሻ en série de Fourier                                     ߰ሺߠሻ = ʹ଴ߙ +∑ሺߙ� cos ߠ݊ + ଵ=��ߚ s�n  ሻߠ݊
les coefficients de Fourier  ߙ଴ = ͳʹߨ∫ ߰ሺߠሻ݀ߠଶ�

଴ = ͳʹܴߨ =                                                  ݏሻ݀ߠሺ߰ࡾ࡯׬ ͳʹܴߨ ࡾ࡯׬ ߲ܰݑ߲ ݏ݀ = Ͳ 

( D’après le Th.2 de pb de Neumann)  

 Donc :               ߰ሺߠሻ = ∑ሺߙ� cos ߠ݊ + ଴=��ߚ s�n  ሻߠ݊
Sur  ࡾ࡯      ࣔࣔ� = − ࣔࣔ� ,ݔሺݑ  : d’où ,   ࡾ=�| ሻݕ = ܿ +∑ ܴ�ܴ݊�−ଵ ሺߙ� cos ߠ݊ + ଴=��ߚ s�n  ሻߠ݊
la solution du problème de Neumann dans D 

la méthode de séparation de variables : 

Considérons le problème de Neumann, en coordonnes polaires ሺݎ,  ሻߠ
 Par séparation des variables ݑሺݎ, ሻߠ =  : ሻ, on obtientߠሺݓሻݎሺݒ
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′′ݒଶݎ + ݒݎ ݒ′ = ݓ− ݓ′′ = ߣ        ߣ א ℝ 

                        ⟹ { ݒଶݎ ′′ + ݒݎ ′ − ݒߣ = Ͳ                       ݓ ′′ + ݓߣ = Ͳ                                                          
                 ⟹ ሻߠሺݓ} = α cos ߠ݊ + ߚ s�n ߠ݊ ,ߙ        ߚ א ℝݒሺݎሻ =                                                           �ݎ
Donc ݑሺݎ, ሻߠ = ܿ cos�ߙ ሺ�ݎ∑+ ߠ݊ + �ߚ s�n ሻ�=଴ߠ݊  

Il faut donc maintenant traiter la condition aux limites, c’est à dire : �ሺߠሻ = ∑ሺߙ� cos ߠ݊ + ଴=��ߚ s�n  ሻܴ݊�−ଵߠ݊
On décompose  �ሺߠሻ en série de Fourier  �ሺߠሻ = ∑ሺܽ� cos ߠ݊ + ܾ��=଴ s�n  ሻߠ݊
  donc : ݑሺݔ, ሻݕ = ܿ +∑ ଵ−�ܴ݊�ݎ ሺܽ� cos ߠ݊ + ܾ��=ଵ s�n  ሻߠ݊
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Conclusion 
 

Dans ce mémoire on a étudié l’équation elliptique. 

Pour résoudre ce type d’équation. On a utilisé la fonction harmonique et la 

formule de green pour vérifier la solution élémentaire de laplacien. 

On a utilisé la fonction potentiel, applique les propriétés de cette fonction et 

étudié le problème de Dirichlet et problème de Neumann par différentes 

méthodes 
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