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Résumé :

Dans ce travail, j’ai examiné certaines des propriétés des opérateurs
linéaires fortement p-sommants entre les espaces de Banach , puis j’ai

suivi les étapes suivantes :

Dans le premier chapitre, quelques définitions, la présentation de
propriétés et notations .

Et dans le deuxième chapitre, j’ai etudié la classe des opérateurs
p-sommant aussi j’ai exposé brièvement ses propriétés .

Le troisième chapitre qui est une partie principale du travail, où j’ai connu
les linéaires fortement p-sommants .

Tout en justifiant leurs propriétés avec théorème de domination et
théorème de factorisation de ces opérateurs.
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Abstract :

In this work, I have examined some properties of linear operators strongly
p-summing between Banach spaces, then I followed the following steps :

In the first chapter, some definitions, the presentation of properties and
notations

In the second chapter I studied the class of p-summing operators also I
briefly exposed its properties.

The third chapter which is a main part of the work where I knew the
strongly p-summing linear.

While justifying their properties with the domination theorem and the
factorization theorem and these operators .
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Introduction générale

Nous nous arrêterons au cadre de ce mémoire sur l’étude de quelques éléments de la théorie
des opérateurs p-sommants et les opérateurs fortement p-sommants.
Historiquement, Les opérateurs p-sommant (1 ≤ p < ∞) ont été introduit, pour la première
fois par le célèbre mathématicien Grothendieck.
En 1966, le mathématicien allemand Pietsch était le premier qui a étudié les opérateurs p-
sommants (1 < p <∞) .
Ensuite, grâce aux mathématiciens Pelczynski et Lindenstrauss et d’autres, la théorie a gagné
une attention particulière dans la théorie des espaces de Banach et l’analyse fonctionnelle.
Et plus précisément de ce travail Les opérateurs fortement p-sommants. Ils ont été traité
par Cohen. On donnera le théorème de domination de Pietch concernant cette classe et on
compare la notation des opérateurs fortemment p-sommants et les opérateurs p-sommants.
On donnera un théorème dû à Bu [12], qui est une généralisation d’un résultat de Cohen [11]
Notre travail est réparti en trois chapitres.
Dans le premier chapitre on a rappelé les outils nécessaires qu’on aura besoin aux chapitres
qui suivent (espaces de Banach, espaces de Hilbert, topologie faible et les théorèmes de Hahn-
Banach. . .).
Dans le deuxième chapitre, on a donné la définition des opérateurs p-sommants , leurs pro-
priétés fondamentales et le théorème important de Pietsch sur la factorisation ,ainsi que trois
exemples illustrant ces opérateurs.
Dans le troisème chapitre, ainsi on a donné la définition des opérateurs fortement p-sommants
,leurs Définitions et propriétés avec Relation entre Dp(X, Y ) et πp(X, Y ) , Caractérisations
des opérateurs fortement psommants. et Quelques propriétés pour les espaces de Hilbert.
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Notations

Notation Signification
K = R ou C Corps des scalaires
E,F,G Espaces de Banach
L(E,F ) Espace des opérateurs linéaires de E dans F
L(E,F ) Espace des opérateurs linéaires et bornés (continus)
E∗ Dual topologique de l’espace E
BE = {x ∈ E; ‖x‖ ≤ 1} Boule unité de E
BE∗ = {x ∈ E∗; ‖x‖ ≤ 1} Boule unité de E∗

〈x, x∗〉 Crochet de dualité entre E et E∗

πp(E,F ) L’espaces des opérateurs p-sommants
D(E,F ) L’espaces des opérateurs fortements p-sommants
p∗ Le conjugué de p (1

p
+ 1

p∗
= 1)

3



Chapitre 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 Introduction
Le but de ce chapitre est de donner les notions et les outils que nous aurons utiliser

dans ce mémoire. Dans les deux premières sections de ce chapitre on définit les espaces
vectoriels, les espaces topologiques, les espaces métriques, les espaces normés ainsi que les
espaces de Banach qui vont jouer un rôle fondamentale dans toute la suite et les espaces de
Hilbert. Un autre outil puissant qu’on aura besoin c’est la topologie faible et faible−∗ qui
sera l’objet de la quatrièmme section, enfin la dernière section va exposer des théorèmes
de base de l’analyse fonctionnelle concernant les opérateurs linéaires.

1.2 Espaces vectoriels, topologiques et métriques
Définition 1.1. Soit E un ensemble quelconque, on définit sur E une première loi entre
ses éléments, dite loi interne

+ : E × E → E

qui vérifier :

∀x, y ∈ E (x+ y) ∈ E stabilité
∀x, y ∈ E x+ y = y + x commutativité
∀x, y, z ∈ E x+ (y + z) = (x+ y) + z = x+ y + z associativité
∃e ∈ E,∀x ∈ E x+ e = e + x = x élément neutre
∀x ∈ E,∃x′ ∈ E x+ x′ = x′ + x = % élément symétrique

Une seconde loi sur E est définie entre ses éléments et des nombres d’un corps K, dite loi
externe

∗ : K× E → E

qui vérifie :

∀x ∈ E,∀α ∈ K (α ∗ x) ∈ E stabilité
∀x ∈ E,∀α, β ∈ K α ∗ (β ∗ x) = (αβ) ∗ x associativité
∀x, y ∈ E,∀α ∈ K α ∗ (x+ y) = α ∗ x+ α ∗ y distributivité de ∗ sur +
∀x ∈ E,∀α, β ∈ K (α + β) ∗ x = α ∗ x+ β ∗ x distribuvité de + sur ∗
∃1K ∈ E,∀x ∈ E 1K ∗ x = x élément unié

4



1.2. ESPACES VECTORIELS, TOPOLOGIQUES ET MÉTRIQUES

Le triplet (E,+, ∗) s’appelle espace vectoriel sur le corps K, les éléments de E s’appellent
des vecteurs et on appelle scalaires ceux de K

Définition 1.2. Un sous ensemble F d’un espace vectoriel (E,+, ∗) s’appelle sous espace
vectoriel et on le note (F,+, ∗), si il vérifie :

1. F 6= ∅
2. ∀x, y ∈ F (x+ y) ∈ F (stable pour +)
3. ∀x ∈ F, ∀α ∈ K α ∗ x ∈ F (stable pour ∗)

Exemples 1.1. 1. (R,+, .) la droite numérique muni de l’addition et de la multipli-
cation habituelle présente un espace vectoriel.

2. Soit E un espace vectoriel, et soit l’ensemble

{f : E → K}

On définit l’addition et la multiplication sur cet ensemble par :
∀x ∈ E, (f + g)(x) = f(x) + g(x)
∀x ∈ E, ∀α ∈ K (αf)(x) = αf(x)

L’ensemble de toutes ces applications forme un espace vectoriel, on le note par
F(E,K)

Définition 1.3. SoitE un ensemble quelconque, on définit sur E une topologie τ qui est
une famille de sous-ensembles de E qui satisfont les conditions suivantes :

1. ∅, E ∈ τ
2. ∀O1, O2, ..., On ∈ τ on a :

n⋂
i=1

Oi ∈ τ (Intersection finie)

3. ∀O1, O2, ..., On, ... ∈ τ on a :
∞⋃
i=1

Oi ∈ τ (réunion infinie ou finie)

On appelle le couple (E, τ) espace topologique, les éléments de τ sont appellés des ouverts.

Exemples 1.2. 1. Soit E = {a, b, c, d},on considère la topologie

τ = {E, ∅, {a}, {a, b}}

(E, τ) est un espace topologique
2. La droite réelle R muni de la topologie de tous les intervalles ouverts constitue un

espace topologique.

Parmi les espaces topologiques particuliers, on distingue les espaces métriques et les
espaces normés.

Définition 1.4. On appelle métrique ou distance toute fonction d’un espace E × E à
valeur dans R+ et on la note ρ.

ρ : E × E → R+

qui vérifie pour tous x, y, z ∈ E :
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1.3. ESPACES NORMÉS ET ESPACES DE HILBERT

1. ρ(x, y) = 0⇔ x = y;
2. ρ(x, y) = ρ(y, x); (symétrie)
3. ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y); (Inégalité triangulaire).

Le couple (E, ρ) s’appelle espace métrique.

Exemples 1.3. 1. (R, ρ),avec ρ(x, y) = |x− y| est un espace métrique.
2. Dans l’espace R2 on introduit la métrique ou la distance entre x = (x1, x2) et
y = (y1, y2) par :

ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

Définition 1.5. [2, p.47] On dit qu’un espace métrique E est séparable si il existe un
sous-ensemble D ⊂ E dénombrable et dense dansE

1.3 Espaces normés et espaces de Hilbert
Définition 1.6. Soit (E,+, .) un espace vectoriel sur R, on appelle norme sur E et on la
note ‖.‖ toute application

‖.‖ : E → R+

qui vérifie pour tous x, y ∈ E et α ∈ R, les conditions suivantes :
1. ‖x‖ ≥ 0 ;
2. ‖x‖ = 0⇔ x = 0 ;
3. ‖α.x‖ = |α|.‖x‖ ;
4. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ;

Le couple (E, ‖.‖) s’appelle espace vectoriel normé.

Exemples 1.4. 1. Tout espace métrique est un espace normé, où la norme est définie
par :

‖x− y‖ = ρ(x, y)

2. On peut définir sur l’espace réel Rn les normes suivantes. Pour tout vecteur
x = (x1, x2, ..., xn) :

(a)

‖x‖1 =
n∑
k=1
|xk|;

(b)

‖x‖2 = (
n∑
k=1

x2
k)

1
2 ;

(c)
‖x‖∞ = sup

1≤k≤n
|xk|

3. . Soit E un espace vectoriel normé. On appelle dual topologique de E et on le note
par E∗ l’espace L(E,R) de toutes les formes linéaires continues définient sur E.
E∗ est un espace normé, et on définit la norme de u ∈ E∗ par l’une des formules
équivalentes suivantes :[10]

6



1.3. ESPACES NORMÉS ET ESPACES DE HILBERT

(a)

‖u‖ = sup
x∈E−{0}

|u(x)|
‖x‖

(b)
‖u‖ = sup

‖x‖≤1
|u(x)|

(c)
‖u‖ = sup

‖x‖=1
|u(x)|

(d)
‖u‖ = inf{K > 0, |u(x)| ≤ K‖x‖}

On introduit par la suite un sous ensemble particulier et important des espaces vectoriels
normés, c’est les espaces de Banach.

Définition 1.7. . Une suite (xn)n dans un espace normé E est de Cauchy si :

∀ε > 0 ∃N0 ∈ N ∀i, j > N0 ‖xi − xj‖E ≤ ε

Définition 1.8. Un espace vectoriel normé E est dit espace de Banach, si il est complet.
C’est-à-dire si toute suite de Cauchy (xn)n de E est convergente dans E

Exemples 1.5. 1. La droite réelle constitue un espace de Banach.
2. Soit E un espace normé. Si F est un espace de Banach, alors L(E,F ) l’est aussi.

En particulier, E∗ l’espace dual de E est un espace de Banach.

Dans ce stade on introduit la notion d’espace réflexif [2, p.39].
Soit E∗∗ le bidual de E, l’espace des fonctionnelles linéaires continues sur E∗, et
soit l’injection canonique suivante :

JE : E → E∗∗ (1.1)

qui à tout x ∈ E associe JE(x) telle que

〈JE(x), x∗〉 = 〈x∗, x〉 ∀x∗ ∈ E∗

cette application est une isomértie

‖JE(x)‖E∗∗ = ‖x‖E, ∀x ∈ E

On dit que l’espace de Banach E est refléxif si
JE(E) = E∗∗ (jE est bijective)

3. Soit 1 ≤ p ≤ +∞ un nombre réel, les sous espaces vectoriels deRn formés des suites
(xn)n∈N, telles que :

∞∑
n=0
|xn|p <∞

7



1.3. ESPACES NORMÉS ET ESPACES DE HILBERT

munni de la norme

‖(xn)n‖p =
( ∞∑
n=0
|xn|p

) 1
p

(1.2)

est un espace de Banach qu’on le désigne par lp(Rn) ou tout simplement lp
4. Le sous espace de Rn formé des suites bornées muni de la norme

‖(xn)n‖∞ = sup
n∈N
|xn|

est un espace de Banach noté l∞(Rn) ou tout simplement l∞. On notera c0(Rn) ou
c0 le sous espace fermé de l∞ des suites qui convergent vers zéro.

5. Soit K un espace topologique compact. On désigne par C(K) l’espace de Banach
des fonctions continues de K dans R muni de la norme de la convergence uniforme

‖f‖∞ = sup
t∈K
|f(t)|.

6. Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, f une fonction Σ−mesurable . On définit suivant
les valeurs du réel p les normes suivantes

‖f‖p =

(
∫

Ω |f(t)|pdµ(t)) , 1 ≤ p ≤ ∞
inf{C, |f(x)| ≤ C p.p surΩ}, p = +∞

Pour 1 ≤ p < +∞ , l’espace de Banach Lp(µ) = Lp(Ω,Σ, µ) représente l’espace
de toutes les classes d’équivalences, modulo l’égalité presque partout, des fonctions
Σ−mesurables telles que ‖f‖p < +∞,Σ est la tribu de Lebesgue et µ la mesure
de Lebesgue.

Définition 1.9. [3, p.39] Soit E un R− espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur
E toute forme bilinéaire, symétrique et définie positive. C’est-à- dire

< ., . >: E × E → R

telle qu’en plus est linéaire par rapport aux deux variables, elle est :

∀x, y ∈ E < x, y >=< y, x > symétrique
∀x ∈ E < x, x >≥ 0
∀x ∈ E < x, x >= 0⇔ x = 0 définie positive

On dit que le couple (E,< ., . >) est un espace préhilbertien si E est un espace vectoriel
et < ., . > est un produit scalaire.
Si l’espace E est de dimension finie on appelle (E,< ., . >) espace Euclidien.
De même, si à la place du corps R on prend C, on aboutit à des espaces préhilbertiens
complexes.

La proposition suivante fait le lien entre les espaces préhilbertiens et les espaces normés.

Proposition 1.1. [3, p.39] Soit (E,< ., . >) un espace préhilbertien ; alors l’expression

‖x‖ = √< x, x >

8



1.4. FORMULES ET INÉGALITÉS

définie une norme sur E. On dira que ‖.‖ est la norme associée au produit scalaire
< ., . >

Définition 1.10. On appelle espace Hilbertien ou espace de Hilbert un espace préhilber-
tien complet.
Exemples 1.6. 1. Rn muni du produit scalaire Euclidien défini par :

∀x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn

on a :
< x, y >= x.y = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn

2. Parmi les espaces lp définient plus haut, seulement l’espace l2 est de Hilbert, et on
a

∀x = (x1, x2, ..., xn, ...), y = (y1, y2, ..., yn, ...) ∈ l2
on a :

< x, y >=
n∑
i=1

xiyi

3. L’espace L2(Ω,Σ, µ) définie plus haut, constitué par les fonctions à carré intégrable
muni du produit scalaire

∀f, g ∈ l2(µ) < f, g >=
∫

Ω
f(x)g(x)dµ(x)

est l’un des plus important exemples d’espaces de Hilbert, la norme associée est

‖f‖ =
√
< f, f > =

(∫
Ω
f 2(x)dµ(x)

) 1
2

1.4 Formules et Inégalités
L’inégalité de Hölder soient
a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) ∈ Rn et p > 1 on a :

n∑
k=1
|akbk| ≤

(
n∑
k=1
|ak|p

) 1
p
(

n∑
k=1
|bk|p

∗
) 1

p∗

(1.3)

ou encore, pour toute fonction f ∈ Lp(µ), g ∈ Lp∗(µ) on a :∫
Ω
|f(t)g(t)|dµ(t) ≤

(∫
Ω
|f(t)|pdµ(t)

) 1
p
(∫

Ω
|g(t)|p∗dµ(t)

) 1
p∗

(1.4)

L’inégalité de Minkowski soient
a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) ∈ Rn et p > 1

on a : (
n∑
k=1
|ak + bk|p

) 1
p

≤
(

n∑
k=1
|ak|p

) 1
p

+
(

n∑
k=1
|bk|p

) 1
p

ou encore, pour toute fonction f, g ∈ Lp(µ) et p > 1 on a :(∫
Ω
|f(t) + g(t)|pdµ(t)

) 1
p

≤
(∫

Ω
|f(t)|pdµ(t)

) 1
p

+
(∫

Ω
|g(t)|pdµ(t)

) 1
p

Pour la démonstration voir [12, p.46]
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1.5. TOPOLOGIE FAIBLE ET FAIBLE-∗

1.5 Topologie faible et faible-∗
Soit (xn) une suite de points d’un espace vectoriel normé E. Soit f ∈ E∗, il se peut

arriver que (f(xn)) converge cependant que (xn) ne converge pas,d’où les deux définitions
suivantes.[2, p.40]
On définit sur l’espace de Banach E, en plus de la topologie forte (associée à la norme), la
topologie faible σ(E,E∗) notée ω qui est la topologie la moins fine sur E rendant continues
toutes les formes linéaires sur E.

Soit (xn)n une suite de E, et x ∈ E. On dit que (xn)n converge faiblement vers x si et
seulement si

〈x∗, x〉 = lim
n→∞
〈x∗, xn〉 ∀x ∈ E

De même, on définit sur l’espace de Banach E∗ la topologie faible-∗, pour chaque
x ∈ E on considère l’application

ϕx : E∗ −→ R
f −→ ϕx(f) = 〈f, x〉

La topologie faible-∗ notée σ(E∗, E) est la topologie la moins fine sur E∗ rendant continues
toutes les applications(ϕx)x∈E.
Soit (x∗n)n une suite de E∗, et x∗ ∈ E∗. On dit que (x∗n)n converge ∗-faiblement vers x∗ si
et seulement si

〈x∗, x〉 = lim
n→∞
〈x∗n, x〉 ∀x ∈ E

Exemples 1.7. [1, p.9-10] . On définit l’espace des suites faiblement p-sommables. On
dit qu’une suite est faiblement p-sommable si

∞∑
n=1
|〈x∗, xn〉| < +∞ ∀x∗ ∈ E∗

L’espace des suites faiblement p-sommables noté par

lp,w(E)

est un espace de Banach([7, p.32.33] ), où la norme est définie par

‖(xn)‖p,w = sup
x∗∈BE∗

( ∞∑
n=1
|〈x∗, xn〉|p

) 1
p

(1.5)

Dans le cas p =∞

l∞,w(E) = l∞(E) où ‖(xn)‖l∞,w = ‖(xn)‖∞ (1.6)

L’importance de la topologie ∗−faible est sans aucun doute contenue dans le théorème
de Alaoglu-Banach-Bourbaki.

Théorème 1.1. (Alaoglu-Banach-Bourbaki.)
L’ensemble BX∗ = {ϕ ∈ X∗ : ‖ϕ‖ ≤ 1} est compacte pour la topologie ∗−faible σ(X∗, X)
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1.6. OPÉRATEURS LINÉAIRES

1.6 Opérateurs Linéaires
Soient E etF deux espaces normés.

Définition 1.11. L’application

u : E −→ F
x −→ y = u(x)

s’appelle opérateur linéaire (ou plus simplement un opérateur) si elle vérifie :

∀x1, x2 ∈ E ∀α, β ∈ R u(αx1 + βx2) = αu(x1) + βu(x2)

Du désigne le domaine de définition de l’opérateur u.
Par la suite, on va s’occuper aux opérateurs dit bornés.

Définition 1.12. Un opérateur u est borné, si il existe un réel M > 0 tel que :

‖u(x)‖F ≤M‖x‖E ∀x ∈ E

Définition 1.13. Un opérateur u est continu en x0 ∈ E, si :

∀ε > 0 ∃δ > 0 ‖x− x0‖E < δ ⇒ ‖u(x)− u(x0)‖F < ε

Théorème 1.2. . L’opérateur u est continu si et seulement si il est borné.
Pour plus de détails voir [12, p.215.216]

Définition 1.14. [12, p.223] Soient E et F deux espaces de Banach, u un opérateur
linéaire borné, on appelle opérateur adjoint de u et on le note par u∗ l’application :

u∗ : F ∗ → E∗

qui vérifie :

∀x ∈ E, ∀y∗ ∈ F ∗ 〈u(x), y∗〉 = 〈x, u∗(y∗)〉

Théorème 1.3. [12, p.224] Si u est un opérateur borné, donc u∗ l’est aussi et on a :

‖u‖L(E,F ) = ‖u∗‖L(F ∗,E∗) (1.7)

1.7 Théorèmes fondamentaux
Soit E un espace vectoriel sur R Une forme linéaire sur E est une application linéaire

de E dans R

Définition 1.15. Soit x; y ∈ E , on appelle segment joignant les deux points x, y l’en-
semble de tous les éléments de la forme

αx+ βy ; α; β ≥ 0 ; α + β = 1 :

Définition 1.16. Un ensemble M ⊂ E est dit convexe, si

∀x; y ∈M ; le segment joingant ces deux points est inclu dans M

11
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Définition 1.17. SoitA ⊂ E, on appelle enveloppe convexe de l’ensemble A le plus petit
convexe contenant A, et le note par conv(A).
Théorème 1.4. (Théorème de Hahn-Banach forme analytique ) . Soit

p : E → R

une application qui vérifie :
p(λx) = λp(x) ; ∀x ∈ E et ∀λ > 0 ;
p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ; ∀x; y ∈ E

Soit d’autre part, G ⊂ E un sous espace vectoriel et soit g : G → R une application
linéaire telle que

g(x) ≤ p(x) ; ∀x ∈ G :
Alors, il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g,

g(x) = f(x) ; ∀x ∈ G
et telle que

f(x) ≤ p(x) ; ∀x ∈ E
Remarque 1.1. Conçernant le dual topologique d’un espace normé, on peut introduire la
norme moyennant le produit de dualité entre E et E∗ de la manière suivante :

‖x∗‖E∗ = sup
x∈BE

|〈x, x∗〉|

Corollaire 1.1. [2, p.3] Soit G un sous espace vectoriel de E et soit g : G → R une
application linéaire et continue de norme

‖g‖G∗ = sup
x∈BG

|〈x, g〉|

Alors, il existe f ∈ E∗ qui prolonge g telle que :

‖f‖E∗ = ‖g‖G∗ (1.8)

Démonstration. [2, p.3] posons p(x) = ‖g‖G∗‖x‖ On a
1. ∀x, y ∈ E

p(x+ y) = ‖g‖G∗‖x+ y‖ ≤ ‖g‖G∗(‖x‖+ ‖y‖
≤ p(x) + p(y)

2. ∀λ > 0

p(λx) = ‖g‖G∗‖λx‖ ≤ ‖g‖G∗λ‖x‖
≤ λp(x)

D’autre part on a :

‖g‖G∗ = sup
x∈BG

|〈x, g〉|

= sup
x∈BG

|g(x)|

= sup
x∈G−{0}

|g(x)|
‖x‖

Par conséquent
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1.7. THÉORÈMES FONDAMENTAUX

|g(x)|
‖x‖ ≤ ‖g‖G∗

ce qui vous dire
|g(x)| ≤ ‖g‖G∗‖x‖, ∀x ∈ G− {0}

En appliquant le théorème de hahn banach (1.3) , on constate qu’il existe une
forme linéaire f qui prolonge g, telle que

|f(x)| ≤ ‖g‖G∗‖x‖ ∀x ∈ E
donc

‖f‖E∗ = sup
x∈E−{0}

|f(x)|
‖x‖

≤ ‖g‖G∗ (1.9)

Montrons l’autre sens de l’inégalité (1.8) On a
‖f‖G∗ ≤ ‖f‖E∗ car G ⊂ E

Mais, et en vertu du prolongement on a :

‖f‖G∗ = sup
x∈G−{0}

|f(x)|
‖x‖

= sup
x∈G−{0}

|g(x)|
‖x‖

= ‖g‖G∗

donc
‖g‖G∗ ≤ ‖f‖E∗ (1.10)

et d’après les formules (1.9) et (1.10), il résulte que
‖g‖G∗ = |f‖E∗

Corollaire 1.2. [2, p.3] Pour tout x0 ∈ E, il existe f0 ∈ E∗, tel que

‖f0‖ = ‖x0‖ et 〈f0, x0〉 = ‖x0‖2

Démonstration. [2, p.3] Soit G = Rx0 et g(tx0) = t‖x0‖2. Il est clair que G ⊂ E ; l’appli-
cation g est continue pour tout t0 ∈ R car :

|g(tx0)− g(t0x0)| = |t‖x0‖2 − t0‖x0‖2| = |(t− t0)‖x0‖2| ≤ ε

Il sufit de choisir
δ = ε

‖x0‖
D’autre part

|g(tx0)|
‖tx0‖

= |t|‖x0‖2

|t|‖x0‖
= ‖x0‖ = ‖g‖G∗

donc, et d’après le corollaire précédent il existe f0 ∈ E∗ tel que
‖f0‖ = ‖x0‖ et 〈f0, x0〉 = ‖x0‖2

(pour la dernière égalité on pose t = 1)

Corollaire 1.3. [2, p.4] Pour tout x ∈ E on a :

‖x‖ = sup
f∈BE∗

|〈f, x〉| = max
f∈BE∗

|〈f, x〉|

(le sup est alleint)
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Démonstration. [2, p.4] On suppose que x 6= 0 donc pour toute f ∈ BE∗ on a d’un part :
|〈f, x〉| ≤ ‖f‖‖x‖ ≤ ‖x‖

sup
f∈BE∗

|〈f, x〉| ≤ ‖x‖

et d’autre part d’après le corollaire (1.2) il existe une application f0 ∈ E∗ telle que
‖f0‖ = ‖x‖ et 〈f0, x〉 = ‖x‖2

Si on pose f1 = ‖x‖−1f0,on remarque que ‖f1‖ = 1 et 〈f1, x〉 = ‖x‖

Définition 1.18. Soit E un espace normé, on appelle hyperplan d’équation

[f = α]

l’ensemble

H = {x ∈ E f(x) = α}

avec, f est une forme linéaire et α ∈ R

Définition 1.19. Soit A ⊂ E et B ⊂ E. On dit que l’hyperplan H d’équation [f = α]
sépare A et B au sens

1. large si
f(x) ≤ α ∀x ∈ A et f(x) ≥ α ∀x ∈ B

2. strict si
∃ε > 0 f(x) ≤ α− ε ∀x ∈ A et f(x) ≥ α + ε ∀x ∈ B

Théorème 1.5. (Théorème de H-B première forme géométrique).
Soit E un espace normé et A , B ⊂ E deux ensembles convexes, non vides, disjoints.
Supposons que A est ouvert, alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens
large.
Notons qu’un hyperplan est fermé si et seulement si sa fonction f est continue.
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Chapitre 2

Les Opérateurs p-sommants

2.1 Définition et propriétés
Définition 2.1. Supposons que 1 ≤ p < ∞ et u ∈ L(E,F ). On dit que l’opérateur u
est absolument p-sommant, si il existe une constante C > 0, et pour toute suite finie
(xk)nk=1 de E on a :

(
n∑
k=1
‖u(xk‖p

) 1
p

≤ C sup
x∗∈E∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

) 1
p

(2.1)

L’ensemble de tous ces opérateurs est noté par πp(E,F ) et on note par πp(u) la borne
inférieure des constantes C vérifiant (2.1)

Remarque 2.1. 1. En vertu des formules (1.2) et (1.5), la formule (2.1) peut encore
s’écrit :

‖ (u(xk))nk=1 ‖p ≤ C‖(xk)nk=1‖p,w (2.2)
Donc on peut tirer que les opérateurs p-sommants transforment des suites faible-
ment p-sommantes vers des suites fortement p-sommantes.

2. Dans le cas p =∞, la formule (2, 2) s’écrit :
‖ (u(xk))nk=1 ‖∞ ≤ C‖(xk)nk=1‖∞,w

et en vertu de (1, 6) on aura :

sup
1≤k≤n

‖u(xk)‖ ≤ C sup
1≤k≤n

‖xk‖

On conclut que si p = 1 l’ensemble π∞(E,F ) sera identique à L(E,F ).
Enonçons maintenant une proposition importante qui fait la liaison entre l’espace πp(E,F )
et l’espace L(E,F )

Proposition 2.1. Soit

u : E → F un opérateur linéaire :

Si u est p-sommant. Alors, u est continu.

Démonstration. Il suffit de prendre le cas n = 1 dans (2.1). Soient
u ∈ πp(E,F ) et x ∈ E
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donc
‖u(x)‖ ≤ πp(u) sup

x∗∈BE∗
|〈x, x∗〉|

en vertu du Corollaire (1.3), on constate que

‖u(x)‖ ≤ πp(u)‖x‖

qui exprime la continuité de u sur E. Avec l’inégalité intéressante

‖u‖ ≤ πp(u) (2.3)

Proposition 2.2. L’ensemble πp(E,F ) muni de l’addition et de la multiplication par un
réel est un espace vectoriel.

Démonstration. Il suffit de démontrer que πp(E,F ) est un sous-espace vectoriel de L(E,F )

1. πp(E,F ) est non vide , car pour u = 0 ( l’opérateur nul ) on a :

0 ≤ C sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

) 1
p

∀C > 0

2. Soient u et v deux opérateurs p-sommants, où il existe C1 telle que :(
n∑
k=1
‖u(xk)‖p

) 1
p

≤ C1 sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

) 1
p

et il existe C2 telle que :(
n∑
k=1
‖v(xk)‖p

) 1
p

≤ C2 sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

) 1
p

Si on applique l’inégalité de Minkowski , on trouve :(
n∑
k=1
‖(u+ v)(xk)‖p

) 1
p

≤
(

n∑
k=1
‖u(xk)‖p

) 1
p

+
(

n∑
k=1
‖v(xk)‖p

) 1
p

(2.4)

≤ C sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

) 1
p

par conséquent
u+ v ∈ πp(E,F )

3. Soient u un opérateur p-sommant et α un réel quelconque, donc il existe C telle
que (

n∑
k=1
‖(αu)(xk)‖p

) 1
p

= |α|
(

n∑
k=1
‖u(xk)‖p

) 1
p

(2.5)

≤ |α|C sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

) 1
p

Par conséquent
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(αu) ∈ πp(E,F )

Proposition 2.3. πp est une norme sur l’espace πp(E,F ).

Démonstration. Pour tous u et v deux opérateurs p-sommants et (xk)nk=1 une suite d’élé-
ments de E, on a :

1. πp(u) ≥ 0 (puisque les constantes C sont positives) :
2. si πp(u) = 0 donc (

n∑
k=1
‖u(xk)‖p

) 1
p

= 0

c’est-à-dire u est nul .
— Si l’opérateur nul vérifie (2.1). Alors,

0 ≤ C sup
x∗∈BE∗

|〈x, x∗〉| ∀x ∈ E

il est clair que la borne inférieure des nombres C est 0, donc
πp(0) = 0

3. Soit α un réel quelconque, on va montrer que πp(αu) = |α|πp(u) Comme
u ∈ πp(E,F ), on a d’après l’inégalité (2.5)

πp(αu) = inf(|α|C)
= |α| inf C
= |α|πp(u)

4. Soient u et v deux opérateurs p-sommants, on a d’après l’inégalité (2.4) :
πp(u+ v) ≤ πp(u) + πp(v)

Proposition 2.4. (πp(E,F ), πp) est un espace de Banach.

Démonstration. Montrons que si (un)n est une suite de Cauchy de πp(E,F ), alors elle
converge dans le même espace.
On a :

∀ε > 0, ∃j0 ∀i > j ≥ j0, πp(uj − ui) ≤ ε

donc, pour toute suite finie (xk)nk=1 d’éléments de E on a :(
n∑
k=1
‖(uj)(xk)− (ui)(xk)‖p

)
≤ εp sup

x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

)

Si i −→ +∞ (
n∑
k=1
‖(uj)(xk)− (u)(xk)‖p

)
≤ εp sup

x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

)
(2.6)

Et puisque πp(E,F ) ⊂ L(E,F ), on trouve uj −→ u dans L(E,F ), et d’après l’inégalité
(2.6)

uj −→ u dans πp(E,F )
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Théorème 2.1. (Théorème d’Inclusion). si 1 ≤ p < q <∞ alors ,

πp(E,F ) ⊂ πq(E;F )

en plus

πq(u) ≤ πp(u)

Démonstration. [1, p.11] Soient

(xk)nk=1 ⊂ E et λk = ‖u(xk)‖
q
p
−1

donc
‖u(λkxk)‖p = λpk‖u(xk)‖p = ‖u(xk)‖q

par suite (
n∑
k=1
‖u(xk)‖q

) 1
p

=
(

n∑
k=1
‖u(λkxk)‖p

) 1
p

(2.7)

si u ∈ πp(E,F ) , on aura
(

n∑
k=1
‖u(λkxk)‖p

) 1
p

≤ πp(u) sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

λpk|〈xk, x∗〉|p
) 1

p

moyennant la formule (2.7), on trouve
(

n∑
k=1
‖u(xk)‖q

) 1
p

≤ πp(u) sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

λpk|〈xk, x∗〉|p
) 1

p

Soit d’autre part α = q
q−p et β = q

p
Comme

1
α

+ 1
β

= q − p
q

+ p

q
= 1

on peut appliquer l’inégalité de Hölder
(

n∑
k=1
‖u(xk)‖q

) 1
p

≤ πp(u)
(

n∑
k=1

(λpk)
q

q−p

) q−p
q

1
p

sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

q
p

) p
q

1
p

≤ πp(u)
(

n∑
k=1

(‖u(xk)‖
q
p
−1)

pq
q−p

) q−p
pq

sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|q

) 1
q

≤ πp(u)
(

n∑
k=1
‖u(xk)‖q

) 1
p
− 1

q

‖(xk)‖q,w

multipliant les deux membres par :
(

n∑
k=1
‖u(xk)‖q

) 1
q
− 1

p

on trouve (
n∑
k=1
‖u(xk)‖q

) 1
q

≤ πp(u)‖(xk)‖q,w (2.8)
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donc
u ∈ πp(E,F )

et d’aprés (2.8) on a
πq(u) ≤ πp(u)

Théorème 2.2. (Théorème de Composition). soit 1 ≤ p <∞
1. si u ∈ L(E,F ) et v ∈ πp(F,G) alors,

v ◦ u ∈ πp(E,G) et πp(v ◦ u) ≤ πp(v)‖u‖.

2. si u ∈ πp(E,F ) et v ∈ L(F,G) alors,

v ◦ u ∈ πp(E,G) et πp(v ◦ u) ≤ ‖v‖πp(u).

Démonstration. 1. Supposons que
v ∈ πp(F,G) et u ∈ L(E,F ) et (xk)nk=1 ⊂ E

on touve (
n∑
k=1
‖(v ◦ u)(xk)‖p

) 1
p

≤ πp(v) sup
y∗∈BF∗

(
n∑
k=1
|〈u(xk), y∗〉|p

) 1
p

≤ πp(v) sup
y∗∈BF∗

(
n∑
k=1
|〈xk, u∗(y∗)〉|p

) 1
p

≤ πp(v)‖u∗‖ sup
y∗∈BF∗

(
n∑
k=1
|〈xk,

u∗(y∗)
‖u∗‖

〉|p
) 1

p

(laformule(1.7)) ≤ πp(v)‖u‖ sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

) 1
p

Donc v ◦ u ∈ πp(E,F ) en plus

πp(v ◦ u) ≤ πp(v)‖u‖.

2. Supposons que u ∈ πp(E,F ) et puisque v ∈ L(F,G), on obtient :
(

n∑
k=1
‖(v ◦ u)(xk)‖p

) 1
p

≤ ‖v‖
(

n∑
k=1
‖u(xk)‖p

) 1
p

≤ ‖v‖πp(u) sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

) 1
p

d’après ce qui précède, on tire que

v ◦ u ∈ πp(E,G) et πp(v ◦ u) ≤ πp(u)‖v‖.
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En vertu du Théorème de Composition, on peut constater les deux propriétés impor-
tantes suivantes [7, p.37-38].
Soient E,E0, F, F0 des espaces de Banach.

Proposition 2.5. (Propriété d’idéal). si

u ∈ L(F, F0), et w ∈ L(E0, E)

alors
v ∈ πp(E,F ) =⇒ uvw ∈ πp(E0, F0)

Proposition 2.6. (Propriété d’injectivité). Si F un sous espace de F0 et soit l’iso-
métrie

i : F −→ F0

alors
u ∈ πp(E,F ) ⇐⇒ iu ∈ πp(E,F0)

an plus
πp(iu) = πp(u)

Démonstration. — Le premier sens est immédiatement tiré d’après la composition et
on a :

πp(iu) ≤ πp(u) (2.9)

— Soit iu ∈ πp(E,F0), donc pour toute suite (xk)nk=1 ⊂ E on a :
(

n∑
k=1
‖(iu)(xk)‖p

) 1
p

≤ πp(iu) sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

) 1
p

Mais, et comme (
n∑
k=1
‖(iu)(xk)‖p

) 1
p

=
(

n∑
k=1
‖u(xk)‖p

) 1
p

donc (
n∑
k=1
‖u(xk)‖p

) 1
p

≤ πp(iu) sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1
|〈xk, x∗〉|p

) 1
p

c’est-à-dire
u ∈ πp(E,F )

en plus , on a :
πp(u) ≤ πp(iu) (2.10)

En vertu de (2.10) et (2.9) on trouve
πp(iu) = πp(u)
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2.2 Exemples
Illustrons les opérateurs p-sommants par des exemples. Soient la compact K et la

fonctionnelle δk définit, pour tout k ∈ K, par :
δk : C(K) −→ K

f −→ 〈δk, f〉 = f(k)

On remarque que δk ∈ C(K)∗ .
Soient µ une mesure de probabilité sur K et 1 ≤ p <∞.

1. [1, p.12] L’opérateur suivant constitue un exemple de base pour les opérateurs p-
sommants.

Soit, pour toute fonction ϕ ∈ Lp(K,µ), l’opérateur de multiplication suivant :

Mϕ : C(K) −→ Lp(K,µ)
f −→Mϕ(f) = fϕ

Cet opérateur est p-sommant, avec

πp(Mϕ) = ‖ϕ‖p
En effet, soit (fk)nk=1 ∈ C(K), on a

‖(Mϕ(fk))nk=1‖p =
(

n∑
k=1
‖Mϕ(fk)‖pp

) 1
p

=
(

n∑
k=1
‖fkϕ‖pp

) 1
p

=
(

n∑
k=1

∫
K
|ϕ(t)|p|fk(t)|pdµ(t)

) 1
p

=
(∫

K

n∑
k=1
|fk(t)|p|ϕ(t)|pdµ(t)

) 1
p

=
(∫

K

n∑
k=1
|〈δt, fk〉|p|ϕ(t)|pdµ(t)

) 1
p

≤ sup
t∈K

(
n∑
k=1
|〈δt, fk〉|p

) 1
p (∫

K
|ϕ(t)|pdµ(t)

) 1
p

≤ ‖ϕ‖p sup
δ(t)∈C(K)∗

(
n∑
k=1
|〈δt, fk〉|p

) 1
p

≤ ‖ϕ‖p‖(fk)nk=1‖p,w
Donc l’opérateur en question est p-sommant, et on a

πp(Mϕ) ≤ ‖ϕ‖p
mais, d’après l’inégalité (2.3), on a :

πp(Mϕ) ≥ ‖Mϕ‖ ≥ ‖ϕ‖p
Par conséquent

πp(Mϕ) = ‖ϕ‖p
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2. [9, p.270] Comme cas particulier, l’opérateur

Jp : C(K) −→ Lp(K,µ)
f −→ Jp(f) = f

est p-sommant et de plus
πp(Jp) = 1

En effet, il sufit de prendre ϕ = 1 dans l’exemple précédent.
3. L’opérateur d’inclusion suivant

ip : L∞(K,µ) −→ Lp(K,µ)
f −→ ip(f) = f

est p-sommant et on a :
πp(ip) = 1

En effet, utilisant le faite que L∞(µ) peut regarder comme étant C(K),
voir [1, p.13]

2.3 Caractérisations des opérateurs p-sommants
Dans cette section, nous donnerons le théorème fondamental de factorisation de

Pietsch pour les opérateurs p-sommants. Pour la démonstration, nous renvoyons le lecteur
aux références [13, 8]

Théorème 2.3. Soit T : X → Y un opérateur linéaire p-sommant et 1 ≤ p <∞. Alors,
il existe une probabilité de Radon λ sur (BX∗ , σ(X∗, X)) telle que

∀x ∈, ‖T (x)‖ ≤ πp(T )(
∫
BX∗
|〈x, ξ〉|pdλ(ξ))

1
p (2.11)

Inversement, s’il existe une probabilité de Radon λ sur (BX∗ , σ(X∗, X)) et C > 0 telle
que la formule citée au dessus est vérifiée, alors T est p-sommant et πp(T ) ≤ C

Remarque 2.2. La factorisation proprement dite.
L’inégalité (2.11) de Pietsch implique qu’il existe T̃ dans B(Sp, Y ) tel que le diagramme
suivant soit commutatif

avec T = T̃ ◦ j/S ◦ i et ‖T̃‖ = πp(T )
Où
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K = (BX∗ , σ(X∗, X))

C(K) = {des fonctions continues sur K },

i : X → S, i(x) = ϕx qui est une isométrie injective ,

S = {ϕx, x ∈ X avec ϕx(ξ) = 〈x, ξ〉} qui est un sous espace fermé de C(K) ,

j : C(K)→ Lp(K,λ) est l’injection naturelle, et πp(j) = 1(j/S est j restreint à S )

Sp = j(S)Lp(K,λ)

Remarque 2.3. On peut déduire facilement le théorème d’inclusion, Théorème 2.1 en
utilisant le théo- rème de Pietsch et l’inégalité de Hölder.

Corollaire 2.1. Si T est 2-sommant alors T se factorise par L∞(K,λ) et L2(K,λ).

Démonstration. Reprenons le diagramme de la Remarque 2.2 pour p = 2. P est la pro-

jection de L2(K,λ) sur S2 de norme ≤ 1

Le théorème classique suivant dû à Nachbin.

Théorème 2.4. Soient X0 un sous espace fermé d’un espace de Banach X, (Ω, T , µ)

un espace mesuré et u : X0 −→ L∞(Ω, T , µ) un opérateur linéaire continu. Alors, il

existe ũ : X −→ L∞(Ω, T , µ) linéaire continu prolongeant u(ũ/X0 = u) et ‖ũ‖ ≤ ‖u‖

Proposition 2.7. Soit X0 un sous espace d’un Banach X et T ∈ π2(X0, Y ) . Alors il
existe une extension de T , soit T̃ : X → Y , 2-sommant et π2(T̃ ) ≤ π2(T )

Démonstration. D’après le Corollaire 2.1 T se factorise par L∞(K,λ) et L2(K,λ)
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Par le Théorème 2.4 se prolonge en ĩ : X → L∞(K,λ) avec ‖̃i‖ ≤ 1 et ‖B‖ ≤ π2(T ) .
On pose T̃ = Bjĩ et on aura

π2(T̃ ) ≤ ‖B‖π2(j)‖̃i‖ ≤ π2(T )

Ce qui termine la démonstration

Théorème 2.5. [13, p.345]
Soient 1 ≤ p < ∞, T : X → Y un opérateur linéaire (où X , Y sont des espace de
Banach).
T est p-sommant si et seulement si T ∗∗ : X∗∗ → Y ∗∗ est p-sommant de plus, on a
πp(T ) = πp(T ∗∗)
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Chapitre 3

Les opérateurs fortement
p-sommants

3.1 Définitions et propriétés
On étudiera maintenant la classe d’opérateurs fortement p-sommants comme une ca-

ractérisation des conjugué d’opérateurs p∗-sommants.

Définition 3.1. Un opérateur linéaire T : X → Y (X, Y sont des espaces de Banach
arbitraires ) est fortement p-sommant, 1 < p ≤ ∞ si et seulement si, il existe une constante
positive C telle que pour tout x1, ..., xn ∈ X, et tout y∗1, ..., y∗n ∈ Y ∗ , on a

‖(〈T (xi), y∗i 〉)‖ln1 ≤ C(
n∑
i=1
‖xi‖pX)

1
p sup
y∈BY

‖y∗i (y)‖ln
p∗

(3.1)

Encore une fois la classe d’opérateurs fortement p-sommants de X dans Y , qui est notée
par Dp(X, Y ) est un espace de Banach muni de la norme

dp(T ) = inf{ C vérifiant l’inégalité (3.1)}

Théorème 3.1. Soit 1 < p ≤ ∞ et X, Y deux espaces de Banach
(1) Dp(X, Y ) est un espace normé
(2) Si T ∈ Dp(X, Y ) alors T est continu et ‖T‖ ≤ dp(T )

Proposition 3.1. Soit T ∈ L(X, Y ) et v : lnp → Y ∗ un opérateur linéaire borné, l’opéra-
teur T est fortement p-sommant si et seulement si

n∑
i=1
|〈T (xi), v(ei)〉| ≤ C

(
n∑
i=1
‖xi‖p

) 1
p

‖v‖ (3.2)

Pour p = 1 , on a D1(X, Y ) = L(X, Y ).

Proposition 3.2. Soient T ∈ B(X, Y ) , R ∈ B(Y, Z) et S ∈ B(E,X)
(1) si T est fortement p-sommant, alors R◦T est fortement p-sommant et dp(R◦T ) ≤
‖R‖dp(T )

(2) Si T est fortement p-sommant, alors T ◦S est fortement p-sommant et dp(T ◦S) ≤
dp(T )‖S‖
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Démonstration. (1) Soient n ∈ N x1, ..., xn ∈ X et z∗1 , ..., z
∗
n ∈ Z∗ . Il suffiit

d’après (3.2) de montrer que

n∑
i=1
|〈RT (xi), z∗i 〉| ≤ C

(
n∑
i=1
‖xi‖pX

) 1
p

‖v‖

où v : Z → lnp∗ tel que :

v(z) =
n∑
i=1

z∗i (z)ei

Ona
n∑
i=1
|〈RT (xi), z∗i 〉| =

n∑
i=1
|〈T (xi), R∗(z∗i )〉|

≤
(

n∑
i=1
‖xi‖pX

) 1
p

‖w‖

où

w(y) =
n∑
i=1
〈R∗(z∗i ), y〉ei

=
n∑
i=1
〈z∗i , R(y)〉ei

= ‖R(y)‖
n∑
i=1

〈
z∗i ,

R(y)
‖R(y)‖

〉
ei

Ce qui implique

‖w‖ ≤ ‖R‖ sup
x∈BZ

‖(z∗i (z))1≤i≤n‖ln1 ,

≤ ‖R‖‖v‖

(2) Soient n ∈ N, e1, ..., en ∈ E et y∗1, ..., y
∗
n ∈ Y ∗ . On a

n∑
i=1
|〈(T ◦ S)(ei), y∗i 〉| =

n∑
i=1
|〈T (S(ei)), y∗i 〉|

≤ dp(T )
(

n∑
i=1
‖S(ei)‖pX

) 1
p

‖v‖ (v(y) =
n∑
i=1

y∗i (y)ei)

≤ dp(T )
(
‖S‖p

n∑
i=1
‖ei‖pE

) 1
p

‖v‖

≤ dp(T )‖S‖
(

n∑
i=1
‖ei‖pE

) 1
p

‖v‖

Ce qui entraîne que, dp(T ◦ S) ≤ dp(T )‖S‖ et ceci termine la démonstration.
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3.2 Relation entre Dp(X, Y ) et πp(X, Y )
Le théorème suivant donne une caractérisation des opérateurs fortement p∗−sommants

Théorème 3.2. soit X, Y deux espace de Banach. Alors,
(1) Soit 1 ≤ p < ∞ L’opérateur T est p-sommant de X dans Y si et seulement si

l’opérateur adjoint T ∗ est fortement p∗ − sommant de Y ∗ dans X∗ et dp∗(T ∗) =
πp(T ).

(2) Soit 1 < p ≤ ∞ . L’opérateur T est fortement p-sommant de X dans Y si et
seulement si l’operateur adjoint T ∗ est p-sommant de Y ∗ dans X∗ et dp(T ) =
πp∗(T ∗)

Démonstration. (1) Soit 1 ≤ p < ∞ et soit T ∈ πp(X, Y ) On va montrer que T ∗ ∈
Dp∗(Y ∗, X∗).
si y∗1, ..., y∗n ∈ Y ∗ et (x∗∗i ⊂ X∗∗ , on a

n∑
i=1
|〈T ∗(y∗i ), x∗∗i 〉| =

n∑
i=1
|〈y∗i , T ∗∗(x∗∗i )〉

≤
n∑
i=1
‖y∗i ‖‖T ∗∗(x∗∗i )‖ (3.3)

≤
(

n∑
i=1
‖y∗i ‖p

∗
) 1

p∗
(

n∑
i=1
‖T ∗∗(x∗∗i )‖p

) 1
p

Puisque T est p-sommant, il résulte que T ∗∗ est p-sommant, de plus πp(T ) =
πp(T ∗∗). On trouve(

n∑
i=1
‖T ∗∗(x∗∗i )‖p

) 1
p

≤ πp(T ) sup
ξ∈BX∗

(
n∑
i=1
|〈x∗∗i , ξ〉|p

) 1
p

(3.4)

En remplaçant l’inégalité (3.4) dans (3.3), on aura

n∑
i=1
|〈T ∗(y∗i ), x∗∗i 〉| ≤ πp(T )

(
n∑
i=1
‖y∗i ‖p

∗
) 1

p∗

sup
ξ∈BX∗

‖(x∗∗i (ξ))‖lnp

Ce qui implique que T ∗ ∈ Dp∗(X∗, Y ∗) et dp∗(T ∗) ≤ πp(T ) .

Inversement. On suppose que T ∗ ∈ Dp∗(X∗, Y ∗), soit x1, ..., xn ∈ X , et soit y∗i une
suite définie dans Y ∗ on a∣∣∣∣∣

n∑
i=1
〈Txi, y∗i 〉

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1
|〈xi, T ∗(y∗i )〉|

≤ dp∗(T ∗)
(

n∑
i=1
‖y∗i ‖p

∗
) 1

p∗

sup
x∗∈BX∗

(
n∑
i=1
|〈xi, x∗〉|p

) 1
p

Puique (lnp (X))∗ = (lnp∗(X∗))

(
n∑
i=1
‖T (xi)‖p

) 1
p

= sup


∣∣∣∣∣
n∑
i=1

y∗i (Txi)
∣∣∣∣∣ : y∗1, ..., y∗n ∈ Y ∗,

( n∑
i=1
‖y∗i ‖p

∗
) 1

p∗

≤ 1


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Nous faisons entrer le supremum sur la boule unité sur lnp∗(X∗) on trouve

(
n∑
i=1
‖T (xi)‖p

) 1
p

≤ dp∗(T ∗) sup
x∗∈BX∗

(
n∑
i=1
|〈xi, x∗〉|p

) 1
p

Ce qui implique que T est p-sommant et πp(T ) ≤ dp∗(T ∗)

(2) De la même façon que (1)

Le corollaire suivant est immédiat d’après les résultats de Pietsch . Pietsch a montré
que les opérateurs p-sommants sont faiblement compacts et complè- tement conti-
nus (un opérateur T est complètement continu s’il transforme des suites faiblement
convergentes aux suites fortement convergentes).

Corollaire 3.1. Si T ∈ Dp(X, Y ), alors T est faiblement compact et l’opérateur adjoint
T ∗est complètement continu.

Corollaire 3.2. D’après le Théorème (3.2), on a si p1 < p2 alors Dp2(X, Y ) ⊂ Dp1(X, Y )

Théorème 3.3. Il existe des espaces de Banach tels que

πp(X, Y ) 6= Dp∗(X, Y ), 1 ≤ p ≤ ∞

Démonstration. a) Soit 1 ≤ p ≤ 2. Pietsch a montré que l’opérateur canonique
I : l1 → l2 est p-sommant (I ∈ πp(l1, l2)) pour 1 ≤ p <∞ mais l’opérateur adjoint
I∗ : l2 → l∞ n’est pas p-sommant (I∗ /∈ πp(l2, l∞)) pour, 1 ≤ p ≤ 2 ( voir [13,
p.338]) .
Donc d’après le Théorème (3.2) l’opérateur I /∈ Dp∗(l2, l∞) pour 2 ≤ p∗ ≤ ∞
De la même façon, l’opérateur I∗ ∈ Dp∗(l2, l∞) pour 2 ≤ p∗ ≤ ∞ mais I∗ /∈
πp(l2, l∞) pour 1 ≤ p ≤ 2

b) Maintenant, soit 2 ≤ p ≤ ∞ : Considérant l’opérateur I0 = IJ définit par :

où I, J sont des opérateurs canoniques. Puisque J est continu, nous concluos que
I0 est p-sommant pour tout p ≥ 2 . Mais l’opérateur adjoint I∗0 : lp∗ → l∞ n’est
pas p-sommant. En effet, si xi = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ...), il suit que

( ∞∑
i=1
‖I∗0 (xi)‖p

) 1
p

= lim
n→∞

n
1
p =∞
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Bien que

sup
‖x∗‖≤1

( ∞∑
i=1
|x∗(xi)p

) 1
p

= 1

Ce qui implique, I∗0 n’est pas p-sommant ; donc d’après le Théorème (3.2) ,
I0 /∈ Dp∗(l1, lp).
De même façon, l’opérateur I0 ∈ Dp∗(lp∗ , l∞) mais I∗0 /∈ πp(lp∗ , l∞).

3.3 Caractérisations des opérateurs fortement p-sommants
On va maintenant présenter le théorème de domination concernant cette classe d’opé-

rateurs.

Théorème 3.4. Un opérateur T ∈ B(X, Y ) est fortement p-sommant, 1 ≤ p ≤ ∞ , si et
seulement si, il existe une probabilité de Radon µ sur BY ∗∗ et une constante positive C,
telle que pour tout x ∈ X , on a

|〈T (x), y∗〉| ≤ C‖x‖
(∫

BY ∗∗
|y∗(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)

) 1
p∗

(3.5)

Démonstration. Premièrement on commence par montrer la réciproque. Soient (xi) ⊂ X
et y∗1, ..., y∗n ∈ Y ∗ D’après (3.5), on a

|〈T (xi), y∗i 〉| ≤ C‖xi‖
(∫

BY ∗∗
|y∗i (y∗∗)|p

∗
dµ(y∗∗)

) 1
p∗

pour tout 1 ≤ i ≤ n . On aura donc

n∑
1=1
|〈T (xi), y∗i 〉| ≤ C

n∑
i=1

‖xi‖
(∫

BY ∗∗
|y∗i (y∗∗)|p

∗
dµ(y∗∗)

) 1
p∗


≤ C

(
n∑
i=1
‖xi‖p

) 1
p
(

n∑
i=1

∫
BY ∗∗
|y∗i (y∗∗)|p

∗
dµ(y∗∗)

) 1
p∗

≤ C

(
n∑
i=1
‖xi‖p

) 1
p

sup
y∈BY ∗

‖y∗i (y)1≤i≤n‖ln
p∗

Ce qui implique que T ∈ Dp(X, Y ) et dp(T ) ≤ C

On démontre la première implication. On a ,T est fortement p-sommant ⇔ T ∗ est
p∗ − sommant et dp(T ) = πp∗(T ∗) ( Théorème (3.2) )

|〈T (x), y∗〉| = |〈x, T ∗(y∗)〉|
≤ ‖x‖‖T ∗(y∗)‖

≤ dp(T )‖x‖
(∫

BY ∗∗
|y∗∗(y∗)|p∗dµ(y∗∗)

) 1
p∗

D’où le résultat.
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Remarque 3.1. On peut en déduire facilement le théorème d’inclusion 2.1 en utilisant
le théorème de Pietsch et l’inégalité de Hölder.

Maintenant on donnera les relations entre les opérateurs fortement psommants et les
opérateurs psommants dans le cas des opérateurs des rangs finis

Lemme 3.1. [5]
Soient T un opérateur linéaire du rang fini.et (xi) ⊂ X, (yi) ⊂ Y

(1) Pour 1 ≤ p <∞ on a T ∈ πp(X, Y ) et πp(T ) ≤ inf
(
‖(xi)‖lp(X), ‖(yi)‖lw

p∗ (Y )
)

(2) Pour 1 < p ≤ ∞ on a T ∈ Dp(X, Y ) et dp(T ) ≤ inf
(
‖(xi)‖lw

p∗(X),‖(yi)‖lp (Y )
)

Lemme 3.2. .
Soit 1 ≤ p ≤ ∞ on a

(1) Soit T un opérateur de lnp dans X.Alors T ∈ πp∗(lnp , X) et T ∈ Dp(lnp , X) avec

dp(T ) ≤ πp∗(T )

(2) Soit T un opérateur de X dans lnp∗.Alors T ∈ Dp(X, lnp∗) et T ∈ πp∗(X, lnp∗) avec

πp∗(T ) ≤ dp(T )

Démonstration. (1) Puisque T est du rang fini, on peut conclure du lemme précédent
que T ∈ πp∗(lnp , X) et T ∈ Dp(lnp , X)

Soit (ei)1≤i≤n la base canonique de lnp par ce que T est p∗ − sommant , on a
(

n∑
i=1
‖T (ei)‖p

∗
) 1

p∗

≤ πp∗(T ) sup
‖x∗‖ln

p∗
≤1

(
n∑
i=1
|x∗(ei)|p

∗
) 1

p∗

≤ πp∗(T ) (3.6)

Si x1, ..., xm ∈ lnp alors on peut écrire xj sous la forme

xj =
n∑
i=1

aijei

par conséquent si (yj) ∈ lp∗(X∗) on a
m∑
j=1
|y∗j (Txj)| ≤

m∑
j=1

n∑
i=1
|aijy∗j (Tei)|

(1 < p <∞) ≤
∑

i,j

|aij|p
 1

p
∑

ij

|y∗j (Tei)|p
∗

 1
p∗

≤
n∑
j

‖xj‖lnp


n∑
i=1

(
‖Tei‖p

∗) m∑
j=1

∣∣∣∣∣ y
∗
j (Tei)
‖T (ei)‖

∣∣∣∣∣
p∗


1
p∗

≤ ‖(xj)‖lnp (lnp )

(
n∑
i=1
‖Tei‖p

∗
) 1

p∗

sup
‖y‖X≤1

‖(y∗j (y)‖lw
p∗
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Donc, d’après (3.6), on trouve

m∑
j=1
|y∗j (Txj)| ≤ πp∗(T ).‖(xj)‖lnp (lnp ). sup

‖y‖X≤1
‖(y∗j (y)‖lw

p∗

Ce qui implique

T ∈ Dp(lnp , X) et dp(T ) ≤ πp∗(T )

Pour p =∞ , trivial.
(2) D’après le Théorème 3.2 T ∈ Dp(X, lnp∗) alors T ∗ ∈ πp∗(lnp , X∗) et d’après (1)

T ∗ ∈ Dp(lnp , X∗) .
Ce qui implique d’après le Théorème 3.2, T ∈ πp∗(X, lnp∗) et πp∗(T ) ≤ dp(T ) .
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3.4 Quelques propriétés pour les espaces de Hilbert
Pour montrer le théorème de Bu dans le cas des espaces de Hilbert, nous utilisons l’in-

égalité de Khintchine et aussi l’inégalité de Kahane. Pour cela quelques rappels concernant
les variables aléatoires de Rademacher et ces inégalités nous seront nécéssaires. Elles sont
définies comme suit : pour chaque n dans N, soit la fonction

rn : [0, 1] −→ {−1,+1}
t −→ rn(t) = sgn sin 2ntπ

On utilise le langage probabilistique, on peut dit que (rn(t))∞n=1 est une suite des variables
aléatoires indépendantes. On a aussi

µ{t : rn(t) = +1} = µ{t : rn(t) = −1} = 1
2

µ est la mesure de Lebesgue sur l’intervalle [0,1]. Nous référons le lecteur à [8] pour plus
de détails sur cette notion.

On désigne par Rad(X) l’espace de Banach des suites presque inconditionnel sommable
dans X avec la norme

‖(xn)n‖Rad(X) =
∫ 1

0

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

rn(t)xn
∥∥∥∥∥

2

dt

 1
2

Définition 3.2. (Inégalité de Khintchine).
Soit n ∈ N , 1 < p < ∞ , il existe des constantes positives Ap, Bp telles que pour toute
suite de scalaires (an) , on a

Ap

(
n∑
k=1
|ak|2

) 1
2

≤
(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ak.rk(t)
∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

≤ Bp

(
n∑
k=1
|ak|2

) 1
2

‘

Définition 3.3. (Inégalité de Kahane).
Soit 1 < p, q <∞ , soit X un espace de Banach et (xn) une suite dans X, alors il existe
une constante positive Kpq telle que(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk(t)xk
∥∥∥∥∥
q

dt

) 1
q

≤ Kpq

(∫ 1

0
‖rk(t)xk‖p

) 1
p

3.4.1 Caractérisations sur les espaces des produits scalaires
Soit X un espace linéaire normé. On dit que X est un espace de produit scalaire, s’il

existe un produit scalaire définit dans X tel que :‖x‖2 = 〈x, x〉 .

Théorème 3.5. [6] Soit X un espace normé. Alors X est un espace de produit scalaire si
et seulement si, pour tout espace de Banach Y et tout opérateur 2−sommant T : X → Y ,
le conjugué T ∗ est 2− sommant et

π2(T ∗) ≤ π2(T )

On peut donner le Théorème 3.5 comme suit.
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Théorème 3.6. [5, Théorème 4.2.2]
Soit Y un espace linéaire normé, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) X est un espace de produit scalaire
(2) Pour tout espace de Banach Y, π2(X, Y ) ⊆ D2(X, Y ) et d2(T ) ≤ π2(T )
(3) Pour tout espace de Banach Y,D2(X, Y ) ⊆ π2(X, Y ) et π2(T ) ≤ d2(T )

Nous comparons maintenant les notions d’opérateurs p-sommants et les opérateurs forte-
ment p-sommants pour les espaces de Hilbert.

Bu a généralisé le Théorème (3.6, (2)) de [5, Théorème 4.2.2, (ii)] pour tout p et
q(1 < p, q < ∞) (∏p(H,Y ) ⊂ Dq(H, Y )) à la place de p = q = 2 cité dans le Théo-
rème 3.6 où H est un espace de Hilbert quelconque et ∏p(H,Y ) est l’espace de tous les
opérateurs linéaires p-sommants.

Théorème 3.7. [4]
Soit 1 < p, q <∞ ,et H un espace de Hilbert. Alors

πp(H,Y ) ⊆ Dq(H, Y ),

de plus
dp(T ) ≤ 1

Aq∗
Bp.Kp.q∗ .πp(T ).

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut remplacer H par lm2 pour m ∈ N
. Car, si on prend (xi)1≤i≤n ⊂ H , alors il existe m ∈ N tel que span (xi)1≤i≤n est
isométrique à lm2 On utilise la projection P : H → lm2 puis on retourne au cas initial. Soit
T ∈ πp(H, Y ) alors il existe une probabilité de Radon µ sur Bln2

telle que pour tout x ∈ ln2
on a

‖T (x)‖ ≤ πp(T )
∫

Bln2

|x∗(x)|pdµ(x∗)
 1

p

(3.7)

Pour x1, ..., xn ∈ lm2 et y∗1, ..., y∗n ∈ Y ∗ , on a

xi =
m∑
k=1

xi,kek, i = 1, ..., n

Alors
n∑
i=1
|〈T (xi), y∗i 〉| ≤

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
〈

m∑
k=1

xi,kT (ek), y∗i
〉∣∣∣∣∣

≤
n∑
i=1

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

xi,k〈T (ek), y∗i 〉
∣∣∣∣∣

En utilisant l’inégalité de Hölder, nous obtenons
n∑
i=1
|〈T (xi), y∗i 〉| ≤

n∑
i=1

(
(
m∑
k=1
|xi,k|2) 1

2 .(
m∑
k=1
|〈T (ek), y∗i 〉|2) 1

2

)

≤
n∑
i=1

(
‖xi‖lm2 (

m∑
k=1
|〈T (e), y∗i |2) 1

2

)
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Ce qui entraîne d’après l’inégalité de Khintchine que

n∑
i=1
|〈T (xi), y∗i 〉| ≤

n∑
i=1

‖xi‖lm2 .Aq∗
∥∥∥∥∥
m∑
k=1

εk〈T (ek), y∗i 〉
∥∥∥∥∥
Lq∗ (D)


D’où encore par l’inégalité de Hölder

n∑
i=1
|〈T (xi), y∗i 〉| ≤ Aq∗

(
n∑
i=1
‖xi‖qlm2

) 1
q

.

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

εk〈T (ek), y∗i 〉
∥∥∥∥∥
ln
q∗ (Lq∗ (D))

D’après Fubini

≤ Aq∗

(
n∑
i=1
‖xi‖qlm2

) 1
q

.

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

εk〈T (ek), y∗i 〉
∥∥∥∥∥
Lq∗ (D,ln

q∗ )

et donc inférieure ou égale à

Aq∗

(
n∑
i=1
‖xi‖qlm2

) 1
q

‖(y∗i )‖ln,w
q∗ (Y ∗)

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

εkT (ek)
∥∥∥∥∥
Lq∗ (D)

(3.8)

Nous intéressons maintenant à la quantité∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkT (ek)
∥∥∥∥∥
Lq∗ (D)

D’après l’inégalité de Kahane, on a∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εkT (ek)
∥∥∥∥∥
Lq∗ (D)

≤ Kp,q∗

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

εk(t)T (ek)
∥∥∥∥∥
Lp(D,Y )

≤ Kp,q∗

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

Tεk(t)ek
∥∥∥∥∥
Lp(D,Y )

Mais d’après (3.7), on a

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

Tεk(t)ek
∥∥∥∥∥
Lp(D,Y )

≤ πp(T )
∫

D

∫
Blm2

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

x∗(ek)εk(t)
∣∣∣∣∣
p

dµ (x∗)dt
 1

p

≤ πp(T )
∫

Blm2

∫
D

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

x∗(ek)εk(t)
∣∣∣∣∣
p

dµ(x∗)dt
 1

p

D’après l’inégalité de Khintchine

≤ Bp.πp(T )
∫

Blm2

(
m∑
k=1
|x∗(ek)|2

) p
2

dµ(x∗)


1
p

≤ Kp,q∗ .Bp.πp(T )
∫

Blm2

‖x∗‖plm2 dµ(x∗)
 1

p

≤ Kp,q∗ .Bp.πp(T )
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Par conséquent ∥∥∥∥∥
m∑
k=1

εkT (ek)
∥∥∥∥∥
Lq∗ (D,Y )

≤ Kp,q∗ .Bp.πp(T ) (3.9)

En combinant (3.8) et (3.9) on a aura

n∑
i=1
|〈T (xi), y∗i 〉| ≤ Aq∗ .kp,q∗ .Bp.πp(T )

(
n∑
i=1
‖xi‖q

) 1
q

‖(y∗i )‖ln,w
q∗ (Y ∗)

Ce qui implique que
T ∈ Dq(H,Y )

et
dp(T ) ≤ Aq∗ .BpKp,q∗ .πp(T )

Ce qui acheve la démonstration.
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