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Abstract.

This dissertation joins in the field of operator theory. In the first part of the thesis,
we give classical results concerning the Hardy space, models spaces and some besic
concepts such as projections and reproducing kernels. In the second part of the thesis
we are interested in the truncated Toeplitz operators on the model space, we are parti-
cularly interested the matrix representation of truncated Toeplitz operators where the
inner function u is zn or a Blaschke product of order n.

Key words :
Hardy space, model space, inner function, Blaschke product, truncated Toeplitz ope-
rators, matrix representation.
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Résumé.

Ce mémoire s’inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs. Dans la première
partie du mémoire, nous donnons les résultats classiques concernant l’espace de Hardy,
l’espace modèles et quelques notions de base telles que les projections et les noyaux
reproduisant. Dans la dexième partie du mémoire on s’intéresse aux opérateurs de Toe-
plitz tronqués sur l’espace modèle, plus particulièrement à la représentation matricielle
d’un opérateur de Toeplitz tronqué dans le cas où la fonction intérieure u est égale à
zn, où bien un produit de Blaschke d’ordre n.

Mots clés :
Espaces de Hardy, espace modèle, fonction intérieure, produit de Blaschke, opérateurs
de Toeplitz tronqués, représentations matricielles.
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Introduction.

Ce mémoire s’inscrit dans le domaine de l’analyse fonctionnelle, théorie des opéra-
teurs et l’analyse complexe. Elle est dédié à l’étude de certains opéateurs sur quelques
espaces fonctionnels. On note par D le disque unité et T = ∂D le cercle unité du plan
complexe C et par m la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité T tel que :
dm := dm(θ) = dθ

2π , et par L
2(T) := L2(T, dm) l’espace de Lebesgue usuel sur Tmuni de

la norme ‖f‖ := (
∫
T |f(ζ)|2dm(ζ))

1
2 et du produit scalaire 〈f, g〉 :=

∫
T f(ζ)g(ζ)dm(ζ).

On définit l’espace de Hardy H2(T) par l’espace des fonctions analytiques f ∈ L2(T)
dont les coefficients de Fourier de signe négatifs sont nuls c’est-à-dire :

H2(T) := {f ∈ L2(T) : f̂(n) = 0, n ≤ 0},

avec f̂(n) est le n-ième coefficient de Fourier de f. H2(T) est un sous espaces fermé de
l’espace de Hilbert L2(T), il est aussi un espace de Hilbert muni du produit scalaire
induit par celui de L2(T). On identifie H2(T) à sous espace des fonctions holomorphes
f ∈ Hol(D) sur D par

H2(D) = {f ∈ Hol(D) : ‖f‖2 = sup
0≤r<1

∫ 2π

0
|f(reiθ)|2 dθ2π <∞},

par la limite radiale f ∗, (est un isomorphisme isométrique), définie par :

f ∗(ζ) = lim
r→1−

f(rζ),

existe presque partout sur T. Le noyau reproduisant de H2(D), noté kλ donné par la
formule : kλ(z) = 1

1−λz , pour tout z ∈ D. Les espaces modèles sont les sous-espaces
fermés non nul de H2 invariants par l’adjoint du shift, S∗ := f −→ f(z)−f(0)

z
, d’après le

théorème de Beurling [1], ces espaces sont de la forme

K2
u := (uH2)⊥ = H2 	 uH2 = {f ∈ H2, 〈f, ug〉 = 0, pour tout g ∈ H2},

où u est une fonction intérieure. Comme dans le cas de H2, chaque K2
u est un espace

à noyau reproduisant noté kuλ défini par : kuλ(z) = 1−u(λ)u(z)
1−λz , (λ, z) ∈ D × T. Dans le

1
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cas particulier K2
u est de dimension fini si u est un produit de Blaschke d’ordre fini.

Chaque espace modèle est équipé d’un opérateur de conjugaison C défini par C[f ](ζ) =
u(ζ)ζf(ζ) pour tout f ∈ K2

u et ζ ∈ T. Les opérateurs de Toeplitz tronqués sont des
compressions des opérateurs de multiplication sur l’espace modèle K2

u. L’opérateur de
Toeplitz tronqué de symbole ϕ ∈ L∞ sur K2

u est défini par :

Auϕ = Pu(ϕf) pour chaque f ∈ K2
u.

L’étude des opérateurs de Toepliz tronqués est un domaine de recherche d’actualité
dans la théorie des opérateurs. Sur l’espace modèle ces opérateurs ont été introduits
par Sarason [23] en 2007.
Dans ce travail on s’intéresse particulièrement aux matrices des opérateurs de Toepliz
tronqués. La matrice de Aϕ relativement à la base S = {1, z, z2, ..., zn} est de la forme :

Aϕ =



a0 a−1 . . . . . . a−n+2 a−n+1

a1 a0
. . . a−n+2

a2 a1
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . a0 a−1

an−1 . . . . . . a2 a1 a0


La matrice de Aϕ relativement à la base A = {kλ1 , kλ2 , ..., kλn} est de la forme :

rij =



ai
λi

λi−λj
+ aj

λj
λj−λi

u′(λj)
u′(λi)

si i 6= j

n∑
k=1,k 6=i

ak
λi

λi − λk
+ ai

[
1 + λiu′′(λi)

u′(λi)

]
si i = j

où les ai sont les coordonnées de la fonction ϕ relativement à la base {kλ1 , kλ2 , ..., kλn}
de K2

u. Le mémoire est organisé de la manière suivante :
Nous commençons par rappeler les définitions et propriétés concernant les espaces de
Hilbert, L2(T), Hardy H2, et les opérateurs bornés dans le chapitre 1.
Le chapitre 2 est entièrement consacré aux espaces modèles, nous rappelons la définition
de l’espace modèle ainsi que ses propriétés élémentaires qui nous sont utiles dans l’étude
des opérateurs de Toeplitz tronqués.
Le dernier chapitre de ce mémoire contiennent les opérateurs de Toeplitz tronqués et
leurs représentations matricielles dans le cas d’espace modèle de dimension finie.
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Chapitre 1

Préliminaires.

Nous exposons dans ce chapitre les éléments de la théorie des espaces de Hilbert
qui correspond à ce cadre, notamment, les notions d’orthogonalité, de projection, les
espaces L2(T) et les espaces de Hardy. Notre présentation est essentiellement inspirée
des références [2, 5, 8, 9, 10, 17, 22]. On terminera ce chapitre par une présentation
sommaire de quelques opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert.

1.1 Espaces de Hilbert.

1.1.1 Forme bilinéaire et produit scalaire.
Définition 1.1. Soit E un C-espace vectoriel.
Une application 〈., .〉 : E × E −→ C est une forme bilinéaire si toutes les applications
partielles x 7−→ 〈x, y〉 et y 7−→ 〈x, y〉 sont linéaires.

i) Elle est symétrique si 〈x, y〉 = 〈y, x〉, pour tous x ; y ∈ E.
ii) Elle est définie positive si 〈x, x〉 ≥ 0, pour tout x ∈ E

et si (〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0).
iii) Un produit scalaire est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive.

1.1.2 Applications anti-linéaires et formes sesquilinéaires.
Définition 1.2. Soient E et F, deux C-espaces vectoriels.
Une application L : E −→ F est dite anti-linéaire si :
pour tous λ, µ ∈ C et x, y ∈ E L(λx+ µy) = λ̄L(x) + µ̄L(y).

3



1.1. ESPACES DE HILBERT.

Définition 1.3. Une application 〈., .〉 : E × E −→ C est une forme sesquilinéaire si
l’application linéaire partielle x 7−→ 〈x, y〉 est linéaire et si l’autre y 7−→ 〈x, y〉 est anti-
linéaire.

i) Elle est dite symétrique hermitienne si :
〈x, y〉 = 〈y, x〉 pour tous x; y ∈ E.

ii) Elle est définie positive.
iii) Un produit (scalaire) hermitien est une forme sesquilinéaire, symétrique hermi-

tienne, définie positive.

1.1.3 Norme préhilbertienne.
Définition 1.4. Soit 〈., .〉 un produit scalaire hermitien sur E. On définie sur E la norme
associée à 〈., .〉 par : ‖x‖ :=

√
〈x, x〉.

Lemme 1.1. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe muni du produit scalaire 〈., .〉
. Alors, pour tous x, y ∈ E

‖ x+ y ‖2=‖ x ‖2 +2Re〈x, y〉+ ‖ y ‖2

Démonstration.

〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉

= 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈x, y〉+ 〈y, y〉

= ‖ x ‖2 +2Re〈x, y〉+ ‖ y ‖2 .

Nous vérifions aisément certaines propriétés de la norme pour ‖.‖ :

1. ‖x‖ ≥ 0 par définition, et si ‖x‖ = 0 c’est que 〈x, x〉 = 0 et donc x = 0

2. pour λ ∈ C nous avons

‖ λx ‖=
√
〈λx, λx〉 =

√
λλ〈x, x〉 =

√
|λ|2〈x, x〉.

Proposition 1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz).
Soit E un espace vectoriel (réel ou complexe) muni du produit scalaire 〈x, y〉. Alors
pour tous x, y ∈ E :

4



1.1. ESPACES DE HILBERT.

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

Démonstration.
Si ‖x‖ = 0 c’est que x = 0 et l’inégalité est immédiate. Sinon, ‖x‖ > 0 et pour tout
t ∈ R nous avons

0 6‖ tx+ y ‖=‖ x ‖2 t2 + 2Re〈x, y〉t+ ‖ y ‖2 .

Le discriminant de ce polynéme quadratique doit donc être ≤ 0 :

0 ≥ (2Re〈x, y〉)2 − 4‖x‖2‖y‖2,

d’où
‖x‖‖y‖ ≥ |Re〈x, y〉| ≥ Re〈x, y〉.

De plus il existe α ∈ C de module 1 tel que 〈x, y〉 = α|〈x, y〉|,
d’où α〈x, y〉 = |〈x, y〉|, et :

‖x‖‖y‖ = ‖x‖‖αy‖

≥ Re〈x, αy〉

= Re(α〈x, y〉)

= Re|〈x, y〉|

= |〈x, y〉|.

Définition 1.5. On appelle espace préhilbertien un C-espace vectoriel muni d’un produit
hermitien 〈., .〉 et de la norme associée ‖.‖. Un espace préhilbertien peut être muni d’une
structure d’espace métrique pour la distance

d(x, y) :=‖ x− y ‖.

Proposition 1.2. Soit E un C-espace vectoriel préhilbertien et soient x; y ∈ E. Alors
on dispose des énoncés suivants :

1. Théorème de Pythagore :

Re〈x, y〉 = 0⇔‖ x+ y ‖2= ‖x‖2 + ‖y‖2.

2. Identité du parallélogramme :

‖ x+ y ‖2 + ‖ x− y ‖2= 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

5



1.1. ESPACES DE HILBERT.

3. Formule de polarisation :

〈x, y〉 = ‖x+y‖2−‖x−y‖2

4 + i
(
‖x+iy‖2−‖x−iy‖2

4

)
.

Définition 1.6. On dit qu’un espace préhilbertien H, muni de la norme ‖.‖ associée au
produit hermitien 〈., .〉, est un espace de Hilbert si (H, ‖.‖) est un espace vectoriel normé
complet.

1.1.4 Orthogonalité.
Définition 1.7. On dit que x et y sont orthogonaux si 〈x, y〉 = 0 noté x ⊥ y, et on dit
que x et y sont perpendiculaires si Re〈x, y〉 = 0.

Remarque :
Dans le cas des espaces préhilbertiens réels ces deux notions coïncident, mais dans un
C-espace vectoriel préhilbertien, x et ix sont perpendiculaires puisque

〈x, ix〉 = −i〈x, x〉 et donc Re〈x, ix〉 = 0.

Définition 1.8. Soit H un espace de Hilbert et 〈., .〉 le produit hermitien sur H. Si F est
un sous-espace vectoriel de H, on définie l’orthogonal de F par :

F⊥ := {x ∈ H : pour tout y ∈ F, 〈x, y〉 = 0}.

Proposition 1.3. Soit F un sous-espace vectoriel de H, alors :
i) Le sous-espace vectoriel F⊥ est fermé.
ii) Si G est un sous-espace vectoriel et si G ⊂ F , alors F⊥ ⊂ G⊥.
iii) On a : F⊥ = (F )⊥.

Définition 1.9. Une famille (ei)i∈I est une base orthonormale d’un espace de Hilbert H
si :

— ‖ei‖ = 1.
— L’espace engendré Vect{ei} est dense dans H.
— ei ⊥ ej pour i 6= j.

6



1.2. ESPACE L2(T).

Théorème 1.1. Soit H un espace de Hilbert et F ⊂ H un sous-espace vectoriel fermé.
Il existe une unique application linéaire PF : H −→ F telle que, pour tout x ∈ H

‖ x− PF (x) ‖= d(x, F ) := infz∈F ‖ x− z ‖ .

De plus :
i) PF (x) est l’unique élément de F vérifiant cette égalité.
ii) x− PF (x) est orthogonal à tout vecteur de F .
iii) PF est 1-lipschitzienne (donc continue), i.e.

‖PF (x)‖ ≤ ‖x‖ pour tout x ∈ H.

Démonstration. On note y := PF (x). Montrons que x− y ∈ F⊥.
On sait que, pour tout z ∈ F , on a :

Re〈x− y, z − y〉 ≤ 0.

Donc Re〈x− y, w〉 ≤ 0 pour tout w ∈ F .
En remplaçant w par −w puis par iw, on conclut que 〈x− y, w〉 = 0 pour tout w ∈ F .
On a par Pythagore :

‖x‖2 =‖ x− PF (x) ‖2 +‖PF (x)‖2 ≥ ‖PF (x)‖2.

Ce qui termine la démonstration.

Exemple 1.1. Si F est un sous-espace de dimension finie et si e1, ..., en est une base
orthonormée de F, on a la formule explicite

PF (x) =
n∑
j=1
〈x, ej〉ej.

1.2 Espace L2(T).

On note par D le disque unité {z ∈ C tel que |z| < 1} du plan complexe C,
T = ∂D le cercle unité {ζ ∈ C tel que |ζ| = 1}, m la mesure de Lebesgue normalisée
sur le cercle unité T avec :

dm := dm(θ) = dθ

2π où θ ∈ [0; 2π[.

et par L2(T) := L2(T, dm) l’espace de Lebesgue usuel sur T, (pour plus de détails voir
[14]).

7



1.2. ESPACE L2(T).

Définition 1.10. Pour toute fonction mesurable f : T −→ C on définit la norme de L2(T)
par :

‖f‖ :=
(∫

T
|f(ζ)|2dm(ζ)

) 1
2
,

muni du produit scalaire défini par :

〈f, g〉 :=
∫
T
f(ζ)g(ζ)dm(ζ).

Muni de ce produit scalaire et de la norme qui est définie précédemment, L2(T) est un
espace de Hilbert.

Proposition 1.4. Soit n ∈ Z et soit (en)n∈Z une suite de fonction définit par :

en : T −→ C
ζ 7−→ en(ζ) = ζn

.

L’ensemble {en : n ∈ Z} est une base orthonormée de L2(T).

Démonstration. en ∈ L2(T) et ‖en‖ = 1. En effet

soit n ∈ Z : ‖en‖ =
(∫

T
|en(ζ)|2dm(ζ)

) 1
2

=
(∫

T
|ζn|2dm(ζ)

) 1
2

=
( 1

2π

∫ 2π

0
|eint|2dt

) 1
2

= 1.

Montrons que {en : n ∈ Z} est un système orthonormée de L2(T).
Soient m,n ∈ Z tels que m− n 6= 0.

〈em, en〉 =
(∫

T
em(ζ)en(ζ)dm(ζ)

) 1
2
.

=
(∫

T
ζmζndm(ζ)

) 1
2

=
(∫

T
ζm−ndm(ζ)

) 1
2

= 0.

Donc {en : n ∈ Z} est un système orthonormée.
Montrons que {en : n ∈ Z} est total ou bien maximal. Soit f ∈ L2(T). On suppose que
〈f, en〉 = 0 pour tout n ∈ Z ; donc en particulier 〈f, e0〉 = 0. D′où∫

T
f(ζ)dm(ζ) = 0.
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1.3. ESPACES DE HARDY.

Donc f = 0 m-presque partout sur T.
Par conséquent {en : n ∈ Z} est total.
D′où {en : n ∈ Z} est une base orthonormé de L2(T).

Définition 1.11. Soient f ∈ L2(T) et n ∈ Z. On note

f̂(n) := 〈f, ζn〉 =
∫
T
f(ζ)ζndm(ζ),

f̂(n) est appelé le n-ième coefficient de Fourier de f .
Chaque fonction f ∈ L2(T) peut se développer en série de Fourier sous la forme :

f(ζ) =
∑
n∈Z

f̂(n)ζn.

On note par L∞ := L∞(T, dm) l’espace de toutes les fonctions bornées essentiellement
mesurables sur T, équipé de la norme :

‖f‖∞ := ess− supζ∈T|f(ζ)|,

où
ess− supζ∈T|f(ζ)| = sup {a ≥ 0 : m(ζ ∈ T, |f(ζ)| > a) > 0} .

Proposition 1.5. Soit ϕ une fonction mesurable sur T. Les assertions suivantes sont
équivalentes

i) ϕf ∈ L2(T) pour tout f ∈ L2(T).
ii) ϕ ∈ L∞(T).

1.3 Espaces de Hardy.

Pour pouvoir définir l’espace de Hardy classique sur le disque unité ouvert D, nous
avons besoins de la proposition suivante :

Proposition 1.6 ([8]). Soit f une fonction analytique sur D.
La fonction définie sur [0 ; 1[ par

r 7−→
∫
T
|f(rζ)|2dm(ζ),

est une fonction croissante.

9



1.3. ESPACES DE HARDY.

Démonstration. Soit f(z) =
∞∑
n=0

anz
n telle que

∑
n∈N
|an|2 <∞. On a

∫
T
|f(rζ)|2dm(ζ) =

∞∑
n=0
|an|2r2n.

On remarque que le deuxième membre est une fonction croissante de r.
Par conséquent la fonction

r 7−→
∫
T
|f(rζ)|2dm(ζ),

est une fonction croissante sur [0 ; 1[.

Définition 1.12 ([8]). On appelle espace de Hardy H2(D) l’espace des fonctions analy-
tiques sur le disque unité, f : D −→ C, telle que la norme

‖f‖2
H2(D) := lim

r→1−

∫
T
|f(rζ)|2dm(ζ),

soit fini.
On note H∞(D) l’ensemble des fonctions f analytiques bornée sur D muni de la norme :

‖f‖∞ := sup
z∈D
|f(z)|.

Proposition 1.7. Soit f une fonction analytique sur D. f est un élément de H2(D) si
et seulement si

sup
0≤r<1

∫
T
|f(rζ)|2dm(ζ) <∞.

De plus on a

‖f‖2 = sup
0≤r<1

∫
T
|f(rζ)|2dm(ζ)

= lim
r→1−

∫
T
|f(rζ)|2dm(ζ).

Démonstration. Soient f =
∑
n≥0

anz
n une fonction analytique sur D et r ∈ [0; 1[.

Supposons que f ∈ H2(D). Soit fr telle que fr(ζ) = f(rζ) ∈ L2(T).
On a :

sup
0≤r<1

∫
T
|f(rζ)|2dm(ζ) = sup

0≤r<1

∑
n≥0
|an|2r2n

= lim
r→1−

∑
n≥0
|an|2r2n

= lim
r→1−

∫
T
|f(rζ)|2dm(ζ)

= ‖f‖2 <∞.

10



1.3. ESPACES DE HARDY.

Inversement

sup
0≤r<1

∫
T
|f(rζ)|2dm(ζ) = sup

0≤r<1

∑
n≥0
|an|2r2n

=
∑
n≥0
|an|2

= ‖f‖2.

Donc f ∈ H2(D).

Il est bien connu d’après les travaux de Fatou et de Riesz que pour f ∈ H2(D) et
fr définie par :

r ∈ [0; 1[ 7−→ fr(ζ) := f(rζ).

La limite radiale de toute fonction f notée f ∗ est une fonction définie sur T par :

f ∗(ζ) := lim
r→1−

f(rζ) ζ ∈ T,

existe presque partout sur T et f ∗ ∈ L2(T).

Définition 1.13. On appelle espace de Hardy H2(T) l’espace des fonctions f ∈ L2(T)
dont les coefficients de Fourier de signe négatifs sont nuls c’est-à-dire :

H2(T) := {f ∈ L2(T) : f̂(n) = 0, n < 0},

et
H∞(T) := {f ∈ L∞(T) : f̂(n) = 0, n < 0},

où f̂(n) est le n-ième coefficient de Fourier de f .

H2(T) est un sous espace fermé de l’espace de Hilbert L2(T), il est aussi un espace de
Hilbert muni du produit scalaire induit par celui de L2(T) définie par :

〈f, g〉 =
∫
T
f(ζ)g(ζ)dm(ζ),

et muni de la norme
‖f‖2

H2(T) =
∫
T
|f ∗(ζ)|2dm(ζ),

où f ∗ est la limite radiale de f .
Remarque : On peut identifier H2(T) à l’espace H2(D) car l’application

χ : H2(D) −→ H2(T)
f 7−→ f ∗

est un isomorphisme isométrique.
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1.3. ESPACES DE HARDY.

1.3.1 Noyau reproduisant.
Définition 1.14. Soit X un ensemble arbitraire non vide et M(X) un espace de Hilbert de
fonctions à valeurs complexes sur X. On dit que M est un espace de Hilbert à noyau
reproduisant si pour tout x ∈ X, la fonction d’évaluation

Lx : M(X) −→ C
f 7−→ f(x)

est une forme linéaire continue. D’après le théorème de représentation de Riesz, la continuité
de la forme linéaire Lx (x ∈ X) entraîne qu’il existe un unique élément kx ∈ M(X) tel que
Lx(f) = 〈f, kx〉. La fonction kx est appelée le noyau reproduisant au point x.

Proposition 1.8. Soit λ ∈ D. L’application Lλ : f 7−→ f(λ) est une forme linéaire
continue sur H2.

Démonstration. Soit f ∈ H2, f =
∑
n≥0

anz
n on a :

|f(λ)| ≤
∞∑
n=0
|an||λ|n

≤
( ∞∑
n=0
|an|2

) 1
2
( ∞∑
n=0
|λ|2n

) 1
2

= ‖f‖√
1− |λ|2

.

Donc pour tout λ ∈ D fixé la fonction d’évaluation f 7−→ f(λ) est une forme linéaire
continue sur H2.

D’après le théorème de représentation de Riesz, il existe dans H2 une unique fonc-
tion, notée kλ telle que :

f(λ) = 〈f, kλ〉. (1.1)

La fonction kλ est appelée le noyau de Cauchy ou le noyau de Cauchy-Szegö.
Le noyau de Cauchy est un noyau reproduisant donnée par la formule :

kλ(z) = 1
1− λz

pour tout z ∈ D, (1.2)

et
‖kλ‖ = 1√

1− |λ|2
λ ∈ D.

12



1.3. ESPACES DE HARDY.

Remarquons qu’en utilisant la formule (1.1),la relation (1.2) n’est autre que la formule
intégrale de Cauchy de la fonction f ∈ H2, c’est-à-dire :

f(z) =
∫
T

f ∗(ζ)
1− zζ

dm(ζ) pour toutf ∈ H2et z ∈ D,

où f ∗ la limite radiale de f existe presque partout et est un élément de L2, ce qui nous
assure que l’intégrale ci-dessus est bien définie.
De même, la projection orthogonale P de L2 sur H2 peut être exprimée terme de noyau
de Cauchy, autrement dit, on a :

P [f ](z) =
∫
T

f(ζ)
1− zζ

dm(ζ) pourf ∈ L2.

Remarquons aussi que pour n ∈ N fixé, on a :

f (n)(λ) = 〈f, k(n)
λ 〉,

où
k

(n)
λ (z) = n!zn

(1− λz)n+1

est la dérivée n-ième de kλ par rapport à λ.

Proposition 1.9. La famille {kλ;λ ∈ D} est linéairement indépendant.

Démonstration. Soient λ1, λ2, ..., λn n points distincts de D tels que :
n∑
j=1

ajkλj = 0.

Montrons que aj = 0 pour j = 1, 2, ..., n. Pour tout f ∈ H2 on a :

o = 〈
n∑
j=1

ajkλj , f〉 (1.3)

= 〈a1kλ1 , f〉+ 〈a2kλ2 , f〉+ ...+ 〈ankλn , f〉 (1.4)

= a1〈kλ1 , f〉+ a2〈kλ2 , f〉+ ...+ an〈kλn , f〉 (1.5)

= a1f(λ1) + a2f(λ2) + ...+ anf(λn). (1.6)

Maintenant il suffit de trouver un polynôme f tel que f(λj) = aj pour j = 1, 2, ..., n.
Le théorème d’interpolation de Lagrange assure l’existence d’un tel polynôme et la
relation 1.6 devient :

|a1|2 + |a2|2 + ...+ |an|2 = 0.

Donc aj = 0 pour j = 1, 2, ..., n.
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1.3. ESPACES DE HARDY.

1.3.2 Opérateur de shift.

Les opérateurs shift tiennent une place importante dans le monde des opérateurs
sur la théorie des fonctions.

Définition 1.15. L’opérateur de décalage à droite (ou shift) sur H2 est un défini par :

S[f ](z) = zf(z) pour f ∈ H2et z ∈ T,

et son adjoint l’opérateur de décalage à gauche S∗ : H2 −→ H2 est défini par :

S∗[f ](z) = f(z)− f(0)
z

pour f ∈ H2et z ∈ T.

Proposition 1.10. L’opérateur shift S sur H2 est une isométrie.

Démonstration. Soit f ∈ H2, on a :

‖Sf‖2 =
∫
T
|ζf(ζ)|2dm(ζ)

=
∫
T
|f(ζ)|2dm(ζ)

= ‖f‖2.

Exemple 1.2. Soit U un opérateur défini par :

U : (an)n≥0 ∈ `2(N) 7−→
∞∑
n=0

anz
n ∈ H2,

est une isométrie et est unitaire, ce qui nous permet de regarder S en termes de coef-
ficients de Taylor comme un opérateur sur `2(N). Autrement dit, on a :

S(a0, a1, ...) = (0, a0, a1, ...) avec f =
∞∑
n=0

anz
n,

et
S∗(a0, a1, a2, ...) = (a1, a2, ...).

On dit qu’un sous-espace fermé M de H2 est invariant par l’opérateur S si SM ⊆
M ; et on dit que M non trivial lorsque {0}  M  H2.

Le théoréme classique de Beurling (voir [1] ou [8]) donne une caractérisée complète des
sous-espaces invariants non triviaux.
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1.3. ESPACES DE HARDY.

Théorème 1.2 (A.Beurling [1] ou [8]). Un sous-espace fermé non trivial M de H2 est
invariant par le shift S si et seulement si M est de la forme :

uH2 := {uh h ∈ H2},

où u est une fonction intérieure non constante.

Remarque : une fonction u ∈ H∞ est dite intérieure lorsque |u| = 1 presque
partout sur T.

1.3.3 Théoréme de factorisation.

Dans cette section, nous rappelons brièvement les résultats essentiels de la factori-
sation des éléments de H2.

Définition 1.16. Soit (an)n ⊂ D une suite satisfait la condition de Blaschke
∑
n≥0

(1−|an|) <

∞ tel que an 6= 0 pour tout n ∈ N∗.
Alors pour tout k ≥ 0, le produit infini

B(z) = zk
∞∏
n=1

an − z
1− anz

|an|
an

, (1.7)

converge uniformément sur les compacts de D et définit une fonction holomorphe sur D.
La fonction définie par la relation (1.7) est une fonction intérieure appelée le produit de
Blaschke construit sur la suite (an)n.

Définition 1.17. Soit µ une mesure positive, finie sur T et singulière par rapport à la mesure
de Lebesgue. On définit la fonction Sµ sur D par :

Sµ(z) := exp
{
−
∫
T

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ)

}
z ∈ D.

La fonction Sµ est une fonction interieure appelée fonction interieure singulière.
BS est appelé le facteur interieur de la fonction f.
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Définition 1.18. Soit ϕ une fonction mesurable positive telle que logϕ ∈ L1(T) avec :

L1(T) := {f : T −→ C; f mesurable et
∫
T
|f(ζ)|dm(ζ) < +∞}.

La fonction analytique définit par :

F (z) = c exp
{∫

T

ζ + z

ζ − z
logϕ(ζ)dm(ζ)

}
z ∈ D,

est appelée fonction extérieure. Dans cette définition, c désigne une constante de module
1.
Si ϕ = f on dit que F est le facteur extérieur de la fonction f.

Théorème 1.3. Toute fonction f non identiquement nulle dans H2 admet, à une
constante prés, une unique factorisation de la forme

f = BSF,

où B est un produit de Blaschke, S est une fonction intérieure singulière et F est une
fonction extérieure dans H2.

Ces résultats vont nous permettre de voir une fonction de l’espace de Hardy comme
une fonction holomorphe sur D ou comme une fonction de L2(T). On pourra alors
utiliser la théorie des fonctions analytiques ou la structure de L2(T) pour calculer des
normes ou utiliser les propriétés des coefficients de Fourier.

1.4 Opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert.

1.4.1 Définitions.
Définition 1.19. Soient E et F deux espaces vectoriel sur le même corps K. On dit que
l’opérateur (ou l’application) T : E −→ F est linéaire s’il vérifié les conditions suivantes :
pour tous x, y ∈ E, pour tout λ ∈ K on a :
• Condition additive

T (x+ y) = T (x) + T (y).

• Condition homogène
T (λx) = λT (x).
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Définition 1.20. Soit T : E −→ F un opérateur linéaire, alors l’image de l’opérateur T
est définie par :

Im(T ) = {Tx, x ∈ E},

et le noyau de l’opérateur T est définit par :

Ker(T ) = {x ∈ E : Tx = 0}.

Définition 1.21. Soient E et F deux espaces normés, soit T un opérateur linéaire définit
sur un sous ensemble G ⊂ E dans F est dite continue au point x0 de G si on a la propriété
suivante :
Pour toute suite xn de G converge vres x0, la suite Txn converge vers T (x0) c’est-à-dire :

lim
n→∞

Txn = T
(

lim
n→∞

xn

)
= T (x0).

T est dite borné s’il existe une constante k > 0 telle que :

‖ T (x) ‖F≤ k‖x‖E pour tout x ∈ E.

Remarque :

1. l’opérateur linéaire T est dit continue sur G s’il est continue en chaque point de
l’ensemble G.

2. Si G est de dimension finie, alors toute application linéaire de E dans F est
continue.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés et T : E −→ F un opérateur linéaire. Le
théorème suivant caractérise la continuité d’un opérateur linéaire.

Théorème 1.4. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. T est continu sur E.

2. T est continu en 0.

3. il existe une constante k telle que ‖Tx‖ ≤ k‖x‖ pour tout x ∈ E.

Démonstration.
L’implication 1 =⇒ 2 est évidente.
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On va montrer l’implication 2 =⇒ 3. On suppose que T est continu en 0, alors :

Pour tout ε > 0, il existe δ > 0, tel que pour tout x ∈ E : (‖x‖ < δ) =⇒ (‖Tx‖ < ε).
(1.8)

Soient ε > 0 et x ∈ E, x 6= 0. On pose

x′ = δ

2‖x‖x,

alors
‖x′‖ = δ

2 .

D’où, ‖x′‖ < δ et par conséquent ‖Tx′‖ < ε

‖Tx′‖ = ‖ T
(

δ

2‖x‖x
)
‖

= δ

2‖x‖‖Tx‖ < ε.

Donc
‖Tx‖ < 2ε

δ
‖x‖.

Il existe alors k satisfaisant 3. Cette inégalité est vraie aussi pour x = 0 et 3 est vérifiée
avec k = 2ε

δ
.

Montrons que 3 =⇒ (1).
On suppose que 3 est vérifiée, alors, pour tous x, y ∈ E, on a

‖T (x− y)‖ ≤ k‖x− y‖,

c’est à dire
‖Tx− Ty‖ ≤ k‖x− y‖.

L’application T est lipschitzienne donc, elle est continue.

Définition 1.22. Une application linéaire T : E −→ F entre espaces vectoriels normés qui
est continue est souvent dite bornée.

Définition 1.23. (Norme d’un opérateur linéaire continu.)
Soit T : E −→ F un opérateur linéaire continu entre les espaces vectoriels normés. Le
nombre

sup
x∈E,x 6=0

‖Tx‖
‖x‖

,

qui est par le Théorème 1.4.1 fini, est appelé la norme de T et est noté ‖T‖.
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Proposition 1.11. (Propriétés de la norme d’opérateur) Soient E,F et G des espaces
vectoriels normés.

1. Si T ∈ L(E,F ), alors, ‖T‖ = 0 si et seulement si T = 0.

2. Si T, S ∈ L(E,F ), alors, T + S ∈ L(E,F ) et ‖T + S‖ ≤ ‖T‖+ ‖S‖.

3. Si α ∈ K et T ∈ L(E,F ), alors, αT ∈ L(E,F ) et ‖αT‖ = |α|‖T‖.

4. Si T ∈ L(E,F ) et S ∈ L(F,G), alors S ◦ T ∈ L(E,G) et ‖S ◦ T‖ ≤ ‖S‖‖T‖.

De 1 et 3 de la Proposition 1.4.1, ‖.‖ définit une norme sur L(E,F ).

Notation : La composée T ◦ S de deux opérateurs T et S sera souvent noté TS.

1.4.2 Adjiont d’un opérateur linéaire continue.
Définition 1.24. Soient E et F deux espaces de Hilbert et soit T ∈ L(E,F ). L’unique
application T ∗ ∈ L(F,E) telle que pour tout x ∈ E et pour tout y ∈ F. on ait :

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉,

est appelée adjointe de T. De plus on a :

‖T ∗‖ = ‖T‖.

Ce qui prouve que T ∗ est aussi continue.

Proposition 1.12. Soient E et F des espaces de Hilbert. Soit T −→ T ∗ une application
antilinéaire, isométrique de L(E,F ) dans L(F,E). De plus pour tout T ∈ L(E,F ) on
a :

— (T ∗)∗ = T.

— ‖ T ∗T‖ = ‖T‖2.

— (TS)∗ = S∗T ∗.
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1.4.3 Opérateur isométrique, normal, unitaire, positif et au-

toadjoint.
Définition 1.25. Soient E et F deux espaces de Hilbert. Lorsque E = F ; L(E,F ) est noté
L(E).

1. U ∈ L(E,F ) est appelé unitaire si U∗U = IE et UU∗ = IF .

2. U ∈ L(E,F ) est appelé isométrique (co-isométrique) si ‖U(x)‖ = ‖x‖. pour tout
x ∈ E.

3. N ∈ L(E) est appelé normal si ‖N∗(x)‖ = ‖N(x)‖ pour tout x ∈ E, ou NN∗ = N∗N .

4. U ∈ L(E) est appelé hermitien ou auto-adjoint si U∗ = U .

5. P ∈ L(E) est appelé positif (notation : P ≥ 0) si P est auto-adjoint et si pour tout
x ∈ E, 〈P (x), x〉 ≥ 0.

6. Deux opérateurs A : E → E et B : F → F sont unitairement équivalents s’il existe
un opérateur unitaire U : E → F tel que A = U∗BU .
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Chapitre 2

Espaces modèles.

2.1 Définitions et propriétés.

Nous allons maintenant considèrer les sous-espaces fermés de H2 qui sont invariants
par le l’adjoint de shift, S, S∗. Ces sous-espaces sont connus sous le nom d’espaces
modèles. Les résultats énoncés ici ainsi que leurs démonstrations viennent de [18, 19,
21].

Proposition 2.1. Soit E un sous-espace fermé invariant par S dans H2 si et seulement
si E⊥ est invariant par S∗.

Définition 2.1. Soit u une fonction intérieure. On appelle espace modèle correspondant
à u, le sous-espace de H2 défini par :

K2
u := (uH2)⊥

= H2 	 uH2

= {f ∈ H2, 〈f, ug〉 = 0, pour tout g ∈ H2}.

Cette définition ne donne pas de description explicite des éléments de l’espace modèle
K2
u. Le théorème suivant nous décrit complétement K2

u.

Théorème 2.1. (Douglas-Shapiro-Shields [6]). Pour chaque fonction intérieure u, l’es-
pace modèle K2

u correspondant est l’ensemble des fonctions f ∈ H2 telles que f = uzg

presque partout sur T où g ∈ H2. Autrement dit, on a :

K2
u = H2(T)

⋂
uzH2(T) avec z : ζ ∈ T −→ ζ ∈ T.
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Démonstration. Si f ∈ H2(T)⋂uzH2(T), il existe h ∈ H2 telle que f = uzh presque
partout sur T, et pour tout g ∈ H2, on a :

〈f, ug〉 = 〈uzh, ug〉

= 〈zh, g〉

=
∫
T
ζg(ζ)h(ζ)dm(ζ)

= 0 (d’après le théorème de Cauchy),

c’est-à-dire : f ∈ (uH2)⊥ = K2
u.

Réciproquement, si f ∈ K2
u, on a 〈f, uzn〉 = 0 pour tout n ∈ N,

c’est-à-dire ̂(uf)(n) = 0 pour tout n ∈ N.
Donc, uzf ∈ H2(T) ou encore f ∈ uzH2.

Comme les sous-espaces uH2 constituent les sous-espaces invariants non triviaux
de S. Les sous-espaces modèles K2

u jouent les rôles analogues pour le S∗.

Corollaire 2.1. Soit u une fonction intérieure, l’espace modèle K2
u correspondant est

un sous-espace propre de H2 qui est invariant par S∗.

Démonstration. Soit M un sous-espace propre de H2 invariant par S∗. Pour f ∈M et
g ∈M⊥ on a :

〈f, Sg〉 = 〈S∗f, g〉 = 0,

donc Sg ∈ M⊥ pour tout g ∈ M⊥, d’où M⊥ est un sous-espace non trivial de H2,

invariant par S.
D’après le théorème de Beurling, il existe u une fonction intérieure telle queM⊥ = uH2.

D’où M = (uH2)⊥.

Corollaire 2.2. Soient u et v des fonctions intérieures. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

i) u|v ⇒ ∃f ∈ H2, v = uf.

ii) K2
u ⊂ K2

v .

Remarque : La multiplication par une fonction intérieure est une isométrie sur
H2.

Cette remarque est utilisée dans la démonstration de cette proposition.

Proposition 2.2. Si u et v sont des fonctions intérieures non constantes et u1 = uv,

alors :
K2
u1 = K2

u ⊕ uK2
v .
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Démonstration. Comme la multiplication par une fonction intérieure est une isométrie,
vH2 est un sous-espace fermé de H2 et donc on peut écrire :

H2 = vH2 ⊕ (vH2)⊥.

La multiplication par u1 est aussi une isométrie et on a :

uH2 = uvH2 ⊕ u(vH2)⊥,

c’est-à-dire

H2 = uH2 ⊕ (uH2)⊥

= uvH2 ⊕ u(vH2)⊥ ⊕ (uH2)⊥

Ainsi :
(uvH2)⊥ = u(vH2)⊥ ⊕ (uH2)⊥,

c’est-à-dire :
K2
u1 = K2

u ⊕ uK2
v .

Soit Pu la projection orthogonale de L2(T) surK2
u. On noteMu etMu les opérateurs

de multiplication par u et u respectivement.
Remarque : (définition du l’opérateur de multiplication).
Soient ϕ ∈ L2(T) et D(Mϕ) = {f ∈ L2(T) : ϕf ∈ L2(T)}. On appelle opérateur de
multiplication, de symbole ϕ sur L2(T) l’opérateur défini par

M : D(Mϕ) ⊆ L2(T) −→ L2(T)
f 7−→ Mϕ = ϕf.

.

Définition 2.2. Soit u une fonction intérieure de H2 alors :
MuPMu est la projection orthogonale sur uH2; et la projection orthogonale de L2(T) sur K2

u

est définit par : Pu = P −MuPMu.

Pour tout f ∈ L2(T), on a :

〈f, kλ〉 = 〈f, Pukλ〉

= 〈Puf, kλ

= (Puf)(λ)

=
∫
T
f(ζ)1− u(λ)u(ζ)

1− λζ
|dm(ζ)|.
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Comme dans le cas de H2, chaque K2
u est un espace à noyau reproduisant.

Soit E un sous-espace de H2 avec kλ est le noyau reproduisant de H2, alors le noyau
reproduisant de E est la projection orthogonale PEkλ de kλ sur E. Donc

kλ − PEkλ

est le noyau reproduisant de E⊥ , c’est-à-dire le noyau reproduisant de K2
u est la

projection orthogonale de kλ sur K2
u, il est donné par :

kuλ(z) = 1− u(λ)u(z)
1− λz

(λ, z) ∈ D× T.

2.2 Espaces modèles de dimension finie.

Dans cette section, nous verrons que les espaces modèles les plus simples sont ceux
qui correspondent aux produits de Blaschke d’ordre fini et que ce sont les seuls espaces
modèles de dimension finie.

Proposition 2.3. Soit u une fonction intérieure.
i) Si u(z) = zn alors K2

u est l’ensemble des polynômes de degré (n−1) à coefficients
dans C . C’est-à-dire :

K2
u = {a0 + a1z + a2z

2 + ...+ an−1z
n−1, a0, a1, ..., an−1 ∈ C}.

ii) Si u est un produit de Blaschke d’ordre fini avec des zéros λ1, λ2, ..., λn comptés
avec leurs ordre de multiplicité alors :

K2
u =

{
a0 + a1z + a2z

2 + ...+ an−1z
n−1

(1− λ1z)(1− λ2z)...(1− λnz)
; (ai)0≤i≤n−1 ∈ C

}
. (2.1)

iii) Si u est un produit de Blaschke d’ordre fini avec des zéros deux à deux distincts
λ1, λ2, ..., λn d’ordre de multiplicités respectifs m1,m2, ...,mn alors :

K2
u = span

{
dlj−1

dz

[
1

1− λjz

]
; 1 ≤ j ≤ n et 1 ≤ lj ≤ mj

}
. (2.2)

Démonstration. On va montrer directement la deuxième propriété car la première pro-
priété est un cas particulier de la deuxième.
On suppose que les zéros λ1, λ2, ..., λn du produit de Blaschke sont simples et deux à
deux distincts. On a :

〈uh, kλj〉 = u(λj)h(λj),
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pour tout h ∈ H2 et pour tout j ∈ {1, 2, ..., n}, alors :

span{kλj ; 1 ≤ j ≤ n} ⊆ K2
u.

Si f(λj) = 〈f, kλj〉 pour tout j ∈ {1, 2, ..., n}, alors u divise f et donc f ∈ uH2.

Ainsi
span{kλj ; 1 ≤ j ≤ n}⊥ ⊆ (K2

u)⊥.

Comme K2
u = span{kλj ; 1 ≤ j ≤ n}, alors toute combinaison linéaire des kλj pour

j ∈ {1, 2, ..., n} peut être exprimé comme une fonction rationnelle du même type de
(2.1).
Et réciproquement, tout expression du type (2.1) peut être décomposée comme com-
binaison linéaire des fonctions kλ1 , kλ2 , ..., kλn .

Si λ est un zéro d’ordre m de u, il faut remplacer kλ par ses dérivées d’ordre inférieure
ou égal à m−1, c’est-à-dire kλ, k

′
λ, k

′′
λ, ..., k

(m−1)
λ à la place de kλ dans la démonstration

précédente.

Proposition 2.4. dimK2
u <∞ si et seulement si u est un produit de Blaschke d’ordre

fini.

Démonstration. (⇐=) La proposition précédente montre que si u est un produit de
Blaschke d’ordre fini , on a K2

u < ∞. (=⇒) On suppose que dimK2
u < ∞ : Si u

admet un facteur qui est un produit de Blaschke admettant comme zéros la suite infini
(λn)n≥1, alors K2

u contient un système infini linéairement indépendant.
D’autre part, si u admet un facteur v ; qui est une fonction intérieure singulière, alors
v

1
n est une fonction intérieure qui divise v pour tout n ≥ 1. Ainsi K2

v
1

1+n
 K2

v
1
n
 K2

v

pour n > 1. Donc on peut trouver une suite infinie orthonormale dans K2
u en prenant

des vecteurs fn ∈ K2
v

1
n
	K2

v
1

1+n
pour tout n ≥ 1. Il s’ensuit que dimK2

u <∞.

En contraste avec l’espace de Hardy, l’espace modèle n’admet pas à priori de base
orthonormée mais la proposition 2.3 nousmontre que si la fonction u est un produit de
Blaschke d’ordre n avec des zéros simples λ1, λ2, ..., λn deux à deux distincts, la famille
{kλj ; 1 ≤ j ≤ n} est une base non orthogonale de K2

u.

Pour λ ∈ D, on note par bλ le facteur de Blaschke défini sur D par :

bλ(z) = z − λ
1− λz

; z ∈ D.

Soit u est un produit de Blaschke dont les zéros λ1, λ2, ..., λn sont simples et deux à
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deux distincts.
Remarquons que :

〈bλ1kλ2 , kλ1〉 = bλ1(λ1)kλ2(λ1) = 0.

de même,
〈bλ1bλ2kλ3 , kλ1〉 = 〈bλ1bλ2kλ3 , kλ2〉 = 0.

En continuant le processus, on obtient la famille {ek : 1 ≤ k ≤ n} définie par :

e1(z) :=

√
1− |λ1|

1− λ1z

et

ek(z) :=
k−1∏
j=1

bλj


√

1− |λk|
1− λkz

.

Takenaka a montré que la famille {ek : 1 ≤ k ≤ n} ainsi définie est une base orthonor-
mée de l’espace modèle K2

u.

Proposition 2.5. Si (uj)j≥1 est une suite finie ou dénombrable de fonctions intérieures
telle que le produit u = ∏

j≥1 uj converge, on a :

K2
u = k2

u1 ⊕
⊕
j≥2

j−1∏
n=1

un

K2
uj
.

2.3 Opérateurs de conjugaison.
Définition 2.3. Soit H un espace de Hilbert sur C. Un opérateur de conjugaison sur
H est un opérateur C : H −→ H vérifiant :
• 〈Cx,Cy〉 = 〈y, x〉.
• C2 = IdH .

Un opérateur T défini sur H est dit C-symétrique s’il existe un opérateur de conjugai-
son C sur H tel que T ∗ = CTC. Chaque espace modèle K2

u admet un opérateur de
conjugaison

C : K2
u −→ K2

u,

défini par :
C[f ](z) = u(z)zf(z) f ∈ K2

u, z ∈ T. (2.3)
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Dans ce qui suit, l’image de chaque fonction f par l’opérateur de conjugaison C défini
dans la relation 2.3 est notée f̃ c’est-à-dire f̃ = C[f ]. Les détails sur cet opérateur
peuvent être trouvés dans [11, 12, 13].

Lemme 2.1. Pour chaque λ ∈ D et z ∈ T, on a :

1. k̃uλ(z) = u(z)−u(λ)
z−λ , en particulier si u(λ) = 0, k̃uλ(z) = u(z)

z−λ .

2. f̃(λ) = 〈k̃uλ, f〉, f ∈ K2
u.

Démonstration. Montrons d’abord (1). Puisque |u| = 1 p.p sur T, pour tout z ∈ T,
nous avons :

k̃uλ(z) = u(z)zkuλ(z)

= u(z)z1− u(λ)u(z)
1− λz

= z
u(z)− u(λ)

1− zλ

= u(z)− u(λ)
z − λ

.

La propriété (2) découle des égalités suivantes :

〈k̃uλ, f〉 = 〈Ckuλ, f〉

= 〈Ckuλ, C2f〉

= 〈Cf, kuλ〉

= 〈f̃ , kuλ〉

= f̃(λ).
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Chapitre 3

Opérateurs de Toeplitz tronqués,
représentations matricielles.

3.1 Généralités sur les opérateurs de Toeplitz tron-

qués.

Dans le chapitre précédent, on a définit l’espace modèle K2
u correspondant à la

fonction intérieure u ∈ H2. Dans cette partie on va s’intéresser aux opérateurs de Toe-
plitz tronqués et particulièrement aux matrices de ces opérateurs dans certaines bases
de K2

u. Les opérateurs de Toeplitz tronqués sont des compressions des opérateurs de
multiplication sur l’espace modèle. Ils représentent une généralisation de grande enver-
gure des matrices de Toeplitz classiques. Les opérateurs de Toeplitz tronqués ont été
formellement introduits par Sarason dans [23].

Définition 3.1. Soit une fonction ϕ ∈ L∞, l’opérateur de Toeplitz de symbole ϕ sur H2

est défini par :
Tϕ : H2 −→ H2

f −→ Tϕ(f) = P (ϕf),

où P est la projection orthogonale de L2 sur H2.

Brown et Halmos ont montré qu’un opérateur T borné sur H2(T) est un opérateur de
Toeplitz si et seulement si S∗TS = T.

La matrice A = (aij)i;j de l’opérateur de Toeplitz Tϕ définit sur H2 dans la base
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{1, z, z2, z3, ...} est donnée par :

aij = 〈Tϕzj, zi〉 = 〈P (ϕzj), zi〉 = 〈ϕzj, P zi〉 = 〈ϕ, zj−i〉 = ϕ̂(i− j).

c’est-à-dire

A =



ϕ̂(0) ϕ̂(−1) ϕ̂(−2) . . .

ϕ̂(1) ϕ̂(0) ϕ̂(−1) . . .

ϕ̂(2) ϕ̂(1) ϕ̂(0) . . .
... ... ... . . .

 (3.1)

Où
ϕ̂(k) = 1

2iπ

∫ 2π

0
ϕ(t)e−iktdt.

Définition 3.2. Soit une fonction ϕ ∈ L2, l’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole
ϕ sur K2

u est défini par :

Auϕ : K2
u −→ K2

u

f −→ Auϕ(f) = Pu(ϕf),
,

où P est la projection orthogonale de L2 sur K2
u.

L’ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués sur K2
u est noté par Tu.

Les opérateurs de Toeplitz tronqués vérifient les propriétés suivantes :

Proposition 3.1. Soient ϕ et ψ ∈ L2(T) telles que Auϕ, Auψ ∈ Tu. Alors

1. Pour tous nombres complexes a et b, Auaϕ+bψ = aAuϕ + bAuψ.

2. (Auϕ)∗ = Auϕ.

Le résultat suivant montre que les opérateurs de Toeplitz tronqués bornés (∈ Tu)
sont C-symétriques.

Lemme 3.1. Les opérateurs dans Tu sont C-symétriques.

Démonstration. On note par K∞u = K2
u

⋂
H∞, le sous espace K∞u est dense dans K2

u.
Soit ϕ ∈ L2(T) avec Auϕ est borné. Pour f ∈ K∞u et g ∈ K2

u, on a :

〈CAuϕCf, g〉 = 〈Cg,AuϕCf〉

=
∫
T
u(ζ)ζg(ζ)ϕ(ζ)u(ζ)ζf(ζ)dm(ζ)

=
∫
T
ϕ(ζ)f(ζ)g(ζ)dm(ζ)

= 〈Auϕf, g〉

= 〈(Auϕ)∗f, g〉.
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Puisque K∞u est dense dans K2
u, on a le résultat.

Pour ϕ ∈ K2
u l’opérateur de Toeplitz tronqué Auϕ commute avec Su, et son adjoint

(Auϕ)∗ commute avec S∗u.
L’opérateur de Toeplitz tronqué Auϕ est la compression surK2

u de l’opérateur de Toeplitz
Tϕ défini sur H2, et Su est la compression de S sur K2

u donc, puisque ϕ ∈ K2
u ⊂ H2,

Tϕ commute avec S alors Auϕ commute avec Su et son adjoint (Auϕ)∗ commute avec S∗u.
Le symbole de l’opérateur de Toeplitz Tϕ défini sur l’espace de Hardy est unique car
Tϕ = 0 si et seulement si ϕ = 0.
Par contre dans l’espace modèle ce n’est pas le cas, le symbole d’un opérateur de
Toeplitz tronqué n’est pas unique, on peut voir par exemple que l’opérateur de symbole
ϕ sur K2

u est souvent nul même si ϕ 6= 0. On a le théorème de Sarason suivant :

Théorème 3.1. Soit ϕ ∈ L2. Alors

Auϕ = 0 si et seulement si ϕ ∈ uH2 + uH2.

nous donnons un exemple trés simple suivent, pour un opérateur de Toeplitz tronqué
n’a pas un symbole unique.

Exemple 3.1. I = Au1 = Auku0 = Au
ku0
. En effet, soit f ∈ K2

u. Alors Au1(f) = Puf = f.

Et Au1 − Auku0 = Au(0)u = 0 car u(0)u ∈ uH2, et nous avons Au
ku0

= (Auku0 )∗ = I.

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opé-
rateur borné sur K2

u est un opérateur de Toeplitz tronqué.

Théorème 3.2. Un opérateur A borné sur K2
u appartient à Tu si, et seulement si, il

existe ϕ1, ϕ2 ∈ K2
u tels que :

A− SuAS∗u = ϕ1 ⊗ ku0 + ku0 ⊗ ϕ2. (3.2)

Dans ce cas, A = Auϕ1+ϕ2 .

Remarque : En appliquant l’opérateur de conjugaison C à la relation (3.2), on
a la caractérisation équivalente : un opérateur A borné sur K2

u est un opérateur de
Toeplitz tronqué si et seulement s’il existe deux fonctions ϕ1, ϕ2 ∈ K2

u tels que :

A− S∗uASu = ϕ1 ⊗ k̃u0 + k̃u0 ⊗ ϕ2.

Dans ce cas, A = Au
ϕ̃1+ϕ̃2

.
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3.2 Matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué.

Dans cette partie, on s’intéresse aux matrices des opérateurs de Toeplitz tronqués
sur l’espace modèle dans le cas où la fonction intérieure est égale a zn, ou bien un
produit de Blaschke d’ordre fini.

3.2.1 Cas de la fonction intérieure u définie par u(z) = zn.

Si u(z) = zn et ϕ ∈ L2, la famille S = {1, z, z2, ..., zn} est une base orthonormée
de K2

u et la matrice de l’opérateur de Toeplitz tronqué Aϕ relativement à la base S
n’est autre qu’une matrice de Toeplitz usuelle donnée par la formule 3.1 formé par les
coefficients de Fourier de la fonction ϕ.
En effet, si A = (ajk)0≤k,j≤(n−1) est la matrice de Aϕ dans la base S alors

ajk = ϕ̂(k − j).

La matrice de Aϕ relativement à la base S est de la forme :

A =



a0 a−1 . . . . . . a−n+2 a−n+1

a1 a0
. . . a−n+2

a2 a1
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . a0 a−1

an−1 . . . . . . a2 a1 a0


(3.3)

Théorème 3.3 ([16, 20]). Soient A et B deux matrices de Toeplitz. Le produit A×B
est une matrice de Toeplitz si et seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

i) A et B sont toutes les deux triangulaires inférieures.
ii) A ou B est un multiple de l’identité.
iii) Il existe un β ∈ C tel que A et B sont de la forme :

A =



a0 βan−1 . . . βa1

a1 a0 . . . βa2
... ... ... ...

an−1 . . . a1 a0


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B =



b0 βbn−1 . . . βb1

b1 b0 . . . βb2
... ... ... ...

bn−1 . . . b1 b0


Démonstration. Notons :
A = (aij)1≤i,j≤n = (ai−j)1≤i,j≤n.

B = (bij)1≤i,j≤n = (bi−j)1≤i,j≤n.

A×B = C = (cij)1≤i,j≤n.

Par définition,

cij =
n−1∑
k=0

aikbkj.

C est une matrice de Toeplitz si et seulement si

cij = ci−j =
n−1∑
k=0

ai−kbk−j. (3.4)

Nous distinguons deux cas pour cette égalité.

1. Pour i = j. On a :

c0 =
n−1∑
k=0

ai−kbk−i pour i = 0, ..., n− 1.

c’est-à-dire

c0 =
n−1∑
k=0

ai−kbk−i =
n−1∑
k=0

ai−k+1bk−i−1 pour i = 0, ..., n− 2.

En déduit l’égalité :
ai−n+1bn−i−1 = ai+1b−i−1

Autrement dit 

a−n+1bn−1 = a1b−1

a−n+2bn−2 = a2b−2
... ... ...

a−1b1 = an−1b−n+1

2. Pour i 6= j, soit l = i− j c’est-à-dire j = i− l avec |l| = 1, ..., n− 2. On a :

ci−j = cl =
n−1∑
k=0

ai−kbk−i+l pour i = 0, ..., n− 1.
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Remarquons que pour chaque i et l , on a :
n−1∑
k=0

ai−kbk−i+l =
n−1∑
k=0

ai−k+lbk−1−i+l,

c’est-à-dire
n∑
k=0

ai−kbk−i+l =
n−1∑
k=0

ai−k+1bk−1−i+l,

donc
ai−n+1bn−1−i+l = ai+1b−1−i+l.

En variant l dans la relation précédente, on obtient les systèmes suivants :

a1b−1 = a−n+1bn−1

a1b−2 = a−n+1bn−2
... ... ...

a1b−n+1 = a−n+1b1

a2b−1 = a−n+2bn−1

a2b−2 = a−n+2bn−2
... ... ...

a2b−n+1 = a−n+2b1

an−1b−1 = a−1bn−1

an−1b−2 = a−1bn−2
... ... ...

an−1b−n+1 = a−1b1

Donc, pour chaque i ∈ {0, 1, ..., n− 1}, on a :

aib−1 = a−n+ibn−1

aib−2 = a−n+ibn−2
... ... ...

aib−n+1 = a−n+ib1

S’il existe ai0 6= 0, on pose β = a−n+i0
ai0

et on a :

b−1 = βbn−1 b−2 = βbn−2 ...b−n+1 = βb1.

Et on a deux alternatives sur β.
Si β = 0 b−1 = b−2 = ... = b−n+1 et en revenant dans le dernier système, on
a :
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i) Soit a−n+i = 0 pour tous les i ∈ {0, 1, ..., n− 1}.
ii) ou bien b1 = b2 = ... = bn = 0.
En résumé, si β = 0 , A et B sont toutes les deux triangulaires inférieures ou B
est multiple de l’identité.
Si β 6= 0 on a :

b−1 = βbn−1 b−2 = βbn−2 ...b−n+1 = βb1.

Nous avons encore deux cas :
i) S’il existe un s tel que bn−s 6= 0 alors

aib−s = a−n+ibn−s,

c’est-à-dire
βaibn−s = a−n+ibn−s

d’où
a−n+i = βai

Donc A et B sont de la même forme que la troisième condition du théorème.
ii) Si b1 = b2 = ... = bn−1 = 0, B est un multiple de l’identité.

• C∗ algèbre engendrée par Su.

Dans cette partie, nous allons montrer que, si u(z) = zn ou
u(z) = bnλ(z), λ ∈ D alors la C∗ algèbre engendrée par Su n’est autre que Mn(C),
l’ensemble des matrices carrées d’ordre n àcoefficients dans C.

Théorème 3.4. Soit u la fonction intérieure u(z) = zn. On désigne par A la matrice
de Su par rapport à la base orthogonale S = {1, z, z2, ..., zn−1} de K2

u alors :

eij = A∗(n−1−i)An−1A∗j pour 0 ≤ i, j ≤ n− 1,

où (eij) désigne la base canonique deMn(C) et A∗ = At l’adjoint de A.
Donc

C∗(Su) =Mn(C).
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Démonstration. Soit (fk)k la base canonique de Rn. Il suffit de remarquer que :

eij(fk) =


−→0 si k 6= j

fi si k = j

et

A∗l(fk) =


−→0 si k < l

fk−l si k ≥ l

et

Am(fk) =


−→0 si k 6= 0
fm si k = 0

Alors

A∗j(fk) =


−→0 si k < j

fk−j si k ≥ j

Donc

1. Si k < j on a :
A∗(n−1−i)An−1A∗j(fk) = 0.

2. Si k ≥ j on a :

An−1A∗j(fk) = An−1(fk−j) =


−→0 si k − j 6= 0
fn−1 si k − j = 0

D’où

A∗(n−1−i)An−1A∗j(fk) =


−→0 si k 6= j

A∗(n−1−i)(fn−1) si k = j

=


−→0 si k 6= j

f(n−1)−(n−1−i) si k = j

=


−→0 si k 6= j

fi si k = j

= eij(fk).

Donc eij est un produit des puissances de A et A∗, alors :
{eij}0≤i,j≤n−1 ⊆ C∗(Su), ce qui implique que C∗(Su) =Mn(C).

Le théorème ci-dessus a pour corollaire le résultat suivant, qui montre qu’on peut
avoir le même résultat si la fonction intérieure u est un produit de Blaschke d’ordre n
avec un seul zéro répété n-fois.
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Corollaire 3.1. Avec les mêmes notations que le théorème précédent.
Si

u(z) =
(
z − λ
1− λz

)n
alors

C∗(Su) =Mn(C).

3.2.2 Cas d’un produit de Blaschke d’ordre n avec des zéros

deux à deux distincts.

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer la matrice d’un opérateur de Toeplitz
tronqué dans le cas où la fonction intérieur u est de la forme :

u(z) =
n∏
j=1

z − λj
1− λjz

avec
n∏
j=1

λj 6= 0 et λj 6= λi pour i 6= j. (3.5)

Notons que dans le cas où u est de la forme 3.5, le noyau reproduisant kuλ et le noyau de
Cauchy-Szegö kλ coïncident aux points λj ∈ {λ1, λ2, ..., λn} et la famille A = {kλj , j =
1, 2, ..., n} est une base non orthogonale de K2

u.

En 2008, Cima, Ross et Wogen ([4]) ont donné une caractérisation matricielle des
opérateurs de Toeplitz tronqués en général dans le cas de la dimension finie. Nous
rappelons ici leur résultat.

Théorème 3.5 (Cima-Ross-Wogen [4]). . Soit u une fonction intérieure de la forme
(3.5) et A une application linéaire sur K2

u. Si M = (rij)1≤i,j≤n désigne la matrice de A
relativement à la base A = {kλ1 , kλ2 , ..., kλn} de K2

u, A ∈ Tu si et seulement si

rij = u′(λi)
u′(λj)

[
λ1 − λi
λj − λi

r1i + λj − λ1

λj − λi
r1j

]
pour 1 ≤ i, j ≤ n et i 6= j. (3.6)

La relation (3.6) nous dit que la matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué est
entièrement déterminée par la donnée des coefficients de la première ligne et de la
diagonale. La relation (3.6) veut dire aussi

ri1 = u′(λ1)
u′(λi)

r1i et rji = u′(λi)
u′(λj)

rij pour i 6= j.

Exemple 3.2. Si n = 2 la matrice  r11 r12

r21 r22

 ,
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est une matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué dans la base {kλ1 , kλ2} de K2
u si et

seulement si
u′(λ1)r12 = u′(λ2)r21.

Les lemmes suivants nous seront utiles dans le calcul des coefficients de la matrice.

Lemme 3.2. Pour i, j ∈ {1, 2, ..., n}, on a :

1. 〈k̃λi , k̃λj〉 = 1
1−λjλi

.

2. 〈k̃λi , kλj〉 =

 0 si i = j

u′(λi) si i 6= j

Démonstration. Pour i, j ∈ {1, 2, ..., n}, on a :

1. 〈k̃λi , k̃λj〉 = 〈C [kλi ] , C
[
kλj
]
〉 = 〈kλj , kλi〉 = kλj(λi) = 1

1−λjλi
.

2. On a 〈k̃λi , kλj〉 = k̃λi(λj) car kλj est un noyau reproduisant et
k̃λi ∈ K2

u.

Mais

k̃λi(z) = u(z)
z − λi

= 1
1− λiz

n∏
p=1,p 6=i

bλp(z) ou bλp(z) = z − λ
1− λz

pour z ∈ D.

Il s’ensuit que :
• Si i 6= j,

k̃λi(λj) = u(λj)
λj − λi

= 0.

• Si i = j

Remarquons que u′ = b′λ1bλ2 ...bλn + bλ1bλ2 ...b
′
λn et

u′(λs) = 1
1− |λs|2

n∏
p=1,p 6=s

bλp(λs).

Ainsi

k̃λi(λi) = 1
1− λiλi

n∏
p=1,p 6=i

bλp(λi)

= 1
1− |λi|2

n∏
p=1,p 6=i

bλp(λi)

= u′(λi).
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Lemme 3.3. Pour chaque i, j ∈ {1, 2, ..., n}, les coefficients de la matrice de A
k̃λj

=

kλj ⊗ k̃λj sont tous nuls sauf le coefficient tjj tels que tjj = u′(λj). C’est-à-dire :

A
k̃λj

=



0 . . . 0 . . . 0
... ... ... ... ...
0 . . . 0 . . . 0
0 . . . u′(λj) . . . 0
0 . . . 0 . . . 0
... ... ... ... ...
0 . . . 0 . . . 0



.

Démonstration. D’aprés Sarason on note A
k̃λj

= kλj ⊗ k̃λj et pour
j ∈ {1, 2, ..., n} on a :

A
k̃λj

(kλi) = kλj ⊗ k̃λj(kλi) = δiju′(λj)kλj , d’aprés le Lemme 3.2

Lemme 3.4. Pour chaque s ∈ {1, 2, ..., n}, notons (bij(s))1≤i,j≤n la matrice de Akλs
relativement à la base {kλ1 , kλ2 , ..., kλn} de K2

u. Alors les bij(s) sont donnés par :

bij(s) =



λs
λs−λj

si i = s, j 6= s

λs
λs−λi

u′(λs)
u′(λi)

si s = j, i 6= s

λi
λi−λs

si i = j, j 6= s

1 + λsu′′(λs)
u′(λs)

si i = j = s

0 si i 6= s, j 6= s, et i 6= j

Démonstration. Pour chaque s ∈ {1, 2, ..., n} et 1 ≤ j ≤ n, par définition, bij(s) est la
i-ème composantede Akλs (kλj).
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• Si j 6= s, on a :

Akλs (kλj) = Pu[kλskλj ]

= Pu

(
λs

λs − λj
kλs + λj

λj − λs
kλj

)

= λs

λs − λj
kλs + λj

λj − λs
kλj

= bsjkλs + bjjkλj .

• Si j = s, on a :
Akλs (kλs) = Pu(k2

λs) ∈ K
2
u.

Donc ils existent c1s, c2s, ..., cns ∈ C tels que

Akλs (kλs) = Pu(k2
λs) = c1skλ1 + c2skλ2 + ...+ cnskλn .

Donc pour i ∈ {1, 2, ..., n} on a :

〈Pu(k2
λs), k̃λi〉 = cisu′(λi). (3.7)

〈Pu(k2
λs), k̃λi〉 = 〈k2

λs , Pu(k̃λi)〉

= 〈k2
λs , k̃λi〉

= 〈k̃λi , k2
λs
〉

= Iis.

où Iis =
∫
T

u(ζ)
ζ − λi

1
(1− λsζ)2dm(ζ).

Posons ζ = eiθ alors :

dm(ζ) = dθ

2π et dθ = d(eiθ) = ieiθd(θ) = iζd(θ) c’est-à-dire dm(ζ) = 1
2iπ

dζ

ζ
.

Donc
Iis =

∫
T

u(ζ)
ζ − λi

1
(1− λsζ)2dm(ζ) = 1

2iπ

∫
T

ζu(ζ)
(ζ − λi)(ζ − λs)2d(ζ).

On a deux cas :

1. Pour i 6= s ; on considère la fonction f définie par :

f(z) = zu(z)
(z − λi)(z − λs)

= z

(1− λiz)(1− λs)

n∏
k=1,k 6=i,s

z − λk
1− λkz

.
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La fonction f est une fonction holomorphe sur chaque voisinage V du disque
unité fermé D qui ne contient pas les points λi, λs, donc f admet un prolonge-
ment analytique qu’on va noté f s avec

f s(z) = zu(z)
(z − λi)(z − λs)

.

On a dans ce cas :

Iis = 1
2iπ

∫
T

f s(ζ)
(ζ − λs)

d(ζ) = f s(λs),

d’autre part on a :

f s(λs) = λs

(1− |λs|2)(1− λiλs)

n∏
k=1,k 6=i,s

λs − λk
1− λkλs

= λs
λs − λi

u′(λs).

Donc
Iis = λs

λs − λi
u′(λs).

2. Pour i = s, on a :
Iss = 1

2iπ

∫
T

ζu(ζ)
(ζ − λs)3d(ζ).

On considère la fonction g définie par g(z) = zu(z).
Puisque la fonction g est holomorphe dans un voisinage de D, alors d’après la
formule de Cauchy on a :

Iss = 1
2iπ

∫
T

ζu(ζ)
(ζ − λs)3d(ζ) = g′′(λs)

2 = u′(λs) + λs
2 u
′′(λs).

De l’équation (3.7) on obtient :

cis = Iis

u′(λi)
.

Donc

cis =


λs

λs−λi
u′(λs)
u′(λi)

si i 6= s

1 + λs
2
u′′(λs)
u′(λs)

si i = s

Nous allons maintenant déterminer la matrice de Aϕ pour ϕ ∈ K2
u.
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Lemme 3.5. Soit ϕ ∈ K2
u, notons par (rij)1≤i,j≤n sa matrice dans la base {kλ1 , kλ2 , ..., kλn}

de K2
u. Alors les rij sont donnés par :

rij =



ai
λi

λi−λj
+ aj

λj
λj−λi

u′(λj)
u′(λi)

si i 6= j

n∑
k=1,k 6=i

ak
λi

λi − λk
+ ai

[
1 + λiu′′(λi)

u′(λi)

]
si i = j

où les ai sont les coordonnées de la fonction ϕ relativement à la base {kλ1 , kλ2 , ..., kλn}
de K2

u.

Démonstration. Soit ϕ ∈ K2
u, alors il existe a1, a2, ..., an ∈ C tels que :

ϕ = a1kλ1 + a2kλ2 + ...+ ankλn ,

donc Aϕ =
n∑
s=1

asAkλs . Il s’ensuit, que rij =
n∑
s=1

asbij(s).

• Si i = j on a :

rij =
n∑
s=1

asbij(s)

= a1bij(1) + a2bij(2) + ...+ anbij(n)

= aibij(i) + ajbij(j)

= ai
λi

λi − λj
+ aj

λj

λj − λi
u′(λj)
u′(λi)

.

• Si i 6= j on a :

rii =
n∑
s=1

asbii(s)

= a1bii(1) + a2bii(2) + ...+ anbii(n)

= a1
λi

λi − λ1
+ a2

λi

λi − λ2
+ ...+ ai

[
1 + λiu′′(λi)

u′(λi)

]
+ ...+ an

λi

λi − λn

=
n∑

k=1,k 6=i
ak

λi

λi − λk
+ ai

[
1 + λiu′′(λi)

u′(λi)

]
.

Lemme 3.6. Si ϕ ∈ K2
u alors la matrice de A

Suϕ̃
est de la forme

diag(a1λ1u′(λ1) + a2λ2u′(λ2) + ...+ anλnu′(λn)),

où les coefficients a1, a2, ..., an sont les coordonnées de la fonction ϕ relativement à la
base A de K2

u.
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Démonstration. Soit ϕ = a1kλ1 + a2kλ2 + ...+ ankλn avec a1, a2, ..., an ∈ C, alors

ϕ̃ = a1k̃λ1 + a2k̃λ2 + ...+ ank̃λn ,

et

Suϕ̃ = a1Suk̃λ1 + a2Suk̃λ2 + ...+ anSuk̃λn

= a1λ1k̃λ1 + a2λ2k̃λ2 + ...+ anλnk̃λn .

Donc
Suϕ̃ = a1λ1k̃λ1 + a2λ2k̃λ2 + ...+ anλnk̃λn .

Comme A
k̃λp

= kλp ⊗ k̃λp alors :

A
k̃λp

=
n∑
p=1

apλpA
k̃λp

=
n∑
p=1

apλp(kλp ⊗ k̃λp).

D’où
A
Suϕ̃

(λs) =
n∑
p=1

apλp(kλp ⊗ k̃λp)(kλs) = apλpu′(λp)δsp.
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