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Abstract.

This dissertation joins in the field of operator theory. In the first part of the thesis,
we give classical results concerning the Hardy space, models spaces and some besic
concepts such as projections and reproducing kernels. In the second part of the thesis
we are interested in the truncated Toeplitz operators on the model space, we are parti-
cularly interested the matrix representation of truncated Toeplitz operators where the

inner function u is 2™ or a Blaschke product of order n.
Key words :

Hardy space, model space, inner function, Blaschke product, truncated Toeplitz ope-

rators, matrix representation.
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Résumé.

Ce mémoire s’inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs. Dans la premiere
partie du mémoire, nous donnons les résultats classiques concernant I’espace de Hardy,
I'espace modeles et quelques notions de base telles que les projections et les noyaux
reproduisant. Dans la dexiéme partie du mémoire on s’intéresse aux opérateurs de Toe-
plitz tronqués sur ’espace modele, plus particulierement a la représentation matricielle
d’un opérateur de Toeplitz tronqué dans le cas ou la fonction intérieure u est égale a

z", ou bien un produit de Blaschke d’ordre n.
Mots clés :

Espaces de Hardy, espace modele, fonction intérieure, produit de Blaschke, opérateurs

de Toeplitz tronqués, représentations matricielles.
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Introduction.

Ce mémoire s’inscrit dans le domaine de ’analyse fonctionnelle, théorie des opéra-
teurs et I'analyse complexe. Elle est dédié a 1’étude de certains opéateurs sur quelques
espaces fonctionnels. On note par D le disque unité et T = JD le cercle unité du plan
complexe C et par m la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité T tel que :
dm = dm(0) = 2 et par L*(T) := L*(T, dm) I'espace de Lebesgue usuel sur T muni de
la norme [|f]] := (Jr |£(Q)2dm(¢))? et du produit scalaire (£, g) == J £(C)g(C)dm(C).
On définit I'espace de Hardy H?(T) par l'espace des fonctions analytiques f € L*(T)

dont les coefficients de Fourier de signe négatifs sont nuls c’est-a-dire :
HX(T):= {f € L*(T) : f(n) =0, n <0},

avec f(n) est le n-iéme coefficient de Fourier de f. H2(T) est un sous espaces fermé de
'espace de Hilbert L?(T), il est aussi un espace de Hilbert muni du produit scalaire
induit par celui de L*(T). On identifie H*(T) & sous espace des fonctions holomorphes
f € Hol(D) sur D par
2 2 °n i0 2 40
H*(D) = {f € Hol(D) : [[f[I" = sup [ [f(re)[*5— < oo},
0<r<1/0 2m

par la limite radiale f*, (est un isomorphisme isométrique), définie par :

fH(¢) = lim f(r¢),

r—1-
existe presque partout sur T. Le noyau reproduisant de H?(D), noté k) donné par la
formule : ky(z) = ﬁ,pour tout z € . Les espaces modeles sont les sous-espaces
fermés non nul de H? invariants par 'adjoint du shift, S* := f — f&-10) (0) , d’apres le

théoreme de Beurling [1], ces espaces sont de la forme
K?:= (uH** = H*©uH?* = {f € H? (f,ug) =0, pour tout g € H?},

ol u est une fonction intérieure. Comme dans le cas de H?, chaque K? est un espace

a noyau reproduisant noté k% défini par : k¥ (z) = M (A, z) € D x T. Dans le

1
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cas particulier K2 est de dimension fini si u est un produit de Blaschke d’ordre fini.

Chaque espace modele est équipé d’'un opérateur de conjugaison C' défini par C[f](¢) =

u(¢)Cf(¢) pour tout f € K2 et ¢ € T. Les opérateurs de Toeplitz tronqués sont des
compressions des opérateurs de multiplication sur I'espace modele K?2. L’opérateur de

Toeplitz tronqué de symbole ¢ € L™ sur K2 est défini par :
U 2
Ay = P.(¢f) pour chaque f € K.

L’étude des opérateurs de Toepliz tronqués est un domaine de recherche d’actualité
dans la théorie des opérateurs. Sur I'espace modele ces opérateurs ont été introduits
par Sarason [23] en 2007.

Dans ce travail on s’intéresse particulierement aux matrices des opérateurs de Toepliz

tronqués. La matrice de A, relativement a la base S = {1, z, 2%, ..., 2"} est de la forme :

Qo a1 ... ... Q_pt2 A_pyt1
a Qo i a_n42
)] ax
A, =
Qo a_q
ap—-1 -+ ... Q9 ay Qo

La matrice de A, relativement a la base A = {ky,, ky,, ..., Kk, } est de la forme :

A A u' () .o .
v + ajTij u,(/\j_) si 1# 7
Tij = — I
] > M [1 + Ai“//(&)}
ay———-—=+a; ———| si i=7j
k=1,ki Ai = Ag u/(Ag)

ot les a; sont les coordonnées de la fonction ¢ relativement a la base {ky,, ky,, .., kx, }
de K2. Le mémoire est organisé de la maniére suivante :

Nous commencons par rappeler les définitions et propriétés concernant les espaces de
Hilbert, L*(T), Hardy H?, et les opérateurs bornés dans le chapitre 1.

Le chapitre 2 est entierement consacré aux espaces modeles, nous rappelons la définition
de I’espace modeéle ainsi que ses propriétés élémentaires qui nous sont utiles dans I’étude
des opérateurs de Toeplitz tronqués.

Le dernier chapitre de ce mémoire contiennent les opérateurs de Toeplitz tronqués et

leurs représentations matricielles dans le cas d’espace modele de dimension finie.



Chapitre 1
Préliminaires.

Nous exposons dans ce chapitre les éléments de la théorie des espaces de Hilbert
qui correspond a ce cadre, notamment, les notions d’orthogonalité, de projection, les
espaces L?(T) et les espaces de Hardy. Notre présentation est essentiellement inspirée
des références [2, 5, 8, 9, 10, 17, 22]. On terminera ce chapitre par une présentation

sommaire de quelques opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert.

1.1 Espaces de Hilbert.

1.1.1 Forme bilinéaire et produit scalaire.

Définition 1.1. Soit F un C-espace vectoriel.
Une application (.,.) : E x E — C est une forme bilinéaire si toutes les applications
partielles x — (x,y) et y — (x,y) sont linéaires.
i) Elle est symétrique si (x,y) = (y,x), pour tous x; y € E.
it) Elle est définie positive si (x,z) > 0, pour tout © € F
et si ((z,z) =0 < o =0).

iti) Un produit scalaire est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive.

1.1.2 Applications anti-linéaires et formes sesquilinéaires.

Définition 1.2. Soient F et F, deux C-espaces vectoriels.

Une application L : E — F' est dite anti-linéaire si :
Lt + jy) = \L(z) + iL(y).

pour tous \,p € C et x,y € B
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Définition 1.3. Une application (.,.) : E x E — C est une forme sesquilinéaire si
Uapplication linéaire partielle x — (x,y) est linéaire et si Uautre y —— (x,y) est anti-
linéaire.
i) Elle est dite symétrique hermitienne si :
(z,y) = (y,z) pour tous x;y € E.
it) Elle est définie positive.

iii) Un produit (scalaire) hermitien est une forme sesquilinéaire, symétrique hermi-

tienne, définie positive.

1.1.3 Norme préhilbertienne.

Définition 1.4. Soit (.,.) un produit scalaire hermitien sur E. On définie sur E la norme

associée a (.,.) par : ||x|| == +/(z,x).

Lemme 1.1. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe muni du produit scalaire (., .)

. Alors, pour tous v,y € K

lo+y 1=l = |* +2Refz, y)+ || v |I

Démonstration.

+ (v, ) + (¥, y)
= (z,7) + (v,y) + (x,9) + (¥, )
= Jlz | +2Relz, )+ |y II” .

(z+y,z+y) = (r,2)+(z,9)

Nous vérifions aisément certaines propriétés de la norme pour ||.| :
1. ||z|| > 0 par définition, et si ||z|| = 0 c’est que (x,x) =0 et donc = =0

2. pour A € C nous avons

| Az (= /(e Az) = ANz, 2) = /AP, ).

Proposition 1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz).
Soit E un espace vectoriel (réel ou compleze) muni du produit scalaire (x,y). Alors

pour tous x,y € E :



1.1. ESPACES DE HILBERT.

[{z )| < Iyl

Démonstration.
Si ||z]] = 0 c’est que x = 0 et I'inégalité est immédiate. Sinon, ||z|| > 0 et pour tout

t € R nous avons
0<| te+y =l = |* "+ 2Re(z, y)t+ | y ||
Le discriminant de ce polynéme quadratique doit donc étre <0 :
0> (2Re(z,y))* — 4ll=|I*lly]I*,

d’ot
[z[[l[yll = |Re{z,y)| = Re(z, y).

De plus il existe a € C de module 1 tel que (z,y) = al(x,y)],
dou a(z,y) = [(z,y)|, et :

][yl [z ][l

IRV,
N A A
5 58 &
O
py 8 Q
S L€

]

Définition 1.5. On appelle espace préhilbertien un C-espace vectoriel muni d’un produit
hermitien (.,.) et de la norme associée ||.||. Un espace préhilbertien peut étre muni d’une

structure d’espace métrique pour la distance

d(z,y) =l = -yl

Proposition 1.2. Soit E un C-espace vectoriel préhilbertien et soient x;y € E. Alors

on dispose des énoncés suivants :

1. Théoréme de Pythagore :

Re(w,y) =0 <z +y [*= [zl + |yl
2. Identité du parallélogramme :

lz+y 12+ 12—y lIP=2(]z]* + [y]?).

5



1.1. ESPACES DE HILBERT.

3. Formule de polarisation :

_ llz4ylP=llz—=y|? | ; (lz+iyl®=lz—iy|?
<':E7 y> - 4 + 4 '

Définition 1.6. On dit qu’un espace préhilbertien H, muni de la norme ||.|| associée au

produit hermitien (.,.), est un espace de Hilbert si (H,||.||) est un espace vectoriel normé

complet.

1.1.4 Orthogonalité.

Définition 1.7. On dit que x et y sont orthogonaux si (x,y) = 0 noté x L y, et on dit

que z et y sont perpendiculaires si Re(x,y) = 0.

Remarque :
Dans le cas des espaces préhilbertiens réels ces deux notions coincident, mais dans un

C-espace vectoriel préhilbertien, x et iz sont perpendiculaires puisque

(x,ix) = —i(z,x) et donc Re(zx,ix) = 0.

Définition 1.8. Soit H un espace de Hilbert et (.,.) le produit hermitien sur H. Si F est

un sous-espace vectoriel de H, on définie ’orthogonal de F par :

FL::{xGH:

pour touty € F, (z,y) = 0}.

Proposition 1.3. Soit F' un sous-espace vectoriel de H, alors :
i) Le sous-espace vectoriel F- est fermé.

ii) Si G est un sous-espace vectoriel et si G C F, alors F+ C G*.
i) On a : F+ = (F)*.

Définition 1.9. Une famille (e;);cr est une base orthonormale d’un espace de Hilbert H
ST
— leill = 1.

— L’espace engendré Vect{e;} est dense dans H.

— e Le; pouri#j.




1.2. ESPACE L*(T).

Théoreme 1.1. Soit H un espace de Hilbert et F' C H un sous-espace vectoriel fermé.

Il existe une unique application linéaire Pr : H — F' telle que, pour tout x € 'H
|z — Pp(z) |=d(z, F) :==inf,cp [z — 2| .

De plus :
i) Pp(x) est lunique élément de F vérifiant cette égalité.
ii) © — Pp(x) est orthogonal a tout vecteur de F.
ii1) Pp est 1-lipschitzienne (donc continue), i.e.

|Pr(z)|| < ||z||  pour tout x € H.

Démonstration. On note y := Pp(x). Montrons que x —y € F*.

On sait que, pour tout z € F, on a :
Re(r —y,z —y) <0.

Donc Re(z —y,w) < 0 pour tout w € F.
En remplagant w par —w puis par iw, on conclut que (x —y, w) = 0 pour tout w € F.

On a par Pythagore :
l2]* =[l & = Pp() I +[|Pp(2)II* = || Pr()]*.
Ce qui termine la démonstration. O

Exemple 1.1. 57 F est un sous-espace de dimension finie et si ey, ..., e, est une base

orthonormée de F, on a la formule explicite

1.2 Espace L*(T).

On note par D le disque unité {z € C tel que |z| < 1} du plan complexe C,
T = 0D le cercle unité {¢ € C tel que |(| = 1}, m la mesure de Lebesgue normalisée

sur le cercle unité T avec :

dm := dm(0) = ;9 ou 6 € 0;2n].
T

et par L*(T) := L?(T, dm) I'espace de Lebesgue usuel sur T, (pour plus de détails voir
[14]).



1.2. ESPACE L*(T).

Définition 1.10. Pour toute fonction mesurable f : T — C on définit la norme de L*(T)

par :

I91= (L1 0Rim(@)

muni du produit scalaire défini par :

= [ H(©g(Qdm(C).

Muni de ce produit scalaire et de la norme qui est définie précédemment, L?(T) est un

espace de Hilbert.
Proposition 1.4. Soit n € Z et soit (e,)nez une suite de fonction définit par :

en,: T — C
¢ '—>€n<<):<n.

L’ensemble {e, : n € Z} est une base orthonormée de L*(T).

Démonstration. e, € L*(T) et ||e,|| = 1. En effet

soit 1 €7 : [len]| = (/ ]en(C)Pdm(C)f
([iramc)

([ )

1.

Montrons que {e, : n € Z} est un systeme orthonormée de L?(T).

Nl=

Soient m,n € Z tels que m —n # 0.

(€m; €n)

( nf(é)f :
- (feemo)
- (fe-mo)’

Donc {e,, : n € Z} est un systeme orthonormée.
Montrons que {e, : n € Z} est total ou bien maximal. Soit f € L*(T). On suppose que
(f,en) =0 pour tout n € Z; donc en particulier (f,eq) = 0. Dot

L #(©dm(c) =

8



1.3. ESPACES DE HARDY.

Donc f = 0 m-presque partout sur T.
Par conséquent {e, : n € Z} est total.

D'ou {e, : n € Z} est une base orthonormé de L*(T). O

Définition 1.11. Soient f € L*(T) et n € Z. On note

~

Fn) = (£,¢") = [ FQOTdm(©),

f(n) est appelé le n-ieme coefficient de Fourier de f.

Chaque fonction f € L*(T) peut se développer en série de Fourier sous la forme :

FQ) =3 fn)¢™.

neL

On note par L™ := L>(T,dm) I'espace de toutes les fonctions bornées essentiellement

mesurables sur T, équipé de la norme :

[flloo = ess — supcer| F(C)];

ol

ess — supcer| /()] = sup{a = 0: m(C € T, |f(Q)] > a) > 0}.

Proposition 1.5. Soit ¢ une fonction mesurable sur T. Les assertions suivantes sont
équivalentes

i) of € L*(T) pour tout f € L*(T).

i) ¢ € L>(T).

1.3 Espaces de Hardy.

Pour pouvoir définir ’espace de Hardy classique sur le disque unité ouvert D, nous

avons besoins de la proposition suivante :

Proposition 1.6 ([8]). Soit f une fonction analytique sur D.
La fonction définie sur [0; 1] par

r—s [1£(rQ)Pdm()

est une fonction croissante.
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Démonstration. Soit f(z Z anz" telle que Y la,|> < co. On a
n=0 neN
LIFEORam(C) = 3 Janftr
n=0

On remarque que le deuxieme membre est une fonction croissante de r.

Par conséquent la fonction
r— [0 Fdm(c).

est une fonction croissante sur [0; 1[. [

Définition 1.12 ([8]). On appelle espace de Hardy H?*(D) [’espace des fonctions analy-

tiques sur le disque unité, f : 1D — C, telle que la norme

oy = lim [ 1£(rQ)Pdm (<),

soit fini.

On note H*(D) l’ensemble des fonctions f analytiques bornée sur D muni de la norme :

[[flloo := sup [f(2)]-
z€eD

Proposition 1.7. Soit f une fonction analytique sur D. f est un élément de H*(D) si

et seulement si

sup [ [£(¢)Pdm(€) < oo.

0<r<1

De plus on a

117 = sup | 1f(rQ)Pdm(C)

0<r<1

= hm/rfmdm()

Démonstration. Soient f = Z a,z" une fonction analytique sur D et r € [0; 1].

n>0
Supposons que f € H?(D). Soit f, telle que f,(¢) = f(r¢) € L*(T).
On a:
sup [ [f(rQ)fFdm(Q) = sup > lan[*r*"
0<r<1 0<r<1 n>0
— 2 2n
=m0 faalr
= tim [ FGORdm(Q)
= [IfI* < oo

10



1.3. ESPACES DE HARDY.

Inversement
sup If(T‘C)I dm(¢) = sup Y |an[’r*"
0<r<1- 0<r<1 n>0
= Z |CLN|2
n>0
= [IfI1%
Donc f € H*(D). O

Il est bien connu d’aprés les travaux de Fatou et de Riesz que pour f € H?(D) et
fr définie par :
r € [0; 1 f,(C) := f(rQ).

La limite radiale de toute fonction f notée f* est une fonction définie sur T par :

fH(¢) = lim f(r()  Ce€T,

r—1-

existe presque partout sur T et f* € L*(T).

Définition 1.13. On appelle espace de Hardy H?*(T) l'espace des fonctions f € L*(T)

dont les coefficients de Fourier de signe néqgatifs sont nuls c’est-a-dire :

~

H*(T) :={f € L*(T) : f(n) =0,n <0},

et

-~

H>®(T):={f € L*(T) : f(n) =0,n < 0},

ol f(n) est le n-iéme coefficient de Fourier de f.

H?(T) est un sous espace fermé de I'espace de Hilbert L?(T), il est aussi un espace de

Hilbert muni du produit scalaire induit par celui de L?(T) définie par :

(f.9) = [ FQg(Cdmi(c).
et muni de la norme
|y = [ 1 (©)Pdm(¢
ot f* est la limite radiale de f.
Remarque : On peut identifier H*(T) a l'espace H?(D) car I'application
x @ H*D) — HXT)
f — [

est un isomorphisme isométrique.
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1.3. ESPACES DE HARDY.

1.3.1 Noyau reproduisant.

Définition 1.14. Soit X un ensemble arbitraire non vide et M(X) un espace de Hilbert de
fonctions a valeurs complexes sur X. On dit que M est un espace de Hilbert ¢ noyau

reproduisant si pour tout x € X, la fonction d’évaluation
L, : M(X) — C
f — f(z)

est une forme linéaire continue. D’aprés le théoreme de représentation de Riesz, la continuité

de la forme linéaire L, (x € X) entraine qu’il existe un unique élément k, € M(X) tel que

L.(f) = (f, ks). La fonction k, est appelée le noyau reproduisant au point x.

Proposition 1.8. Soit A\ € . L’application Ly : f — f()\) est une forme linéaire

continue sur H?.

Démonstration. Soit f € H?, f = Z apz" on a :

n>0
F)] < D faal A"
n=0
< (Ther) (Zne)
n=0 n=0
17
1— A2

Donc pour tout A € D fixé la fonction d’évaluation f —— f(\) est une forme linéaire

continue sur H?2. O

D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe dans H? une unique fonc-

tion, notée k), telle que :
FN) = ([, k) (1.1)

La fonction k) est appelée le noyau de Cauchy ou le noyau de Cauchy-Szego.

Le noyau de Cauchy est un noyau reproduisant donnée par la formule :

1
kx(z) = [, Powr tout z € D, (1.2)

et

1
[kAl] = ———= A eD.

JI— A2

12




1.3. ESPACES DE HARDY.

Remarquons qu’en utilisant la formule (1.1),la relation (1.2) n’est autre que la formule
intégrale de Cauchy de la fonction f € H?, c’est-a-dire :

_ [ Q)

= —dm(() pour toutf € H?et z € D,
T1—2(

f(2)

ot f* la limite radiale de f existe presque partout et est un élément de L?, ce qui nous
assure que l'intégrale ci-dessus est bien définie.
De méme, la projection orthogonale P de L? sur H? peut étre exprimée terme de noyau

de Cauchy, autrement dit, on a :

P = [ ) pours e 22

Remarquons aussi que pour n € N fixé, on a :

FOO) = (F B,

ou
nlz"

B (2) = W=

est la dérivée n-iéme de k) par rapport a A.
Proposition 1.9. La famille {ky; A € D} est linéairement indépendant.

Démonstration. Soient A\, Ao, ..., A, n points distincts de D tels que :
Z Cij’,\j =0.
j=1

Montrons que a; = 0 pour j = 1,2,...,n. Pour tout f € H? on a :

0 = (Cahy ) (13)
= (izll%,f) + (agkny, [) + ... + (anky,, f) (1.4)
= ar(kr, f) +akn,, f) + . +an(kn,, f) (1.5)
= af(M)+a@f(A) + .. + @ f (M) (1.6)

Maintenant il suffit de trouver un polynéme f tel que f();) = a; pour j = 1,2, ..., n.
Le théoreme d’interpolation de Lagrange assure l'existence d’un tel polynome et la
relation 1.6 devient :

|a1|2 + |CL2|2 + ..+ |an|2 = 0.

Donc a; = 0 pour j = 1,2,...,n. O

13



1.3. ESPACES DE HARDY.

1.3.2 Opérateur de shift.

Les opérateurs shift tiennent une place importante dans le monde des opérateurs

sur la théorie des fonctions.

Définition 1.15. L’opérateur de décalage & droite (ou shift) sur H* est un défini par :

Sifl(z) = z2f(2) pour f€ H*et z € T,

Proposition 1.10. L opérateur shift S sur H? est une isométrie.

Démonstration. Soit f € H? on a :

ISAIP = [1CAQPdm(Q)

Exemple 1.2. Soit U un opérateur défini par :
U : (an)nso € (N) — > a,2" € H?,
n=0
est une isométrie et est unitaire, ce qui nous permet de regarder S en termes de coef-

ficients de Taylor comme un opérateur sur (*(N). Autrement dit, on a :

[o.¢]
S(ag, ay,...) = (0,a9,a1,...) avec f=Y_ a,z",
n=0

et

S*(CL(),CL17CL2, ) = (CLl,CLQ, )

On dit qu’'un sous-espace fermé M de H? est invariant par l'opérateur S si SM C
M ; et on dit que M non trivial lorsque {0} & M & H?.
Le théoréme classique de Beurling (voir [1] ou [8]) donne une caractérisée complete des

sous-espaces invariants non triviaux.

14



1.3. ESPACES DE HARDY.

Théoréme 1.2 (A.Beurling [1] ou [8]). Un sous-espace fermé non trivial M de H* est

invariant par le shift S si et seulement si M est de la forme :
uH? :={uh h € H?},
ou u est une fonction intérieure non constante.

Remarque : une fonction u € H™ est dite intérieure lorsque |u| = 1 presque

partout sur T.

1.3.3 Théoréme de factorisation.

Dans cette section, nous rappelons brievement les résultats essentiels de la factori-

sation des éléments de H?.

Définition 1.16. Soit (a,), C D une suite satisfait la condition de Blaschke Y (1 —|a,|) <

n>0
oo tel que a, # 0 pour tout n € N*.
Alors pour tout k > 0, le produit infini
X a, — 2 |ag|
B(z) = Zk —_, 1.7
@ =T (17)

converge uniformément sur les compacts de D et définit une fonction holomorphe sur .

La fonction définie par la relation (1.7) est une fonction intérieure appelée le produit de

Blaschke construit sur la suite (ay)y.

Définition 1.17. Soit u une mesure positive, finie sur T et singuliére par rapport a la mesure

de Lebesgue. On définit la fonction S, sur D par :

S,(2) ::exp{—/qrgiidu(g)} 2eD.

La fonction S, est une fonction interieure appelée fonction interieure singuliére.

BS' est appelé le facteur interieur de la fonction f.

15



1.4. OPERATEURS BORNES SUR LES ESPACES DE HILBERT.

Définition 1.18. Soit ¢ une fonction mesurable positive telle que logp € L*(T) avec :
LYT) :={f : T — C; f mesurable et/ |f(Q)]dm(¢) < 400}
T

La fonction analytique définit par :

F(z) = cexp {/T g J_r z logw(C)dm(C)} z €D,

est appelée fonction extérieure. Dans cette définition, c désigne une constante de module

1.

Si = f on dit que F est le facteur extérieur de la fonction f.

Théoréme 1.3. Toute fonction f non identiquement nulle dans H? admet, & une

constante prés, une unique factorisation de la forme
f=BSF,

ou B est un produit de Blaschke, S est une fonction intérieure singuliere et F' est une

fonction extérieure dans H?.

Ces résultats vont nous permettre de voir une fonction de I’espace de Hardy comme
une fonction holomorphe sur D ou comme une fonction de L?*(T). On pourra alors
utiliser la théorie des fonctions analytiques ou la structure de L?(T) pour calculer des

normes ou utiliser les propriétés des coefficients de Fourier.

1.4 Opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert.

1.4.1 Définitions.

Définition 1.19. Soient E et F deux espaces vectoriel sur le méme corps K. On dit que

lopérateur (ou l'application) T : E — F est linéaire s’il vérifié les conditions suivantes :
pour tous x,y € E, pour tout A e K on a :
e Condition additive

T(x+y)=T(x)+T(y).

e Condition homogéne

T(A\x) = NT'(z).

16



1.4. OPERATEURS BORNES SUR LES ESPACES DE HILBERT.

Définition 1.20. Soit T : E — F un opérateur linéaire, alors ’tmage de ['opérateur T
est définie par :

Im(T)={Tx,x € E},

et le noyau de l'opérateur T est définit par :

Ker(T) ={z € E: Tx = 0}.

Définition 1.21. Soient E et F deux espaces normés, soit T un opérateur linéaire définit
sur un sous ensemble G C E dans F' est dite continue au point xo de G si on a la propriété
sutvante :

Pour toute suite x,, de G converge vres xg, la suite Tz, converge vers T (xg) c’est-a-dire :

n—o0

lim Tz, =T (nlggo xn) = T(xp).

T est dite borné s’il existe une constante k > 0 telle que :

| T(x) ||r< k||| g pour tout x € E.

Remarque :

1. Popérateur linéaire T est dit continue sur G s’il est continue en chaque point de

I’ensemble G.

2. Si G est de dimension finie, alors toute application linéaire de E dans F' est

continue.
Soient F et F' deux espaces vectoriels normés et T': E — F' un opérateur linéaire. Le
théoreme suivant caractérise la continuité d’un opérateur linéaire.
Théoreme 1.4. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. T est continu sur E.
2. T est continu en 0.
3. il existe une constante k telle que | Tx| < k||z|| pour tout x € E.

Démonstration.

L’implication 1 = 2 est évidente.

17



1.4. OPERATEURS BORNES SUR LES ESPACES DE HILBERT.

On va montrer 'implication 2 = 3. On suppose que 1" est continu en 0, alors :

Pour tout € > 0,1l existe 6 > 0, tel que pour tout x € £ : (||z]| < §) = (||Tz]| < ¢).

(1.8)
Soient € > 0 et x € E,x # 0. On pose
= Lx
2=
alors
)
! ——
Il = 5.
D'ou, ||2'|| < 6 et par conséquent ||T2'|| < e
4]
2l = 17 () |
]
= —||Tz|]| <e
2||z|
Donc
2e
Tz|| < —
Tz < = ol
Il existe alors k satisfaisant 3. Cette inégalité est vraie aussi pour z = 0 et 3 est vérifiée
2e
k=—.
avec 5
Montrons que 3 = (1).
On suppose que 3 est vérifiée, alors, pour tous x,y € E, on a
1Tz = y)l| < kllz =yl
c’est a dire
[Tz =Ty < kllz —yl|.
L’application T est lipschitzienne donc, elle est continue. O

Définition 1.22. Une application linéaire T : E — F' entre espaces vectoriels normés qui

est continue est souvent dite bornée.

Définition 1.23. (Norme d’un opérateur linéaire continu.)
Soit T : E — F un opérateur linéaire continu entre les espaces vectoriels normés. Le

nombre

T
p ,
weBa0 |||

qui est par le Théoréme 1.4.1 fini, est appelé la norme de T et est noté ||T|.

18



1.4. OPERATEURS BORNES SUR LES ESPACES DE HILBERT.

Proposition 1.11. (Propriétés de la norme d’opérateur) Soient E, F et G des espaces

vectoriels normés.
1. SiT € L(E,F), alors, |T|| =0 si et seulement si T' = 0.
2. 8T, S e L(E,F),alors, T+ S € L(E,F) et|T+S| <|T]+|95]-
3. StaeKetT e LE,F), alors, T € L(E,F) et ||aT]] = |a|||T.
4. SiT € L(E,F) et S € LF,G), alors SoT € L(E,G) et ||[SoT| < |ISIIT]-

De 1 et 8 de la Proposition 1.4.1, ||.|| définit une norme sur L(E, F).

Notation : La composée T o S de deux opérateurs T et S sera souvent noté T'S.

1.4.2 Adjiont d’un opérateur linéaire continue.

Définition 1.24. Soient E et F' deux espaces de Hilbert et soit T € L(F,F). L’unique
application T* € L(F, E) telle que pour tout x € E et pour tout y € F. on ait :

(T'(x),y) = (x, T"(y)),
est appelée adjointe de T. De plus on a :

171 = 1T

Ce qui prouve que T* est aussi continue.

Proposition 1.12. Soient E et F' des espaces de Hilbert. Soit T — T™ une application
antilinéaire, isométrique de L(E, F) dans L(F, E). De plus pour tout T € L(E, F) on

a .
(T =T.
— 7T = |7
— (TS)* = S*T*.
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1.4. OPERATEURS BORNES SUR LES ESPACES DE HILBERT.

1.4.3 Opérateur isométrique, normal, unitaire, positif et au-

toadjoint.

1.
2.

Définition 1.25. Soient E et F' deux espaces de Hilbert. Lorsque E = F ; L(E, F) est noté
L(E).

U € L(E,F) est appelé unitaire si U*U = Ip et UU* = If .

U € L(E,F) est appelé isométrique (co-isométrique) si ||U(z)|| = ||x||. pour tout
r e k.

N € L(E) est appelé normal si |[N*(z)|| = || N(x)|| pour tout x € E, ou NN* = N*N .
U € L(E) est appelé hermitien ou auto-adjoint si U* = U.

P € L(E) est appelé positif (notation : P > 0) si P est auto-adjoint et si pour tout
r € E,(P(z),z) > 0.

Deux opérateurs A : E — FE et B : F' — F sont unitairement équivalents s’il existe

un opérateur unitaire U : E — F tel que A = U*BU.
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Chapitre 2

Espaces modeles.

2.1 Définitions et propriétés.

Nous allons maintenant consideérer les sous-espaces fermés de H? qui sont invariants
par le 'adjoint de shift, S, S*. Ces sous-espaces sont connus sous le nom d’espaces
modeles. Les résultats énoncés ici ainsi que leurs démonstrations viennent de [18, 19,

21].

Proposition 2.1. Soit E un sous-espace fermé invariant par S dans H? si et seulement

si B+ est invariant par S*.

Définition 2.1. Soit u une fonction intérieure. On appelle espace modéle correspondant

a u, le sous-espace de H* défini par :

K? = (uH?*)*
= H?cuH?
= {feH*(f,ug) =0, pourtout g€ H?}.

Cette définition ne donne pas de description explicite des éléments de 1’espace modele

K?2. Le théoréme suivant nous décrit complétement K2.

Théoréme 2.1. (Douglas-Shapiro-Shields [6]). Pour chaque fonction intérieure u, ’es-
pace modéle K2 correspondant est 'ensemble des fonctions f € H? telles que f = uzg

presque partout sur T ot g € H?. Autrement dit, on a :

K = H*(T)(uzH*(T) avecz:( €T — (€T,
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2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES.

Démonstration. Si f € H*(T)NuzH?2(T), il existe h € H? telle que f = uzh presque

partout sur T, et pour tout g € H?, on a :

(fug) = (uzh,ug)
= (2h,9)

= /Cg dm(C)

= (d’apres le théoreme de Cauchy),

cest-a-dire : f € (uH?)*+ = K2.

Réciproquement, si f € K2, on a (f,uz") = 0 pour tout n € N,

c’est-a-dire (a)(n) = 0 pour tout n € N.

Donc, uzf € H2(T) ou encore f € uzH?2. n

Comme les sous-espaces uH? constituent les sous-espaces invariants non triviaux

de S. Les sous-espaces modeles K2 jouent les roles analogues pour le S*.

Corollaire 2.1. Soit u une fonction intérieure, l’espace modéle K2 correspondant est

un sous-espace propre de H? qui est invariant par S*.

Démonstration. Soit M un sous-espace propre de H? invariant par S*. Pour f € M et
g€ Mt ona:
(f.59) =(5"f,9) =0,

donc Sg € M~ pour tout g € M=+, d’ott M+ est un sous-espace non trivial de H?2,
invariant par S.
D’apres le théoréme de Beurling, il existe v une fonction intérieure telle que M+ = uH?2.
Dot M = (uH?)*. m
Corollaire 2.2. Soient u et v des fonctions intérieures. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

i) ulv = 3f € H* v =uf.

i) K2 C K2

Remarque : La multiplication par une fonction intérieure est une isométrie sur
H?.

Cette remarque est utilisée dans la démonstration de cette proposition.

Proposition 2.2. Siu et v sont des fonctions intérieures non constantes et u; = uv,
alors :

K? = K2 @ uk.
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2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES.

Démonstration. Comme la multiplication par une fonction intérieure est une isométrie,

vH? est un sous-espace fermé de H? et donc on peut écrire :

H? =vH*® (vH*)" .

La multiplication par u; est aussi une isométrie et on a :
uH? = wH? @ u(vH?)*,
c’est-a-dire
H?> = uH*® (uH?*)*
= wH? @ u(vH?)* & (uH?)"*
Ainsi :
(wH** = uw(vH»* @ (uH?)*,
c¢’est-a-dire :
K. =K. ®uk;.
O
Soit P, la projection orthogonale de L?*(T) sur K2. On note M, et My les opérateurs
de multiplication par u et u respectivement.
Remarque : (définition du 'opérateur de multiplication).
Soient ¢ € L*(T) et D(M,) = {f € L*(T) : ¢f € L*(T)}. On appelle opérateur de
multiplication, de symbole ¢ sur L?*(T) l'opérateur défini par
M: DM, < L*T) — L*T)
f — M, = pf.

Définition 2.2. Soit u une fonction intérieure de H? alors :

M, PMs est la projection orthogonale sur uH?; et la projection orthogonale de L*(T) sur K2
est définit par : P, = P — M, P M.

Pour tout f € L*(T), on a :

<f7 k)\> = <f7 Puk/\>



2.2. ESPACES MODELES DE DIMENSION FINIE.

Comme dans le cas de H?, chaque K? est un espace & noyau reproduisant.
Soit E un sous-espace de H? avec ky est le noyau reproduisant de H?, alors le noyau

reproduisant de E est la projection orthogonale PPk, de ky sur E. Donc
ky — PPk

est le noyau reproduisant de E+ | c’est-a-dire le noyau reproduisant de K2 est la

projection orthogonale de ky sur K2, il est donné par :

ki (z) = 1_19;:‘(2) (A z) €D xT.

2.2 Espaces modeles de dimension finie.

Dans cette section, nous verrons que les espaces modeles les plus simples sont ceux
qui correspondent aux produits de Blaschke d’ordre fini et que ce sont les seuls espaces

modeéles de dimension finie.

Proposition 2.3. Soit u une fonction intérieure.
i) Siu(z) = 2" alors K2 est I’ensemble des polynémes de degré (n—1) a coefficients

dans C . C’est-a-dire :
K?={ag+a1z+az* + ...+ an_12"", ag,ai,...,a, 1 € C}.

i) Siwu est un produit de Blaschke d’ordre fini avec des z€ros Ai, Ag, ..., A, comptés

avec leurs ordre de multiplicité alors :

- {ao a1z + a2’ + ...+ a,_ 12"t

I T v T s T we R C}- (2.1)

iii) Siu est un produit de Blaschke d’ordre fini avec des zéros deux a deuz distincts

A1, Agy ooy A d’ordre de multiplicités respectifs my, ma, ...,m, alors :

dli-1 1
ngspan{ J [

— | 1< t1<l;<m;p. 2.2
dz 1—/\jz]’ =J=ne _J_m]} (2:2)

Démonstration. On va montrer directement la deuxieme propriété car la premiere pro-
priété est un cas particulier de la deuxieme.
On suppose que les zéros Aq, Ag, ..., A, du produit de Blaschke sont simples et deux a

deux distincts. On a :
(uh, ky,) = u(X;)h(N;),
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2.2. ESPACES MODELES DE DIMENSION FINIE.

pour tout h € H? et pour tout j € {1,2,....,n}, alors :
span{ky;; 1<j<n}CK;.

Si f(A;) = (f,ky,) pour tout j € {1,2,...,n}, alors u divise f et donc f € uH?.
Ainsi

span{ky; 1<j<n}t C (K"

Comme K2 = span{ky;; 1 < j < n}, alors toute combinaison linéaire des ky, pour
Jj € {1,2,...,n} peut étre exprimé comme une fonction rationnelle du méme type de
(2.1).

Et réciproquement, tout expression du type (2.1) peut étre décomposée comme com-
binaison linéaire des fonctions ky,, ky,, ..., kx, -

Si A est un zéro d’ordre m de wu, il faut remplacer k) par ses dérivées d’ordre inférieure
ou égal a m — 1, c’est-a-dire k), k::\, k::\/, - kgm_l) a la place de k) dans la démonstration

précédente. O

Proposition 2.4. dimK? < oo si et seulement si u est un produit de Blaschke d’ordre
fini.

Démonstration. (<) La proposition précédente montre que si u est un produit de
Blaschke d’ordre fini , on a K? < oo. (=) On suppose que dimK? < oo : Si u
admet un facteur qui est un produit de Blaschke admettant comme zéros la suite infini
(An)n>1, alors K2 contient un systéme infini linéairement indépendant.

D’autre part, si u admet un facteur v ; qui est une fonction intérieure singuliere, alors
v est une fonction intérieure qui divise v pour tout n > 1. Ainsi Kj &+ & Ki 1 & K?
pour n > 1. Donc on peut trouver une suite infinie orthonormale dans K2 en prenant

des vecteurs f, € K2,
vn I+n

S) KiL pour tout n > 1. Il s’ensuit que dimK? < oo. O
En contraste avec 1'espace de Hardy, I’espace modeéle n’admet pas a priori de base

orthonormée mais la proposition 2.3 nousmontre que si la fonction u est un produit de

Blaschke d’ordre n avec des zéros simples Aq, Ao, ..., A, deux & deux distincts, la famille

{ky;; 1< j < n} est une base non orthogonale de K.

Pour A € D, on note par by le facteur de Blaschke défini sur D par :

z—)\'

Soit u est un produit de Blaschke dont les zéros Aq, A, ..., A, sont simples et deux a
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2.3. OPERATEURS DE CONJUGAISON.

deux distincts.

Remarquons que :

<bA1kA27kA1>:::bA1<A1)kA2(A1):: 0.
de méme,

(b Daskorg, kay) = (ba,baykng, a,) = 0.

En continuant le processus, on obtient la famille {e;, : 1 < k < n} définie par :

1= N

e1(z) == o
et
) VL A
ek(Z) = H b/\j ﬁ
j=1 — AkF

Takenaka a montré que la famille {e;, : 1 < k < n} ainsi définie est une base orthonor-

mée de I'espace modele K2.

Proposition 2.5. Si (u;);>1 est une suite finie ou dénombrable de fonctions intérieures

telle que le produit u = ][>, u; converge, on a :

j—1
K=k, o (H un) K.

j=>2 \n=1

2.3 Opérateurs de conjugaison.

Définition 2.3. Soit H un espace de Hilbert sur C. Un opérateur de conjugaison sur

H est un opérateur C': H — H vérifiant :
o (Cx,Cy) = (y,z).
o C?=1Idy.

Un opérateur T' défini sur H est dit C-symétrique s’il existe un opérateur de conjugai-
son C sur H tel que T* = CTC. Chaque espace modele K? admet un opérateur de
conjugaison

C:K?— K2,
défini par :

Clfl(z) =u(z)zf(z) fe K2 zcT. (2.3)
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2.3. OPERATEURS DE CONJUGAISON.

Dans ce qui suit, I'image de chaque fonction f par 'opérateur de conjugaison C' défini
dans la relation 2.3 est notée f cest-a-dire f = C[f]. Les détails sur cet opérateur
peuvent étre trouvés dans [11, 12, 13].
Lemme 2.1. Pour chaque A € D et z € T, on a :

1. ki(2) = @, en particulier si u(\) = 0, k¥(z) = 45

2. f(N) = (kY. f), fe K2

Démonstration. Montrons d’abord (1). Puisque |u| = 1 p.p sur T, pour tout z € T,

nous avons :

() = wHE
1 —u(MNu(z)
1—-Az
_u(z) — u()

1—2z\
u(z) — u(A)
z—A

= u(2)z

La propriété (2) découle des égalités suivantes :

kL, f) = (CkLP)
(Cky, C*f)

= <Cf k)\>
(f, k)

= fOn.
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Chapitre 3

Opérateurs de Toeplitz tronqués,

représentations matricielles.

3.1 Généralités sur les opérateurs de Toeplitz tron-
qués.

Dans le chapitre précédent, on a définit I'espace modele K? correspondant & la
fonction intérieure u € H?2. Dans cette partie on va s’intéresser aux opérateurs de Toe-
plitz tronqués et particulierement aux matrices de ces opérateurs dans certaines bases
de K2 Les opérateurs de Toeplitz tronqués sont des compressions des opérateurs de
multiplication sur I'espace modele. Ils représentent une généralisation de grande enver-
gure des matrices de Toeplitz classiques. Les opérateurs de Toeplitz tronqués ont été

formellement introduits par Sarason dans [23].

Définition 3.1. Soit une fonction p € L™, I’opérateur de Toeplitz de symbole ¢ sur H?
est défini par :

T,: H? —s H?
foo—= () = Plef),

ot P est la projection orthogonale de L? sur H?.

Brown et Halmos ont montré qu’un opérateur 7 borné sur H?(T) est un opérateur de
Toeplitz si et seulement si S*T'S = T.

La matrice A = (a;;)i; de Popérateur de Toeplitz T, définit sur H? dans la base
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3.1. GENERALITES SUR LES OPERATEURS DE TOEPLITZ TRONQUES.

{1, 2,22, 23, ...} est donnée par :
aiy = (T2, 2') = (P(p2’), 2') = (92, P2') = (p,27") = @(i — J).

c’est-a-dire

20) 3(-1) $(~2)
P ECOREORE=C) .
22) p(1)  $(0)
Ou Lo
A(k) = 5= [ et dt.

Définition 3.2. Soit une fonction ¢ € L?, ’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole
o sur K2 est défini par :
Ay K? — K2
[ — AL = Pulef)

)
Y

ot P est la projection orthogonale de L? sur K2.

L’ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués sur K? est noté par T,.

Les opérateurs de Toeplitz tronqués vérifient les propriétés suivantes :

Proposition 3.1. Soient ¢ et 1 € L*(T) telles que Ay, Al € Ty Alors

1. Pour tous nombres complezes a et b, Ay, ,, = aAy + bA},.

2. (AL)" = AL

Le résultat suivant montre que les opérateurs de Toeplitz tronqués bornés (€ T,)
sont C-symétriques.
Lemme 3.1. Les opérateurs dans T, sont C-symétriques.

Démonstration. On note par K° = K2 H>, le sous espace K>° est dense dans K2.

Soit o € L*(T) avec A% est borné. Pour f € K;° et g € K, on a :

~

(CALCS,g) = (Cg, ALCS
=[O QuS (dm(Q)

= [eOF(Qg(Cdm(c)
= (ALf,g)
= ((A2)"f.9).
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3.1. GENERALITES SUR LES OPERATEURS DE TOEPLITZ TRONQUES.

Puisque K2 est dense dans K2, on a le résultat. ]

Pour ¢ € K2 l'opérateur de Toeplitz tronqué Ay, commute avec Sy, et son adjoint
(A%)* commute avec S;.
L’opérateur de Toeplitz tronqué A est la compression sur K 2 de I'opérateur de Toeplitz
T, défini sur H?, et S, est la compression de S sur K2 donc, puisque ¢ € K2 C H?,
T, commute avec S alors Ay commute avec S, et son adjoint (A3)* commute avec S;.
Le symbole de I'opérateur de Toeplitz T, défini sur I'espace de Hardy est unique car
T, = 0 si et seulement si ¢ = 0.
Par contre dans l’espace modele ce n’est pas le cas, le symbole d’un opérateur de
Toeplitz tronqué n’est pas unique, on peut voir par exemple que I'opérateur de symbole

¢ sur K2 est souvent nul méme si ¢ # 0. On a le théoréme de Sarason suivant :

Théoréme 3.1. Soit p € L?. Alors
A, =0 siet seulement si ¢ € uH? 4+ uH?.

nous donnons un exemple trés simple suivent, pour un opérateur de Toeplitz tronqué

n’a pas un symbole unique.

Exemple 3.1. [ = A = Aj, = Al En effet, soit f € K2. Alors AY(f) = P,f = [.
0

Et AY — Ay = Ay = 0 car u(0)u € uwH?, et nous avons A%g = (Aj)" =1L

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opé-

rateur borné sur K2 est un opérateur de Toeplitz tronqué.

Théoréme 3.2. Un opérateur A borné sur K? appartient a T, si, et seulement si, il

existe 1, ps € K2 tels que :

A= 5,A8% = 0 @ kU + kU @ . (3.2)

u

Dans ce cas, A= Ay .

Remarque : En appliquant l'opérateur de conjugaison C' a la relation (3.2), on
a la caractérisation équivalente : un opérateur A borné sur K? est un opérateur de

Toeplitz tronqué si et seulement s'il existe deux fonctions ¢y, o € K2 tels que :
A—S¥AS, = o1 @ kY + ki @ ©a.
Dans ce cas, A = A% —.
p1t+p2
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3.2. MATRICE D’UN OPERATEUR DE TOEPLITZ TRONQUE.

3.2 DMatrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué.

Dans cette partie, on s’intéresse aux matrices des opérateurs de Toeplitz tronqués
sur 'espace modele dans le cas ou la fonction intérieure est égale a 2", ou bien un

produit de Blaschke d’ordre fini.

3.2.1 Cas de la fonction intérieure u définie par u(z) = 2".

Siu(z) = 2" et ¢ € L?, la famille S = {1,2,2% ..., 2"} est une base orthonormée
de K2 et la matrice de l'opérateur de Toeplitz tronqué A, relativement a la base S
n’est autre qu’'une matrice de Toeplitz usuelle donnée par la formule 3.1 formé par les
coefficients de Fourier de la fonction .

En effet, si A = (ajk)o<kj<(n—1) est la matrice de A, dans la base S alors
ajr = @(k — j).

La matrice de Aw relativement a la base S est de la forme :

Qo a1 ... ... QQ_pi2 Q_pny1
ay Qo T A—n+2
az ai
A= (3.3)
agp a_q
Qp—1 cee aee Qo aq ao

Théoréme 3.3 ([16, 20]). Soient A et B deux matrices de Toeplitz. Le produit A x B
est une matrice de Toeplitz si et seulement si ['une des conditions suivantes est vérifiée :
i) A et B sont toutes les deux triangulaires inférieures.
ii) A ou B est un multiple de l'identité.
ii1) 1l existe un € C tel que A et B sont de la forme :

ap  Bap—1 ... Bay
ay ao c 5@2

A=
Ap—1 ai Qo
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3.2. MATRICE D’UN OPERATEUR DE TOEPLITZ TRONQUE.

by  Bbp—1 ... Bh
by by ... Bb

bp-1 ... b1 b

Démonstration. Notons :
A = (ai)i<ijen = (@i-j)1<ij<n-
B = (bij)1<ij<n = (bi—j)1<ij<n-
A X B=C = (¢j)i<ij<n-

Par définition,
n—1
Cij = Z ik ;-
k=0
C' est une matrice de Toeplitz si et seulement si

n—1
Cij = Ci—j = Z ai_kbk_j. (34)
k=0

Nous distinguons deux cas pour cette égalité.

1. Pouri=75.0Ona:

n—1
o= Z a;_pbr_; pourt=20,...n—1.
k=0
c’est-a-dire
n—1 n—1
co = Z Qi—pbp_; = Z @;_ji1bp_i—1 pouri=0,...n — 2.
k=0 k=0

En déduit I'égalité :
Ai—pt1bn—i—1 = aip1b_i4

Autrement dit

Apiibp1 = arb_y
A—pyobp_o = asb_
a—_1b = Qp—1b_pni1

2. Pour i # j, soit | =i — j c’est-a-dire j =i —lavec |l|=1,....,n—2. On a:
n—1

Cij =0 = Z a;_;bg_ivy pouri=20,....,n— 1.
k=0
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3.2. MATRICE D’UN OPERATEUR DE TOEPLITZ TRONQUE.

Remarquons que pour chaque z et [ , on a :

n—1 n—1
> i gbi—ivi = Y Qi pribr-1-i41,
k=0 k=0

c’est-a-dire

n n—1
Z ai—pbp—iy1 = Z @i kr1br—1-i41,
k=0 k=0

donc
Qj—ng1bn—1—ip1 = Qip1b_1_541.

En variant 1 dans la relation précédente, on obtient les systémes suivants :

aib_, = G_pt1bp—1
atb_y = a_py1bp—
atb_pi1 = a_ppby
ab_1 = a_py2byy
asb_y = a—n+2bn—2
agb_py1 =  G_pioby
an—1b_1 = a_1b,
Ap—1b_2 = a_1by—2
an—lb—n—l—l = a_ib

Donc, pour chaque ¢ € {0,1,...,n — 1}, on a :

ab_y = a_pqiby_y
ab_os = a_pyiby_o
aib—n+1 = a—n+ib1
. . a_— 1
S’il existe a;, # 0, on pose f = —FC et on a :

(lZO

b—l = an—l b—2 = an—Q ‘--b—n—l-l = /Bbl

Et on a deux alternatives sur f3.
Sif=0 b_y=0bs=..=0b_,y1 et en revenant dans le dernier systeme, on

a
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3.2. MATRICE D’UN OPERATEUR DE TOEPLITZ TRONQUE.

i) Soit a_p4; = 0 pour tous les i € {0, 1,...,n — 1}.

ii) ou bien by = by = ... = b, = 0.

En résumé, si § =0, A et B sont toutes les deux triangulaires inférieures ou B
est multiple de I'identité.

Sif#0ona:

by =pPby1 bo=Pbp o .01 =P

Nous avons encore deux cas :

i) S’il existe un s tel que b,_4 # 0 alors
ab_s = afnJribnfsa
c’est-a-dire
6aibn—s = a—n+ibn—s
d’on
U_pnyi = Pa

Donc A et B sont de la méme forme que la troisieme condition du théoreme.

ii) Siby =by=..=b,_1 =0, B est un multiple de I'identité.

e C* algebre engendrée par S,.

Dans cette partie, nous allons montrer que, si u(z) = 2" ou
u(z) = by(2), A € D alors la C* algebre engendrée par S, n’est autre que M, (C),

I'ensemble des matrices carrées d’ordre n acoefficients dans C.

Théoréme 3.4. Soit u la fonction intérieure u(z) = 2". On désigne par A la matrice

de S, par rapport & la base orthogonale S = {1, 2,22, ...,2" "1} de K? alors :
€ij = AT AI AT pour 0<d,j <n— 1,

ol (e;;) désigne la base canonique de M,,(C) et A* = At ladjoint de A.

Donc
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3.2. MATRICE D’UN OPERATEUR DE TOEPLITZ TRONQUE.

Démonstration. Soit (fx)x la base canonique de R™. 11 suffit de remarquer que :

et

et

Alors

Donc

1. Sik<jona:

2.Sik>jona:

D’ou

A*(nflfi)AnflA*j(fk) — {

AT (f) = A (fiy) = {

%
0 ik j
eij(fr) = { / :ilk jjj

A*lfk sik <l
fr—1 sik>1
sik+#0
fm sik=0
6) sik <y

A9(fy) =
fk] Sik>]

A*(nflfi)AnflA*j(fk) —0.

T sik—j£0
Jno1 sik—j5=0

ﬁ sik#j
AXn==0(F ) sik =

0 sik#)

- {ﬂnn<nln si k=j
T sik+j

- { fi sitk=y

= ez‘j(fk)‘

Donc e;; est un produit des puissances de A et A*, alors :

{ei;}o<ij<n—1 € C*(S,), ce qui implique que C*(S,) = M, (C).

]

Le théoreme ci-dessus a pour corollaire le résultat suivant, qui montre qu’on peut

avoir le méme résultat si la fonction intérieure u est un produit de Blaschke d’ordre n

avec un seul zéro répété n-fois.
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3.2. MATRICE D’UN OPERATEUR DE TOEPLITZ TRONQUE.

Corollaire 3.1. Avec les mémes notations que le théoreme précédent.

Si oy
u(z) = <1Z—_)\z>

alors

3.2.2 Cas d’un produit de Blaschke d’ordre n avec des zéros

deux ¢ deux distincts.

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer la matrice d’'un opérateur de Toeplitz

tronqué dans le cas ou la fonction intérieur u est de la forme :

u(z) = H : —2 avec H Aj#0 et A # N pouri # j. (3.5)
j=1

1-— jZ j=1

Notons que dans le cas ou u est de la forme 3.5, le noyau reproduisant &Y et le noyau de
Cauchy-Szegd k) coincident aux points A\; € {A1, Az, ..., \p } et la famille A = {ky,,j =
1,2,...,n} est une base non orthogonale de K2.

En 2008, Cima, Ross et Wogen ([4]) ont donné une caractérisation matricielle des
opérateurs de Toeplitz tronqués en général dans le cas de la dimension finie. Nous

rappelons ici leur résultat.

Théoréme 3.5 (Cima-Ross-Wogen [4]). . Soit u une fonction intérieure de la forme
(3.5) et A une application linéaire sur K2. Si M = (r;)1<ij<n désigne la matrice de A

relativement a la base A = {ky,, kxy, -, kx, } de K2, A € T, si et seulement si

) T, — )\ N — M\
W) ﬁ Azrli%—i\\] i\\lrlj pour 1<i j<n eti#}]. (3.6)
= Ai

T X
u ()\]) )\j - )\Z
La relation (3.6) nous dit que la matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué est

entierement déterminée par la donnée des coefficients de la premiere ligne et de la

diagonale. La relation (3.6) veut dire aussi

i1 = 15 et Tji = Tij pour 1 7é j



3.2. MATRICE D’UN OPERATEUR DE TOEPLITZ TRONQUE.

est une matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué dans la base {ky,, ky,} de K2 si et

seulement si

u’()\l)rlz = U’()\Q)T'21.
Les lemmes suivants nous seront utiles dans le calcul des coefficients de la matrice.

Lemme 3.2. Pouri,j € {1,2,....,n}, on a :

~ 0 si 1=
2. <k>\i>k)\j> = .. )
u'(Ni) si i

Démonstration. Pour i,7 € {1,2,...,n}, on a :
L (ko) = (C k], C [k ]) = Ry ) = By (V) = 550

2. On a (ky,, k) = kx, () car ky, est un noyau reproduisant et

];/’)\l. S KZ
Mais
. u(2) 1 i z—A
k = = — b b = — D
A (2) W R vt pg}ﬁ A (2) ou by, (2) T3, Powr ? €
Il s’ensuit que :
°Sii#j,
- u(A))
kx,(N\;) = =0
)\z( J) )\] _ )\’L
eSii=
Remarquons que u' = b\ by,...by, + by, by,...0) et
u'(Ns) = 1_1’)\|2 ﬁ b)‘p()\s)'
St p=l,p#s
Ainsi
B = = 1T 5y
A (Ai) = = Ap (A
L= Aidi 1
1 n
= —— 1 O
L=l i
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3.2. MATRICE D’UN OPERATEUR DE TOEPLITZ TRONQUE.

Lemme 3.3. Pour chaque i,j € {1,2,....,n}, les coefficients de la matrice de A? =
Aj

kx, ® %,\j sont tous nuls sauf le coefficient t;; tels que t;; = u'()\;). C’est-a-dire :

0 ... 0 ... 0
0 0 0
AE: 0 w'(Ag) 0
0 0 0
0 ... 0 ... 0

Démonstration. D’aprés Sarason on note A=— =k, ® k,. et pour
K. J J
J

je{l,2,...,n} ona:

A=—(ky,) = ky, ® by, (k) = 6,50/ () Ky, , d’aprés le Lemme 3.2

kx,

]

Lemme 3.4. Pour chaque s € {1,2,...,n}, notons (b;;(s))i<ij<n la matrice de Ay,

relativement a la base {kx,, kxy, ..., kx,} de K2. Alors les b;j(s) sont donnés par :

~ . . .
pyiw st i=S, Jj#S
)\75 u’()\s) . . .
o0 i) s=7, 1F#s
b’LJ(S> = x?x s1 t=17 J 7é S
ot (Ns) . S
1+ 00 s1 1=7=S5
0 si iF£S,jFES, el iF]

Démonstration. Pour chaque s € {1,2,...,n} et 1 < j < n, par définition, b;;(s) est la

i-eme composantede Ay, (ky;).
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3.2. MATRICE D’UN OPERATEUR DE TOEPLITZ TRONQUE.

eSij#s,ona:

Apy, (kyy) = Pulkaka ]

2, |
N — A N — Ay
— bk, + by,

eSij=s,0na:

Ay, (k) = Pu(k3,) € K.

Donc ils existent ¢y, cos, ..., ¢ps € C tels que
AkAS (kAs) = Pu<k§5) = Clsk)q + Cst/\g + ...+ Cnsk)\n-

Donc pour i € {1,2,...,n} on a :

(P.(K3), ki,

2

> = cisu’(/\z- .

~—

<Pu(k§\s)7 %/\1> = <k§\s7 Pu(]?»w»

- <k§\37%>\i>
= <%)wk§s>
- T.
. [ ou(Q) 1
ouw Ijz= /TC— WGl _/\Sz)zdm(g).
Posons ¢ = ¢% alors :
dm(() = ;li et df = d(e"?) =ie®d(0) = iCd(0) cest-a-dire dm(()

Donc

o1 RN
O A S ¥ A Sy e R

On a deux cas :

1. Pour ¢ # s; on considere la fonction f définie par :

foy=—2E 2] A

(z=X)(z=X) (1= X2)(1—A) helktis L ARZ
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3.2. MATRICE D’UN OPERATEUR DE TOEPLITZ TRONQUE.

La fonction f est une fonction holomorphe sur chaque voisinage V' du disque
unité fermé D qui ne contient pas les points \;, \s, donc f admet un prolonge-
ment analytique qu’on va noté f*® avec

zu(z)

(z—=Xi)(z—As)

fo(z) =

On a dans ce cas :

L PO =
=g Lo ag QO =10,

d’autre part on a :

s i As — A As
PO = T o AL T,
Donc
I, = )\S)f )\Zu/()\s).
2. Pouri=s,ona: X
@:2m4«%f§ﬂ0

On considere la fonction g définie par g(z) = zu(z).
Puisque la fonction g est holomorphe dans un voisinage de D, alors d’apres la

formule de Cauchy on a :

. 1 CU(C) _g”(/\s) o As "
]*_%WA@—xyﬂo— — 0/ (A) + 22" (N).

De I’équation (3.7) on obtient :

Cro = [is
1S T .
u'(A;)
Donc
)\75 uw'(As) :
L i
As—Ai 0 (Ng) st i #s
Cis =
Yoou (O ) .
14+ 2w o G-
+ 35 0w sl 1=3.8

Nous allons maintenant déterminer la matrice de A, pour ¢ € K2.
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3.2. MATRICE D’UN OPERATEUR DE TOEPLITZ TRONQUE.

Lemme 3.5. Soit p € K2 notons par (r;)1<ij<n sa matrice dans la base {k,, kx,, ..., kx, }

de K2. Alors les ri; sont donnés par :

ou les a; sont les coordonnées de la fonction ¢ relativement a la base {ky,,k»,, ..., kx, }
de K2.

Démonstration. Soit ¢ € K2, alors il existe ay, as, ..., a, € C tels que :
Y = (llk)\l -+ a2k)\2 + ...+ ank/\n,

n n
donc A, = Z asAg,, . Il s’ensuit, que r;; = Z asbi;(s)

s=1 —
eSii=jona:

|
[M]=

asbi;(s)

rij =

@
Il

R —
= a;by (i) + ajbi;(5)

|
2

A >\- u’(/\j)
+a;—= .
)\ —)\ )\ -\ u’(A)

eSii#jona:

Ty = Z @sbn’(s)
s=1

= albii( )+a2bii( >+ .+ apb zz

S I S +M” TP
[ VD VR H ’ "X = A
" i
= Z A =— +GZ[ ]
k=1,k+i A — Ak

Lemme 3.6. Si ¢ € K2 alors la matrice de Aﬁ est de la forme

diag(ai ' (A1) + aadot!(A2) + ... + ap A’ (\n)),

ou les coefficients ay, as, ..., a, sont les coordonnées de la fonction ¢ relativement a la
base A de K2.
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3.2. MATRICE D’UN OPERATEUR DE TOEPLITZ TRONQUE.

Démonstration. Soit ¢ = arky, + asky, + ... + a,ky, avec ay,as, ..., a, € C, alors

§ = arky, + Gakx, + . + Tk, s

et
= @Mk, + Gk, + o + TGk, .

Donc

SuB = a Mk, 4 axhakng 4 .. + Gnnky, -
Comme AT =ky, ® i{:—:p alors :

Ap
ZCL])\ A~ ZCLP k?)\p ®l€)\p)

D’ou

Z aphy(ky, ® k)\p)<k)\s) = apAptt' (Ap)dsp.
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