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INTRODUCTION GENERALE

Le mathématicien Stefan Banach est né le 30 mars 1892 a Autriche, et
le mathematicien Hugo Steinhaus né en 1887 a Pologne, qu’ils
proposent au congres international des mathématiciens en 1927 une
théoréme fondamentale appelle le Théoreme de Banach-Steinhaus
(aussi appelé principe de la borne uniforme ), Il affirme qu'une famille
d'applications linéaires continues définies sur un espace de Banach est
uniformément bornée si et seulement si elle est ponctuellement
bornée. C'est une consequence trés importante de la proprieté de

Baire, qui se généralise d'ailleurs aux espaces de Fréchet.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres, dans le premier, nous
allons présenter un rappel concernant quelques notions topologiques et
I’espaces métriques et normées et sur 1’ Algébre de Banach. Dans le
second chapitre, nous allons présenter aussi un rappel concernant

quelgues notions indispensables sur les opérateurs linéaires.

Dans le dernier chapitre, nous allons présenter la théoréeme de Banach

- steinhaus, ainsi que ses applications qui sont nombreuses.

On termine par une conclusion générale.



NOTATIONS

(V)
D(Q)
D'()

L*(du)
F(A X)
[A]
C(A)

€k

X; @ X,
d(x,y)
d(xg,A)
x|

CE N 1D
(x,¥)
Cxo (X)

Yier @;

H,

Ouvert de R™.
Espace des fonctions C* dans (.
Espace des fonctions C* a support compact dans (0.
Espace des distributions de L. Schwartz.
Dérivée partielle par rapport au multi-indice a.
Longueur du multi-indice.
= (€1 s &y oo )y 2z [$k|P < 00},0 <p < o0,
Ensemble des fonctions intégrables par rapport a u.
{fA- X}
Ensemble des combinaisons linéaires finies sur A.
{f:A - K, f continue}.
(811 B2k -+ )-
Somme directe de X; et X,.
Distance métrique entre x et y.
Distance de x, a A.
Norme de x.
Espace normé.
Produit scalaire de x et y.
Coefficient de Fourier de x par rapport a x,.
sup{Xi_; a;, ;n € N}.

{x = Yics &ie; Vierléil? < o}
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Espaces métriques

ESPACES METRIQUES, DEFINITIONS. PROPRIETES GENERALES :

Définition 01:
Soit X un ensemble quelconque non vide. Une semi-métrique,
ou semi-distance, sur X est une application

A: X X X ~ R,
telle que, pour tout x,y,z € X, on a

A(x,y) = 0, propriété de non-négativiteé.

A(x,x) == 0, propriété d'identité.
. A(x,y) = A(y,x), propriété de symétrie.
AMx,y) < A(x,2z) + A(z,y), inégalité de triangle.

L'ensemble X muni d'une semi-métrique A s'appelle espace semi-

métrique que nous notons par (X,A).

Définition 02:

Soit X un ensemble quelconque non vide. Une métrique ou encore une
distance sur X est une semi-métriqued : X X X — R, telle que

d(x,y) = 0 sietseulementsix=y.
L’ensemble X muni d’une métrique d s’appelle espace métrique, noté par (X, d).

Exemple 01:
Dans ’espace linéaire R , I’application d : R * R—> R ,donnée par :
d(X,}') - IK = }" »

ol [x! est la valeur absolu de x, est une métrique pour R, Les proprié-

tés D, a D, sont évidentes. Donc (R, | 1) est un espace métrique.

Exemple 02: dans 1’espace linéaire complexe C, 1’application d : C * C —> R ,donnée par
d(x,y) = ix -y,

ou |x| est le module du nombre complexe x est une métrique pour €. Donc

(€,1 |) est un espace métrique.



Espaces métriques

Définition 03: soit (X, d) un espace métrique, un sous-ensemble Y de X est borné s’il

existe

M > 0,telque:d(yy,y,) < M pourtouty,,y, €Y

Théoreme 01: soient (X, d) un espace métrique et Y un sous-ensemble de X .

soit y, € Y fixe. Alors Y est borné si et seulement si s’il existeun M >0 tel que :

d(y'yO) S M;

pour touty €Y

DEMONSTRATION.

pour tout y .y,

Exemples 04 :
e X=NR
o X =R?

I1 suffit d'appliquer 1'inégalité de triangle, alors

€Y, on a

dly»y,) < dly >y ) + d(y ,y,) < 2M. kel

d(xy)=lx-yl

d:R* R - R,

(x,y) > d(x,y)=lx-yl (R, d) est un espace métrique.

d(x,y) = (x—x)>+ (y —y)2Avecx = (x,x) ety = (,5).

d:R? x R? > R,

(6,y) = d(y)=Jx—x)+G-y)?

(X,d) estun espace métrique, d(x, y) est appelée distance Euclidienne.

e X = C( [a, b] I'ensemble des fonctions continues sur [a, b]

d:EXE - R,

b
(tg) - d(tg) = j | f0 — g0 1dx

d: est une distance sur X.
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Espaces métriques

Pour la suite considérons (E, d) un espace metrique, A c E,A+ @,x € E

Définition 04 :

e On appelle la distance entre x et A la quantité
d(x,A) = inf{d(x,y) tel que y € A}.

On aura par conséquence, six € A,d(x,A) = 0.
SoitBc EetB+@.

e Ladistance entre A et B est définipar:d (4,B) = inf {d(x,y)/x €A,y EB}
e Le diameétre de A est défini par : d(A) = sup {d(x,y)/ x,y € A}.
e Onditque A est borné si d(4) < + oo.

Définition 05 :
e On appelle boule ouverte de centre x, et de rayon r I’ensemble.
B(xy,7v) ={x € E tel que d(x,x,) < r}.
e On appelle boule fermée de centre x,, et de rayon r 1’ensemble.
Bf(xy,7) = {x € E tel que d(x,xy) < 7}
e On appelle sphere de centre x, et de rayon r I’ensemble.
S(xg,7v) = {x €EE tel que d(x,xy) =71}
Exemples 05 :
e E = R? muni de la distance Euclidienne
B {(0,0),1} ={x,y € R /x, + y, < 1}estlaboule ouverte de centre (0,0) et de rayon 1.
Bf {(0,0),1} ={x,y € R /x, + y, < 1}estlaboule fermée de centre (0,0) et de rayon 1.
B {(0,0),1} ={x,y € R /x, + y, < 1} est la sphere de centre (0,0) et de rayon 1.
Définition 06 : (Topologie induite par une distance)
La famille des boules ouvertes dans (E, d) est une base d’une topologie T sur E.

Cette topologie est appelé topologie induite par distance d.

11



Espaces métriques

Exemples 06 :

e La métrique usuelle dans R induite la topologie usuelle de R.
e Dans R?, la distance euclidienne induite La topologie usuelle de R?.

Définition 07 : (Parties ouvertes et fermées d’un espace métrique)

Soient (E, d) un espace métrique, A C E. A est une partie ouverte de E ssi: Vx € A,
AB(x,r) tel que: B(x,r) c A.

F c E, ondit que F est une partie fermeée ssi CeF est une partie ouverte.

Propriétés :

e @, E sont des parties ouvertes de E.
e Une réunion quelconque des parties ouvertes est une partie ouverte.
e L’intersection de deux parties ouvertes est une partie ouverte.

Propriété de (Hausdorff)
Soit (E, d) un espace métrique, alors Vx,y € E, tel que
x #vy,Ar, > 0,3r, > 0,B(x,1)) NB(y,1,) = @
On dit que (E, d) est separé au sens de Hausdorff.
Définition 08 :

SoientV c E et x € E, on dit que V est un voisinage de x s’il existe une partie ouverte O
tel que:

xeocV.
Définition 09 : (intérieur, extérieur, frontiére)
Soient (E, d) un espace métrique et A c E tel que A # @.

e x(x € A) estun point intérieur a A s’il existe une boule ouverte de centre x incluse
dans A.

L’intérieur de A est noté A.
e ondit que x(x € A) est un point extérieur a A si x est intérieur a CzA.

L’ensemble des points extérieurs a A est noté par ext(A), eton a e(A) = CA.

12



Espaces métriques

e On dit que X(XeA) est un point frontiére a A s'il n'est pas intérieur ni extérieur a A.
L’ensemble des points frontiéres de A noté FrA, et la frontiere de A Fr(A4) = Fr(CgA).
Prenant par exemple Fr(]a, b[) = {a, b}.

Définition 10 : (adhérence)
Soient (E, d) un espace métrique, A c E, A # @.

e Onditqu’un point x € E estu pointadhérentde Asivr > 0,.B(x,r)NA# 0
L’adhérence de A noté par A est I’ensemble des points adhérents c.-a-d:

A={x€eE/vVr>0,B(x,r) NA * @}

» Remarques
o ACA.
e [’adhérence de A est le plus petit fermé contenant A.
e A est appelé fermeture de A.

Définition 11 :_ (ensemble dense)

e Ondit que 4est dense dans Bsi B c A.
e Onditque Aestdense dans £siA = E.

Par exemple Q est dense dans R.

Définition 12 : (point d’accumulation)

On dit que x(x € A) est un point d’accumulation de A si :
vr>0,(B(x,7)\{x}) N A=+0.

L’ensemble des points d’accumulations de A noté par A', et on appelé ensemble dérive de
A.

13



Espaces normes

ESPACES NORMES .DEFINITIONS PROPRIETES GENERALES :

Définition : Soit X un espace lineaire sur K, on appelle semi-

norme pour X, une application p : X + R, telle que pour tout x,y € X

et A € K on a

N,. p(x) 2 0, propriété de non-négativité.
N,. p(Ax) = iX|p(x), propriété d'homogénéité absolue -
N,. p(xt+ty) < p(x) + p(y), propriété de sous-additivité.

t P . . -
L'espace linéaire X muni d'une semi-norme s'appelle espace semi-
normé, noté par (X,p).

Pour une semi-norme, on a p(o) = 0. En effet,
p(o) = p(0x) = Op(x) = 0.

I1 est possible que p(x) = 0 et x # o comme 1'exemple suivant le

montre.

Définition : soit X un espaces linéaire sur XK, on appelle norme

sur X, une application || || : X *R, telle que | || est une semi-norme
pour X et de plus

N |xil = 0 si et seulement si x = o.

'-i.

Un espace linéaire Xmuni d’une norme s’appelle espace normé, noté par (X, || |)
Quand la norme ne doit pas étre précisée, on va dénoter, en bref, un espace

norme par X
» Remarque: Dans un espaces norme Xon a pour tout x,ydans X

Hxll =1yl < llx + yli
En effet,
Ixll =llx £y) £yl < llx £yl + Iyl
Donc
llxll = llyll < llx £yl
En replacant xet yentre eux, on a
Iyl = llxll < lly £ x|l = llx £yl

Donc [llx[l = llylll < [lx £ yli



Espaces normes

Exemple : dans I’espace linéaire réel R , I’application || || : R —> R, donnée par
IIX|| = [X| , pour tout x dans R.
OU |x| est la valeur absolue de x, est une norme pour R.
Exemple : dans I’espace linéaire complexe ¢ , I’application
Il : € —> R, donnée par
|| x|| =Ix|, pour tout x dans c,
Ou |x| est le module de x , est une norme sur c .
Théoréme : un espace normeé est un espace métrique .

DEMONSTRATION. Soit (X,|l ||) un espace normé. On introduit 1'applica-
tion d: X X X + R, par

d(x,y) = |lx - yll, pour tout x,y € X.
Alors d est une métrique pour X, induite par la norme i .

En effet, pour tout x,y € X,

Dl' d(X,Y) = O:

D, dGx®) = lx = xf = lofl = 0
D,. dG6,y) k-l

= [|(-D(y - =)

= lly - xi

= d(y,x)
Do dx,y) =lx-yll=lx-z+2-y| <|x-2z|+ ]z -yl

= d(x,z) + d(z,y)

D, . d(X:Y)'_'O'ﬁ“X-y”HOQ}(—ymo@x:Y.

15



Espace métrique complet

CONVERGENCE, ESPACE METRIQUE COMPLET

Définition : soit (X, d) un espace métrique, une suite x,, des élements de x
converge vers un élement x, € X dans la métrique d, si pour chaque € > 0 il
existe un nombre naturel ny(¢) tel que d(x,, xy) < &, pour tous les

d
n > ny(€) noté par x,, = x, et nous disons que la suite x,, est convergente

lim x,, = x,

n—>0o

+* Remarque : dans un espace métrique, la limite d’une suite si elle existe

est unique.

d d
en effet supposons que x,, > x etx, -y ,Alors

VvneN:0<d(xy) <d(xx,) +d(x,y)

Puisque
lim d(x,x,) = lim d(x,y)=0
n—+oo n—+oo

Ona: d(x,y)=0 et donc x=y

Théoreme : Dans un espace métrique, une suite convergente est une suite de
Cauchy.

Démonstration :

d
Soit x,, = xo, alors Ve > 0,3An,(e) € N; d(x,, xo) < 2 pour tous les

n > ny(e)

Alors d(x,, x;m) < d(x,, xo) + d(xg, X;) < % +§ =& Vn,m > ny(e).

16



Espaces métriques de Baire

Espaces metriques de premiere et deuxieme categorie de Baire :

Définition :
Soit (X, d) un espace métrique, un sous ensemble A c X est maigre ou de premiere
catégorie de Baire si A est la réunion dénombrable d’ensemble rares.

Si A n’est pas de premiére catégorie de Baire, on dit que A est de 2¢™€ Catégorie de
Baire.

s Remarque :

Soient (X, d) un espace métrique et {4; ;i € N} est un ensemble des sous-ensembles
maigres de X, Alors U;en 4; st un ensemble maigre.

Exemple :

Dans I’espace métrique (R, | |) le sous ensemble Q < R est maigre, mais pas rare.

Exemple :

Dans ’espace métrique (R,| | ) le sous ensemble Q € R n’est pas rare, puisque
(a) =R+ 0

Théoréme de Baire :( 1™¢ catégorie)

Dans un espace métrique complet, la réunion d’une famille dénombrable de fermés
d’intérieur vide est encore d’intérieur vide.

Théoréme de Baire :( 2¢™¢ catégorie)

Si X est un espace métrique complet, I’intersection d’une famille dénombrable
d’ouverts denses est encore dense dans X.

17



Espaces métriques de Baire

Démonstration :

Soit (49,,) ,»1 une suit d’ouvert denses, et soit: G = N,»1 {2, Soit Qun
Ouvert non vide arbitraire de X, on va montre que QNG + @, cela
Prouvera que G est dense dans X.
On nitra par respectivement B¢ (x, ) et By(x, 1) les boules fermés et
Ouvertes de centre x et de rayonr, soit x, € () et ry tel que : By (x,75) S Q
Comme Q,est dense I’ouvert Q; NBy(x,7) n’est pas vide, il existe donc
X1 € QNBy(x9,70) €t ;>0 tel que : By (x0,75) € Q1NBy(xp,75) € Q1 NQ
et I’on peut prendre ry < rz—o en
Continuant ainsi, on obtient des x,, € Q,,
Et des 7,,>0, pour n>1 tel que :

Bf(xn+1, T'n+1) g Qn+1nB0(Xn, T'n) g Qn+1 n Qn n aas mmm mmm o .n Ql n Q

Et 0<7,,, < %” alors la suit (x,),s; estde Cauchy, comme X est

complet elle possede une limite I, comme :

Xn € Bo(xy,1,) , VN, p= 1 onobtient : | : € By(xo,79), ¥ N> 1etdonc l:€GNQ

18



L’ALGEBRE

L’ALGEBRE L ,(X) :

Soient X et Y deux espaces linéaires sur le méme corps k , nous désignons par L, (X,y)
I’ensemble d’opérateurs linéaires de x dans y .
Notons d’abords que T = 0,i.e Tx = 0 pour tout x dans X , est un élément de L, (x,y) .

Proposition : L, (x,y) est un sous-espace de I’espace linéaire F (x, y) de toutes les
applications de x dans .

DEMONSTRATION. On vérifie aisément que pout T ,T ¢ L (X,Y) et
1 2

A, €K, l'opérateur A T +X T défini par
1 z 1 1 2 2

(AT +AT)(x) = AT (x)+X2T (x); x €X
1 1 2 2 1 1 2 2

est linéaire,

fkk

Si Y =X, nous notons L (X) =L (X,X). Pour T ,T € L (X) nous
a a 1z a

considérons l1l'opération T ¢ T , la composition, définie par
2 1

(T, © T)() T (T (x); x €X

Qui joue le role d’une multiplication.



Operateur linéaire sur un espace normé

OPERATIONS LINEAIRES SUR UN ESPACE LINEAIRE:

Définition : soient X et Y deux espaces linéaires sur le méme corps , une
application

T:x — y est additive si

T{(x + x ) —Tx + Tx , pour tout x ,x ¢ X.
1 2 1 2 17 2

Une application T: X » Y est homogéne si
T(Ax) — ATx, pour tout A € K et x € X,

Une application T: X > Y est linéaire si elle est additive et
homogéne.
En d'autres termes, l'application T: X - Y est linéaire si et

sceulement si

T(Ax + ux )} = ATx + uTx ,
1 2 1 2
pour tout A, € K et xl,x £ X,
2

Une application linéaire apparait aussi sous les noms de transformation linéaire
ou opérateur linéaire. Nous utiliserons le nom d’opérateur linéaire.

Exemple : Soient X et Y deux espaces linéaires sur le méme corps K,
dimX = netdimY = m.
Soient u4, ..., u,, une base algébrique pour X et v,, ..., v;,,, , une base algébrique
pour Y. Montrons que tout opérateur lit linéaire T : X — Y est determinég, dans
les bases choisies, de fagcon unique par une matrice de type :
nXxm, A= (aij) ou a; €EK, i=1...,n;j=1,..,n
En effet, soit x € X, alors

n

X = z $iU;
i=1

i=1

Alors pour connaitre 1’opérateur linéaire T, il suffit de savoir les images
Tu;:i=1,..,n mais Tu;eY,donc

Et donc

20



Operateur linéaire sur un espace normé

m

Tu; = Z a;jvi, i=1L.,n . (2)

j=1
On obtient ainsi la matrice 4 = (a;;) i=1,..,n j=1,..,m
Inversement étant donné une matrice A = («;;) de type n X m P’application
défini par (1) et (2) est lineaire.

+ Donnons maintenant quelques propriétés des opérateurs linéaires.
Théoreme : soit T un opérateur linéaire T: x — 1y, alors

I. To=o
Il.  Tx estun sous-espace linéaire de Y
iii. kerT = {x € X; Tx = o} est un sous-espace linéaire de X. KerT est le
noyau de T
Iv. T estune application injective si et seulement si Tx = o entraine x = o,
i.e.kerT = {o}

Démonstration :
I. NousavonsTo=T(x+ (—x))=Tx+T(—x)=Tx—-Tx=o0
ii. Soienty;,y, € Tx etx;,x, € X tel que y;, = Tx; et y, = Tx, pourtout
o, €k,ona
T(x x;y + Bxz) =x Txy + fTx; = ay, + By,
donc ay; + By, € Tx
ii. Soientx;,x, € kerT et «,f € k, alors
T(x x; + Bx,) =x Tx; + fTx, = o,
Et < x; + fx, € kerT.
Iv.  Soit T une application linéaire injective,Alors x #+ o entraine
Tx +# To = o, donc ker T = {0}, Supposons maintenant que ker T = {o}
Alors Tx = o entraine x = o ,donc T est injectif, parceque si x; #* x,
alorsx; —x, € kerT ,donc T (x; —x,) # o,d’ou Tx; # Tx,

Définition : Un opérateur linéaire T : X — Y est de rang fini si
dimTX < oo,
Exemple 01 : L’opérateur linéaire nul, 0 ,i.e. 0x =0, pour tout x € X est de

rang
fini. Eneffet 0X = {0}etdim {0} = 0.
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Operateur linéaire sur un espace normé

Exemple 02: Une fonctionnelle linaire x’ : X — K est un operateur linéaire de
rang fini. En effet x’(X) = {0}oubienx'(X) = K,i.e.dimx'(X) < oo.

Exemple 03: Si X = n, tout opérateur linéaire de X dans Y est de rang fini. En
Effet dim TX < dim X = n. Si A est la matrice correspondante a T dans des
bases choisies

pour X et Y ,le rang de la matrice A est égal a la dimension de TX.
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Operateurs linéaires continus sur un espace normé

OPERATIONS LINEAIRES CONTINUS SUR UN ESPACE NORME:

Soient (X, || ||) et (Y, || |l;) deux espaces normés sur le méme corps K et
T e L,(X,Y).

Définition : L'opérateur linéaire T est continu a x,€X si pour tout nombre
e > 0, il existe un nombre § > 0, tel que

llx = x0ll <8 = |ITx = Txoll <

Puisque la continuité de T peut étre caractérisée par les suites, T est continue a
X, Si pour toute suite {x,;; n € N} c X telle que

1l . 12
X, ———>xpgonaTlx, —Tx,

Définition : I'opérateur linéaire TeL, (X, Y).est borné s’il existe un nombre M >
0, tel que

ITxll2 < Mlx]l4

pour tout xeX.

Théoreme : L'opérateur linéaire T € L, (X, Y).est continu sur X si et seulement
s'il est borné.

Exemple : considérons la transformation de fourrier
T e L,(L1(dt),Co(R), || |lg).définie par

(TH)(t) = fRei“‘f(u)du , pour tout f € L1(dt) sur R

Ou EO([R) est I’espace de fonctions continues sur R qui s’annulent a I'infini.

Alors |ITfllr < |If]l; et T est donc opérateur linéaire continu sur L1(dt).
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L’algébre de Banach

L’algebre de Banach

Définition : un algébre linéaire X muni d’'une norme s’appelle une
algébre normée si on a pourtout x,y € X

-yl < llxll - llyli

Définition : une algebre de Banach est une algebre normée qui est
complété par rapport a la norme, i.e. un espace de Banach.

Théoreme : soit (X, || ||) un espace de Banach, Alors L(X) est une
algébre de Banach.

Démonstration : nous savons déja que L(X) est un espace de Banach
et que L(X) est une Algebre Linéaire avec identité, il nous reste a
montrer que pour T}, T, € L(X),on a

Ty o T2l < [IT3 ]l - I T% |l
Soientdonc Ty, T, € L(X) alors :
I(Ty, T2)x |l = [ITa (T2l < WToll - WT2x [l < NTo 0l - T2l - i

Pourtout x € X ,doncT; o T, € L(X) et ||Ty o To|| < ||T11l - lIT5 I
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Operateurs linéaires réguliers

Dans ce paragraphe, nous étudierons les opérateurs linéaires continus qui sont des
Homéomorphismes d’un espace de Banach sur lui-méme.

Définition : soit (X, || ||) un espace de Banach. Un opérateur T € L(X) est régulier, si
a) TX =X

b) T~lexistesur X etT™1 € L(X).

L’ensemble d’opérateurs réguliers sur X est noté par £,.(X)

Exemple : soit X = [, et considérons 1’opérateur de déplacement T, € L(X) défini par

TS(X) = TS((ED 52) )) = (0, Elr€2i )

Alors T est injective et T~ € L(T,X), mais pas dans £(X) ; donc T, n’est pas réguliere.

Théoreme 01 :
Soient Ty, To€L,.(X),alors T; o T,e L,.(X),et AT € L,.(X) pour tout 1ek\{0}.

Démonstration : Montrons d’abord que T; o T, admet une inverse sur X, et que
(Ty o)™ =T, e T
Eneffet (TyoT)X =T X=X et(TyoTy)o(Ty  eT, ) =(Ty " oT, 7 )e
(TyeTy) =1
Puisque I’élement inverse, s’il existe, et unique
(TyoT) ™t = (T1_1 ° Tz_l)

D’autre part

1Ty o T = [T o T 7| < T[T < oo
Ce qui montre que T; o Toe L,.(X).
SiA#0, (ATt =2T, et [(AT) 7Y =
Donc AT, € L,(X).pour tout A € K\{0}.

1

w7l < oo

Remarque : I'ensemble L, (X) n’est pas fermé, en général par rapport a la somme. En
effet, soient Ty =letT, = —I,Alors T, T, € L,.(X).maisTy + T, =1 —1=0 ¢ L.(X).

Théoréme 02 : soient TeL(X) ou (X, || ||) est un espace de Banach. Si
IT|| < 1,alors I —T € L,.(X). Et

(I-T)1'= kz=0Tk
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Operateurs linéaires réguliers

Démonstration : on sait que la série Y5, z* converge localement uniformément et

k_l

absolument dans |z| < 1, De plus Yp— 2 —

Parce que||T|| < 1, lasérie Y5, T ,ouT® = I est convergente en norme, Posons

U=Y%oT* Alors nous avons

101 < E2ol|TH| < BTl = = < o0

Ce qui entraine que UeL(X).
Montrons que (I — T)™! = U et donc que (I — T) € L(X). Soit U, = Y5, T* Alors
nous avons
Uyo(I—T)=(—=T)oU, =1—Tn!
Puisque U,, converge en norme vers U et T™*1 en norme vers 0, nous obtenons
U,o(I-T)=(U=T)oU, =1
Et donc (I-T)€eL.(X)

Exemple : considérons X = R? muni de la norme euclidienne || ||, et la transformation
T de X sur X qui se compose d’une contraction d’un facteurr, 0 < r < 1 et d’'une rotation
autour de I'origine avec I'angle ¢, La matrice A qui représente T par rapport a la base
(1,0),(0,1) est
4= ( rcosg rsm<p)
—rsing rcos@
Puisque % - T préserve la norme, nous avons ||T|| =r < 1

D’aprés le théoréme 02 I'opérateur (I — T)eL, (R?) et posséde la représentation
(I—A4) = (1 —TrcosQ  —rsing )

rsing 1 —rcose
Nous allons vérifier que si
(-t = 4k
k=0
En effet nous avons :

-1 1 1—7rcosp —rsing
-4 = 1+r2—2rc05(p( rsSing 1- rcosgo)

D’autre part :
n_ ( Thcosng rtsinng
AT = (—r" sin ng r"sin ngo)
Et nous obtenons en posant z = re'?

>
k=0

(Rez” Imzn): 1—-2z 1—2z

o0
—Imz"®™ Rez"
k=0 —Im —— Re
Z
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Operateurs linéaires réguliers

1 ( Re (1 —72) Im(l—E))
C1=z]2\-Im(1—-2) Re(1-2)
1 1—rcose rsing 1
- - ( . ) = (- 4)
1+4+71r2—2rcosp \ —rsing 1—rcose
Le prochain théoréme qui est une conséquence directe de (théoréme 01) dit que si
T, € L,.(X) etsi T, est assez proche de T; alors T, est aussi dans L,.(X)

Théoréeme 03 :
SoientT) T, € L(X)etT; € L, (X).Si

T, — T, < ”T_il” alors T, € L,.(X).De plus :
1

_ _ _ _N\k
T21=T11+T1lz((T1_T2)°T1 1)
k=1

Démonstration : en effet, nous avons

[ =T o Ty | = (T, = T) o T < 1Ty = TRllITT N < 1
Dot T,oT, ' € L.(X).Etdapres le théoréme 01 (Tz ° Tl_l) oT, =T, € L.(X).
De plus :

(TooTy ™) =Y (I=T,eTy ™) =) (T, =Ty o T, 1)

Et

P T1_1 = 2((T1 —Ty)° T1_1)k
k=0

En multipliant a gauche par Tl_1 on obtient la formule du théoreme.
Corollaire : I'ensemble L, (X). Est ouvert par rapport a la topologie induite par la
norme sur L(X).
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Théoréme : I'opération T- T~1 est un opérateur continue dans £, (X).

Démonstration: soientT;, T, € L,.(X) tels que

1
T, — Tl < ===
S s
Ona:
IT; 1 =T < IT | Z(IITl — TL|IIT D"
k=1
T, — TLINT 1
= — 1T ]
1= |ITy = TLT I
D’ou

hm Tz_l = Tl_l
T2—>T1
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Operateurs linéaires compacts
Définition :
Un opérateur linéaire T € L, (X, y) est compact ou complétement continu si I’image de

chaque ensemble borné X est relativement compact dans Y, notons par
L.(x,y) c L,(x,y) I’ensemble des opérateurs compacts de x dans y

% Remarque:

SiT€eL.(x,y)alorsT € L (x,y) i.e. opérateur linéaire compact est continu, en effet soit
E < X un ensemble borné quelconque alors TE étant relativement compact, donc borné et
T est continu.

Exemple :

Considérons I’espace de Banach (C [0,1], || [[)fo 1] €t soit K une fonction
Continue sur le carré [0,1] = [0,1] alors I’operateur linéaire donné par :
(TF)(t) = fol K(t,u)F (u)du pour tout F € ¢([0,1]) est compact

En effet, parce que la fonction Kk(t, u) est continue sur le carré [0,1] = [0,1] elle est
uniformement continue

bl . 1
D’autre part :[|TF|| (o1 = sup ¢ |f, k(t, u)F (u)du < M||F]| 1o

Ce qui vent dire TE est uniformément borné, alors I’ensemble est

TE est relativement compact.
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NOTIONS TOPOLOGIQUES

Soit E un ensemble quelconque non vide.z ¢ P(E) : ensemble des parties de E.

Définition 1 :
On dit que T est une topologie sur E si elle verifie les trois assertions suivantes :

1. 0,E € 7.
2. Si une réunion quelconque de partie de T appartient a T (stabilité par réunion
quelconque).

3. V01,02 € 71:(01n 02) € 7 (stabilité par intersection finie).
Définition 2 :
Si T est une topologie sur E, les éléments de T sont appelés les t-ouverts. Et on note
(E, t) un espace topologique.
Exemples

e (E,P (E)) est appelé espace topologique discret.
e (E,{@,E}) est appelé espace topologique grossier.

Définition 3 :

Soit F c E, ondit que F est un fermé si C¢F est un ouvert.

* Remarques
e E et@sont ouverts et fermés a la fois (pour toute topologie).
e Tout élément de I’espace topologique discret (E, P (E)) est ouvert et ferme a la
fois.

Définition 4 :
Soient t une topologie sur E, B < t, on dit que B est une base pour la topologie T si:

VO €rt,3(b) € Btelque O =U (b); pouri € I.
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Exemples :

e Les intervalles ouverts de R forment une base de la topologie usuelle de R.
e les pavés ouverts de R? forment une base de la topologie usuelle de RZ.
e Lessingletons forment une base de la topologie discréte.
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Théoreme

Théoréme : (Banach — Steinhaus).

Soit :
1) (x| 1) et (v, |l ||,) deux espaces de Banach.
2) {T,; a€l}c L(x,y)
3) Il existe pour tout x € X un nombre M (x) tel que pour tout «€ I,on ait
ITexll, < M(x)

Alors il existeunk > 0, k < oo, tel que ||Tx|| < k pour tout x€ I.

Démonstration :
Sil =N,

les ensembles Y,, = {x € X; ||T,,x|| < m;pour tout n € N;m € N} sont fermés et
= Umen Y , X étant un espace métrique complet, le théoreme de Baire nous assure
I'existence d’un Y, tel que Yy, # @

c-a-d,il existe x, € X et p, > 0 tel que ||T,,x|| < mypourtoutn € N

puisque ||T,,x, || < M(x,) pour toutn € N

NOusS avons pour x € B(O; po)

ITox|l < IThxoll + 1T (x + x0) 1l < 2my

Ce qui entraine que pour k = ZmO/Po

Ona: ||IT,ll<k
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Application

APPLICATIONS

Application 01 : (sommes de Riemann)

Soit E I'espace des fonctions continues sur [0,1] a valeurs réelles, muni de la norme :

Iflle = sup [f(D)]
te[0,1]

De sorte que E est bien un espace de Banach définie par :

un(f) =1 j roae-Y r(5)
0

k=1

un(f)

n

Pour tout fonctionf, n’est autre que I'erreur commise dans le calcul de I'intégrale

de f lorsque I'on prend une somme de Riemann correspondant a une subdivision
réguliere de [0,1] en n intervalle égaux on montre que ||u, || = 2n de sorte que
Supenllu, |l = +o0 et donc que le complémentaire de A est dense.

Une fonction f appartenant a ce complémentaire vérifie queSup,ey|lu, ()|l = +oo, ce

que signifie que I'ensemble u,,(f) n’est pas borné et que I'erreur commise Untf) n’est pas

n
un O (%)

Application 02 : (limite d’une suite d’application linéaire)
Soit :

E : espace de Banach

F:e.vnormé

(f,,): suite d’application linéaire
Etque: f,:E —F

x = [l

s
Et fo—=f
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Application

1) Linéarité :
lim I, GOl = £(x)

Donc f est linéaire.

2) Continuité :
lim [I£.(6) = FGOll = 0
& sup|lf(x) = FOOIl < o0

XEE
< |Ifn(x)]| est bornée

D’apres le théoreme de Banach — steinhaus :
IM € R* telqueVn € N : ||,,(0)|| <M
Par passage a la limite:
limy o [l fn CONl = [l f (Ol < M (bornée)
Donc f est continue.
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CONCLUSION

Le théoreme de Banach-steinhaus a des résultats fondamentaux de
I'analyse fonctionnelle mais il a aussi été prouve indépendamment par
Hans Hahn, Il affirme qu'une famille d'applications linéaires continues
définies sur un espace de Banach est uniformément bornée si et

seulement si elle est ponctuellement bornée.
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