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Résumé

Dans ce travail, nous introduisons la notion des équations différentielles stochastiques rétrogrades
que l'on notera EDSR. Nous étudions des résultats d’existence et d’unicité de la solution dans le
cas lipschitzien et celui de monotonie; nous donnons ensuite quelques estimations a priori pour les
solutions des EDSR et enfin nous rappelons un résultat de Peng : théoréme de comparaison. Aussi
une formule explicite de la solution des EDSR linéaires est donnée. LA représentation des EDSR dans
le cadre markovien, nous permet d’établir alors le lien entre les EDSR et les équations aux dérivées
parielles d’une part et a la finance d’autre part.

Au premier chapitre, nous nous sommes intéressés a I’étude des EDSR, telle que I'existence et
I'unicité, les estimations a priori et le théoréme de comparaison qui fait appel a la notion des EDSR
linéaires.

Au second chapitre, on étudie les EDSR d’un point de vue markovien. On fait un rappel sur les
EDS et ensuite on donne la propriété de markov pour ce type d’équations.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des liens entre les EDSR et les EDP en montrant que
les soluions des EDSR. sont solutions de viscosité pour le systéme d’EDP dans le cas parabolique.

Le dernier chapitre, on étudie I'application de ces équations et leurs roles dans la finance en

donnant un exemple financier.
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Abstract

In this work, we introduce the notion of backward stochastic differential equations where note
BSDE. We study results of the existence and the uniqueness for the solution in the Lipschitz and
monotony case, we give some of a priori estimate for the solution of BSDE and in the end we
remember a result of Peng : comparison theorem. Also an explicit formula of the solution of linear
BSDE is given. The representation of the BSED within the context of Markov we permet to set up
a link between the BSDE and partials differentials equations one hand and in finance on the other
hand.

In the first chapter, we are interested by study of BSDE as existence and uniqueness for the
solution, some a priori estimates concerning the solution and so on we state the comparison theorem
and it relation with a linear BSDE.

In the second chapter, we study the solution of BSDE in markov sense. We recall some properties
of SDE and we give the Markov property to this type of equations.

the third chapter, is cosacrated to study the links between the BSDE and the PDE in order to
prove that the solution of BSDE is soltion of viscosity for the PDE system in the parabolic case.

The last chapter, is devoted to the application of BSDE in finance, we make a financial example.

v
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Notations

Pour tous réels x et y :

rAy=min(z,y), zVy=max(z,y).

z* =max(z,0), 2~ =max(-z,0). N est 'ensemble des entiers naturels.

R? est I'espace réel eucledien de dimension d. R = R, R, est 'ensemble des réels positifs.

Pour tous = = (21, ...,24), ¥y = (y1,..,yq) dans R on note <,> le produit scalaire et |.| la norme

euclidienne :

d
<m,y>=y xy; et |z|= <z, T>

i=1
R™4 egt, 'ensemble des matrices réelles m x d(R™ 1 =R™). I est la matrice identité d x d.

Pour tout ¢ = (0%9)1cicm 1<j<a € R™*, on note o* = (0%9)1¢jcd1<icm la matrice transposée dans
m

R™4. On note trace(A) = Zan‘, la trace d’une matrice carrée A = (a;j)1<i<m,1<j<m-
i=1
On choisit comme norme matricielle sur R4 :

lo| = (trace(oo+))?.

Pour tout ensemble A, l'indicatrice de A est notée :

1A($)={ 1, z€A

0, sinon.

(2, F,P) : un espace de probabilité.

P —p.s. : la notation presque sirement pour la mesure de probabilité P.

B(U) : la tribu borélienne engendrée par les ouverts de 1’espace topologique U.

c(G) : la plus petite o-algébre contenant G, collection de sous-ensembles de €).

E[X] : Pespérance de la variable aléatoire X par rapport & une probabilité P fixée initialement.

E[X]G] : V'espérance conditionnelle de X sachant G.

Eg[X] : espérance de la variable aléatoire X pa rapport a la mesure de probabilité Q).

Lr(Q), F,P,R™) : 'ensemble des variables aléatoires X, a valeurs dans R™, F-mesurables tel que
E|X[” < +00, pour p€[1,+00[. On ommettra parfois certaints arguments et on écrira L? ou (L?(PP))
lorsqu’il n’ya pas d’ambiguité.

L>=(Q, F,P,R™) : 'ensemble des variables aléatoires, a valeurs dans R™, bornées, F-mesurables.
On écrira parfois L.

N : Tensemble des P-négligeables, o P est une probablité fixée intialement.

EDSR : Equations Différentielles Stochastiques Rétrograd.



NOTATIONS

EDP : Equations aux Dérivées Partielles.
EDO : Equations Différentielles Ordinaires.
EDS : Equations Différentielles Stochastiques.

BSDE : Backward Stochastic Differential Equations.

SDE : Stochastic Differential Equations.




Introduction

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a I’étude théorique des équations différentielles sto-
chastiques rétrogrades que 'on notera EDSR. Ces équations ont été introduites sous forme linéaire
par Bismut en 1973 [1]. Elle apparaissaient en effet a la fois comme équation de processus adjoint en
controle stochastique ainsi que pour ’évaluation et la couverture d’option en mathématiques finan-
ciére dans le modéle de Black - Scholes. Mais ¢’est seulement en 1990, qu’elles ont été formalisées
par Pardoux - Peng [9] dans un cadre général. La solution d’une EDSR est un couple (Y;, Z;)sc[0,1]
de processus adaptés par rapport a la filtration {F7P }o<i<r de mouvement brownien (B4)tefo,r) défini

sur un espace probabilisé (€2, F,P) vérfiant
~dY; = f(t,Ys, Z)dt - Z,dB,,t € [0,T],
ot 7' > 0 est un instant final, tel que Yr =¢ ,
avec £ € L2 (Q, Fr,P;R¥)
qu’on écrit

T T
y;=g+f f(s7}/;,Zs)ds—f Z.dBs,t € [0,T).
t t

comme la notion ’EDSR généralise la propriété bien connue de représentation des martingales,
de nombreux travaux ont été éffectués concernant l'existence et I'unicité de la solution (Y7, Zt)t€[07T]
de ’EDSR, tel que, le cas lipschitzien dans le travail de Pardoux - Peng [9] et celui de monotonie
dans le résultat de Peng [10] d'une part. D’autre part les études des EDSR illustrent le lien avec les
équations aux dérivées partielles. Ainsi la théorie n’a cessé de se développer en raison de ses relations
étroites avec les mathématiques financiéres.

La différence principale entre une EDS et une EDO est que 'on ne peut pas renverser le temps.

Considérons en effet 'exemple simple, en dimension 1, de I’équation différentielle suivante
dY;=0, te[0,T] . (1)

Si on la considére comme une EDOQO, il est équivalent de prendre pour conditions aux limites Yy = &
et Yr =&, et ce pour tout réel. Il y a alors une solution unique Y; = &.

Si on la regrade comme une EDS, celd se complique. En effet la solution Y; doit étre adaptée
a la filtration brownienne . Ce n’est plus la méme de spécifier Yy ou Yr. Pour £ € L2, variable
Fr-mesurable, I'équation (1) avec Y7 = & n’a pas nécessairement de solution; la seule solution

envisageable est Y =& qui n’en est une que si £ est constante.
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Dans ce qui suit, nous allons présenter une bréve description de ce mémoire.

Dans le premier chapitre, on étudie certaines proprié¢tées d’existence et d’unicité de la solution
de TEDSR, en particulier dans le cas Ipischitzien et celui de monotonie, ainsi on donne quelques
estimations a priori sur la solution, ensuite on énonce le théoréme de comparaison et la notion des
EDSR linéaires et celle de la notion de solution de viscosité.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude des EDSR dans un cadre particulier, le caractére
markovien des EDSR ou 'on a éffectué tout d’abord un rappel sur les EDS markoviennes, ce qui
nous a permis d’étudier la propriété de markov pour les EDSR et de donner quelques estimations a
priori sur la solution de ’EDSR markovienne.

Le troisiéme chapitre est consacré aux liens entre les EDSR et les équations différentielles partielles
et on montre que la solution de 'EDSR au sens markovien est une solution de viscosité d’un systéme
d’EDP parabolique ou elliptique.

Le dernier chapitre est consacré a 'application des EDSR en finance et nous montrons que plu-
sieurs problémes en marché sont gouvernés par des EDSR. Nous terminons ce chapitre en donnant

un exemple financier illustrant cette application.




Chapitre 1

Notions génerales et résultats principaux sur
les EDSR

1.1 Définitions et propriétés

Soit un intervalle de temps [0,7"]. On Considére un mouvement brownien (B;)o<t<r de dimention
d, défini sur un espace de probabilité (2, F,P). On note {F; };»o la filtration engendrée par o(Bs,0 <
s<t<T).

Soit

(Y2)te[o,r] Proc. prog. mes. a valeurs dans R” :

G2 (RF) =
(BY) E[sup |Yt|2]<oo
0<t<T

On met sur S? la norme définit par

Y[ - E[sup W], 1.1)
0<tT

et Pon note S? (R¥) est le sous espace de S? formé par les processus continus.
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Soit
(Z1)1e[0,7) Proc. prog. mes. a valeurs dans R :

M?2 kad - T
(RE) EU |Zt|\2dt]<oo
0

En définissant la norme sur M? par

T
|21 =E| [ 120 dt]. (12)

On remarque qu’en définissant le produit scalaire sur les matrice k x d par
(z,2) =trace (zz*) .
On obtient
217 = (2, 2).

Soit M? (RF*?) T’ensemble des classes d’équivalence de M?(RF>4).

On montre que les espaces 52,52 et M? sont des espace de Banach pour les normes définies
précédemment.

Nous désignerons B? l'espace de Banach S2? (RF) x M2 (RFxd).

On se donne £ une variable aléatoire Fr—mesurable et de carré intégrable, c’est & dire :
§e L2 (Q, Fr,P;RF), (1.3)

et on appelle générateur toute fonction f définie par
f . [O’T]XQXRkXRkXd -~ Rk
(t7w7y7 Z) g f(t7w7y7 Z) ?

qui s’écrit simplement f(¢,y,z2) .
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1.1.1. Hypothéses et propriétés

Supposons qu'il existe un proc. prog. mes. (f;;0 <t <T) appartenant & M2 a valeurs dans R* et
des constantes p et K >0 tels que

H1. V(y, 2) e RF x R¥*d (. y,2) est progressivement mesurable,

H2. P-p.s,Vt,y, 2 |f(t,y,2)| < fi + K|yl +]2]),

H3. f(t,y,.) est lipschitzienne, i. e.,

P—p.S. Vt,y,z, 2’ |f(t,y72’) - f(tvyazl)| <K ||Z - ZlH?
H4. f(¢,.,2) est monotone, i.e.,

P-p.s. Ytz (y-v,f(ty,2) - fty,2) <ply-v|,

H5. P-p.s. Vt,y,z f(t,y,z) est continue.
Si de plus f(t,.,2) est uniformément lipschitzienne, le couple (¢, f) est dit paramétres standards.

Dans ce contexte, on veut résoudre 'EDSR suivante

_dYt = f(t,Y;, Zt)dt - thBt 3 O S t S T
YT=§.

Cette équation est comprise comme suit

T T
Yt=5+f f(s,YS,ZS)ds—f Z.dB, ,Vte[0,T].
t t

1.2 Présentation du probléme

Soient (€2, F,(F:)is0,P) un espace probabilisé filtré et une variable aléatoire ¢ mesurable par

rapport a Fr. On voudrait résoudre 1’équation différentielle suivante

-dY, B
dt

f(Y:), te[0,T] avec Y =&. (1.4)
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On suppose que, pour tout instant ¢,Y; soit adapté a la filtration {F;}o-
Prenons 'exemple le plus simple a savoir f = 0.
Le candidat naturel est Y; = £ qui n’est pas adapté si & n’est pas détirministe. La meilleure

approximation dans L? qui est F;-adaptée, est la martingale
Yi=E(|F).

Si on travaille avec la filtration naturelle d’un mouvement brownien, le théoérme de représentation
des martingales browniennes permet de construire un processus Z de carré intégrable et adapté tel

que

V=B F)-El€)+ [ 2B,

Un calcul élémentaire montre alors que
T
Y, = ¢- f Z.dB., don —dY,=-ZdB, avec Yy =C.
t

On voit donc, apparaitre sur 'exemple le plus simple, une seconde inconnue qui est le processus
Z dont le role est de rendre le processus Y; F;-adapté.
Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande généralité, on

permet & f de dépendre du processus Z. L’équation devient alors

-dY, = f(t,Y,, Zy)dt — ZydBy , 0<t<T avec Yr=¢, (1.5)
qui s’écrit
T T
}/;:é“rf f(S,Ys,Zs)dS_f ZSdBS 9 Vte [07T] "
t t

Définition 1.1
Une solution de 'EDSR (1.6) est un couple {(Y;, Z;)}o<t<r de processus progressivement mesu-

rables a valeurs dans RF x R*¥*d vérifiant
T T
Pps Yi=&+ f F(s,Ys, Z4)ds - [ Z.dB, , Yt [0,T] (1.6)
t t

Avec la condition suivante

T
Pops. [ {f(5,Y0Z) 412, s < o
0

Remarque 1.1

Il est important de retenir les deux points suivants : tout d’abord, les intégrables de I’équation
(1.6) étant bien définies, Y est une semi-martingrale continue; ensuite, comme le processus Y est
progressivement mesurable, il est Fi-adapté et donc en particulier Yj est une quantité déterministe.

Avant de donner un premier théoréme d’existence et d’unicité, nous allons montrer que, sous une
hypothése sur le générateur f , le processus Y € S2.

Proposition 1.1. [4]

Supposons qu’il existe un processus progressivement mesurable (E;O <t < T) appartenant a

M2(R*) et une constante positive K tels que
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P-p.s. V(t,y,2) € [0,T]x RN xRE|f(t,y,2)| < fi+ K(ly| + | 2]) -

Si {(Ys, Z1) }o<i<r est une solution de 'EDSR (1.6) telle que Z € M2(R¥*4), alors Y appartient a
Sz,

Démonstration

Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait que Yy est déterministe.

En effet, on a pour tout ¢ € [0, 7]

t t
Y, =Y, - f F(5,Ys, Z5)ds + / Z.,dB,, (1.7)
0 0
et par suite, en utilisant I'hypothése sur f , on obtient

T
sup |V < |Y0]+f (Fs + K || Z,]))ds + sup +K[ 1Y, |ds.
0

0<t<T 0<t<T

t
/ 7.dB,
0
t
A

Puisque Z € M2(R**4) et d’aprés I'inégalité de Doob, le troisiéme terme est de carré intégrable,

Posons

T _
=il + [ (Fow K1 Zl)ds + sup

0<t<T

il en est de méme pour {f; }o<i<r et Yy est constante donc de carré intégrable | il s’en suit que ( est
une variable aléatoire de carré intégrable. Comme Y est un processus continu d’aprés la remarque

précédente, le lemme de Gronwall fournit 'inégalité

sup Y| < ¢ef7 (1.8)

0<t<T

qui montre que Y appartient a S2. ]
- Ainsi dans la suite la solution de 'EDSR (1.6) signifie que (Y, 2) € B2
Donnons maintenant un résultat d’intégrabilité que nous servira dans la suite.
Lemme 1.1. [3]
Supposons que les hypothéses de la proposition (1.1) soient vérifies. Alors le processus M, défini

par

t
Mt:f Y. Z.dB, , te[0,T] (1.9)
0

est une martingale uniformément intégrable.

Démonsration

Il est claire que M, est une martingale, il nous reste qu’a vérifier qu’elle est uniformément inté-
grable.

Les inégalités de Burkholder-David-Gundy, nous montre qu’il existe une constante C' telle que

N E
fYZdB _CE[f Yal" 2] ds]
0
v
sup [Vl [ 1Z.1%as) .
0<t<T 0

AN

l sup
0<t<T (1.10)

CE

IN
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et par suite, en utilisant 'inégalité ab < % ® 4 ﬁ , en posant

t 3
a= sup |Yy et b:(f |Zs||2ds) :
0t<T 0

|| [ vzam] s o (e[| £ [N12.045).

On cette derniére quantité est finie par hypothése, donc

on obtient

] < oo (1.11)

sup
0<t<T

D’ou le résultat. ]

1.3 Majoration a priori

En générale, on introduit les estimations pour montrer la dépendance de la solution d’'une EDSR
par rapport aux parameétres d’entrées, i.e, le générateur f et la condition finale £&. On va consédérer

une hypothése sur les paramétre standards (£, f) pour pouvoir établir Pestimation.
(L)
2 T 2
E[|§| + [ 170.0) dt] < . (1.12)
0

Proposition 1.2. [5]
sous les hypothéses H1-H5 et (L) . Si (Y, Z) est solution de 'EDSR

T T
y;:g+f f(s,Ys,Zs)ds—f Z.dB, , ¥t e[0,T] . (1.13)
t t

Alors il existe une constante ¢ qui dépend seulement de T, u et K telle que

T T
E[Oggg v [ ||zt||2dt] < cuflet+ [M1rw00p] (1.14)

Démonstration
Soit {(Y%, Z¢) }iefo,r) une solution de 'EDSR (1.13), on peut écrire Y comme suit

T T
Yo=§+/ f(s,YS,ZS)ds—f Z.dB,. (1.15)
0 0
et donc

t t
Y;:YO—f f(s,Ys,Zs)ds+f Z.dB,. (1.16)
0 0

On définit une suite de temps d’arrét (7,) par
VneN 7,=inf{t€[0,T]:|Yy 2n}, (1.17)

et I’on note les processus arrétés Y,” par Yi,,,.

On montre que

10
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o =0et |V} =1|Yo| si Yo2n,

Tn >0 si YE) <n,
Y| =Yy si 1 <7,
Y| = n| sit>m,.
Donc
Y"[ <nvYol . (1.18)

Comme (Y, Z) est solution de PEDSR (1.16), on a

tATH tATH
v Yo—f f(s,YS”,Zs)ds+/ 7.dB.
0 0

t t (1.19)
YE) - ‘/0 X[O,Tn](s)f(sa sta Zs)ds + /0 X[O,Tn](S)ZSdBS'

Utilisant 'inégalité de Doob et le fait que (a + b+ c)2 < 3a?+3b%+3c?, en prenant I'espérance dans
(1.19), on obtient

0<t<T o<t<T

t
128 [ xtorao 20 ds]

¢ 2
Elsup hed ] < 3|y0n|2+3E[( sup f X[o,fn](s)f(s,nn’zs)ds) ]

et donc

2 2 t 2 t 2
Elsup v ] <3yl +12E[f0 X071 Zs dS] +3tf0 B Xtomi £ (3,2 Z0)[ | ds

0<t<T
t t
g3|y0|2+12E[/ ||ZS||2ds]+3Tf E(|f(s,Y", Z,)]"] ds
0 0
Or, en utilisant I’hypothése H2 on obtient

(s, Y2 Zo) < o+ K(Y2 |+ 1 Z])

d’ou
F(s, Y2, Z)[ <370 +3K2 Y[ +3K2 | Z|*
Donc
ELSJ;p |Y”|] <3P+ (124 9K2T)E [f 1Z,] ds]+9Tf (I7:"] s
+9T/0/K2E[|Y;,”|2]ds
Posons

a=3Yo[ +(12+9K2T)E[ 1Z.1] ds+9Tf (I7:"] ds et b=oT K.

11
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Or, a est fini d’aprés les hypothéses sur f, et Z, ceci nous donne

B[]

A
&5
—
w
=
i)
3
—_

7AN
IS
+
S
—
S
—
3
T
| S—
QU
V2)

En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient
E [|Y;”|2] <aexp(bt).
Comme
Y20t [y 2yl

le lemme de Fatou nous donne
E [|Y}|2] <aexp(bt).

Pour I’équation

t t
Yt:YO—f f(s,YS,ZS)ds+[ 7.dB.,
0 0

comme précédemment, on obtien

t
E[sup ]Yt'|2] < a+b[ E[\Y;]Q]ds
0<t<T 0
< aexp(bt)
< oo.

En utilisant le lemme (1.1), on sait que pour
t
M, = f Y.Z,dB,.
0

(M,;) est martingale uniformément intégrable.

D’ou
E[Mr-M]=0 Vt et
T
E[[ Ys.stBs]:O Vi,
t

On applique la formule d’Tté a 'application x |3:|2 entre t et 1", ceci nous donne

T T
vt = il [ 20vavy+ [ aw),

T T T
’}/;’2_2[ (Kaf(sa}/;yzs))d8+2[ }/;stBs+[ HZSHQdS

I35

D’apres 'hypothése H4, on a

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

12
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IN

(Ys - O,f(S,Y;,ZS) - f(stvZS))
Vs, f(5,Y5, Z5))

nlYil?,
w|Yaf? + (Ys, f(5,0, Z)).

IN

Or, d’aprés I'hypothése H3, on obtient

1£(5,0, Z)[ <[f(s,0,0)| + K [ Z] .

Donc
(Ys, f(5,Ys, Z5)) < plYa” +|Ya||f(5,0,0)| + K|Yy| | Zs|
Z,
< VP VLG 0.0)] ¢ (K|Y|f)(| )
7
2 2
< plvi+ VP 17 00F | e |Y8|2+—”ZSH
2 2 4
2 2
< (,u+ 1 +K2) |Ys|2+ |f(8a070)| n ||Zs||
2 2 4
Ainsi on a

T 1 T
Vil e [C1Z0%ds < 1P+ (ue g K2) [P s

T ) 1 ,T ) T
+/ 1£(s,0,0)] ds+§f 12, ds—2/ Y, Z,dB,.
t t t

(1.26)

On pose

C=2u+2K?+1et A=E[|§|2]+E[ftT|f(s,O,O)|2ds] :

Alors, en prenant 'espérance dans la formule (1.26), on obtient

|Yt ||Z|\ ds<A+C |Y|]
2

B[, ]<A+C’/ [v.[*] ds (1.27)

En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

d’ou I'inégalité suivante

E[|Yi]] € Aexp(C(T - 1)). (1.28)

En outre, a 'aide de I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy appliquée a la martingale M; intro-

duite précédemment, on obtient

13
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E[sup (o —MT>]

0<t<T

T
E[sup/ Y;.stBS]
0<t<T Jt

IN

kE (M)T] - E[My]

T 1
ee|( [ uzs|2ds)2]
0

IN

2 % T 2 %
v | (s i) ([ 120° )
0<t<T 0

IN

1 2 2 T 2
ZE|sup [V, | + K*E 12,7 dt| .
4 0<t<T 0

On prend alors I'espérance de la borne supérieure dans I’équation (1.26), on obtient

1 T
E[sup V[ + §f !Zs||2ds]
0

0<t<T

IN

1
E[sup Vi s [ ||zsu?ds]
2 0<t<T

0<t<T

T T
A’+CE[sup/ |YS|2ds]+2E[sup—f YS.ZSdBS]
t

0<t<T 0<t<T t

IN

IN

T 2 1 2 2 T 2
A’+CE[ |Y,|"ds+ =F| sup Y| + 2k f | Z:]|” dt
0 2 0<t<T 0

Donc

2 S T R
E| sup |V} +/ |Zs|"ds| <2A"+2CE [f Y| ds] +4k2F [[ 1Zs| ds] :
0 0 0

0<t<T

14
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Or
T 2 T 2
EU 1Z| ds] < 2A’+2CE[/ V4| ds]
0 0
T 2
< 2A'+2C[f E|Y,| ds]
0
T
< 24"+ 2C [f A’exp(C’(T—s))ds]
0
< 2A7exp(CT).
Donc
T
Elsup ;|2 + f |ZS|2ds]32(4k:2+1)A’exp(CT).
0<t<T 0
Posons

C’I

2(4k% + 1) exp(CT) et

T
A" = sup A:E[\§]2+ sup ]f(s,0,0)]st]?
0<t<T J0

0<t<T

ot C" dépend seulement de 7',y et K.

On trouve finalement

Elsup |Yt|2+fOT||zs||2ds] < C’E[|§|2+ fOT|f(s,o,0)|2ds]. (1.29)

0<t<T

1.4 Cas lipschitzien

Ici, nous allons rappeler un résultat d’existence et d’unicité pour la solution de 'EDSR dans le
cas ou le générateur est non-linéaire.
Nous commencons par le cas oli f ne dépend ni de y ni de z. On se donne ¢ de carré intégrable

et un processus {F}}epor] dans M2(R¥) et on veut trouver une solution de 'EDSR

T T
Yt:§+[ Fsds—/ ZdB,, 0<t<T. (1.30)
t t

Lemme 1.2. [3]
Soient & € L2(Fr) et {F;}efo,r € M?(RF). FEDSR (1.30) posséde une unique solution.
Démonstration

Prenons l'espérance conditionnelle sachant F; dans ’équation (1.30), ceci nous donne

Y, = E(§+ /tTFsds | ]—"t). (1.31)

D’apres le théoréme de Fubini, et comme F' est progressivement mesurable, I’expression

15
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t
f Fds,
0

est un processus F;-adapté, de plus il est dans S? car F est de carré intégrable. Ainsi, on a

T t t
K;:E(§+f Fsdsm)—f Fsds:Mt—[ Fids , Vte[0,T] (1.32)
t 0 0

o M; est une martingale brownienne.

D’apres le théoréme de représentation des martingales brownienne, on construit un processus
7 € R2(RF4) tel que

t t t
Ytth—f Fsds=MO+f ZSst—f F.ds.
0 0 0

On vérifie que (Y,Z) ainsi construit est une solution de PEDSR étudiée et comme Y7 = &, on

obtient
t t T T
Y- ¢ :Mo+f stBs—[ Fsds—(M0+/ zsst_[ Fsds)
0 0 0 0

T T
_ f Flds - f Z.dB..
t t

L’unicité est obtenue a l'aide de 'inégalité de Gronwall.

Considérons maintenant le cas ou f dépend de y et de z, i.e., TEDSR s’écrit

T T
Y=+ f F(s,Ya, Z,)ds - f Z.dB, , Vte[0,T] .
t t
Supposons que f est uniformément Lipschitzienne en y
H4’.
P—p.S. V(t,y,Z) |f(t,y,2)—f(t,y,72)|SK|y—y,| (133)
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Théoréme 1.1. [9]
Sous les hypothéses H1, H2, H3, H4’ et H5 L’EDSR

T T
Y, :g+/ f(s,Ys,Zs)ds—f Z.dB, , ¥te[0,T] (1.34)
t t

admet une unique solution {(Y;, Z;) }o<i<r -
Démonstration
La preuve repose sur le théoréme du point fixe.
Nous allons construire une applicaion ¢ dont le point fixe serait la solution de 'EDSR.

A cet effet, nous allons construire "application

Y o B2 — B2
(U,V) = (YvZ) = w(U,V)»

ou l'espace de Banach B? = S2(IRF) x M2 (Rk>4) .
Posons .
Yt:E[ng/ F(s,Us, V,)ds | ]-“t] L Vte[o,T]. (1.35)
t

Le processus (Z;) est donné par le théoréeme de représentation des martingales d’Tto appliqué a

la variable aléatoire de carré intégrable
T
a=E+ f f(s,Us, Vy)ds.
0
Il existe un processus (Z;) € M2(R¥*4) tel que
T
a:E[a]+f Z.dB..
0

Ceci nous donne

§+fOTf(s,Us,Vs)ds:E[§+/0Tf(s,Us,Vs)ds]+fOTZSdBS. (1.36)
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En remplacant l'expression (1.36) dans la formule de Y; de (1.35) et en prenant 'espérance

conditionnelle par rapport a (F;), on obtient

t T T
Yt+E[f f(s7Us,V;)ds|}"t]:E[§+f f(s,Us,V;)ds]+E[/ stBS|}"t]
0 0 0
t T T t
e Yir [ F6U Vs =€+ [ (s U Vs [ 2B+ [ z.aB,
0 0 0 0
t T T
Vit [ f(sUVds =6+ [ f(s,UVo)ds- [ Z,dB,
0 0 t
d’ou
T T
Vi=g+ [ fs U Vds- [ Z.aB,
0 t
Ainsi pour (Y, Z) € B?, on a
T T
(Y, Z) point fixe dewc»Yt:g+f f(s,Y;,ZS)ds—[ Z4dB,
t t

i.e., le couple (Y, Z) est solution de PEDSR (1.34).
Maintenant il nous reste a montrer que 'application ¢ admet un seul point fixe.
Soit (U, V) eB2 (Y, Z)=¢(U,V), on a

T T
Vi=t+ [ fs,UVds- [ Z.aB,,
0 t

comme précédemment, on obtient

E[ sup]|Yt|2] <3B[lEf] +3TEUOT\f(s,US,m)|2ds] +3EUOTHZSH2ds] .

te[0,T

Or par ’hypothése H2, on a
(5, Us VP <3(F + 32U + Vi) -

Ainsi comme £ € L2, (U, V) € B2 et Z € M2, on a

E[ sup |Yt|2] < 00.

te[0,T]

18



CHAPITRE 1 NOTIONS GENERALES ET RESULTATS PRINCIPAUX SUR LES EDSR

On sait d’aprés le lemme (1.1) que

t
[ Y, Z,dB,,
0

est une martingale.
Sotent (U, V), (U7, V') e B2 et (Y, Z) = (U, V),(Y",Z") = (U", V") et 7 € R.
Posons (U, V) =(U-U"V -V, (Y,Z)=(Y -Y",Z-2Z")
soit ¢(t,z) = exp(yt) |z . On applique la formule d’Tto & ¢ et au processus Y, entre ¢ et T' ceci

nous donne

—2 —2 T —2 T — T _
erT ‘YT‘ :e“/t‘Yt| +[t ’y@”s‘Y;‘ ds+[t 2673Y5dY8+ft e d(Y ).

Comme
dYs = (f(s,ULV!) = f(5.Us, V;))ds + ZdB.
On obtient
d(V), = | Z|" ds et Y7 =0,
et donc

e Fil'= - f e T ds+ J D2 (5,0, V) - £ (5. UL VD) )ds
r ro (1.37)
- [ 2eVoZaB, - [ e*|Z] as
t t

En prenant 'espérance dans la formule (1.37) que l'on notera (*), on obtien
E [ewt |?t‘2] +F [/T e’ (,y |73‘2 + HZHZ) ds]
t
T —
= 2 [ O B[VA(f(s, U V) - £, UL V)] ds.
t
D’apres les hypothéses H3 et H4’, on a

|[f (s, UL V) = (s, U, Vi)

CREME-]

IN

|f(87U, V,) - f(37 Ué?‘/ts)| + |f(87 Uslavs) - f(S, USaVs)l

CRERME-]

IN

KU = Uyl + K[ V{ - V4]

IN

KU+ Vi)

Donc (+) < 28] [ VR(TH+ Vi)
t
T s —\ (U] + [ V5])
< E[[ e’ (2\/§KYS) NG ds]
) 1 T vt
< 4K2E[f e || ds]+ZE[f e ([T, + Vi) dS]
t t
A 1 T —12 =2
< 4K2E[ [ el ds]+§E[ [ e (Tl 17 )ds].
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On choisit y=4K?+1ett=0
—2 T (12 1512
(W ]+ £ [ o (7 +|Z]) as]
T (=2 12
E[/O o ([ + |z )ds]

On met une norme sur B? définit par

o ([T + V2] ]

IN VAN
N = N =
| p—

o ([T + 7)) ).

w2, = (B[ [ e (7 +1Z2T) ds])% . (1.38)

D’ou

|7.2)], <3 1@ P, (1.39)

Pour cette norme, v est une contraction, donc par application du théoréme du point fixe dans
un espace de Hilbert, donc, on a I'existence et I'unicité du point fixe, et par suite de la solution de
I'EDSR (1.34) [ |

1.5 Cas Monotones

Comme dans le cas lipschitzien, nous allons donner un résultat dia a Peng [10] d’existence et
d’unicité de la solution de 'EDSR en s’affranchissant de la condition de lipschitz en y. Ce résultat
repose sur la proposition suivante :

Proposition 1.3. [13]

Soit V e M2(0,7T) . 1l existe un seul couple de proc. prog. mes. (Y, Z) a valeurs dans RF x R*>d
tel que

T T
1/;5:5-‘-] f(Svmv‘/;)dS_\/ ZSdBSJ
t t

T 2
E[/ 12, dt] <o
0

En utilisant cette proposition on peut donner le résultat suivant.
Théoréme 1.2. [10]
Sous les hypothéses H1-H5, TEDSR

avec

T T
V=t [ f(s.YaZ)ds- [ 2B, vie[0,T), (1.40)
t t

admet une solution unique.
Démonstration
1- Unicité.
Soient (Y, Z) et (Y’, Z") deux solution de 'EDSR, (1.40). On applique la formule d’It6 & 'appli-

cation 2~ |z|° ou z(t) = Y () - Y'(¢). Ceci nous donne
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CHAPITRE 1
9 2 T T
Yo - VP = |V - Y| +f 2(3@—3@’,d(§@—§g’))+/ Ay —Y'),. (1.41)
t t
Or
T T
Vievy= [ (£ Ve Z) = £, Y2 2Z0)ds = [ (2= Z2)dB.,
t t
et donc
A= Y2) = (~f(.Yer ZJ) + [(5,Y1, Z))ds + (Z, - Z1)dB,,
dY -Y", = |Z,- 7| ds.
Il vient
T
VimYiP = 2 [ (Y8, Y Z) - (5, YL ZD)ds
: (1.42)

T T 9
2 [ (V-Yl(Z-2)dB) - [ 2.~ 2] ds
t t

Prenons l'espérance dans l'expression (1.42), on obtient
2 T 2 T
E[i-YP)B| [ 12 20 ds| =28 | [ (Y2 £ Y20 - 15,2 Z0))ds
t t
D’apres les hypothéses H3 et H4 on obtient

|f(8’§/57 ZS) - f(87}/s,7 Zé)' < |f(S7}/Sa Zs) - f(va:9,7 Zé)|
+|f(3 Y/ Zs) - f(S,}/s',Z;)L

Y s

Ainsi, on a

(Y= YU, f(5,Y0, Z0) = f(5,Y!, 20) < plYs = Y[ + KIYs = Y]|.| Z, - Z2].

Donc

2 T 2
E[m—m v [12,-2 ds]
t

IN

T T
2B | [, YiPds+ K [ Y- ViI|Z, - Zas]
t t

T 2 T 2
QME[f Y, - Y| ds]+K2Ef Y, - VP ds
t t

T 2
<B| [C12.- 7 as).
t

IN

Il vient
r 2 r 2
B [ Wi-viPds| < e s | [ 1v-viPas,
t t
et d’aprés le lemme de Gronwall, on obtient

T 2
E[/ Y: - Y| ds]SO.
t

Ainsi, on a

21



CHAPITRE 1 NOTIONS GENERALES ET RESULTATS PRINCIPAUX SUR LES EDSR

P-ps. Y, =Y/

En reportant ceci dans I'inégalité précédente, on obtient

P-ps. Zy=2Z
d’ou 'unicité de la solution.
2- Existence.
Considérons les processus
Y, =eMY,, | Z,=eMZ, et fl=ettf,, (1.43)
et I’application
[ty 2) e Mt e My e Mz) - My (1.44)

Il est claire, d’aprés (1.43), que le couple (Y, Z) est progressivement mesurable puisque (Y, Z)
I'est et en outre Z € M2[0, 7]+

Nous allons montrer que (Y, Z) est solution de 'EDSR de générateur f’ et de condiion finale
e ¢ si et seulement si (Y, Z) est solution de PEDSR (1.40).

Soit (Y, Z) solution de 'EDSR. (e*T¢, f'). En utilisant la formule d’Itd, on obtient

Y =e MY
_ T _ T o
=e‘)‘TYT+f )\e_’\SYSds—f e MdY,
t t
T - T I T __
. f Ae MY ods + f A f1(s, Y, Z2)ds - f AeMZ.dB, (1.45)
t t t
T T T
:5+[ )\sts+[ (f(s,ys,zs)—m)ds—f Z.dB,
t t t
T T
:g+/“(ﬂ&y;29¢-?/ Z.dB..
t t

Donc (Y, Z) est solution de 'EDSR (1.40). La réciproque s’obtient exactement de la méme facon.

Posons \ = 1 on vérifie alors que si f satisfait les hypothéses H1-H5, alors f’ satisfait H1,H2, H3,H4"
et H5, suivante.

Il est clair que f_t’ est un processus progressivement mesurable appartient a M?(R*), de plus on a

HI. V(y, 2) e RF x R¥>d f/(_y, 2) est progressivement mesurable.

H2.

f'(t,y,2)]

IN

e (fo+ K (levty| + Jertz])) + lyl

T+ K (lyl+ 120D, K=K +p,

IN

ol l'on a posé¢ K'=K +p
H3.
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|f'(t,y,2) = f(ty, 2")| = |ert|.|f(t, ey, e riz) — f(t, e My, eHt2')|

< Klett|.|e#tz — emmtz!||
< Kfz-#|
< K'|z-2',

H4".

(y=v, f'(ty,2) - f'(t,y,2))

ety -y, f(t, ety ertz) - f(t, ety eriz))

—uly -y
< emtplerty — emty'* — puly -y
< ply-yf-nly-yf
< 0,

H5. P-p.s. f'(t,y,z) est continue.
On se raméne donc au cas ot la fonction f satisfait ces 5 derniéres hypothéses.
Introduisons la méme application ¢ définie eu cas lipschitzien, d’aprés la proposition (1.3), on

montre de maniére similaire que ¢ admet un point fixe et celui-ci est unique et il est notre solution.

1.6 Estimation de différences de solutions

On se donne deux conditions finales £ et £’ et deux générateurs f et f’ satisfaisant les conditions
H1-H5, et on note (Y, Z) et (Y, Z") les solutions des EDSR associées.

Théoréme 1.3. [5]

Il existe une constante C' qui dépend seulement des constantes de lipschitz et de monotonie de f’

telle que

T T
E[ sup [V =Y/ + [ Hzt—zt'n?dt]sc.E[|§—§'|2+ [ 156z - ps Yz ds |

te[0,T]

Pour la démonstration voir [5].

1.7 Role de Z

Nous allons voir que le role de Z, plus précisément celui de I'intégrale stochastique est de rendre
le processus Y adapté a la filtration du mouvement brownien et que lorsque ceci n’est pas nécessaire
Z est nul.

Proposition 1.4. [12]

Soit {(Yz, Zt) }iefo,r) 1a solution de TEDSR

T T
Yt:§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ Z4dB,,t € [0,T]. (1.46)
t t
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Supposons que pour un temps d’arrét 7 <7, on a
(i) € est F. — mesurable.

(i1) f(t,y,z) =0 dés que t > 7.

Alors ;=Y\, et Z,=0sit>T.
Démonstration

Posons t = 7, d’aprés (i) 'équation (1.46) s’écrit

T
Y.-¢- f Z.dB,. (1.47)

En prenant 'espérance conditionnelle, on obtient

Y, = E(f | }—T)
= 5_
Ainsi, on a
T
ZdBs =0

Comme Z € M2, on obtient

et finalement, on a
ZTXSZT = 0.

Sit>7,il sen suit que

En effet

t t
Y, - Yt+f f(s,YS,Zs)ds—f Z.dB,
Y, +0-0.

1.8 EDSR linéaire

Les EDSR linéaires sont apparues en 1973 dans un article |1] en théorie de controle stochastique,
(voir [6]). comme pour les équations différentielles ordinaires, si f est linéaire, on peut donner une
formule explicite de la solution de '’EDSR linéaire. Pour simplifier prenons k = 1, ainsi Y est a valeurs
dans R et Z est une matrice de taille 1 x d.

Proposition 1.5. [3]
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soit {(a¢,by) }ie[o,r] un processus a valeurs dans R xR¢ progressivement mesurable et borné. Soient
{(ct) }eepo,r) un élément de M?(R) et £ une variable aléatoire Fr—mesurable, de carré intégrable et a

valeurs réelles.
I’EDSR linéaire

T T
y;:g+f (aTYT+b7-.Z¢+C7«)dT—[ Z,dB,, 0<t<T, (1.48)
t t

admet une unique solution (Y, Z) telle que Z € M2(R?) et Y est donné explicitement par la formule

suivante

T
y, = r;lE(ng+ [ erdr ]-"t), te[0,7], (1.49)
t

ou pour tout t € [0,7], on a
t t 1.
I'; = exp (/ b,.dB, + f (ar - —|b,] )dr) .
0 0 2

Commencons par remarque que I' appartient & S? car b est borné et vérifie

Démonstration

dT; = Ty(apdt + b,.dBy) | To = 1. (1.50)

De plus les hypothéses de la proposition assurent l'existence d’une unique solution {(Y, Z;) }iefo,1]

de PEDSR linéaire ; En effet, comme le générateur f est donné par
f(t7y7 Z) =y + th + G

alors il est facile de vérifier les hypothéses H1-H5 et Y appartient a S? d’aprés la proposition (1.1).

D’autre part, la formule d’intégration par partie donne

df‘tY; = Ftd}/;f + }/;drt + d(Y, F)t
—FtCtdt + FtthBt + Ft}/tbtdBt.

Ce qui montre que le processus

t
.Y, + f c.Iydr,
0
est une martingale locale qui est en fait une martingale. Par suite

¢ T
Ft}/:‘, + / CTFrdT = E (FTYT + / Crrrdfr | ft)
0 0

Ce qui donne conclut la démonstration. [
Remarque 1.2
Notons qui si € >0 et ¢; > 0 alors la solution de 'EDSR linéaire vérifie Y; > 0. Cette remarque va

nous permettred d’obtenir le théoréme de comparaison suivant.
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1.9 Théoréme de comparaison

Le résultat nous permet de comparer les soluions de deux EDSR.

Soient (&, ), (&, f') des paramétres vérifiant les hypothéses H1-H5 et (Y, Z), (Y, Z") les solutions
des EDSR associées.

Théoréme 1.4. [11]

SiP-ps. £<€ et dt xdP-p.s f(t,y,2) < f'(t,y,z) , alors P-p.s YV, <Y/.

Si de plus Yy =Y, alors P-p.s. Y, <Y/.

En particulier quand on a en outre P—p.s £ < ou dt xdP-p.s f(t,y,2) < f'(t,y,2), alors Yy < Y.

Démonstration

La preuve s’effectue par linéarisation ce qui permet de se ramener aux EDSR linéaires.

En effet, pour la premiére étape on va construire (o, 3) comme suit.

On pose
LYY TG Z) - F(E Y 2)) s Y EY, (151)
' 0 sinon, .
et
ri_ r7iyL 1)y 1 rr(i-1) el i
ﬁ;z{ (Zt Zt) <f(t7}/taZt ) f(t,}/;,Zt )) 51 Zt ¢Zt (152)
0 sinomn,

ou le vecteur Zt(i),i € Ny, de dimention d, dont les ¢ premiéres composantes sont celles de Z; et les

d -1 autres celles de Z;, i.e.,
70 = (zh, z2, .. 20 20 79

On montre que
1. oy et By sont progressivement mesurables (d’aprés les propriétés de Y; et Z;)

2. oy et By sont bornés. En effet, par I'hypothése H4 on a
(Y =Ya f(LYY, Z0) = [(1, Y0, Z0)) < Yy = Vil
Donc

ar = (Y -Y) ' (f(LY), Z) - F(LY Z)) < si Y #Y,

op = 0<p sinon.

Dot a4 < p.
D’apres I'hypothése H3, on a

Y2 20) - 1 200N < K| 20 - 2070| = K2 - 74,

D’ou
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18]
1541

IN

‘(Zt”' —Zg‘)_1 (P2, 28 = p Y 20| <K sio 2p+ 2

0< K sinon.

Ainsi on a |f;| < K.
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Maintenant posons

YiZ) = (VW-Yi2-2),

£ = &-¢
Ut f,(ta}/;la Zt,) - f(tayvtlv Zt,)

Ainsi Y, s’écrit

_ T__
Y, - £+ "(s,Y!, Z1) - f(s,y;,zs))ds—ft Z.dB,

) S

f f
[ U.ds + f (5, Y2 20 = [ (s Z))ds = [ " Z.as,.

Comme

F(8,Y, 2 = f(8,Ys, Ze) = (8, Y, Z0) = [(8,YS, Zo) + [ (.Y, Z6) = [ (s, Ys, Z),

Y S I S

ol
f(SvytsCZs)_f(S?szaZs):as?s
Ains, on a
f(‘g?Y:e,vZI) f(Sv s? ) = f(S, saZ(d)) f(3> st(O))
- Z(f(s, YL ZE) = f(s,Y2, 287Y))
31
= Bs'Zsa
on obtient
. T . - T _
Yt:€+f US+aSYS+,65.sts—/ ZydBs. (1.53)
t t

et donc (Y}, Z;) est solution de 'EDSR linéaire.
En outre, puisque les processus « et [ sont progressivement mesurables et bornés de plus le
processus U est progressivement mesurable donc d’aprés la proposition (1.5). L'EDSR linéaire (1.53)

admet une unique solution Y; telle que

_ _ T
Y, -7 E (ng v [ s ]—'t) , (1.54)
t

ou pour tout s e [0,T]

Fszexp{/os (au—%|ﬁu|2)du+/o.sﬁud3u}. (1.55)

D’aprés la remarque (1.2), on montre ainsi que Y; donné par (1.54)
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Yi20, ie., Y/ >Y, (1.56)
dés que
E=E-620 et U= f'(s,Y!,Z") - f(s,Y!, Z!) > 0.

9 S ) S

Pour la seconde passertion du théoréme, par hypothése on a Y; = 0 et nous allons raisoner par

I'absurd. Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que Y, > Y, soit Y, > 0. Alors
_ T
E(gr(pf USI‘Sds) -0,
0
D’ou lon obtient
E=0etU;=0 Vs.
Ainsi, on a
Y,=E(0)=0 Vt.

Enfin, si P-p.s. £ <& ou dt xdP-p.s d(t,y,z) < f'(t,y,z) sur un ensemble de mesure strictement

positive, alors par contraposée Y; < Y. [
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Chapitre 2

Cadre Markovien des EDSR

Dans ce chapitre nous verrons que la propriété de Markov pour les EDS se transfére aux EDSR.

2.1 Modéle et propriétés

2.1.1. Hypothéses et Notations

Soient (€2, F, (Ft)es0,P) un espace probabilisé sur lequel est défini un mouvement brownien
W d—-dimensionnel. On note par {F}; > 0 la filtration naturelle de W .

Soient deux fonctions continues b: [0,7] x R" - R” et ¢ : [0,T] x R* - R4,

On suppose qu’il existe une constante K > 0 telle que, pour tout ¢ > 0, pour tout x,z’ € R", on a
(i) b(t, %) — bt 2)] + | (t,2) - o (1, 27)] < K] -],
(i) b(t, 2)| + [o(t,2) | < K (1 +|z]),

Sous ces hypothéses, on peut construire, étant données un réel ¢ € [0, T] et une variable aléatoire
0 € L2(F)), { X"} 1cuer la solution de PEDS

X0 -0+ f b(r, X10)dr + f o(r, Xt9)dW, | t<u<T. (2.1)
t t

On convient, que si 0 <u <t on pose
XL =E(0|F,).

Considérons deux fonctions continues g : R® > R™ et f:[0,7] x R® x R¥ x R"*d — RF,
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Soient les hypothéses suivantes; il existe des réels K,y et p > 1 tels que, on a

(h1). La fonction f(¢,x,y,.) est lipschitzienne, i.e.,
P-p.s. Vi, x,y, 2,2 |f(t,z,y,2) - f(t,x,y,2")| < K|z -2,
(h2). La fonction f(¢,x,.,2) est monotone, i.e.,

]P)—p.S. Vt7$>yay'72 (y _ylvf(t7x>yaz) B f(t7x7yluz)) < :U’|Z - Z,|27

(h3). Les fonctions f et g vérifient

9@+ 1f 2y, 2) S KL+ |2 + [yl + [2]),

Sous ces hypothéses, si 6 appartient a L?’(F;), on sait d’aprés le théoréme (1.2) du chapitre 1
I’EDSR suivante

T T
Y0 = g(XH) + f F(r, X590, Y00, 760) g — f Z9dW, | 0<u<T. (2.2)

u

admet une unique solution.

Dans toute la suite, nous supposerons que les hypothéses précédentes sur les coefficients b, o, f
et g sont satisfaites. Parfois, nous supposerons de plus que g et f sont K -lipschitziennes en x
uniformément en (¢,y, z). Nous désignerons cette hypothése par (h4).

2.1.2. Rappels sur les EDS

-Propirétés du flot des EDS

On va travailler ici avec des conditions initiales déterministes ce qui permet de prendre comme
filtration naturelle du mouvement brownien {FV };50. On suppose que les fonctions b et o vérifient
les hypothéses classique du théoréme d’existence et d’unicité pour les EDS, on peut alors construire
pour (¢,0) € [0,T] x R™ la solution de I'EDS suivante

X0 -0+ f b(r, X10)dr + f o(r, Xt9)dW, | t<u<T. (2.3)
t t

et on pose X;% = E(0|F,)si0<u<t.

Dans le cas déterministe, si o = 0, le flot de 'équation défférentielle, noté gptu’e dans ce cas, posséde
les propriétés, en particulier

- 4% est Lipschitzienne en (¢, 6, u)

-pour r <t <u, bl = goffo:ﬁ
Dans le cas stochastique, X5 posséde aussi des propriétés du méme type.

- De plus il existe une constante C' telle que, pour tout t € [0,7] et 6,0 € LY(F;) ¢>2, on a

| sup [xif7| <o o,
0<u<T

(2.4)

E [ sup [X50 - XL ql <CE[|6-0].
0<u<T
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Dans le méme esprit, on a

t,x t' 2’
E| sup ‘Xu - X,
O0<u<T

q] < C’{|x e -t)E (14 |x|q)}. (2.5)
Proposition 2.1. [5]
Si 0 e L?P(F;), PTEDSR (2.2) posséde une unique solution {(YJ’O, Zf;e)}ogug, de plus il existe une
C' telle que, pour tout ¢ et pour toute variable aléatoire 0 € L?P(F,),

on a

Elsup |Yj79‘2+fTHZﬁ79]2dr] <C(1+E[61)). (2.6)
0<usT 0

La démonstration repose sur les estimations a priori de chapitre 1 et la proposition (1.2).
Proposition 2.2. [5]

Si 6, converge vers 0 dans L?P(F;), alors

E[ sup [YH0 - vhon|* [T |2t — Zt0n H2drl ~ 0 sin—> oo, (2.7)
0

0<u<T

Sous I'ypothése (h4), si 6 et 6’ sont Fy—mesurables et de carré intégrable

2 T e t,0"
+ |zt - Zt

La démonstration s’aquie sur le théoréme 1.3 et la proposition 2.1.

/
E| sup ‘YJ’G -y
0<u<T

erl <CE[lp-07]. (2.8)

2.2 Propriété de Markov

Dans ce paragraphe, nous allons établir que la propriété de Markov des solutions de 'EDS se
transfére aux solutions de ’EDSR. Nous commencons par montrer que Ytt’x est une quantité déter-
ministe. Si ¢t <w, F! = o(W, =Wy, t <r<u).

Proposition 2.3. [3]

Soit (t,z) € [0,T] x R™. Le couple {(X5", Zi*) }ocuer qui vérifie

Xy = o+ [0, XpW)dr + [ o(r, X0T)dW, , t<u<T, (2.9)
Vit = (X5 + [ fr, XET YT 20 dr - [T ZEdW, | t<usT,

est adapté par rapport a la filtration {F! }icu<r-
En particulier, Y,** est déterministe.
On peut choisir une version de {Z!},c,<r adaptée par rapport a la filtration {F!}icpcr.
Démonstration
Consédérons le processus { B, },s0 définie par B, = Wy, - W, et {G,}, sa filtration naturelle et
on a de plus G, = F!

t+u”

Soit { X, }ocucr—¢ la solution {G, },—adaptée de PEDS
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Xu=x+/ b(t+r,XT)dr+f o(t+7 X,)dB,, 0<u<T-t.
0 0

En particulier, pour tout v € [¢,T'], on a

v—t v—t
Xv,t:mf b(t+r,Xr)dr+[ o(t+7, X,)dB,.
0 0
Dans les deux intégrales, on fait le changement de variable s = r + ¢ pour obtenir

v-t v
f b(t+r, X, )dr = f b(s, Xs-y)dset |, -t o(t+r,X,)dB, = ftv o(s, X )dWs,
0 t

et par suite

Xv_t:x+[ b(s,XS_t)ds+[ (s, X, 1)dW,, t<v<T. (2.10)
t t

D’autre part, le processus X est solution de I’équation

X0 =1+ / b(s, X")ds + f o(s, XE")dWy, t<v<T. (2.11)
¢ t

L’EDS de coefficients b, o et de condition initiale = en ¢ posséde deux solutions : X,_, et X7 ; par
unicité des solutions des EDS a coefficients lipschitziens on a : Vv € [t,T], et X,_, = Xo* P p.s. En
particulier, X, est G,_;—mesurable puisqu’il en est ainsi pour X,_;. Or G,_; = F!, donc pour v =t
on a le résultat.

Le résultat pour les EDSR se déduit de celui que nous venons d’établir pour les EDS.

En effet, on considére la solution {(X*, V™) ocuer—s Gu—adapté de 'EDSR

T-t

Y, = g(Xr0) + fuT_tf(t or XY, Z)dr - [ Z,dB,, 0<u<T-t, (2.12)
d’out
You=g(Xe)+ [1ft+r, X, Yy, Z)dr - [ Z,dB,, t<v<T.
On effectue le changement de variable s =t + r dans les deux intégrales, pour obtenir

You=g(Xr) + [ (s, Xet, Yarr, Zot)ds =[] ZoydW,, t<v<T.

Il s’en suit que {(Yy—¢, Zy—t) }i<o<r €st solution sur [¢, 7] de PEDSR (2.2) pour 6 = x puisque nous

savons déja que X,_; = Xo. L’unicité des solutions des EDSR, nous donne

{}/;J—tJ Zv—t}ve[t,T] = {th,x7 thfx}ve[t,T]a (213)

et la mesurabilité recherchée car {Y,_, Zy—¢}vepr, 1) €st adapté par rapport a G, = FL.
Pour compléter la démonstration, justifions le changement de variable dans les intégrales stochas-

tiques, i, e., si {h(r)}ocr<r—¢ €st un processus de carré intégrable et G,—adapté

U t+u
f h(r)dB, = f h(s—t)dW,, 0<u<T-t, (2.14)
0 t

ott B, = Wiy — Wi Le résultat est immédiat si h(r) = hoXjap(r) avec h, une v.a bornée et

GG,—mesurable. En effet, on a
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—/(; h(r)dBr = ha(Bu/\b - Bu/\a) = ha(Wt\u/\b - Wt|u/\a)7
comme G, c Fi,
t+u t+u
ft h(S - t)dWs = ft haX]t+a,t+b] (S)dWs = ha(Wt+u/\t+b - Wt+u/\t+a)-

Maintenant si, h est un processus de carré intégrable et GG, —adapté, il existe une suite de processus

simples h,, qui est G,—adaptés, tels que

T-t 9
E[f o () = (7)) ]dr -0, (2.15)
0
On déduit imidiatement que
T 2
E[/ (=) = h(s - 1) ]ds—>0.
t

Comme Gy € Fiys, {hn(s—1)}s et {h(s—1t)}s sont Fs—progressivement mesurables.

Pour finir, il suffit de noter que, d’une part on a

E[ sup

0<u<T-t

[ () = (),

2] < 4EU0” Il (1) - h(r)|2dr]. (2.16)

D’autre part on a

fu(hn(s —t) = h(s —t))dW,

t

E Lil;;_t 2] <AE [jf|hn(s —t) - h(s —t)|2ds].

Ce qui achéve la démonstration.

Puisque nous savons que Ytt’m est une quantité déterministe, on définit la fonction u en posant
V(t,xz) € [0,T]xR", u(t,z) =Y,". (2.17)

Proposition 2.4.

La fonction u est continue et & croissance polynomiale . On a
V(t,z) € [0, T]xR", |u(t,x)| < C(1+x"). (2.18)
Sous I'hypothése (h4), la fonction u vérifie de plus, pour tout (¢,z), (¢, x'),
fu(t, ) = u(t', ") < € (jo - /| + |t = ]2 (1+ |2])). (2.19)

Pour la démonstration voir [3].

A Taide de cette fonction, nous établisserons la propriété de Markov pour les EDSR.
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Théoréme 2.1. [5]
Soient ¢t € [0,T] et 6 € L?(F;). On a

P-p.s. Y =u(t,0) =Y od (2.20)

Démonstration
Supposons tout d’abord que  soit une variable aléatoire étagée, i.e., 6 = Y. zixa, ol (A;)1<i< est
F,~mesurable de Q et z; ¢ R" pouri = 1,.,1. Notons (X7, Y}, Z1)oeer alaplace de (X2, Y, Z0%)oerer.

AR )

On a alors, pour t <r<T

XU = S A XD V0= Y Yi 280 = Y 2 (221)

En effet, par définition, pour tout ¢, si r > ¢
R r . r .
X =mi+[ b(U,X&)dU‘F[ o(u, X})dW,,
t t

et en multipliant par x4, et faisant la somme sur ¢, on obtient

S xaXi=0 ft 5 X blon X + [ % a0 X0V, (2.22)
il s’en suit que
;XAiXi =60+ /trb(u,zi:XAiXi) du + ftra(u,zi:XAiX;)qu.
Par unicité des solutions d’EDS & coefficients lipschitziens, on a
P-p.s X0 = Z XA, X Vt<r<T (2.23)

De la méme fagon, on a pour tout ¢, sit<r <T

T
Vig(Xi)+ [ f(u X0V Z0)du- / Zidw,,

et multipliant par x4,, et faisant la somme sur ¢, on montre d’une fagon similaire que

Y/ Z, (Z:XAZ erXA )7

est solution sur [¢,7'] de 'EDSR
T
V=g ()« [ (XYL 2 du- [ Zaw,

dont (Yrt’e, Zﬁ’e) est également solution par défintion. L’ unicité des solutions des EDSR donne
P-p.s Vi<r<T Y= ZXAZ.YZ et Pem-pp 2= ZXAiZi sur Qx [¢,T]

En particulier, pour r = ¢, on obtient
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P-p.s Ytt’e = ZXAZthi = ZXAiyit’xi = ZXAiu(t7xi) =u (t, ZXArTi)
= u(t,0).

Avant de traiter le cas général, examinons ce qui se passe sous I’hypothése (h4). Considérons une
suite de v.a 0, est F-étagées, qui converge vers 6 dans L?P(F;).

La proposition (2.2), fournit 1’estimation
t,0 t,0|2 2
By -v*[|<cEfo-0T].
D’aprés la proposition (2.4), u(t,.) est lipschitzienne, ceci nous donne
Elu(t,0,) - u(t,0)[’] < CE[0, - 6] . (2.24)
Or, d’aprés I'étape précédente, pour tout n,u(t,6,) = Ytt’@". On en déduit directemment que

P-p.s. u(t,0) =Y’ (2.25)

Dans le cas générale, considérons une suite de v.a ,, Fy-étagées, qui converge vers 0 dans L2 (F,).

La proposition (2.2), entraine toujours que
Vo 5 v dans L2 si n— oo,

et de plus, la continuité de I'application u(t,.) implique en particulier, la convergence de u(t, 6,,) vers
u(t,0) en probabilité.
La proposition (2.4), montre que |u(t,x)| est majorée par C(1 + ||x||?) et donc
u(t, 0, < C(1+|z™). (2.26)

Ce qui montre que (|u(t, 9")|2)n est une suite équi-intégrable et donc

u(t,0,) = u(t,f) en probabilité, (2.27)
et comme
P-p.s. u(t,6,)=Y,".
On obtient
P-p.s. u(t,0) =Y’ (2.28)
|

Corollaire 2.1.
Soient t € [0,T'] et 6 € L?(F;), pour tout s € [t,T], on a

P-p.s. Y= Yj’xﬁ’g =u(s, X, (2.29)

Pour la démonstration voir [13].
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Chapitre 3

Liens entre les EDSR et les EDP

Les liens entre les processus de diffusion et les équations aux dérivées partielles du second ordre
sont au centre des travaux de Kolmogorov des années 1930. En fait, beaucoup de solutions des EDP
linéaire du second ordre peuvent s’écrire comme ’espérance d’une fonctionnelle d’un processus de
diffusion.

3.1 Cas Parabolique
Soit (X" )ieser de la solution de 'EDSR

X = [ b xtydr s [Co(r XEAW, 1< s<T, (31)
t t

ou b:[0,T] xR > R et o:[0,T] x R* - R4 des fonctions mesurables et lipschitziennes en x
uniformément par rapport a t et localement bornées.

On considére maintenant I’EDSR rétograde
T T
Y = g(XhT) + f F(r, X0 Y5, 200 dr — f Z0%dW, , 0<s<T, (3.2)

o g:R?Y—>Reet f:[0,T]xRIxRFxRF*d - RF sont des fonctions continues et vérifient les hypothéses
suivantes : il existe I, et p > 0 tels que
R1. f et g vérifient

[f (2, y,2)| +[g(@)] < K(L+[af” + [yl + [[2]),
R2. f(t,y,.) est lipschitzienne, i.e.,
P-p.s. Vt,y, 2,2 |f(t,z,y,2) - f(t,z,y,2")| < K|z -2,
R3. f(t,.,2) est monotone, i.e.,

2
]P)_p's' Vtayvylaz (y —y’,f(t,x,y,z) - f(t,fl],y/,Z)) < :u‘y _y,| )
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sous les hypothéses R1-R3, on sait d’aprés le théoréme (1.2) du chapitre 1, que 'EDSR (3.2) admet
une unique solution.
3.1.1. Lien avec un systéme des EDP paraboliques

Introduisons Uopérateur de la diffusion (X&*)cser définit par

L= LS00 ta)—L— bt ) 2
b 2 27] e ’ 8:{:181‘] i ! ’ aZL’l

On considére le systéme d’EDP rétrogrades semi linéaires paraboliques suivant

3ui
ot

(t,2) + Lyus (t,z) + fi(t, z,u(t,x), ((Vu)  o)(t,z)) =0,
V(t,z)e[0,T] xRe, VO<i<k, (3.3)
u(T,z)=g(x), YreR™

Nous allons d’abord montrer qu’il, fournit une solution de I'EDSR (3.2).
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Théroéme 3.1. [§]
Siuwe C12([0,T] x R4, R¥) est une solution classique du systéme (3.3) vérifiant : il existe C, ¢ >0
tel que
Ju(t, 2)| + [Voult, 2)| < C(L+]a]"). (3.4)

Alors, pour tout (t,z) € [0,T] x R%, le couple (u(s, Xe™), (Vu)* o) (s, Xe*))ieser est solution de
I'EDSR (3.2).

En particulier on a u(t,z) = Y;"*.

Démonstration

Comme u € C'2, la formule d’Ité6 nous donne

u(t,e) = g6 + [ £ X, 0, (90) ) X)r = [ ()" ), X))

On obtient, en particulier que Y,*" = u(t, z).

La démarche que nous avons eue précédemment consiste a étudier 'EDP, puis en déduire les
solutions de 'EDSR. Mais on peut également étudier 'EDSR et en déduire la construction de la
solution de ’EDP sans supposer les coefficients réguliers. Pour cela nous utiliserons la notion de
solution de viscosité d’EDP dont nous rappelons rapidement la définition. Cependant, pour que la
notion de solution de viscosité du systéme d’EDP (3.3) ait un sens, on est obligé de supposer que la
1¢coordonnée fi de la fonction f ne dépend que de la ¢ ligne de la matrice z ce qui fait que f; ne

dépend que du gradient de w;. Le systéme (3.3) devient alors

Ou;

5 (t,z) + Lyug(t,x) + f;(t,x,u(t, ), ((Vu)" o)(t,x)) = 0.
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Définition 3.1
—u e C([0,T] x R4, R¥) est appelée une solution de viscosité du systéme (3.3) si

ui(T,x) < gi(x) Vi, z, (3.5)

et pour tout i =0,..k ¢ e CL2([0,T] x R?) et si (tg,2z0) € [0,7] x R? maximum local de u; — ¢, on a

0 "
- £(t0, o) = Lid(to, o) = fi(to, zo, u(to, z0), (V@)™ o) (to,20)) < 0. (3.6)
—u € C([0,T] x RY RF) est appelée une solution de viscosité de (3.3) si
w(T,z) > gi(x) Vi, x,

et pour tout i =0,..k ¢ € CL2([0,T] x R?) et si (to,20) € [0,7] x R? minimum local de u; — ¢, on a

_%(tm%) — Lip(to, o) — fi(to, zo, u(to, zo), ((v¢)* o) (to, o)) > 0.

Une solution de viscosité est & la fois une solution et une sur-solution de viscosité.
Théoréme 3.2. [§]

Sous les hypothéses précédentes, la fonction u définie par
u(t, ) =Y, (3.7)

est une fonction continue en ¢,z a croissance polynomiale et ¢’est une solution de viscosité de (3.3).
Démonstration
-la continuité et la croissace polynomiale se démontrent par la proposition (3.4)

-Montrons que u est une solution de viscosité
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Remarqons que la fonction u est continue et vérifie de plus u;(7,.) = ¢;(.). Nous montrons seule-
ment que u est solution de viscosité.

Soit i € Ng, ¢ € C12([0,T] x R?) telle que u; — ¢ posséde en (tg,zo) € [0,T] x R un maximum
local.

On suppose que u;(to, zo) = ¢(to, zo). Nous allons supposer que

g_f(tmxo) - Lip(to, x0) — fi(to, w0, u(to, z0), (V@) 0)(to, z0)) = =0 <0,

et montrer que ’on aboutit ¢ une contradiction.

Considérons le temps d’arrét

7 = inf{u > t; | X0 — x| > a} Aty + . (3.8)
Posons
_ to, o\ to,z0\*
(Vi Z2) = (Vi) xuer (Z2°0)'), (3.9)

et pour tp <u<ty+a,on a

to+a i
Vi = Yiat [ deeei (r Xiooo yiom (Zi0w0) ) d
to+o¢u
_f Yrer Z10F0 WY, (3.10)

to,z0 )¢
(Vi
Comme tg+ a AT =T, on obtient
to+a

(Vi) = (o) & [ e fi (o Xpom o (o) Y dr - [ e Zi0many,

UNT UNT

to+a

En utilisant la propriété de Markov pour tout ¢ty <7 <ty + «, on obtient

tg,zq

(Vo) = (V) = Xpee) (3.11)
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Par I'unicité des solutions des '’'EDSR, on obtient
Yigra = (Y020)" = g, (7, X10%0) 7 < tg + v, (3.12)

L’expression (3.10) devient alors

to+a

to+a .
Vi ui(r X0 o [ (0 o (z0000) Yy [ o zioma,
UNT u

AT

D’autre part, en appliquant la formule d’'Tto & ¢(r, X/0F°) entre tg <u <to+a et to+ AT =T,

cecl nous donne

V= o(nXu)

u

. to+a 8¢ to+a
[0) (T, XTO’IO) - [ Xr<r (E + Lt¢) (r, X% dr — [ Xr<r Do (7, X170 dW,

" to+a 8¢ to+a
o(r.x0)- [ XW(Ewﬂb) (r, X0y~ [ Ziaw,,

ot I'on a posé Y, = ¢ (u, Xio2°) et Z! = Dgo (r, X;™) .
En appliquant le théoréme de comparaison a (Y, Z,) et (Y., Z!) qui sont solutions des EDSR,

on obtient
U(to,l‘o) :}/to <}/t; =¢(t0,(lf0), (313)

ceci est impossible puisque

U(to, ZEQ) = ¢(t0,$0) .

u est donc bien une solution de viscosité, on montre de maniére similaire qu’elle est une sur-

solution de viscosité d’ou le résultat.
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3.2 Exemple : Formule de Feynman & Kac

Le résultat précédent donne une formule de représentation probabiliste pour la solution d’une
EDP parabolique semi-linéaire.

On va établir la relation entre le couple {Y;"", Z"*}orer solution de 'EDSR
T T
VI =g+ [ p Xt Y 2 du - [ 2w, 0<r < T,
olt { X7 }oerer est la solution de 'EDSR
. T T
X =g+ f b(u, X5%)du + f o(u, X0¥)dW, , t<r<T,
t t
et la solution u de 'EDP parabolique suivante
ou .
a(tax) + Ltu(ta :L‘) + fi(t’ x?“(t7I)7 ((VU) O-)(t’ ZL‘)) =0
V(t,z) € [0,T] x R, (3.14)
w(T,.)=g(.), VreR"

ol L; est Popérateur de la diffusion (X*)ycser) définit par

L= (o)t e) =2+ bt )2
£ 2 Y BT axiax]— 7 n ze

Prenons f(t,x,y,2) = c(t,z)y + h(t,z) ot ¢ et h sont deux fonctions continues bornées.

L’EDSR est alors linéaire, alors on a

—dY,P = (e(r, XEO)YE" + h(r, XE™))dr - ZE"dW,.

i i (3.15)
Yy =g(XT’ )

D’aprés la théoréme (1.4) du chapitre 1, 'EDSR linéaire admet une solution explicite

T
sy exp( [ e xe)ar )
t

U(t,l‘) :tht“r =FE T T
+[ exp(/ C(S,X;’z)ds) h(r, X5")dr
¢ ¢
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3.3 Cas Elliptique

On s’intéresse au cas des EDP elliptiques sur R,

Soit (X )0 la solution de 1'équation
t t
Xz =x+[ b(Xg)ds+[ o(X*)dB, , >0, (3.16)
0 0

o b:R? — R? et o : R4 — R4 gont des fonctions lipschitziennes.

On considére 'EDSR suivante
T T
YooY+ / FOXE, Y2, Z%)ds - f ZrdB, , 0<t<T, (3.17)
t t

ou la fonction f: R x RF x R¥*4 - RF est continue vérifiant pour touts K, K/, u et p les hypothéses

suivantes
PLf(z,y, 2) < K'(L+ |2 + [yl + | 2]),
P2. f(t,y,.) est lipschitzienne, i.e.,

P-ps. Yty 2,2 |f(tyz)-f(ty2) <K|z-2],
P3. f(t,.,2) est monotone, i.e.,
P-ps. Vtyy.z (y-y.f(ty.2) - f(ty,2) <uly -yl
On suppose en outre, qu’il existe A > 2 + K2 tel que pour tout z € R%, 1'on a
E[fooove(Xf,0,0)th] < 00,

sous les hypothéses précédentes, "EDSR (3.17) admet une unique solution au sens du théoréme (1.6).

Soit Popérateur du processus de la diffusion (X7) défint par

L_EZ(UO'*)‘ »8—2+Zb-i (3.18)
- 2 i,j " a%za‘rj i Zaxl ’

On considére le systéme d’EDP semi linéaire rétrograde sur R¢

Lui(2) + fi(2,u(z), (Vu) o) (x)) =0 VreR? VO<i<k. (3.19)
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Théoréme 3.3. 7]
Soit u € C'(R4,R*) une solution classique du systéme des EDP (3.19) telle que

E[fowe” H((Vu)*a)(Xf)Hth] <oo, VreRd

Alors, pour tout x € R?, (u(X¥), ((Vu)* 0)(XF)) est la solution de 'EDSR, (3.17).
En particulier on a u(z) = Y{.
Démonstration

Il sufit d’appliqer la formule d’Itd ceci nous donne

, ‘ T T ,
votevite [ X znds- [ (zadBl) (3.20)
t t
alors (Y;*, ZF) est solution de PEDSR (3.20). En particulier on a Y = u(X¥) = u(z).
|
Nous allons maintenant prouver que u(x) = Y’ est une solution de viscosité du systéme des EDP
(3.19). Cependant, pour que la notion de solution de viscosité ait un sens,on est obligé de supposer

que, pour tout ¢, f; dépend seulement de la ¢ ligne de la matrice z.

La i€ ligne de (Vu)" o est le vecteur (Vu;)" o, le systéme devient

Lui(x) + fi(z,u(x), (V)" o)(x)) = 0. (3.21)

Définition 3.2.
—u € C(R? R*) est applée une solution de vicosité du systéme d’EDP (3.19), si Vi = 0, ..k, ¢ €

C2(R9) et si zp € R maximum local de u; — ¢, on a

— Lo (o) = fi(zo, u(xo), (Vu;) o) (xp)) 2 0. (3.22)

—u € C(R?, R*) est applée une sur-solution de vicosité du systéme d’'EDP (3.19), si Vi =0, ..k, ¢ €

C2(R9) et si zo € R maximum local de u; — ¢, on a

~L(w0) = fi(wo, u(wo), ((Vui)" o) (20)) < 0.

Une solution de viscosité est & la fois une solution et une sur-solution de viscocité.
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Théoréme 3.4. 5]

Sous les hypotheéses ci-dessus, u(x) = Y est une fonction continue qui satisfait

Y| < \/'\/ T F(XE,0,0)2 dt] YA 2u+ K2, (3.23)

et ¢’est une solution de viscosité du systéme d’EDP (3.19).
Démonstration
- Pour la continuité de u, on applique le théoréme (1.3).
- Pour I'inégalié, on applique le théoréme (1.6), avec 7 = oo et & = 0.

- La démonstration de u solution de viscosité est similaire au cas parabolique.
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Chapitre 4

Application des EDSR en Mathématiques
Financiéres

4.1 Présentation de la finance mathématique

Les origines de la mathématisation de la finance moderne remontent a la thése de Louis Bachelier
[Bac00] intitulée Théorie de la spécualtion et soutenue & la Sorbonne en 1900, ot il a découvert 'objet
mathématique appelé aujourd’hui "mouvement brownien". Mais elle a pris une dimension nouvelle &
partir de 1973 avec les travaux de Black et Scholes [2] sur 'évaluation ("pricing" en anglais). Ils sont
les premiers a avoir proposé une méthode rigoureuse permettant aux banques de vendre a moindre
risques les produits financiers appelés options. Qu’est ce qu’une option ?

Considérons une entreprise européenne, par exemple Airbus, qui vend des avions. Sa comptabilité
s’effectue en euros. Cependant les avions sont réglés le plus souvent en dollars a la date de livraison
T. Les sommes mises en jeu étant considérables, cette entreprise doit savoir de combien d’euros elle
disposera a cette date. Or P’évolution incertaine de taux d’échanges euros/dollars peut provoquer
des lourdes pertes (ou des gains importants). Si a la date 7" = 0, Airbus vend un avion a 1 milliard
de dollars et si, a cette date 1euro = 1dollar, 'entreprise espére alors gagner 1 milliard d’euros.
Supposons qu’a la livraison, deux ans plus tard (7" = 2ans), le cours ayant évolué, on ait 1euros =
2dollars, 'entreprise ne pergoit que 1=2 milliards d’euros, soit deux fois moins que la somme espérée
deux ans plut tot.

Les options servent & palier ce genre d’inconvénient. Ce sont des contrats qui donnent & leur
possesseur le droit et non pas l'obligation de vendre ou d’acheter une certaine quantité d’actifs a une
date future T" & un prix fixe K appelé le strike, négocié a T" antérieure a T. Le possesseur de cette
option a le choix de I’exercer ou non.

Reprenons le cas de 'exemple ci-dessus. L’option négociée entre Airbus et la banque offre la
possibilité a 'acheteur de 'option de changer a la date T =2, 1 milliard de dollars & un cours fixé K
négocié a la date T'= 0 (on parle alors d’options "at the money"). A la date T' = 2ans, deux situations

sont possibles :

e le cours est avantageux pour Airbus (par exemple 2 euros = 1 dollar). L’entreprise choisit donc
de ne pas exercer son option et change son argent au cours actuel. Elle percoit deux milliards

d’euros.
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e L’évolution du cours est néfaste a Airbus (leuro = 2doallars). L’entreprise choisit d’exercer son

option et récupére ainsi 1 milliard d’euros au lieu de 1=2 milliard.

La banque fait payer un prix pour cette option, prix que I'on peut comparer & une prime d’as-
surance. Ce prix est déterminé a la date T” et dépend de K, de T et d’autres paramétres visant a
modéliser I’évolution du cours dollar/euro.

La banque cherche & se couvrir contre une évolution défavorable des cours. Black et Scholes ont
introduit une méthode d’évaluation des prix d’options utilisant un modéle aléatoire mais permettant,
en principe, a la banque de se couvrir.

Leurs hypothéses sont les suivantes : ils considérent un mouvement brownien (c¢’est un processus
aléatoire qui évoque souvent le chaos), et supposent que le cours obéit & une dynamique décrite par
une exponentielle d'un brownien. Si P est le prix de l'actif, ils obtiennent qu’il existe un choix de

processus (Hy;t >0) telque (on suppose ici que le taux d’intérét sans rique est nul).

T
f(Pr) = ELf(Pr)]+ [ HidP,.
La fonction f dépend du type d’options et pour l'option évoquée plus haut on prendra f(x) =

(K -x)* (on appelle cette fonction payoft). Ce payofff rend compte du fait que si le cours est supérieur
a K Airbus aura intérét a vendre ces dollars sur le marché et donc & ne pas exercer son option. Le
premier terme de la somme est déterministe, c’est le prix de I'option. Le deuxiéme terme est une
intégrale stochastique. L’intégrant représente la quantité d’actifs & détenir a chaque instant reproduire
exactement ce que promet 'option, que 'on appelle la couverture. Les problémes essentiels sont de

calculer le prix et la couverture de I'option.

4.2 Terminologie financiére

Notre étude est principalement centrée sur le probléme des options, qui a été le moteur de la
théorie et reste 'exemple le plus frappant de la pertinence des méthodes du calcul stochastique en

finance.

4.2.1 Options

une option est un titre (produit dérivé en finance de marché) donnant a son détenteur le droit,
et non l'obligation d’acheter ou de vendre (selon qu’il s’agit d’une option d’achet ou de vente) une
quantité d’un actif financier, & une date convenue et & un prix fixé d’avance, dans une optique de
spéculation ou d’assurance.

La description précise d’une option se fait a partir des éléments suivants :

e la nature de 'option : on parle, suivant la termonologie anglo-saxone, de
call : pour une option d’achat.
put : pour une option de vente.

e lactif sous-jacent, sur lequel porte 'option : dans la pratique, il peut s’agir d’une action,
obligation, indice boursier, devise, matiére premiére, autre produit dérivé, etc. On note Pt le

prix de l'actif jous-jacent a l'instant .
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e le montant, c’est a dire la quantité d’actif sous jacent & acheter ou & vendre.

e Le priz d’exercice (strike en anglais), noté K, qui est le prix fixé d’avance auquel se fait la
transaction en cas d’exercice de I'option.

e [’échéance ou date d’expiration, notée T, qui limite la durée de vie de l'option; si 'option
peut etre exercée qu’a 1’échéance , on parle d’une option européenne et si 'option peut étre

exercée & n'importe quel instant précédent ’échéance, on parle d'une option américaine.

La problématique des Options

L’option, elle méme, a un prix, appelé la prime (ou premium en anglais). Lorsque 'option est cotée
sur un marché organisé, la prime est donnée par le marché. En I’absence de cotation, le probléme du
calcul du prime se pose. Et, méme pour une option cotée, il peut etre intéressant de disposer d’une
formule ou d’'un modéle permettant de détecter d’éventuelles anomalies du marché.

Examinons pour fixer les idées, le cas d’un call européen, d’échéance T, sur une action dont le
cours a la date t est donné par P;. Soit K le prix de 'exercice. Il est clair que si, a léchéance T, le
prix K est supérieur au cours Pr , le détenteur de 'option n’a pas interét a exercer. Par contre, si
P, > K, I'exercice de 'option permet a son détenteur de réaliser un profit égal & Pr — K, en achetant
Paction au prix K et la revendant sur le marché au cours Pr. On voit qu’a ’échéance, la valeur du

call est donnée par la quantité :
(Pr-K)" =max(Pr- K,0).

Pour le vendeur de 'option, il s’agit, en cas d’exercice, d’étre en mesure de fournir une action
au prix K, et, par conséquent de pouvoir produire a I’échéance une richesse égale 4.2 Terminologie
financiére 66 & (Pr— K)*. Au moment de la vente de 'option, qu’on prendra pour origine des temps,

le cours Pr est inconnu et deux questions se posent :

1. Combien faut-il faire payer a 'acheteur de 'option, autrement dit comment évaluer a l'instant
t = 0 une richesse (Pr — K)* disponible a la date T'? C’est le probléme du pricing.

2. Comment le vendeur, qui touche la prime a l'instant 0, parviendra-t-il & produire la richesse
(Pr - K)* aladate T'? C’est le probléme de couverture.

4.2.2 Modélisation mathématique : le modéle de Black et Scholes

La réponse aux deux questions qui précédent ne peut se faire qu’a aprtir d’'un minimum d’hypo-
théses de modélisation. I'hypothése de base, retenue dans tous les modeéles, est que, dans un marché
suffisamment fluide, il n’ya pas d’opportunité d’arbitrage, c’est a dire qu’il est impossible de faire des
profits sans faire face a des risques; on le note souvent (AOA) pour désigner Absence d’Opportunité
d’Arbitrage. De plus, on a besoin de modéliser de fagon plus précise I’évolution des cours. Black et
Scholes ont été les premiers a proposer un modéle conduisant a une formule explicite pour le prix
d’un call européen sur une action ne donnant pas de dividendes et & une stratégie de gestion qui, dans
le cadre de modéle, permet au vendeur de I'option de se couvrir parfaitement, c¢’est a dire d’éliminer
totalement le risque. Le prix du call est, dans le modéle de Black-Scholes, la somme d’argent dont on
doit disposer intialement pour pouvoir suivre la stratégie de couverture et produire ainsi exactement

la richesse (Pr— K)* a 'échéance.
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Le modéle d’incertain.

Précisons la structure aléatoire qui affecte la dynamique des titres. L’espace de probabilité de

référence est constitué de :

— Despace de probabilité (Q, F, (F})iwr, P).

I’ensemble €2, qui représente tous les états du monde.
la tribu F, qui représente la structure d’information globale disponible sur le marché.

une filtration croissante, (continue a droite si nécessaire), qui décrit 'information dispo-
nible & tous les agents du marché a la date t. (le caractére croissant de cette filtration

traduit le fait que le marché n’oublie rien).
la classe NV de tous les événements de F que le marché considére comme impossibles.

une probabilité P, qui donne les probabilités & priori des événemetns considérés. C’est la

probabilité historique ou objective.

— une constante positive 7" dite I'horizon de gestion du marché (échéance).

Nous supposons que (m + 1) actifs, les titres de bases P?, P, ..., P™ sont négociés entre les dates

0 et T. P} désigne le prix de lactif 7 a la date ¢. Tous les processus prix sont supposés positifs et

continus en temps.

L’actif P° est souvent le cash, c’est & dire le produit fiancier qui décrit la valeur de 1 Euro,

capitalisé au jour a la banque. Il est alors considéré comme sans risque puisque son rendement

rtdt dans un intervalle de temps [t,t + dt] est connu a la date t de Popération.

L’information disponible & la date ¢ englobe la connaissance du mouvement des actifs entre 0

et t

: les prix des titres sont adaptés a la filtration (F;), (P} est F; mesurable).

En général, nous supposerons que les aléas de I'économie (€2, F,IP) sont engendrés par un

brownien (W;) d-dimensionnel, dont les composantes Wt] sont des browniens réels indépendants.

Nous supposons aussi que le titre sans risque P vérifie

dP? = POrydt.
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— les actifs risqués (P?) << sont supposés étre des fonctions aléatoires d’Ito satisfaisant :
AP} = P} [pidt + ¥4, ot (t)dW7 ]

Nous désignons par

— ()it le vecteur de R™, processus adapté, de composantes p!; c’est le vecteur des taux de

rendement des titres de base.

— la matrice des volatilités des actifs est la matrice (0y);<r de dimension m x d, processus adapté,
de terme général o’ (1).
Nous supposerons en général que ces procesus sont bornés. Cette méme hypothése est aussi

souvent faite sur le processus (7)<

4.2.3 Portefeuille autofinancant

a) Stratégie de portefeuille

Nous modélisons le comportement d’un invistisseur, qui dispose d’un capital initial de x Euros,
Iinvestit dans les actifs de base du marché. A la date ¢, son portefeuille se compose de &/ parts de
Pactif i(i=0,1,...,m); ot (6 =08Y,0}, ...,0M ) Les parts peuvent étre positives ou négatives suivant
qu’elles correspondent & un achat ou & une vente.

Une stratégie de portefeuille est la donnée des processus {(0!).r;i € [0,m]}, représentant les
quantités investies dans chacun des titres. Nous allons définir pour commencer les stratégies simples,
pour lesquelles la composition du portefeuille ne change qu'un nombre fini de dates appellées dates
de trading. En temps discret, une stratégie quelconque est une stratégie simple; dans le cas général,
ce sont les stratégies qui permettent de faire la transition entre le discret et le continu.

Définition 4.2.1

Une stratégie simple de portefeuille écrite sur les titres de base est la donnée d’un ensemble fini

de dates de trading :
O={(ti);y;0=to <ty <ty<..<t,=T}

et de m + 1 processus {(0?)i<r;i € [0,m]} qui donnent la répartition des titres dans le portefeuille au

cours du temps

0r = g l1o,1(8) + oo+ 1y 1y 1 (0) + o4l 1y, 0 (8)

ol les variables ”Z sont Fy-mesurables.

La valeur financiére (liquidative) du portefeuille § est notée VO = (V) . A la date t, elle vaut
‘/;6 =< 5t;Pt >= Z(Sng
i=0
Remarque 4.2.2

Pour tout ¢ de l'intervalle |ty,tx1],0f = 0;,,, = nt; la partie investie de lactif i est donc Fy-

mesurable, c’est & dire ne dépend que des informations disponibles a la date de négociation précédente.
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On dit que le processus (0!);cr est prévisible.Le processus (V)ir est adapté. En temps continu,
comme les prix des actifs sont continus par hypothése, et que les stratégies simples de portefeuille
sont des processus continus a gauche, la valeur financiére d’un portefeuille simple est continue &
gauche.

b) Autofinancement

Entre les dates ¢ et tr,1, un investisseur qui suit la stratégie J place n}f unités dans actif P
Juste avant une renégociation, & la date .1, la valeur du portefeuille vaut : < ng, P, > : A Uinstant
tr.+1, U'investissuer forme un nouveau portefeuille, ¢’est & dire une répartition différente des poids des
différents actifs, a partir des informations disponibles & la date t;,;. Supposons qu’aucune somme
n’est investie (ou désinvestie) de maniére exogéne a l'instant ¢, ; la condition d’autofinacement se

traduit par :
<Ny P >=< nga1, Prgr >,
soit encore en mettant en évidence la variation des actifs entre les deux dates de renégociation
V2 i1 = V2 =<y, Py — Py, >.

Les variations d’un portefeuille autofinancant sont exclusivement dues aux variations du prix des
actifs.

Remarque 4.2.3

La condition d’autofiancement implique que la valeur du portefeuille n’a pas de sauts aux instants
de renégociation. Dans un modéle en temps continu, cela entraine que c¢’est un processus continu.
Notons d’ailleurs que la condition d’autofinancement est une condition nécessaire et suffisante pour
la continuité du processus de valeur d’un portefeuille. Ces propriétés sont synthétisées ci-dessous.

c) Condition d’autofinancement

Définition 4.2.4

(i) Soit (0,6) une stratégie simple de trading autofinangante. La valeur du portefeuille s’écrit
alors comme l'intégrale stochastique par rapport aux pris des actifs de base (P?)o<i<cm de la stratégie

simple de trading . Elle est caratérisée par :

‘/;5 :<5t7Pt>a
t

vj—v[f:f <6,,dP, > .
0

(ii) Extension

Si nous supposons maintenant que les prix des actifs de base sont des processus d’Ité et que ¢
est un processus vectoriel adapté, pour lequel 'intégrale stochastique (vectorielle) par rapport aux
actifs de base est bien définie, le processus ¢ est une stratégie de portefeuille autofiancante, de valeur
V2 si la condition d’autofinacement est satisfaite.

Le cas des processus d’It6

Nous avons une description plus précise de la valeur de la dynamique d'un portefeuille autofinan-

cant en termes de vecteur rendement et de matrice de volatilité.
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vy = 3 5P
=0
m m d o )
= QOPOrdt + Y SiPipidt + Y 3 81 P il AW
i=1 1=1j=1

5?Pt07"tdt < ((SP)t,/Lt > dt+ < (5P)t,Utth >

Il reste a éliminer §Y en utilisant 'équation d’autofinancement pour en déduire que la valeur du

portefeuille est solution de ’équation suivante :
d‘/;g = ‘/%Ttdt‘f‘ < (5P)t,,ut - Tt]- > dit+ < (6P)t70-tth > .

Posons m, = (0P); le vecteur de composants (6!P})™i =1, soit le vecteurs qui décrit les montants
wmwvestis dans les titres risqués.
1 est le vecteur dont toutes les composantes sont égales a 1.

Par conséquent,
d‘/t = d‘/tw = Tt‘/;gdt“‘ < Ty Ut — r1 > dt+ < T, O'tth > . (41)

Réciproquement, un processus (V;).<r, solution de I’équation (4.2.1) est la valeur financiére d’un
portefeuille autofinancant, correspondant a un investissement de (d7)™i = 1 dans les actifs risqués et
de P%(Vf - Y, 0LP}) dans le titre sans risque.

Remarque 4.2.5

L’équation différentielle linéaire (4.2.1) ayant une unique solution, la connaissance de linvestis-
sement initial et de la quantité investie dans les actifs risqués suffit a caractériser complétement la
valeur d’un portefeuille.

d) Stratégie admissible et arbitrage

Nous n’avons pas imposé de condition sur les signes des quantités 6!. Dire que 4! < 0, signifie
qu’'on a des dettes libellées en actifs a risques (par suite de ventes a découvert). Les emprunts et les
ventes & découvert sont donc permis, mais nous imposerons a la valeur du portefeuille d’étre positive
ou nulle & tout instant.

Définition 4.2.6

Une stratégie de portefeuille (V, ) est dite admissible si elle est autofinancée et si P— p.s. pour
tout i€ {1,...,m}, /T ‘Wé|2 ds < oo et V; >0 pour tout t dans 'interval [0;7].

L’investisseur doiot étre en mesure de rembourser ses emprunts & tout instant.

Une opportunité d’arbitrage ou plus simplement un arbitrage est un moyen de gagner de l'argent
sans aucun risque en particulier sans mise initiale. Cela se traduit par la définition suivante lorsqu’on
suppose que l'investisseur intervient durant la période [0,T'].

Définition 4.2.7

Une stratégie d’'opportunité d’arbitrage est une stratégie de portefeuille admissible de valeur

initiale nulle et de valeur finale non nulle.
Vi =0,
P[VE>0]=1,
IP’[{VTTr >0}]=0.
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La premiére condition signifie que 'on part de rien, la seconde que ’on est siir de ne pas perdre
d’argent et la troisiéme qu’avec une probabilité strictement positive on fait un réel profit.

On imagine sans peine que les gens qui tendent de réguler le marché cherchent & tout prix a
proscrire les opportunités d’arbitrage. En effet, si de telles opportunités sont admises le marché
ne tardera pas a «exploser». Une hypothése commune faite est donc celle d’absence d’oppotunité
d’arbitrage.

Dans les modéles continus, des hypothéses supplémentaires d’intégrabilité sont nécessaires pour
garantir ’absence d’opportunité d’arbitrage, car il existe des intégrales stochastiques qui sont des
arbitrages.

Nous supposons que I'ensemble A des stratgies admissibles est un espace vectoriel, qui contient
les stratégies constantes, et qui est stable par recollement au sens ou deux stratégies peuvent étre
recollées sur un méme ensemble A de F; en une stratégie admissible.

Il faut que 'ensemble A soit assez riche pour permettre I’évaluation de nombreux produits dérivés,
et pas trop gros pour éviter les opportunités d’arbitrage. Des hypothéses de type carré intégrable,

sur la valeur de portefeuille et les martingales associées sont en général suffisantes.

4.3 Exemple

Un probléme fréquent en finance consiste & donner un prix aux options. Une option européenne
d’achat, un "Call", de maturité et de prix d’exercice K, est un contrat qui donne le droit, mais
non l'obligation a son détenteur d’acheter une part de I'action au prix d’exercice K a la date T'. Le

vendeur de I'option s’engage donc & payer a son détenteur la somme & telle que :
§=(Sr-K) (4.2)

qui représente le profit que permet 'exercice de 'option. Plus généralement on peut imaginer un
actif contingent dont le bénéfice est une variable aléatoire positive £ qui dépend de (S;) g ,op- A quel
prix v vendre 'option 7 Le vendeur doit s’assurer qu’en vendant 'option au prix v a la date ¢t =0, il
disposera de la somme £ a la date t =T

Pour trouver v, I'idée fondamentale est la duplication : le vendeur vend l'option au prix v et

investit cette somme dans le marché. Il peut investir soit dans I'action qui suit le cours
t t
Sy = 5o+ / uS,dr + f oS,dW, , 0<t<T, (4.3)
0 0

soit dans un placement sans risque, dont le taux de rendement est fixe, égale a r, d’ou le prix d’une
part est donné par
Ry = Rye'™. (4.4)

Donc sa richesse a l'instant ¢ est V;, telle que

Vi=q@Si + piRy, (4-5)
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ol ¢; est le nombre des parts d’actions, et p; est celui d’actif sans risque, il s’en suit

av, = qdS;+pdR,

(4.6)
= Tpthdt + tht(,Udt + O'th).
L’évolution de la richesse ne dépend que de la variation des prix, et comme
Pl = Vi — quS;.
On obtient
dV; = rVidt + 0q,Se*-dt + ¢ SpodW.
Notons
Zt = +O'tht et 0 = %.
On a
d‘/; = T‘/;dt + Qtht + thWt7 (47)
et le vendeur veut obtenir Vp = £. L’EDSR (4.7), devient alors
T T
V=64 f (=rV, - 02,)ds - f Z,dW,. (4.8)
t t
On obtient ici une EDSR linéaire que I'on peut résoudre explicitement, d’ou
02
V= EF [gexp(—e(WT—wm5(T—t)—r(T—t))] , (4.9)
et comme v =V, on a
02
v=F [e‘TTf exp (—GWT + ET)] . (4.10)
On peut calculer cette espérance et on obtient la formule de Black-Scholes suivante
v = Sy®(d) - KeT®(d-oVT) , ot
(4.11)

ln(%)ﬂ“T 1 1 T W2
d = —I7= +3oVT | et @(z):ﬁ ¢z du.
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Conclusion

Les EDSR est une importantes classes des EDS dont le champ d’application est vraiment immense
et les mathématiques financiére sont 'un de ces branches d’applications. Notre future objet d’étude

en doctorat est I’étude des EDSR rigit par un mouvement Brownien fractionnaire.
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