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Résumé

Nous avons étudié le produit tensoriel entre deux espaces. Nous avons donné
quelques propriétés algébriques et topologiques, notamment, le dual. Nous avons

représenté quelques idéaux par des produits tensoriels.

Abstract

We studied the tensor product between two spaces. We have given some alge-
braic and topological properties, notably, the dual. We have presented some ideals

by tensor products.
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Introduction

Le sujet de ce mémoire est I’étude du produit tensoriel de deux espaces dans
le cas au espaces vectoriels et espaces de Banach. Ou divisons-nous ce travail en
quatre chapitres :

e Dans le premier chapitre, nous rappelons la définition des applications
linéaires et applications bilinéaires et donnons certaines de leurs propriétés,
et la définition de 'espace dual.

e Le but du le deuxiéme chapitre est de définir un produit tensoriel de
deux espaces vectoriels, nous donnons quelques propriétés et un example.
Nous caractérisons son dual algébrique.

e Dans le troisieme chapitre, nous étudions le produit tensoriel projectif, ou
nous démontrons que son dual topologique est isométriquement isomorphe
avec I'espace des applications linéaires nucléaires.

e Et dans le quatriéme chapitre, nous étudions le produit tensoriel injectif,
et prouvons que son dual topologique est isométriquement isomorphe avec

I’espace des formes bilinéaires intégrales.



Notations

L’espace vectoriel des applications linéaires de X dans Y.

Le dual algébrique de X.

L’espace vectoriel des applications linéaires continues de X dans Y.
Le dual topologique de X.

L’espace vectoriel des applications linéaires de X dans X.

L’espace de toutes les applications de X; x X, dans Y.

L’espace des applications bilinéaires de X; x X, dans Y.

L’espace des applications bilinéaires continues de X; x X5 dans Y.
L’espace des formes bilinéaires de X; x X, dans K.

L’espace des formes bilinéaires continues de X; x X5 dans K.

le produit tensoriel de deux espaces X et Y.

L’espace X ® Y muni de la norme 7.

Complétion de X ®, Y .

L’espace X ® Y muni de la norme ¢.

Complétion de X ®.Y .

L’espace des formes bilinéaires bornées intégrales.

L’espace des applications nucléaires de X dans Y.



Chapitre 1

Applications linéaires et

bilinéaires

1.1 Applications linéaires

Définition 1.1. Soient X et Y deux ensembles, on dit que U est une application de
Xdans Y. Si EC X et F CY, l'image U(E) de E et l’image réciproque U~(F)
de F sont définies par :

UE)={U(x):2€E}, UYF)={x:U(x) € F}

Définition 1.2. Soient X et Y deux espaces vectoriels sur le méme corps commu-
tatif K. On dit qu’une application U de X dans Y est linéaire, si, pour tout couple

(z,y) de vecteurs de X et pour tout couple (o, ) des scalaires,
Ulas + By) = aU(z) + BU(Y).

On dit aussi que U est un morphisme d’espaces vectoriels.

On appelle forme linéaire sur X une application linéaire U : E — K.

Notation 1.1. L(X,Y), l’espace des application linéaires de X vers Y.

8



1.1 CHAPITRE 1. APPLICATIONS LINEAIRES ET BILINEAIRES

Définition 1.3. Soit X un espace vectoriel sur K. L’espace vectoriel :
L(X,K)

des applications linéaires de X vers K, est appelée le dual algébrique de X, et noté

X'

Définition 1.4. Soient X et Y deux espaces normés sur le corps K. Une applica-

tion linéaire U : X — Y est bornée si :
Jc > 0,Vr € X, ||U(z)| < cflz]].

Proposition 1.1. X et Y deux espaces normés sur K et U € L(X,Y). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1) U est continue sur X.
2) U est continue en 0.

3) U est bornée sur la boule unité fermée By.

4) Je>0,Vre X :
1U ()] < ell]].

Démonstration.
1 = 2) On a U continue sur X donc U est continue en 0.

2 = 3) On a U continue en 0, donc
da>0Vre X, |lz|| <a=||U(z)] <1
Soit © € By, donc

[zl < 1= Jlaz| < o= [[U(az)| <1.

9



CHAPITRE 1. APPLICATIONS LINEAIRES ET BILINEAIRES 1.1

Or U est linéaire, alors

a|lUz)| < 1= [[U()]| <

1
=
On déduit que U est bornée sur By.

3 = 4) On a U bornée sur By, donc
de>0,Vee X, ||z|| < 1= ||U(x)| <ec
Soit z € X/{0}, alors

‘WIWH 1= U2l < e

HH
Or U est linéaire, alors
HHWK)H<C¢HU(N<CWH
La relation reste valable pour x = 0, donc
Vo e X, |U(x)]| < ¢l
4=1) Ona:
Vo,y € X, |U(z —y)l| < cllz —yl|.
Or U est linéaire, donc
Vo,y € X, |U(z) = U(y)l < cllz -yl
D’ou U est lipschitzienne sur X. On déduit que U est continue sur X. O

Notation 1.2. L(X,Y), l’espace des applications linéaires continues de X dans

Y.

10



1.1 CHAPITRE 1. APPLICATIONS LINEAIRES ET BILINEAIRES

Définition 1.5. Soit X un espace vectoriel normé sur K. L’espace :
L(X,K)

des formes linéaires continues de X dans K, est appelée le dual topologique de X,

et on le note par X*.

Exemple 1.1. On a :

Ve feC(0,1]), [FO)] < [flloe;
donc Uapplication linéaire f — f(0) est continue sur (C([0,1]), ||.|/c0)

Proposition 1.2. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés. Si X est de

dimension finie alors toute applications linéaires de X dans Y est continue.
Démonstration. X est de dimension finie donc toutes les normes sont équivalentes
sur X donc on peut considérer X muni de la norme ||||co-

e Si X = {0} alors U = 0 donc U est continue sur X.

e Sinon, soit (ey, es, ..., €,) une base de X et x = kzz Arer € X donc :

1U()] = 1] kﬁ: AU (en)l| < i [ARIIU (er) || < (Xn: 1U (ex) D]l o-

k=1 k=1

D’ou U est continue sur X. O

Définition 1.6. On dit qu’un espace normé X est complet si toute suite de Cauchy
de X est convergente dans X. Un espace vectoriel normé qui est complet s’appelle

espace de Banach.

Définition 1.7. Soit X un espace de Banach.

e La topologie faible est la topologie la plus faible sur X rendant continues toutes

les applications ¢ € X*. On la note o(X; X").

11



CHAPITRE 1. APPLICATIONS LINEAIRES ET BILINEAIRES 1.2

e La topologie faible—x est la topologie la plus faible sur X* rendant continues toutes

les applications ¢.,x € X . On la note o(X*; X).

Théoréme 1.1. L’ensemble
By« ={p € X", [lp|x- <1}

est compact pour la topologie faible—x o(X*; X).

1.2 Applications bilinéaires

Définition 1.8. Soient X et Y deux espaces vectoriels sur K. On dit qu’une appli-
cation B de X XY dans un espace vectoriel Z sur K est bilinéaire si elle satisfait

les deuz conditions suivantes :

a) Pour tout élément x de X, l'application x — B(x,y) est une application linéaire

de X dans Z;

b) Pour tout élément y de Y, Uapplication y — B(x,y) est une application linéaire
de Y dans Z.

Lorsque Z=K, on retrouve la notion d’une forme bilinéaire.

Exemple 1.2. soit L(X) L’espace vectoriel des endomorphismes d’un espace vec-
toriel X sur K. L’application (U, V)— UV est une application bilinéaire de L(X )X
L(X) dans L(X).

Définition 1.9. Soient X et Y deuzr espaces normés sur le méme corps K. On
appelle espace normé produit (X XY, |.||xxy) Uespace vectoriel X x'Y des couples

(x,y) € X XY avec x € X ety €Y, muni des opérations usuelles
(r,y) + (", y) = (x+ 2",y +v) et Mz,y) =z, \y)
et avec la norme

Gz, )y = max([[z]], [[y]])-

12



1.2 CHAPITRE 1. APPLICATIONS LINEAIRES ET BILINEAIRES

Définition 1.10. Soient X,Y et Z trois espaces normés sur le corps K, et X xY
muni de la norme produit. Une application bilinéaire B : X XY — Z est bornée

st
Jc > 0,Ve € X,Vy € Y, || B(z,y)|| < cllz|||yl|-

Proposition 1.3. Soient X, Y et Z trois espaces normés surK et B: X XY — Z
une application bilinéaire. On considére X XY muni de la norme produit. Les

assertions suivantes sont équivalentes :
1) B est continue sur X x Y.
2) B est continue en (0,0).
3) B est bornée sur la boule unité fermée B((0,0),1).

4) Je>0Vere X,YyeY :

1Bz, y)|l < cllzfllly]l-

Démonstration.
1= 2) On a B continue sur X x Y donc B est continue en (0, 0).

2= 3) On a B continue en (0 ,0) donc
30> 0,¥(z,y) € X x Y, | (2,p)ll < o = [ Ble,y)ll < 1.
Soit (x,y) € B((0,0),1) donc
Il <1 oyl < a = Bl y)] < 1.
Or B est bilinéaire sur X x Y donc
9 1
o”||B(z,y)| < 1= ||B(z,y)|| < el
On déduit que B est bornée sur B((0,0),1).

13



CHAPITRE 1. APPLICATIONS LINEAIRES ET BILINEAIRES 1.2

3= 4) On a B bornée sur B((0,0),1) donc
Ik > 0,V(z,y) € X XY, ||(z,9)]| <1=|B(z,9)| < k.
Soit (z,y) € X x Y. Six #0 ety #0 alors

RIS lell ]
1™ gl = maxCpgg ) =&

Donc

1
I1B(—
(I HyH

Or B est bilinéaire sur X x Y donc

< k.

1Bz, y)|| < k= 1Bz, y)| < kll[lyll-
el yl

Siz=0ouy=0alors B(x,y) = 0 car B est bilinéaire donc
1Bz, y)|| = 0 < kflz([[lyl
On déduit que
V(z,y) € X x Y, [|B(z,y)|| < k[l

4= 1) Soit (x,y) € X XY et (z,,y,) € (X xY), n € N telle que (x,,y,) — (z,y)
donc yz,, - x et y, = y. On a
B(xn7yn> - B(xay) = B(xmyn) - B($n7y) + B(mnay) - B(x,y)

= B($n7yn - y) + B(xn - x,y)-
Donc
< kllzallly. — yll + Ellyllllzn — 2|

Orz, - zety, - ydoncx, —2z — 0, y, —y — 0 et (x,) bornée donc
|B(zp,yn) — B(z,y)|| — 0 d’ou B est continue en (x, y). On déduit que B est

continue sur X x Y. O

14



1.2 CHAPITRE 1. APPLICATIONS LINEAIRES ET BILINEAIRES

Exemple 1.3.

1) Soit X espace vectoriel normé sur K. Le produit externe sur X, (A, x) — Az, est

une application bilinéaire continue sur K x X. Car :
VA e K\ Ve € X, || \x|| = |Al]]z]].

2) Soit X un espace pré-hilbertien réel. Le produit scalaire, (x,y) — (x,y), est con-
tinue sur X2. En effet, c’est une application bilinéaire sur X? et d’aprés 'inégalité

de Cauchy-Schwarz :
Va,y € X, [z, )| < llzllllyll-

3) Soit A une algébre normé sur K. Le produit sur A ,(x,y) — zy est continue sur

A?. En effet, c’est une application bilinéaire sur A* et :
Va,y € A, |zyll < [lz]|ly]l-

Proposition 1.4. Soient X,Y et Z trois espaces vectoriels normés. Si X et Y
sont de dimension finies alors les applications bilinéaires de X XY dans Z sont

continues sur X x Y.

Démonstration. X et Y sont de dimensions finies donc par équivalence de normes
sur chaque espace on peut considérer X et Y munis de la norme ||.||«.
Soit B : X x Y — Z bilinéaire. Si X = {0} ou Y = {0} alors B = 0 donc B est

continue sur X. Sinon, soit (z1, ..., z,) une base de X, (y1, ..., y,n) une base de Y ;

=Y Mt eX, y=> py €Y

k=1 =1

15



CHAPITRE 1. APPLICATIONS LINEAIRES ET BILINEAIRES 1.2

Donc
IB(z,y)| = 1B Maw, D piys)|l
k=1 i=1
k=11=1
< > el Bk, i)
k=11i=1
< Q-2 IBEew) D2 llso [yl so-
k=11=1
D’ou B est continue sur X x Y. OJ

Proposition 1.5.

1. Pour tout espace vectoriel Y sur K, les applications bilinéaires de X1 x Xo dans
Y constituent un sous-espace vectoriel, noté B(X1 x Xo,Y), de lespace vectoriel
F(X; x X5,Y) de toutes les applications de X, x Xo dans Y.

Lorsque Y=K, par B(X; x X»).

2. Soient Y et Z deux espaces vectoriels sur K, B une application bilinéaire de
X1 x Xy dans Y, et U une application linéaire de Y dans Z. Alors U o A est une

application bilinéaire de X, X Xy dans Z.

3. Soient Xi et X; deux espaces vectoriels sur K, B une application bilinéaire de
X1 X Xo dans un espace vectoriel Y sur K, Uy une application linéaire de X{
dans X et Uy une application linéaire de Xé dans Xo. Alors Uapplication qui a
tout élément (x), xy) de X, x X, associe élément A(U,(z}),Us(x3)) de Y est une

application bilinéaire de X, x X, dans Y.

16



Chapitre 2

Produit Tensoriel

2.1 Espaces quotients

Définition 2.1. Soit X un espace vectoriel et G un sous-espace de X. Alors le
quotient de groupes abéliens X /G, dont l’ensemble est {v + G |z € X}, est un

espace vectoriel sur le corps K, appelé espace quotient, muni de la loi interne :

+:X/GxX/G — X/G

(z+G2'+G) = +G)+ @ +G)=@x+2")+G
et de la loi externe

= KxX/G - X/G
Nz+G) = A (2+G) =) +G.

Le homomorphisme

X — X/G

xr = x+G
est appelé application quotient ou projection canonique.

17



CHAPITRE 2. PRODUIT TENSORIEL 2.2

2.2 Définition du produit tensoriel

Soient X et Y deux espaces vectoriels sur le méme corps K. On note [X x Y|
I’espace vectoriel sur K des combinaisons linéaires d’éléments du produit X x Y.
Plus précisément :

(X xY]={ > Aaylz,y)/A partie finie de X XY, A, € K}.
(z,y)€A
On note G le sous-espace vectoriel de [X x Y| engendré par les éléments de la
forme :
(D0 e, D mgy) = D Aapiy(@,y).
(zeAy y€As (z,y)€A

Nous allons identifier ces éléments a zéro, c’est-a-dire qu’on définit :
XY =[XxY]/G.

Définition 2.2. L’espace vectoriel X ® Y est appelé le produit tensoriel de X par
Y sur le corps K.

Notons alors ¢ 'application qui & (z,y) fait correspondre sa classe, qu’on note
encore = ® y. Soit ¢ la restriction a X x Y de la surjection canonique de [X x Y|

sur son quotient X ® Y.

Proposition 2.1. Soit Ay (resp. As) une partie finie de X (resp. de Y).

(1) les éléments x @y forment un systéme de générateurs de X @ Y.
(2)
(X Az)® (X my) = > Az ®y).

r€A; y€Az (z,y)€A1 X As
La relation (2) peut encore s’exprimer en disant que l'application ¢ est bil-

inéaire. En particulier d’apres la relation (2) on peut écrire :

(A7) @ (py) = Mu(z ® y),

18



2.3 CHAPITRE 2. PRODUIT TENSORIEL

ce qui, sachant que les éléments r ® y engendrent X ® Y, nous permet d’écrire

tout élément de X ® Y sous la forme :

U= Z T QY;

(z,y)eA

ol A est une partie finie de X ® Y. Cette écriture n’est pas unique comme :
(11 +22) QY =21 @Y + 22 D Y.
Proposition 2.2. L’application ¢, avec

P XxY = XQY

(,y) = z®y

est une application bilinéaire vérifie :

(1) Distributivité par rapport a la somme :

Ve, € X,)Veo e X,Vy €Y :

(T1+22) QY=Y+ 220y
Vee X,Vy, e Y,Vy, €Y :

@Y1 +1) =@y + Ry
(1i) Associativité relative a la loi externe :

Mzey) =)@y =12 (\y)
(1)) Ve € X,Yy €Y :

IRy=2®0=0

19



CHAPITRE 2. PRODUIT TENSORIEL 2.3

2.3 Applications bilinéaires et produits
tensoriels

Nous en arrivons alors au coeur du sujet, c’est-a-dire la correspondance entre
application bilinéaires sur X x Y et application linéaire sur X ® Y. Nous allons

noter L(X ® Y, Z) I'ensemble des applications linéaires de X ® Y dans Z.

Théoréme 2.1. L’application ¥ définie sur L(X ® Y, Z) par ¥(b) =bo ¢ est un
isomorphisme de L(X ® Y, Z) dans B(X x Y, Z).

Démonstration. Soit b€ L(X ® Y, Z) et B = V(b) = bo ¢. B est une application
bilinéaire et que l'application ¥ est linéaire. Cette application est injective, en

effet, si ¥(b) = 0, c’est que
boo(x,y)=0; Vre X,yeY,
c’est-a-dire
bzey) =0, Vaye X®Y.
Comme ces derniers éléments engendrent ’espace X ® Y, c¢’est que
b=0

L’application ¥ est aussi surjective. En effet, soit B € B(X x Y, Z). Pour tout élé-
ment u € X ®Y définissons b(u) de la fagon suivante : on prend une représentation
de u sous la forme u = 3>, )ca Az yT ® y et on pose
b(u) = D AuyB(z,y).
(z,y)€A
cette fagon de définir b(u) est bien indépendante de la représentation choisies pour

u en vertu de la définition de G. On a bien trouvé b tel que
U(b) = B.

20



2.3 CHAPITRE 2. PRODUIT TENSORIEL

m
Ainsi le produit tensoriel de X et de Y est un espace vectoriel T qui vérifie :

Proposition 2.3. [l existe une application bilinéaire ¢ de X XY dans T de telle

sorte que :

(1) ¢(X xY) engendre T ;

(2) pour tout espace vectoriel Z, l'application V de L(T, Z) sur B(X XY, Z) définie
par U(b) = bo ¢ est un isomorphisme.

Cette propriété donne lieu au résultat universel suivant :

Théoreme 2.2. Soit V un espace qui vérifie Proposition 2.3 c¢’est-a-dire qu’il

existe une application bilinéaire 0 de X x'Y dans V' de telle sorte que :
(1) (X xY) engendre V;

(2) pour tout espace vectoriel Z, application & de L(V, Z) sur B(X XY, Z) définie

par &(c) = co @ est un isomorphisme . Alors V est isomorphe a X ® Y.

Démonstration. Soit 6 I'application bilinéaire de X x Y dans V' donnée par Propo-
sition 2.3. Si on prend W = X ® Y et si on considere 'application bilinéaire
¢ € B(X xY,X ®Y), alors par hypothese il existe une application linéaire ¢
unique de V' dans W telle que

cof = ¢.

Par ailleurs, d’apres ce qu'on a démontré sur les produits tensoriels, on sait qu’il

existe une unique application linéaire v de X ® Y dans V telle que
vogop=~0.
En conséquence
vocof=4¢.
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CHAPITRE 2. PRODUIT TENSORIEL 2.3

Mais par hypothese, (X x Y') est une partie génératrice de V. Donc I'application
voc est l'identité sur V. Pour la méme raison co v est 'identité sur X ® Y. Donc

¢ est un isomorphisme d’inverse v. O

Le théoreme suivant donne une autre interprétation de ’espace des applications

linéaires définies sur X ® Y a valeurs dans Z.
Théoréme 2.3. L'espace L(X ® Y, Z) est isomorphe a l'espace L(X, L(Y, Z)).

Démonstration. 1lsuffit de montrer que B(X XY, Z) est isomorphe a L(X, L(Y, Z)).
Pour cela, on définit 'application 7 qui a toute application bilinéaire B de X xY —

Z associe I'application linéaire U = 7(B) de X dans L(Y, Z) définie par :

U(x)(y) = B(x,y).

La linéarité de B par rapport a y implique bien la linéarité de 'application U(x) ce
qui preuve que U(x) est dans L(Y, Z)). La linéarité de B par rapport a = implique
la linéarité de U. 'application 7 a bien un noyau réduit a {0} c’est-a-dire qu’elle

est injective. De plus si f € L(X, L(Y, Z)) on peut construire

[, y) = f(@)(y),

qui est bien une application bilinéaire de X x Y dans Z vérifiant

T(f) =1,
c’est-a-dire que 7 est surjective. O

Corollaire 2.1. Dans le cas ou Z est le corps K, on obtient la formule suivante

sur les duauz :

(X®Y) ~ L(X,Y).

Le symbole ” ~ 7 signifie ’isomorphisme.
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Conclusion. On se retrouve avec 3 espaces isomorphes :

LIX®Y,Z)~B(X xY,Z) ~ L(X, L(Y, Z)).

2.4 Propriétés d’algebre linéaire du produit
tensoriel

Lemme 2.1. Soient y1,ys, ..., Yy, des éléments de Y linéairement indépendants. Si

> i@y =0;

i=1

alors t1 =19 = ... = x,, = 0.

Démonstration. Soit ¢ € X* une forme linéaire sur X. considérons 'application

linéaire f définie sur [X x Y| par :

f(x,y) = o(x)y,

comme f(G)=0 cette application nous permet de définir une application linéaire f

de X ® Y dans Y telle que :

flx@y) = f(r,y) = o(x)y.

On a alors :

c’est-a-dire :

et comme les y; sont linéairement indépendants les ¢(z;) sont nuls. Ceci a lieu pour

toute forme linéaire ¢, ce qui permet de conclure que les z; sont nuls. O
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Théoreme 2.4. Soient Ay une famille libre de X et Ay une famille libre de Y.

Alors la famille

(‘CE ® y)(m,y)eAl ><A2
est une famille libre de X ® Y.

Démonstration. On suppose que >, ye 4, x A, Azy) (T @ y) est une combinaison
linéaire et que cette combinaison est nulle. On peut alors écrire :
Yo Aaw@E®y) =3 (D Aeyr)®y=0.
(z,y)€A1 X A2 y€Az x€A

Comme la famille (y),ca, est libre on conclut que pour tout y € A; :

Z )\(gw)x = 0.

TEA]
Ce qui compte tenu du fait que la famille (x),c4, est libre implique que pour tout

x € Ay le coefficient \(, ) est nul. Alors pour tout z et tout y on a A, =0. O

Théoréme 2.5. Si Ay est une famille génératrice de X et Ay une famille généra-

trice de Y, alors la famille (x @ y)(z4)ca,xa, €st une famille génératrice de X @Y .

Démonstration. On constate en effet que tout élément x @ y(ouxz € X et y € Y)
s’écrit :

TRy = (2 W)@ (3 mw)

vEA; vEA]

= > um)(v@w).

(’U,V)EAl X Ao

]
Comme conséquence des deux théoremes précédents on a le résultat suivant :

Théoréeme 2.6. Si A, est une base de X et Ay une base de Y alors la famille

(T ® Y)(2)cA, x4, €5t une base de X @Y.
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Corollaire 2.2. Si X et Y deux espaces vectoriels de dimensions respectives m et

n , sur le méme corps K, alors dim(X @ Y) = dim(X)dim(Y) = m X n.

Corollaire 2.3. Tout élément u # 0 de X Y s’écrit sous la forme d’une somme

finie non vide :

Z Z; & Yi,
=1

ot les x; sont linéairement indépendants et les y; sont non nuls.

Démonstration. Soit (z;); une base de X et (f;); une base de Y. la famille (2;® f;); ;

est donc une base de X ® Y. Soit u un élément non nul de X ® Y. 1l s’écrit :
u=>Y XNz ® fi=> ;0 Nijfi)
,J i J

En posant y; = 37, Ai ; fi et en gardant dans la somme que les z; ® y; o1 y; est non

nul on obtient le résultat voulu. [
Proposition 2.4. Les proprié¢tés suivantes sont équivalentes pour
U=,y c XY :

(1) u=0.

(ii) Yy p(x)y(y) =0, Vo e X V€Y.

(iii) >y (xi)y: = 0; Vo € X'

(iv) iy xip(y;) =0,V € Y.
Démonstration. Soient v, deux formes linéaires sur X ; Y respectivement.

(i) =(ii) Supposons u = > z; ® y; = 0, pour la forme bilinéaire A(z,y) =
o(x)Y(y), u(A) =0, i.e.
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(i) = (i) 7y p(e)bu) =0, ¥ € Y/, done
Q,D(g;w(%)yi) =0,V ey = iz:go(xi)yi —0
(iii) = (iv) supposons S, ¢(x:)y: = 0,V € X', alors -
U ) = 0.9 €Y' = 3 ol () = 0

=1 i=1

alors

(iv) = (i) Voir [7] O

Proposition 2.5. Si Y = Fy & Fy un somme direct, alors X @ Y = (X ® Fp) &
(X ® F)

Démonstration. 11 est clair que X ® Y est engendré par les sous-espaces X ® Fj
et X ® F. 11 suffit de montrer que (X ® Fy) N (X ® Fy) = {0}.
Soit u € (X ® Fy) N (X ® F}), nous avons deux représentations de u :

u:ZviQ@yi = ij®zj,
j=1

=1

avec y; € Iy et z; € Fy. alors

Vo e X,u= ig@(w)yi = Z‘P(wj)zf

i=1 j=1

Mais Fy N Fy = {0}, alors

donc u=0. n
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Unicité du produit tensoriel :

Démonstration. Si ¢ : X xY — X ®' Y est une autre application qui satisfait
a la propriété universelle, alors il existe des applications linéaires (uniques) j :
XY 52 X@ Vet : XYV =5 X®Y vérifiant jodp = ¢ et j'o¢ = ¢, ie.
jlr®@y)=2® yet j(r® y) =z ®y. La linéarité entraine
IO z®y) =) 20y, JO @y =Y 1.0y (X yeY).
i=1 i=1 i=1 i=1
D’apres théoreme 2.1, on déduit que les applications j et j’ sont bijectives, in-

verses 'une de autre. ]

Théoréme 2.7. Pour S € L(X,E) etT € L(Y,F). On a :
Y= (S@T)(z®y)=(Sr)®(Ty) (reX,yeY)

est une application linéaire sur L(X @ Y,E® F).

2.5 Extension au cas de plus de 2 espaces
vectoriels

Théoreme 2.8. Si X, Y, Z sont trois espaces vectoriels sur le méme corps K,

alors :
(XRY)eZ~X®(Y®Z)

Démonstration. Nous allons définir un isomorphisme I' de (X ® V) ® Z dans
X ® (Y ® Z) en définissant les valeurs de I" sur une base.
Pour cela on prend une base (x;); de X, une base (y;); de Y et une base (z); de Z.

On sait qu’alors (z; ® y;);; est une base de X ® Y, et donc ((z; ® y;) ® 2i)ijx €st
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une base de (X ®Y)®Z. De méme (x; ® (y; @ 2) )i ;. est une base de X ® (Y ® Z).
On définit ' en posant :

I'((zi ®@y;) ® 2) = 2 @ (y; ® 2x).
L’application linéaire I' est un isomorphisme. O

Soient X1, ..., X,,, n espaces vectoriels sur le méme corps K. Notons
B(X; x ... x X,,,Y) lespace des application n-linéaires de X; x ... x X, dans un

espace vectoriel Z.
Théoreme 2.9. Nous avons l’isomorphisme suivant :
LX1®.0X,,Z2)~B(X; x..xX,,72).

Démonstration. On peut faire une récurrence. On sait que le résultat est vrai pour

2 espaces. En utilisant les isomorphisme :
LIX®Y,Z)~B(X xY,Z)~ L(X,L(Y,Z))
et I’hypothese de récurrence :
LXo®...®X,,Z)~B(Xy x..xX,, 7).
On obtient :

LX1®.0X,,7) ~ L(X;,L(X2®..0X,,2))

~ L(X1, B(Xy X ... x X, Z))

12

B(X1 X ... x X, Z).
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2.6 Dualité

Théoréme 2.10. L’espace X' QY peut étre interprété comme un sous-espace de
(X ®Y) par identification de l’élément o ®1p de X' ®Y" a la forme linéaire notée
encore p ® Y définie par :

(P @Y)(r@y) = p(x)P(y).

De plus on a Uégalité X' @ Y avec (X ® Y si et seulement si ['un deuzr espaces
X ou Y est de dimension finie.
Démonstration.

(1) Soit By l'application bilinéaire définie sur X’ x Y’ a valeurs dans B(X X Y)

par :

Bi(p,¥)(z,y) = p(z)(y).

(2) Notons L la forme bilinéaire Bi(p, ).

(3) En vertu du théoreme2.1, la forme bilinéaire L peut étre considérée une forme

linéaire [ définie sur X ® Y par :

Iz ®@y) =p(@)(y).

(4) Mais alors By apparait comme une application bilinéaire de X’ x Y’ dans l'es-
pace (X ® V). On peut donc de nouveau appliquer théoréeme 2.1 qui permet de
considérer B; comme une application linéaire by de X' ® Y’ dans (X ® Y)". On a

alors :

hi( Y (pev)ey) = > e@)(y).
(o)A (p,p)EA

L’application b; est injective. En effet, considérons un élément non nul de X’ ®

Y’. D’apres Corollaire 2.3 cet élément peut s’écrire Y ;o5 i @ ¥; avec des 1
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linéairement indépendants et des ¢; non nuls. La forme linéaire correspondante
b1 (Xicr pi ®10;) définie sur X ® Y correspond a 'application linéaire de X dans Y’
par by (Y ier wi(x)w;)( cf. Corollaire 2.1). Cette application n’est pas identiquement
nulle car les ¢; sont linéairement indépendants et les ¢; non nuls. En conséquence
le noyau de by est réduit a {0}. Par la suite on identifie b;(¢p ® ¥) & ¢ ® ¢ et on

considere donc que :
XY Cc(XeY)

Si les deux espaces X et Y sont de dimensions finies respectives n et m, alors comme
X'®@Y et (X®Y) on méme dimension m x n Uinclusion X' @Y’ C (X ®Y) se
transforme a une égalité.

Supposons que les deux espaces soient de dimension infinie. Nous avons vu que
tout élément u de X' ® Y’ peut étre identifié & un élément de (X ® Y)'. Ainsi
tout élément Y | p; ® ¢; de X' ® Y est un élément de L(X ® Y, K) et peut étre
considéré aussi comme 1’élément 6, suivant de L(X,Y") = L(X, L(Y,K)) :

Oz — O(z) =D i)

L’image 0;(X) est de dimension finie dans Y. Mais dans L(X,Y") = L(X, L(Y,K))
il existe des application dont I'image est de dimension infinie dans Y’. Donc X'®Y”’

ne peut coincider avec :
(X®Y) ~L(X,Y".

Supposons maintenant que X soit de dimension finie. Tout élément f € (X ® V)’
est déterminé par ses valeurs sur les x; @ y; ou la famille (;);—1__, est une base de

X et (y;); une base (éventuellement infinie ) de Y :

[l ®yj) = 2
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Soit (p;)i=1...n la base duale de (z;)i=1..., et pour chaque i € {1,..,n} soit @ € Y’

telle que ¥V (y;) = 2; ;. Dans ces conditions :
(D Pa @UY) (2 @ yi) = 2y,
a=1

ce qui preuve que :

f=Y pa®@v*eX' ®Y"

a=1
]
2.7 Produit de Kronecker
Soient de matrices A, de format (m,n) et B, de format (p, q)
A=(a;;)i=1,. mj=1,.n. €t B = (bri)k=1,. pi=1,..q
Le produit de Kronecker A ® B est la matrice définie par :
ClllB algB algB c. alnB
anB aypB ayxB ... a,B
AgB=| 2 - % ? , de format (mp,nq)
amlB amQB amSB amnB
Exemple 2.1.
0 5 0 5 0 5 05 0 15 0 10
L5 0| 3|5 0] 2[5 0 5 0 15 0 10 O
1 1 1 11 3 3 2 2
1 3 2 0 5 0 5 0 5 0 5 05 0 0 0 O
1 0 0|®[5 ol=[1]5 0] O|l5 0] O}5 0of[=][50 0 0 0 O
1 2 2 11 11 11 11 110 0 0 0
0 5 0 5 0 5 05 0 10 0 10
L5 0| 2|5 0] 2[5 0 5 0 10 0 10 O
11 11 11 11 2 2 2 2
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e Le produit n’est pas commutatif, mais il est distributif par rapport a 'addi-

tion des matrices

0B = 0,A®0=0
AR (B+C) = A®B+A®C
(A+B)eC = AC+B®C.

e pour tous réels a et b :

(aA) ® (bB) = ab(A ® B)

Le transposé :

(A® B)! = (A' ® BY)

Si A et B sont inversibles, A ® B 'est aussi :

(AeB)'=(A"'®B™)

Si A est de format (m,m) et B est de format (p,p), A ® B est de format

(mp, mp) et son déterminant est

det(A ® B) = (detA)P(detB)™
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Chapitre 3

Produit tensoriel topologique

projectif

3.1 La norme projectif
Soient X et Y deux espaces de Banach. On a
lz @yl < [lzflyll (3.1)

Soit w € X @Y. Si >I'x; ®y; est une représentation de u, d’apres inégalité

7

triangulaire :

n
lull < > llilllly:l-
i=1

Et donc

n
Jull < ing{ 3 sl
i=1
on prend l'inf sur toutes les représentations de u.

33



CHAPITRE 3. PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE PROJECTIF 3.1

Définition 3.1. L’application = de X ® Y dans Rt définie par :

w(w) = ing {3 loallall s w =S @ 91} (32

ot linf sur tous les représentations de u, s’appelle la norme projective. Et notons

ausst Txy(u), m(u; X @Y)

Proposition 3.1. Soient X et Y deux espaces de Banach . Alors w est une norme

de X QY et m(x®y) = |z||y| pour tout z € X,y €Y.

Démonstration.

(i) 7(Au) = | A7 (u).

C’est évident quand A\ = 0, supposons que A # 0. Si Y z;®y; est une représentation
i=1

de u alors \u = i (A\x;) ® y;, et donc on a :
i=1

) < 3 sl = 1Y sl
Puisque elle est vrai pour toute représentation de u, alors
m(Au) < A7 (u).
D’autre part :
m(u) = m1(A ) < A r(Aw) = M\ 7(u) < m(Au).

Alors w(Au) = | A7 (u).
(i) Inégalité triangulaire :7(u +v) < w(u) + 7(v).

Solentuetve X®Y avecu = Y 2;Qy;,v = > w; ®z; et soit € > 0, telles que :
i=1 j=1

n

> lzilllyll < m(w) +e/2
i=1

S sl < w(0) +2/2.

J=1
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n

m
Alors Y x; ® y; + Y w; ® z; est une représentation de u + v et donc :
i=1 j=1

m(u+v) < D llaallllyall + D llws izl < ww) +7(v) +e,¥e > 0
i=1 j=1
Alors 7(u +v) < 7(u) + 7(v).
(iii) 7(u) =0=u=0.
Supposons que w(u) = 0. Alors, Ve > 0 il existe une représentation i r; ®y; de
i=1

u, telle que :

n
2 llzillllyall < e.
i=1

Par conséquent, Vo € X*, ¢ € Y* on a :

n

| 2@yl < ellelll¢l.

i=1

Comme la valeur de la somme Y~ o(z;)9(y;) est indépendante de la représentation
i=1

de u, done 32 p(x)t(y;) = 0
=1

(iv) m(z @y) = [lz/y]

BOSw @ ul < X 1B @ w0l = 3 le(e)v )] < 3 il

=1

Ce qui implique que
|B(U)| <7mu),Vue XQY

Donc B est une forme linéaire bornée sur un espace normé (X ® Y, ). Par con-

séquent :

[z[[llyll = B(r @ y) < 7(z @y).
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Notation 3.1. Notons l’espace X ® Y muni de la norme projective ™ par
X ®,Y.

Et on note ’espace de Banach par :
X®,Y.

Soient S € L(X,W)etT € L(Y, Z). On sait qu'il existe une application linéaire
unique SRXT : X ®Y — W ® Z telle que
ST (r®y)=(Sr)® (Ty);Vr e X,y €Y.
Soit ue X ®Y avec u =>", z; ®y;. Alors

n

ﬂS®Tw»=wQ]&m®um»sHﬂwmﬁﬂummw

=1 =1
et alors

m(S @ T(u) < [ISINT 7 (w).
Donc S ® T est borné pour la norme projective sur X ® Y dans W ® Z et
IS@T| < ST
D’autre part :ona S®@T(x®y) = (Sz ® Ty). Alors
ISTITI < IS @]l
Et par suite
1S @ T = ST

Proposition 3.2. Soient S : X — W et T : Y — Z deux opérateurs. Alors il
existe un unique opérateur S @, T : X®,Y — W&,Z, tel que :

(S@,T)(z®y)=(S7)® (Ty),Vr € X,y €Y.
De plus,

15 &= Tl = [ISIHITI-
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Soit X un espace de Banach. Soit ¢; 'espace des suites (a,)nen telles que la

série > a, soit absolument convergente. On munit ¢; de la norme définie par :
[o.¢]
Va = (a,) € l1: |al|=>_ |aal|
n=1

Pour a € ¢} et x € X, le tenseur élémentaire a®x correspond a la suite (a,x) C X.

Cette suite est absolument sommable, car :

) 00
> llanzl < (3 lan])2].
n=1 n=1

En d’autres termes, a ® = appartient a l'espace de Banach ¢1(X)( l'espace des

suites absolument sommables su X), muni de la norme :

Nl = i ]l

Ainsi , il existe une application linéaire J : {; @ X — ¢1(X) vérifie J(a®z) = (a,z).

m
Si Y a; ® x; est une représentation de u € {1 ® X, avec a; = (a;p)n, alors
i=1

HJ(U)”l = Zamxz ||1 = Z H Zamxz n |

i=1 n=1 =1
o0 m m o0
< > amai|l = YO |awm]) |||
n=1i=1 i=1 n=1
m

= 2 llaallll,

donc

[T ()l < Z llaalll:l]-

Elle est vrai pour tout représentation de u, donc
[T ()l < 7(w).

D’autre part, soit Y., a; ® x;, une représentation de u. Alors J(u) = (u,), avec

Uy = Yty i@y, Supposons que la série Y >° | e, ® u,, converge vers u sur
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{1 ®,. X, avec e, base de /; unitaire, notons la projection de ¢; sur les premieres
) 9 k

coordonnées k, telles que [[(a) = 3%

n=1

anen, On a [[, — a quand k — oo

k m k m
Tu—> e, Qu,) = 7) a;Qx— Y Y €, aint;)
=1 =1 n=11i=1

m

k
= ﬂ(Z((Li X x; — Z Qinn & xl))

i=1 n=1
m

= 7> (a; — [J @) ® z;)

—1

m’L
< > llai = [Tallllll,
i=1 k

k
Donc 7(u — Y €, ® u,,) — 0 quand k — co. Alors on a :

n=1

() = “2 0 ® ) < i letall = 175

Alors I'application linéaire J : {1 @, X — £1(X) est une isométrie.

3.2 L’espace dual de X&,Y

Notation 3.2. On note par B(X x Y,Z) lespace de Banach des applications

bilinéaires de X XY dans Z, muni de la norme
|B|| = sup{||B(z,y)| : « € Bx,y € By}.
Si Z =K, noté par B(X xY).

Théoreme 3.1. Soit B : X XY — Z une application bilinéaire bornée. Alors il

existe un opérateur B : X&.Y — Z satisfait

B(x®y) = B(z,y); YVreX,ycY.
Et 'espace B(X x Y, Z) est isométriquement isomorphe a l'espace L(X®,Y, Z).
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Démonstration. 11 existe une application linéaire unique B : X ® Y — Z satisfait

B(x®y) = B(z,y);Vz € X,y €Y.

Pouru=>7" 2,0y, € X®Y ona:

n

1B = (1> Blxi,y)ll < IBIY Nllllyall-
i=1 i=1
Elle est vrai pour toute représentation de u, alors
1B(w)| < || Blx(w).
Donc B est bornée dans X @ Y et satisfit
18]l < [|B]-
D’autre part :

1B, y)ll = 1Bz @ y)ll < | Blllly].

Donc

1Bl < |IB].
Et par suite

1B = I

O
Donc on a :
B(X xY,Z)=L(X&,Y,Z).

Le symbole ” = 7 signifie isométriquement isomorphisme entre les deux espaces.
SiZ=K:

B(X xY)=(X&,Y)".
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La forme bilinéaire bornée B de B(X X Y, Z) est une fonctionnelle linéaire sur

X&®,Y donnée par

n

<i1$z ® y;, B) = ZB(%,Z/@‘)-

=1

Cette dualité donne une nouvelle formule a la norme projective :

m(u) = sup{|{u, B)| : B € B(X xY),||B| <1}. (3.3)

3.3 Définition des applications nucléaires

Définition 3.2. Si X et Y sont des espaces de Banach. On note N(X,Y) le
sous-espace J(X*®,Y) de L(X,Y). Les éléments de N'(X,Y) sont dits opérateurs

nucléaires, avec J est un opérateur définie par :

J:X'0.Y = L(X)Y)

u — L,: X—>Y
ol

U = Z On @Yn, Lu(z)= Z ©On () Yn-
n=1 n=1
L’espace N (X,Y) muni de la norme nucléaire :
[ee) e}
TNy = inf{ leallllyall : T(2) = >_ @n(@)yn},
n=1 n=1
avec (@) et (yn) des suites bornées dans X* et'Y respectivement telles que
> lenllllynll < oo
n=1

Et on a :
N(X,Y) = X*®,Y/ ker J
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3.3 CHAPITRE 3. PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE PROJECTIF

ou
ker J = {u € X*®,Y : L,(z) =0 Vre X}

Proposition 3.3. Soient S : X — Y un opérateur nucléaire, T € L(W,X) et
Re L(Y,Z). Alors RoSoT est un opérateur nucléaire et

[RoSoT|n < [RIISINITI-

Démonstration. Le diagramme commutatif

T®R

X*@,Y W*&.Z
J J
(S— RoSoT)

L(X,Y) LW, Z)

( car les 2 applications de X*®,Y dans L£(W,Z) que définit ce diagramme sont
continues, et coincident pour Sy € X* ®, Y de la forme 2’ ® y).

Donc, si S est nucléaire; Sy étant élément de X®Y; tel que J(S;) = S, on a
(T ®@ R)Sy € W*@,Z et

RoSoT =J(("T® R)(Sy)),
donc R o S oT est nucléaire. compte tenu de ce que

"7 ® Rl = [IT(E],

on a
_ : t
[foSoT| = inf (T@R)S)
.
< dnf RIS
=[RSV T
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Chapitre 4

Produit tensoriel topologique

injectif

Définition 4.1. Soient X, Y deux espaces de Banach et S un opérateur borné de

X dans Y. L’adjoint de S, noté S* est l'opérateur borné de Y* dans X* vérifiant
Vee X,Vy e Y": (S(z),y") = (x,5"(z")).

Théoréme 4.1. Soient X et Y deux espaces de Banach. L’application de LX,Y)
dans L(Y*, X*) qui a S associe son adjoint S* est isométrique(i.e. :||S|| = [|S*||

pour tout S € L(X,Y)).

Démonstration.
ISleceyy = sup 1)l

flzlI<1

= sup( sup |<y*,5(1’)>|)
llzll<1 [ly*|I<1

= sup (sup [(S*(y"),z)|)
ly <1 |l=]|<1

= sup [|[S*(y")||
lyll<1

= [[S™[|cey=x-
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4.1 CHAPITRE 4. PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE INJECTIF

4.1 La norme injective

Siu=77,x ®y;, la forme bilinéaire associée est donnée par

n

Bu(p,¥) = > (i) (y:).

i=1

Définition 4.2. L’application ¢ de X @ Y dans R™ définie par :
“(u) = sup{] 3 ol (u)| ¢ € B € B} (4.)

s’appelle la norme injective.

Notation 4.1. notons aussi exy(u) ou e(u; X @ Y).

Notation 4.2. Notons l’espace X ® Y muni de la norme injective € par
X®.Y.

Et on note ’espace de Banach par :
X&.Y.

Puisque X ®.Y est un sous-espace de B(X* x Y*), 'espace X®.Y est un fermé
dans B(X* x Y*), ou dans £(X*,Y) ou dans £(Y*, X). L’espace X®.Y peut étre
considéré comme un sous-espace de 'espace B(X* x Y*), ou de I'un des espaces
des opérateurs L(X*,Y) ou L(Y*, X).

X®.Y CB(X*xY"), LIX*Y), oul(Y*, X).
Proposition 4.1. Soient X et Y deux espaces de Banach.
(a) e(u) <m(u), YVue X®Y.
(b) e(z®@y) = [lz[l[[yll, Vre X, VyeY.

(c) Sipe X*, 9 €Y*, alors o ®1) est une forme linéaire bornée sur X®.Y et

lp @9l = llelllll
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CHAPITRE 4. PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE INJECTIF 4.1

Proposition 4.2. Soient S : X — W et T : Y — Z deux opérateurs. Alors il
existe une unique opérateur S . T : X®.Y — W&.Z telle que :

S@T)z®y)=(Sr)® (Ty), VreX,VyeY.
De plus
1S ®: T = ISIITII-

Démonstration. Soit 'opérateur ST : X ®Y - W ® Z. Siu = i x; ®y;, alors
i=1

wz((SETIW) = supfl 3 @lSe)u(Tul € Bu-, v € B}

= sup{| D _(S*0)x:(T*)yi| - ¢ € Bw+, 1) € Bz}

i=1

IS lex v (u)

IN

< ST llex,y (u).

Donc S ® T est bornée. D’autre part : Ve > 0, on peut choisir x € Bx et y € By

tels que :
ST =) < [ISz]]
1T —e) < [[Tyll.
Alors
fr®y) < 1
ISIITI1—2)* < e((SeT)(z®y),
et donc

ISINITI < IS @ T|.
Par conséquent

IS @ T = S|
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4.2 CHAPITRE 4. PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE INJECTIF

L’opérateur S ® T admet un unique extension, avec la méme norme,au produit

tensoriel complet, on définie S ®. T" pour étre cette extension.

4.2 L’espace dual de X®.Y

La formule (4.1), nous permet d’écrire u comme une fonction continue sur
le compact Bx+ X Byx. Donc, nous avons un monomorphisme de X ®. Y dans

C(Bx+ X By~), ce monomorphisme prolonge & la complétion
X®€Y C C(Bx* X By*)

Le théoreme de Hahn-Banach nous permet de considérer une forme linéaire bornée
sur X®.Y comme forme linéaire bornée sur 'espace des fonctions continues. Alors
le théoreme de représentation de Riesz montre que l'action de cette forme est
donnée par intégrale par rapport a une mesure convenable. Pour voir ¢a, supposons
B une forme bilinéaire bornée sur X x Y, la forme linéaire B est bornée pour la
norme injective. Alors B prolonge & une forme linéaire sur C(Bx- x By-) avec la

méme norme. Cette forme donnée par

wB) = [ ule)dulp ) ueXdY (42)

ou u est mesure de Borel.

Et || B|| = |||, avec ||p]| est la norme variation de p. En particulier,
Boy) = [ ¢@u@due.y) YreX yeY, (43)
Bx* XBy*

Inversement, si p est une mesure de Borel réguliere sur By« X By«, on peut définir
une forme linéaire bornée sur X®.Y par (4.2) et la forme bilinéaire correspondant

B satisfait (4.3). De plus,
IBII < [lell-
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CHAPITRE 4. PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE INJECTIF 4.2

Proposition 4.3. Soit B une forme bilinéaire sur X x Y. Alors B est une fonc-
tionnelle linéaire bornée sur X®.Y si et seulement si il existe une mesure de Borel

réguliere p sur l’espace compact Bx+ X By~ telle que

Blo,y) = [ P(e)(y)du(p, ) Vo€ X, Yy €Y.

Bxx X By*

De plus la norme de B donnée par :
| B = inf |||,
ot on prend linf sur [’ensemble des mesures qui correspondent a B.

Une forme bilinéaire sur X x Y est dite intégrale si la forme linéaire sur X ® Y
(B) qui lui est associée est continue sur X&.Y. L'espace des formes bilinéaires

intégrales est donc le dual de X®.Y . La norme intégrale définie par
[1Bll; = inf ],

L’inf sur tous les mesures de Borel réguliéres sur By« X By« qui satisfont 4.3.
L’espace de Banach des formes intégrales avec cette norme on le note par B;(X X

Y). Ainsi, on a
(X®.Y) =B (X xY).

Proposition 4.4. Si B une forme bilinéaire intégrale dans X xY et S: W — X
et T : Z — Y deux applications linéaires bornées, alors la forme bilinéaire B’

définie dans W x Z par :
B'(w, z) = B(Sw, T=z),
est intégrale et

1Bl < I BISIHIT-
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