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Résumé

Q) ans ce projet, nous avons présenté la résolution analytique pour ['équation de la chaleur dans R et dans un
segment. Notre projet se décompose en deux chapitres :

= Fquation de la chaleur dans R,

v Fquation de la chaleur dans un segment.
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Introduction générale

‘equation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles parabolique, pour décrire le phénomeéne phy-
L sique de conduction thermique, introduite initialement en 1811 par Jean Baptiste Joseph Fourier, aprés des
expériences sur la propagation de [a chaleur, suivies par la modélisation de [‘évolution de la température avec des
séries trigonométriques, permettant une grande amélioration a la modélisation mathématique des phénomeénes en
thermodynamique.
Dans ce projet de fin d’étude, nous avons étudie ["équation de [a chaleur en une dimension d’espace qu’est
donnée par ['équation aux dérivées partielles suivante :

du 0%
E (‘I7t) =cC @(l’,t),

oL c? est une constante donnée, u est une fonction inconnue réelle de deux variables réelles T ett. cette fonction
= u (x,t) représente la température dans un conducteur de dimension un. Notre projet se décompose en deux
chapitres :

v Fquation de la chaleur dans R,

v Fquation de la chaleur dans un segment.



Chapitre 1

Equation de la chaleur dans R



1.1. TRANSFORMATION DE .#OURIER 3

1.1 Transformation de .#ourier

Soit une fonction f : R — R de carré sommable ¢’est-a-dire f € L? (R) :

=/ - FoF R

oo

Définition 1.1. La transformation de Fourier de f € L? (R) est définie par la formule
suivante
+00

F(f)w) =flw) = f(z) e~ da.

On dit que f (w) est la transformée de Fourier de f ().
Définition 1.2. Soit f(w) € L?(R). La transformation inverse de .Zourier de f (w) est
définie par la formule suivante :

R 1 oo

F-1 (f) (z) = f(z) = — (w) e“"dw.

T o o

On présente quelques propriétés de transformée de .#ourier qui sont importants dans ce
chapitre.

1.1.1 Propriétés de transformation de .#ourier

1. Soit f € L? (R). Par intégration par parties, on a :

F@=[ e

+o0

= e “Tf (1) J_rz +/ iwf (z) e “"dr
= iwF (f) (W),

ol le terme intégré est nul en +oo.

2. Par récurrence, nous avons :
F (f™) (w) = (iw)" F (f) (w), pour tout n € N.

3. Nous avons :

Liw=Fw= [ " (i) £ (2) el = F (—iaf (2)) (w)

Définition 1.3. Soit f et g de carré intégrable. La convolution de f et de g, notée f * g est
définie par la formule :
+oo

(f*g)(z) = fW)g(x—y)dy.

On dit que f est convoluée avec g.

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un



1.1. TRANSFORMATION DE .#OURIER 4

On voit que la convolution est commutative :

frg=gx*f
En effet, par le changement de variable s = x — y, on a ds = —dy et
+oo
(fxg)(x) = fWg(x—y)dy

- [Tae s

= (g% f)(x).

Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 1.1. Soient f,g € L' (R). Alors, on a :

F(fxg9)=F()F(9)

Démonstration. Par définition de la transformée de % ourier de la convolution, on a :

+00
Fifrg)i= [ Urpe) et

o0

=/%w€mx[jmf()( —y)dy| s
fly

/+oo “+o00

( posons x —y = s et dx = ds)

+oo +oo )
/ f ( ) —zw(s-i-y)dsdy
“+o00

( ) 7iwxdmdy

+o00
f@nﬂww/" g (s) e ds

—00

Corollaire 1.1.
FUfa)=F@sg). (L.1)

Exemple 1.1. Montrer que

F ((57”2) = \/EeWQ/(4“), a > 0.
a

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un



1.1. TRANSFORMATION DE .#OURIER 5

Démonstration. Par définition et par intégration par parties, on a :

F <e_‘”72) = f(w) = /_+OO e T gy,

oo
1, Y R N R 2
_ _.efzwzefax +— e (-2&.1') e~
—iw e w
2a [t 2 ,
= — e (—iz)e “adx
w —0oQ
2a
= —f"(w).
W)

Donc, on obtient ’équation différentielle séparable :

~

—2af" () = wf (W),

d’ou
df _ ; L2
7 =— aw@ln(f(w))-—ZMw + ky

ol k est donné par :

k=f(0)= / e W0 gy = / e “dr.

o0 o

Pour déterminer la valeur de k, nous avons le changement de variables en coordonnées po-
laires :
x=rcos(f) et y=rsin(f)

d’ou
2?2 +y* =1 et dady = rdrdf

+oo ) +oo )
/ e dx/ e dy
— 00 —0Q
+00 +00 9. o
= / / ema(=*+y )dxdy
— 00 — 00
+oo 27 )
/ re " dr
0
“+o00

0
)
27r/ re” " dr
0

“+o00

Alors, on a :

k,?

—(17‘2

e

0

Q323
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1.2. EQUATION DE LA CHALEUR DANS R 6

Donc, on obtient la réponse en prenant la racine carrée :

=\/§

O
Exemple 1.2. Montrer que :
Fl (6_“‘*’2> = \/i_e—”ﬁQ/(‘*a), a > 0. (1.2)
Ta

Démonstration. En utilisant Exemple [1.1} on obtient

F (e_%a> = \/ge_‘w?. (1.3)
On pose b = 1/4a dans (1.3), on obtient :

1 2
F! (e‘bw2> = —— @/ >,
VAamh ’

D’ou (1.2)). O

1.2 Equation de la chaleur dans R

Exemple 1.3. Résoudre le probléme de Cauchy suivant :

{ut:c%m, reRett>D0. (1.4)

u(z,0) = f(z),
ou f e L*(R).

Démonstration. La transformée de Fourier de I’équation de la chaleur par rapport & la va-
riable x est une équation différentielle séparable en t avec paramétre w :

Uy (w,t) = & (—iw)* i (w, 1) .
On intégre cette équation et 'on emploie la transformée de .% ourier de la condition initiale :
i (w,0) = f(w).

Donc, on a :

22t

i (w,t) = f(w)e

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un



1.2. EQUATION DE LA CHALEUR DANS R 7
Le second membre est le produit de deux fonctlons de w, donc sa transformée de .%ourier
inverse sera une convolution par les formules et .
u(x,t) = <}"_1f(w)> * (]—"_l (e_c ”2t>>
1 T 2
x2/(4c?t
+o0o
\/ 2t / fly)e gy
+oo
/ f /(40215) dy
\/ At
+oo
= f W) G (z—y,t)dy.
ou
G i L 15
— —= 4c4t
(:C y7 ) \/Me Y ( : )
est appelée la valeur de Green pour I’équation de la chaleur. O

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un



Chapitre 2

Equation de la chaleur dans un segment



2.1. PROBLEME DE DIRICHLET 9

2.1 Probléme de Dirichlet

On considére le probléme de Dirichlet suivant :

U = Uy, 0< x<lett>0 (2.1a)
w(0,t) =u(l,t)=0, t>0 (2.1b)
u(z,0)=f(x) f(x) € C? (2.1¢)

Ou (2.1a]) équation de la chaleur, (2.1b]) condition de Dirichlet et (2.1c)) la condition initiale.
La résolution de probléme (2.1al)-(2.1¢)) par la méthode de séparation des variables com-
porte trois étapes :

Etape 1 : Séparation des variables. Posons
u(x,t)=F(x)G(t) (2.2)
on obtient :

u, = G' (t) F ()

Uze = F" () G (t)
I'équation (2,1) s’écrit alors : G’ (t) F (z) = A F" (z) G (t)
G'(t)F(x) cF"(x)G(t)

G)F(x)  G(t)F ()

D’ou

nous donnent deux équation différentielles découplées :

F" (x) — AF (2) = 0
G'(t) = NG (t) =0

Etape 2 : Valeurs propres et fonctions propres.

u(0,t) =u(l,t)=0

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un



2.1. PROBLEME DE DIRICHLET 10

siA>0

r=+vA
F(z) = AeV™* 4 eV
F(0O)=A+B=0
F(l) = Ae¥™ + Be YN =0

= A=B=0

alors

Fz)=0=u(z,t)=0

siA=0

F(l):Cll:O:>01:CQ

alors

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un



2.1. PROBLEME DE DIRICHLET 11
Fz)=0=u(z,t)=0

siA=0et A>0

u (x,t) est nulle ce qui est exclu et contredit la condition initiale u (x,0) = f(x)

siA<O0

A= —p?
r? = —p* = r = FiP
F (z) = Acos Px + Bsin Px (2.3)

F(0)=AcosP(0)+ BsinP (0) =0

= A=0etF(0)=F(l)=0

F(l)=BsinPl=0= Pl=Fkm;k=1,2..

km

D’ou les valeurs de P, ;

puisque B sera multiple par la suite par une constante arbitraire,on peut prendre B =

1,donc :

km

F). = sin Tx

De méme de

Kez

G (t) — C*AG (z) = 0

G (t)+C*P*G(t) =0

G (t)

dG (t)
dt

=-C?’P’G(t)=0

=-C?’P’G(t)=0

K. Saiad & M. Gasmi

Equation de la chaleur en dimension un



2.1. PROBLEME DE DIRICHLET 12

dG (1) opay,
G C*P?dt =0

= InG () =—C*P%+InA

G(t) = Ae O™

— (P,0)* = — <k7”0>2

Gk (t) = Ak6_027r2

on a donc les fonction propres et les valeurs propres :

uy, (,1) = Fy (z) G, (1)
= sin kTWxAke_(h )2t

Etape 3 : Superposition des fonctions propres. on satisfait la condition initial par su-
perposition des fonction propres :

k=1 k=1
w(z,t)=> up(z,t) =Y Fi(z)Gx(t)
k=1
= Z Ay sin kTﬂme_(klwc) ¢

pour que

puisqueu (z,0) est représente par le développement de Fourier de sinus de la fonction

f(x)
alors les coefficient sont donnée par la formule :

T=22_9[T_|=y=1

Ak:—g/w f (z)sin <k—ﬂx) dx
T J_z {

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un




2.2. PROBLEME DE NEUMANN 13

Ay = %/ll f (z)sin (k%rx) dx

!
A = %/ f(x)sin (?w) dx
0

2.2 Probléme de Neumann

les condition :

du du
d’aprés (2,2)
du
bl —F
T t) = F (0 G )
du du
— t)=—(l,t) =
T =T =0

o1 a .

F(x) = Acos Px + Bsin Px
F'(z) = —APsin Pz 4+ BP cos Px
F'(0)=BP =0
= B=0

F (z) = Acos Px

La seconde équation F”(I) = 0 permet alors de calculer A on trouve :

F'(I) = —APsin Pl = 0

Pl=Fkmw

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un



2.3. PROBLEME AVEC CONDITIONS MIXTES 14

kelR

et

G (t) = Ae P

u(z,t) = Acos <k77rx) e~

= Acos (?:ﬁ) e_CQ(kTW)Zt

Les fonctions propres uy (z,t) sont les solutions

2.3 Probléme avec conditions Mixtes

les condition :

d’aprés (2,2)

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un



2.4. PROBLEME AVEC CONDITION DE DIRICHLET NON HOMOGENE 15

alors I'équation s’écrit sous la forme (2, 3)

F'(z) = —APsin (Pz) + BP cos (Px)
F'(l) = —APsin Pl + BPcos Pl =0

F(0)=A=0

donc

F'(I)=BPcosPl=0= cos Pl =0

2k+1)m 2k+1)7

- ==P=—"-
2 21

les fonction propres uy (x,t) sont les solution

= Pl =

2k+1)7
21

SERPRN(CEILA

P, =

Gy (x) = AeiCQ(%”) t

(2k+1)ﬂ)2t

uy, (z,t) = Cj,sin (%Tr&?) e~ (%

2.4 Probléme avec condition de Dirichlet non homogéne

Up = gy O0<z<l t>0

avec les conditions aux limites :

u(0,t) = A u(l,t) =B t>0 (2.4)
avec les conditions initiales
u(z,0)= f(x) O<z<L (2.5)

On transforme le probléme en deux problémes connus exprimons u (x,t) comme la somme
de deux fonctions v (x,t) et ¢ (x)

u(x,t) =v(z,t)+ ¢ (x)

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un



2.4. PROBLEME AVEC CONDITION DE DIRICHLET NON HOMOGENE 16

telles que v et o sont solution dans (2.1) et v satisfait les conditions aux limites homogénes
v(0,t) =0
et
v(l,t) =0
alors (2.1) devient
2

2
Vg = CUgy +C°@

et de (2.4) on a :

v (0,t) =u (0,t) — ¢ (0)

=0
)=Aet

et v (0,t
alors ¢ (

o~

2 2. 1
Vg = C Ugy + C

et de (2.4) on a :

v(lt) =u(l,t)—p()
v(l,t) =B —¢(0)

et

v(l,t) =0

Donc
p(l)=DB
pour que v soit solution de ce probléme il faut que :
(@) =0=¢(@)=ar+f
On déterminer « et § au moyen des conditions aux limites sur ¢ () :

pO)=f=A= =4
B—-A

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un



2.5. UNICITE DE LA SOLUTION 17

ce qui donne :

Enfin de la condition initiale (2.4) on obtient :

—B_Ax—A:niO;Ansin <nT7Tx>

l

puisque v est solution de (2.1) aux conditions aux limites v = 0 en = = [ alors
v(z,t) = ZA” sin (%x) et A\, = oam
A B—-A
An:?/ {f(x)— l x—A]sin(?aﬁ)da:
0

La solution est :

u(x,t) = i/ln sin (?x) e Mt B ; A:c + A
n=1

2.5  Unicité de la solution

Up = gy O<x<l t>0

la condition initial :

u(z,0) = f () O<z<l
et la condition aux limite :
uw(0,t) =u(l,t) t>0
On suppose que il y’a deux solution u; (z,t) et uy (x,t) tell que :

v(z,t) =uy (z,t) — ug (z,1)

alors

Uy = gy 0<x<lI t>0

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un



2.5. UNICITE DE LA SOLUTION 18

v(0,t) =0 v(l,t)=0 t>0
v(z,0)=0 0<z<lI

on concidére une fonction définie par 'intégral :

SR L
J(t)ZQ—CQ/Ov (z,t)dz

on a dirivé par rapport a tet on obtient :

depuis

v(0,t) =v(l,t)=0

l
J (t) = —/ v2dr <0
0
d’aprésla condition v (x,0) = 0 on a J (0) = 0 cette condition et J' (0) <0
J (t) est décroissante pour 0 < x <[ alors J (t) <0

mais par la définition de J ()
d’ou

J(t)=0 pour t>0

depuis v (z,t) est continue, J (t) = Oimplique que v (z,t) =0
par conséqent

v(x,t) =0= uy(x,t) —us (x,t) =0

= uy (z,t) = ug (x,1)

Alors la solution est unique.

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un



2.6. EQUATION DE LA CHALEUR NON HOMOGENE 19

2.6 Equation de la chaleur non homogéne

Uy = gy + F (2) O<z<l,t>0,
u(x,0) = f(x) 0<z<l,
u(0,t) = A u(l,t) =B t>0

On transforme le probléme en deux problémes connus exprimons u (x,t) comme la somme
de deux fonctions v (z,t) et ¢ ()

u(x,t) =v(x,t)+ ¢ (x)
on remplacant u (z,t) dans cette probléme alors
v = (Ve + ") + F (2),
et si ¢ (x) satisfait 1 équation
Fpae + F () = 0,

sinon v (z,t) satisfait I'’équation de la chaleur

u(z,0) =v(z,0)+¢ ()= f(2)
u(0,t) =v(0,t) +¢(0) = A,
u(l,t)=v(l,t))+¢()=B.

si ¢ (x) est une solution de probléme

Q"+ F =0,
v (0)=4,9() =B,
sinon
U = Py,
v (z,0) = f(2) — ¢ (2)
v(0,t) =0 v(l,t) =0

nous peuvons trouvé la solution de ¢(x)

K. Saiad & M. Gasmi Equation de la chaleur en dimension un
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