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Abstract

The main goal of this memory is the theorical study of the boundary non-linear
problem in a bounded Domain in R™ with a regular boundary T".

The results obtained for this reason are related to existence and uniqueness of a
weak solution.

This thesis is from the following chapter:

It refers to the problem of evolution governed by the equations of Navier-
Stockes in the case of homogeneous boundary conditions of Dirichlet-Neumann
and initial conditions. We search first the variational formulation of this problem
we are studying the existence of a week solution to this problem for which
dimension Domain n in R™ basing the Faedo-Galarkin techniques methods and
the method of compactness, and for dimensions domain n = 2 we study the
uniqueness of a weak solution to this problem.

Key words: Navier-Stockes equations, Green formulation, variational
formulation, Faedo-Galarkin techniques method, method of compactness, weak
solution, strong solution.
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Notations

Si Q est un domaine de R™ (n =2,3) et 1 < p < +00 on note par

Q frontiére topologique de Q (bord de Q)

o0 un ouvert borné de R™ Q I'athérence de €.

r la frontiere de €2 | supposée souvent réguliére.

[; (1 =0,1) une partie de la frontiere I'.

mes(I'y) la mesure de Lebesgue superficielle de I'y.

v la normale unitaire sortante a I'.

v, , Uy les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v sur €.
C(ﬁ) I'espace des fonctions réelles continue sur €.

wm-P(Q) I'espace de Sobolev de paramétres m et p.
H™(Q) I'espace de Sobolev de paramétres m et p = 2. H™ () = W™ 2(Q).
Wioper (I') Tespace de traces d’ordre p.

H? (T) Pespace de traces d’ordre p = 2. H? () = Wz:? (I').
H™: (T) le dual topologique de l'espace H?2 (I').

Hp = H2 ()",

H/F le dual topologique de I'espace Hr. H/F =H 2 (™.
0% I’application trace.

Si/H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations :

H le dual topologique de I'espace H.

H" ={z=(x;) / z;€eH, i=1,..,n}.
HSan :{ZE:(Q?Z]) / l’ij:l'jiEH, Z,jzl,,n}

(., )y le produit scalaire de I'espace H.

(., )« g leproduit de dualité entre 'espace H " et 'espace H.

.1l & la norme de l'espace H.

ol I’ensemble de toutes les parties de H.

T, — I la convergence forte de la suite (z,) vers I'élément x dans H.
Tp =T la convergence faible de la suite (z,,) vers ’élément = dans H.
Si X, Y deux espaces de Hilbert et 0 < # < 1, on note par :

(X,Y], I'espace intermédiare d’indice 6.

Si de plus |0, 7| est un intervalle de temps, on note par :

LP (0, T; H) Tespace des fonctions mesurables de : |0, T[ — H telles que
T

/ |u (t)]|% dt < +oo avec les modifications usuelles si p = +oo.
0

of

f la dérivée de f par rapport au temps.

la dérivée de f par rapport a la i-éme composante x;.

ii



— la dérivée particulaire de f .

il

Dt

Vf le gradient de f .

= (f) la divergence de f.

af le sous-différenciel de f. p.p presque partout.

| .| la norme Euclidienne de R"

n le produit scalaire Euclidien de R"

r=(x1,..., %) un point générique (vecteur) de R".

Vu vecteur gradient de la fonction w.

Au opérateur laplacien de la fonction vectorielle w.

div(u) opérateur divérgeance de la fonction w.

(u.V)u le terme bilinéaire qui apparait dans I’équation de Navier-Stockes.
supp(u) support de la fonction u, supp(u) = {z € Q,u(z) # 0}

(thu)(x) = u(z + h) la translaté de la fonction u

CH(Q) espace des fonctions k-fois contintiment différentiable sur

C.(92) espace des fonctions continues a support compact dans €2

Ce(Q) = CH(Q) N C(Q)

E espace de Banach

C*(]0,T[, E) espace des fonctions k-fois contintiment différentiable de 0,7 dans E
C.(2) espace des fonctions continues a support compactde |0, 7| dans E
D(Q) espace des fonctions dérivables dans (2

D'(Q) espace des fonctions dérivables au sens des distributions dans (2



Historique

La mécanique des fluides est ’étude du comportement de fluides (liquides et gaz).Leur étude remonte
a I’Antiquité, avec Archimede (287-212 av .j.-c), on peut cité aussi Héron d’Alexendrie qui a étudie
la pression des gaz .

Aprés une longue interruption, 1’étude des fluides reprend un essor véritable au XVeme siecle, avec
Leonardo da vinci (1452-1519) .

En 1738 enfin, Daniel Bernoulli étudie les fluides non visqueux. Parallelement, une nouvelle théorie
mathématique est en train de naitre qui va entre autres révolutionner la compréhension mathématique
du mouvement des corps, solides et liquides. Il s’agit du calcule différentiel, avec d’abord Leibniz,
Bernoulli, Newton et d’Alembert.

Jean d’Alembert mathématicien et philosophe francais soumet en 1749 un manuscrit de 137 pages
qui propose une nouvelle vision de ’hydrodynamique (dont le manuscrit a aujourd’hui disparu), on
doit néanmoins a d’Alembert, dans ce manuscrit, d’avoir introduit dans ’étude de la dynamique des
fluides les notions suivantes :

-dérivées partielles

-champ de vitesse

-pression interne d’un fluide.

la premiere modélisation mathématique de ’écoulement d’un fluide parfait et visqueux remonte a
Euler au XVIII siécle. Il publie en 1755 un traité dans lequel apparaissent les équations aux dérivées
partielles décrivant les fluides parfaits incompressibles voila les équations d’Euler

ou
En + (u.V)u = —-Vp

divu=0

Par la suite plusieurs approches ont surgi pour donner la naissance aux équations de Navier-
Stokes, on doit & Navier (mathématicien et ingénieur frangais) I'idée ; en 1820, d’introduire un terme
supplémentaire a I’équation d’Euler

?;:+1/Au:0

ou v est un coefficient de viscosité du fluide.
Stokes (mathématicien irlandais) en 1845 propose le modeéle suivant pour d’écrire 1’évolution d’un
fluide visqueux

?;Z + (u.V)u — vAu = —Vp

divu=0

Les chercheurs de 1’époque de Navier et de Stokes se sont rapidement convaincus que cette dé-
marche était vouée a 1’échec.L’étape suivante a alors consisté de chercher a construire des solutions
approchées, par exemple sous forme de série de fonctions polynomiales, a la maniere de Cauchy.

iv



Introduction générale

La plupart des systémes physiques se modélisent par des équations aux dérivées partielles non
linéaires. L’objectif de ce mémoire est d’étudier I'existence de solutions faibles des équations de
Navier-Stokes incompressible, ¢’est des équations décrivent 1’évolution temporelle d’un fluide incom-
pressible dans un domaine Q borné de R?. Ce fluide peut étre de I'ean, ou de l'air. Diverses variantes
de ces équations se retrouvent en météorologie, océanographie, magnétohydrodynamique...

On rappelle que les équations de Navier-Stokes incompressible sur un domaine €2 borné de R? tra-
duisent le mouvement d’une particule de fluide visqueux incompressibles et s’expriment de la fagon
suivante :
ou
o + (u.V)u — vAu+ Vp = f, dans ,
N — g divu = 0,dans ,
u =0, sur 012,

u(t = 0) = up.

ou v est le coefficient de viscosité de fluide, u est sa vitesse (inconnue), p sa pression (inconnue), f
une force extérieur (donnée). Et grace a I'incompressibilité du fluide div u =0.

Ces équations doivent étre complétées par une donnée initiale uy et une donnée au bord u=0.

Pour étudier ce systeme, il faut déterminer un espace fonctionnel dans lequel on va chercher la
solution.

Ce travail concerne essentiellement, I’étude théorique d’un probleme d’évolution relatif aux équations
Navier-Stockes non linéaire dans un domaine 2 borné de R™ a frontiere réguliere I telle que {I'y,I's}
soit une partition & I' (i.e. T =T1UTy et Ty Ny = 0).

A ce probléme on associe des conditions aux limites mixtes, Dirichlet-Neumann dans le cas homogene.
Dans le cas du probleme d’évolution des conditions initiales seront prises en considération. Ce travail
est consacré a 1’étude de l'existence et d’unicité d’une solution faible de probléeme aux limites de
Navier-Stockes. Les techniques utilisées sont celle de J.-L Lions [11] qui a étudié de méme probléme
avec des conditions aux limites de Dirichlet.

En utilisant le théoreme de Rham, on démontre sous certaines hypotheses que ce probleme est
équivalent a un probleme variationnelle. Les techniques de Faedo-Galerkin, en tenant compte du
théoreme de compacité nous assure l’existence d’'une solution faible. En suite on obtiendra l'unicité
dans le cas bi-dimensionnel en se basant sur des résultats importants. Dans le premier chapitre
on fait rappel de quelques des principaux résultats d’analyse fonctionnelle qu’on a utilisé dans ce
mémoire. Aussi on précise quelques principaux fondamentaux qui concernent les espaces de Sobolev
dans différents domaines et qui nous permettent de mieux comprendre le continu de ce travail, surtout
les espaces de Sobolev relatifs a un ouvert 2 dans différents cas.



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle et outils
mathématiques

Dans ce chapitre nous rappelerons quelques notions de bases en mathématiques. Nous commencerons
par introduire quelques outils mathématiiques puis nous fairons un rappel d’analyse fonctionnel dont
nous aurons besoin pour la suite du travail.

1.1 Outils mathématiques :
Dans ce travail on va donner quelque outils mathématique utilisable a travers ce travail.

Définition 1.1.1 (Espace de Banach )
Un espace de Banach X, est un espace linéaire normé qui est un espace métrique complet avec respect
de la métrique dérivée de sa norme, ou

d:XxX — R,

Définition 1.1.2 (Espace de Hilbert)
On dit que ’espace de Banach X est un espace d’Hilbert si sa norme induite par la métrique d(w,w)
satisfait la loi du parallélogramme, c’est-da-dire

2+ ylI* + flz =yl = 2||=[* + 2{|=]*.
De plus, cette norme définit un produit scalaire {w,w).

Définition 1.1.3 (Espace de Sobolev)
L’espace de Sobolev, noté H(Y) est constitué des fonctions dans LP(QQ) qui ont des dérivées faibles
Jusqu’a lordre k et qui appartiennent a LP(Y), c’est-a-dire

Q) = {ue L2Q/u,... . u® e LXQ)},

muni de la norme et le produit scalaire :
1
Jull = ([ {Jel? + 1P+ P} )
(u,v) :/ {UU +ﬂ’v’+ﬂ(”)v(“)} dz.
Q

1



1.1. OUTILS MATHEMATIQUES :

Proposition 1.1.4 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
Soit f,g € L*(I), alors 'inégalité de Cauchy-Schwartz est donnée par

|f-gleey < N fllz2y-llgllzz -

Proposition 1.1.5 (Inégalité de Holder)

1 1
Soit I C R un sous-ensemble borné, et 0 <p < oo, f € LP(I),g € LP(I),avec — + —= 1. Alors
b

(1) Sil1<p<oco:

1.9l dz < Uf Il o
(2) Si0<p<1:

[ 1191 da =2 1wl

Proposition 1.1.6 (Inégalité de Young)

1
Soit 0 < p < 00, — + vl 1 alors pour tout a,b > 0, on a
p p
(1) Premiérement, pour tout p > 1 :
a
ab< —+ —-.
p p
(2) Deuxiéemement, pour 0 <p <1 :
a? a?
p p

Lemme 1.1.1 :(Inégalité de Friedrichs-Poincaré) :

Soit p un réel, 1 < p < 0o, et €2 un ouvert borné de R" inclus dans la bande

Bd(h) ={z € R" / a < (x,h) < b}, alors on a :

3C > 0,Yu € Wy (Q) = Cllull oy < IVl ey

ou :
p

ou
8131'

ou Ou ou n
Vu = (31’17 ErE 8mn> et [|Vull o) = (Z

i=1

Lr(Q)

. . 1 , . N
Ceci permet de munir Wy* (©2) d’une norme équivalente & sa norme usuelle

u = |Vl gy -

p

1
) P
)

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

Corollaire 1.1.1 :(Plongement de Sobolev) : Soit © C R", un ouvert de classe C' avec T' = 99

borné et soit 1 <p<oo,ona

Si1<p<mn alors; W' (Q) C LI(R), ou;

Q| =
i)

Si p=mn alors; W' (Q) C LI(2),Vq € [p, +ool.

Sip>n alors; W'P(Q) C L>(Q).



1.1. OUTILS MATHEMATIQUES : 3

Avec injection continues.
Preuve : (voir Haim Brezis [1] , p 168).

Lemme 1.1.2 : Pour u € V, la forme linéaire
v — b(u, u,v)

est continue sur

Vs = adhérence de {¢/p € (D(Q))", divp =0},

On a
b(u, u,v) = (g(u), v)a, g(u) € V/, avee |lg(u)lly, < C [lull{Lr @y »
o
(1 1 1 - ; 1 1 1) n
—=— - el — == — =), avec s = —.
p 2 o P =@ qg 2 n’ 2

Preuve : (voir Jacques-Louis Lions [11],p.72).
Théoréme 1.1.2 :(Dualité de D-Rham) : Soit L une opérateur continue sur V', on peut représenter
L (de fagon non unique ) par;

L(v)=> (Liv), Lie H (),
i=1
L est nule sur V= {p/ ¢ € (D (Q))",dive = 0}, d’aprés le théoréme de dualité de Rham :

oS ,
Li_aT:,-’ SeD(Q),

Alors S € L* (Q) est dans ces conditions on a

L(v)=>" <&9,Uz‘> = — (S, divv) = 0,Yv €V,
= \ 0z
Ou )
v ={v/ve (H Q)" divo=0}.
Preuve : (voir Jacques-Louis Lions [11],p.67 ou G. de Rham [1] ,Variétés différentiables).

Lemme 1.1.3 : ( (Plongement de Sobolev) : Soit € C R", un ouvert de classe C' avec T' = 99
borné, on a :

1 1 1
De facon générale, on a :
1 1 1
1. H¥(Q) C LY () Si —=-——>0
qg s n
s 0O ]‘ 1
2. H*(QQ) CcC’(Q) St ———<0
s n

1 1
3. H*(Q) C LYQ) VYq fini si — — — = 0.
s n

Avec injection continues.
Preuve : (voir Lions, Jaques-Louis, Magenes ,E.[11] |, p 06,p 045 ).



1.1. OUTILS MATHEMATIQUES : 4

Théoréme 1.1.3 : (Théoréme de trace) : Si m = 1, et on suppose louvert 2 1—régulier
(Q C R™, i.e,5i Q0 est borné et si sa frontiére T' est une variété de classe C' de dimension n — 1),

alors D(RQ) est dense dans H'(Q)) et Uapplication
Yo 1 v — Y(v) = v\r
qui est bien définie pour v € D(Q) , admet un prolongement
Yo : H'(R") — H2(T) C LA(T)
qui est linéaire et continue , de plus
a) Le Noyau de o est bien HY (), i.e, Ker vo = H}(Q).

b) 7o est surjective .

Si m entier > 2, on a lapplication D(R™) — D(R"'), admet un prolongement par continuité
U—>87U/sz Jam=0
en une application -y; linéaire continue de H™(R"™) — H™ ~7 ~ %(R”_l), lorsque 0 <j<m-—1.

De plus l'opérateur

m—1
v o+ H™R")— J[H™ 7~ %(Rn_l), linéaire et continue.
=0

v U= (70”7711}7 "'77m71,0)

Notation : Soit p un réel , 1 <p <oo, s un réel, < s <1, et on note :

p
H(Q) = {ue LP(© / |“ nm' dr dy < +00 §
QxQ
muni de la norme »
A R e
QxQ y
. 1
En particulier pour p = 2,5 = 3
2
HE¥R") = {u e LAR") / // M' dx dy < +o0
R xR"™
HE D) = {ue L2 / ‘“ | dl(z) dD(y) < +o0 |

oudimI'=n—1).
Preuve : (voir Gagliardo [1],[7]).
Théoréme 1.1.4 : En identifiant H*(T') a son dual, on a

(H*(T)) = H*(T) et (H(I)) = H*T), s >0,



1.1. OUTILS MATHEMATIQUES : )

Pour s >0, on a D(I') est dense dans H*(T').
Notation : pour s wun réel de signe quelconque :

H ) ={u / ¢(au) € H*R)™) j=1,...n},

ot : les fonctions {a;} une partition de 'unité sur T', et la prolongement ¢j(aju) sur RZ‘l.
Preuve : (voir Lions, Jaques-Louis, Magenes ,E.[11] | p 40 volume 1).

Lemme 1.1.4 : (Lemme de Gronwall) : Si on a f € L*(0,T) et g€ L'(0,T), f(t) >0 p.p.en t,
g(t) >0 p.pent, etsi

f(6) < C+ [ £(s)g(s)ds, ppet (15)

Alors f vérifie
f(t) < C exp ( [ots) ds) .
0

Preuve : Comme f € L>(0,T) et g € L'(0,T), la fonction :

est absolument continue, d’ou

Ceci joint a 'inégalité (1) donne :

Soit :

Lemme 1.1.5 :
i) Soit X un espace de Banach.
. of

Sif € LP(0,T,X) et e € LP(0,7,X),(1 <p<o0),
alors f est d’aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,7"),continue de
0, 7] - X
ii) Soit V un sous espace de Banach et H un espace de Hilbert telle que V' € H | avec injection
continue et que V.C H C V'

St

{u € LP(0,T,V)

ou
= — e [P0,TV
u ate (7 ) )7



1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE : 6

alors I'application [0,7] — H continue.
Preuve : (voir Lions, Jacques-Louis[11].p.07).

Théoréme 1.1.5 Soit H un espace de Hilbert sur k( R ou C), a une forme sesquilinéaire conti-
nue sur H, alors il existe un opérateur A linéaire continu de H dans H , telle que

a(u,v) = (A(u),v Y g/ v, V(u,v) € H* .

Preuve :
1.Pour tout u de H, 'application de

H —=k,v— a(u,v)
est antilineaire continue d’ou il existe un unique f de H " tel que
a(“?”) = <fa v >H/><H7

On définit ainsi une application A de H dans H de la facon suivante :

A:H— H u— Alu)
A(u) H_>(C?U — <A(u),v >H/><H = <f,U >H/><H7

2. Comme a(u,v) est sesquilinéaire continue , on en déduit facilement que A est linéaire continue.

1.2 Rappels d’analyse fonctionnelle :

Dans ce paragraphe on démontre quelques résultats qui interviennent dans la suite de cette section
On introduit les notations suivantes :

VP =grad (P) = (29]5317 SZ, vy gi),
div u = Zz:;Diui = (gZi + gzz + ot gz:),
= $ 2
b(u,v,w) = i]zi:l(ul'<Din)wj)(Q) = i]zizl/gui(Divj)wjdx,

pour tout u,v,w € V, ot V désigne le sous-espace fermé de (H'(Q2))" défini par
V={ve (H"(Q)",v=0sur X =TIx]0,T[ p.p, div v = 0},
On commence par le :

Lemme 1.2.1 - La forme bilinéaire a(u,v) est symétrique, continue et coercive sur V x V.
- La forme trilinéaire b(u, v, w) est continue sur V-x V x (V. N L"(Q)").
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Preuve :
dans les deux cas la linéarité est trivial, il suffit donc de montre les autres propriétés
soit u,v € v,en utilisant 'inégalité de cauchy — schwartz , on a

= %avj Ou, 31}3
a(u7 v)| - Q . axl | Z / axz axl
a“J v, :
< ) )
B 1;1 (/ O x) (/Q ox; dx) < Cllullgr@llvllare)

on a donc la continuité de la forme bilinéaire a(u,v) sur V x V.

|b(u, v, w)| =

Z/ul D) w;dz| <

'L]l

gC(/Q ]ui\qu> (/Q|Divj\2dx>2 (/Q\wj\ndx)’l‘,

si n < 3, en utilisant le théoreme de plongement de Sobolev suivant :

1
H*(Q L1(Q)si—=—-—— =5
(Q) C ()s1q ; n>0,(5 5
pour s =1 , ona

1 1
HY(Q) C LYQ)si—-=1—=>0,Vn > 1,
q n

et comme

V C H}(Q) Cc HY(Q),

alors pour tout u,v dans V on a

|b(u, v, w)| = < Cllullv[[ollvIlllwllzn@yn,

Z/Uz (Djvj)w;dx

ij=1

D’ou la continuité de la forme b(u,v,w) sur V- x V' x (V. N (L"(2))").

Lemme 1.2.2 (1) -V (v,p) € V x D'(Q), (grad() v)g = 0.
(2) -¥ u,v,w eV, blu,v,w) = —b(uwv+2/uw]vjd92

2,j=1

)
Avec div p = Z ip) avec Dip = b
i—1 8561

Preuve :
1. Soit v € V; alors v € (D(2))" et on a

(grad (p),v)a = / grad (p)vdx _/ Z iP)Vi(zydr = Z/ Dip)via)d

n

:Z(DlanZ) = Z(paDzUz) = —(p,div v),

i=1 i=1
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Comme div p = 0 dans €2, donc
(grad (p),v)q =0 dans (D'(Q))".

2. Soient u,v,w € V, on a

b(u, ’ — / J(Dyviw,; = / A5 —Jd ,
(u,v,w) i;l Qu( v])wj igz:l Q(u w])axi T

Par intégration par partie, on obtient

b(u, v, w) Z /uwjvjdx— Z/D (wjw;)v;dz,

4,j=1 1,j=1

et comme I' =11 UTI'y, et v =0 sur I'y, on en déduit

b(u, v, w) Z/ ww;v;dly — Z/D ww;)v;dx

3,j=1 7,j=1

Z/ ww;v;dly — Z/ (Dju;)w;vidr — z:/u2 (w;)v;de,

i,7=1 2,j=1 i,7=1

et comme div u =0 dans Q, (i.e. > Dyu; =0), donc

1,j=1

b(u, v, w) Z / ww; vy dl'y — Z / w; D;(wj)v;de,

4,j=1 3,j=1

d’ou le résultat suivant

b(u,v,w) = —b(u,v,w) + Z / w;w;v; dls.

i,7=1

Lemme 1.2.3 Siv €V ,Alors on a

b(v,v,v) =0, YveV.

Preuve :
on a

n n

b(v,v,v) = Y / vi(Dyv;)vgde = Y (v(Dyvy), v;),Yv €'V,

i,j=1 i,j=1

En tenant compte du fait que

(vi(Divj), v;) = (Di(vivy), v;) — ((Divi)vj, v;),
Il vient

n n

b(v,v,v) = 3 (Dilvivy), v5) = > (Divi)vy, v5),

ij=1 ij=1
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n

Et comme div v = Y (D;v;) =0, il en le résultat

ij=1
b(v,v,0) = D (Di(vivy), v5) = = D ((vivy), Divy),
i,j=1 6.j=1
En utilisent 1’égalité
> ((viy), Dyvy) = > / vvi(Dyvj)de = ) / vi(Dyvj)v; dz,
ij—=1 ij=1"% ij—1"%

On trouve

b(v,v,v) = =b(v,v,v),Yv € V,

D’ou le résultat.

Lemme 1.2.4 Sin =2, il existe une constante C(§2) telle que

1 1
ollzsiay < CQ) - ol - o]l Yo € V.

Preuve : soit v € D(Q),en utilisant une intégration par parties,on obtient

1 1 ov(y1,x
[ ooy = ez~ [ olan) 2 gy,

—o0 —o0 0y1

donc

2(2q,29) = 2/ v(Dyv)dy; .

de méme on obtient

2(2q,29) = 2/ v(Dav)dys.

D’ou on peut écrire

V(1) = 2/551 v(Dv)dy;, i =1, 2.

on a
9 1 —+o0
@) |<2 [ ol Dwldy <2 [ vl Dl dy,
En posant
400 +oo
vi@) = [ ol Dwldea(e) = [ vl Do | das,
on obtient
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Donc

2 (2)0X(x) < 4o (22)0s(21) < 4 (/:’O ||| Dy | dx1> (/:o v || Dyv | dxg) ,

et par conséquent

“+o00 “+o00
o]l 2oz :/R v4(x)dx<4/R (/ |v||D1v|dx1> (/ |v||D2v|dx2> da1ds

<4 (/ |U\|D1U|dx) (/ |U||D2v|dx>,
R? R2

En utilisant ['inégalité de Holder, il résulte

1 1

[ IwliDieldz < (/ |v|2dx)2 (/ |D1v\2dx>2
R2 R2 R2

1 1

/ |v||Dav|dz < (/ |v|2dx>2 (/ |ng|2dx>2 ,
R? R? R?

[, v (@)da < 4ol || Divl oy | Dovlls2ge),

Alors

Moyennant Uinégalité 2ab < a* + b%, on trouve

(1D1012 ey + 1 D20 e )

N —

HD1U||L2(R2) ||D2’UHL2(R2) S
D’o1 il vient )
oo @ < 2l (1D )
i=1
et par conséquent

1
1

1 1 2
o]l < 2% [[vll72() (Z I\Dzvlliz(g)) , (1.6)
i=1
De méme, on a
2
> IDwlza0) < Wl o), (1.7)
i=1

Comme V. C Hy (), en utilisant l'inégalité de Poincaré ; on déduit lezistence d’une constante positive
C'(2) > 0 vérifiant

Wl @) < CHQIv Iy (1.8)
Moyennant les inégalités (1.7), (1.8) et (1.9), on tire
1 1
1oll @) < 25 C"(Q)[vl| L2y 10l 3 2), Yo €V,

D’ou l'inégalité
11
[vllza@) < C (DT IvllZ2 (), Vv €V
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Lemme 1.2.5 Soit n = 2. N
Soit w € L*(0,T,V) N L>(0,T, (L*(Q))") alors Y _w;Dyu € L*(0,T, V).

i=1
n

Preuve : En posant A = Z (u;Dyu), on va essayer de majorer la norme suivante :
i=1

|(37 us Dy, U)Q’

| Ally = sup ,Yoev,
V£0 [ollv
Soit v € V, d’aprés le Lemme 1.2.2, on a
b(u,v,w) = —b(u, w,v) + Z / ww;v;dls, Yu,v,w €V,
i,j=1

d’ou il résulte .
<ZuiDiu,v> = b(u,u,v) = —b(u,v,u) + Z / w;vju;dly,
=1 QO i,j=1
et par conséquent

< |b(u, v, u)| + =1+11,

(Z u; Diu, U)
i=1

Z/uv]u]dfg

Q 1,7=1

or que

= b(u,v,u)| =

= Z/uzuj DUJ

2,7=1

Z / u;(Dyvj)udx| =

i,7=1

En utilisant 'intégralité de Holder, on trouve
: ;
I1<C Z (/ i 4dx> (/ \uj|4d:r> (/ |Divj]4da:>
=1 Q Q

ov; ov;

< Cilful| eyl lul oo Z 15, 2@z < Cullullfzay Z 5 e

i,j=1 i i,j=1 i

En tenant compte du lemme 1.2.4; on voit que

ov;
I = [b(u,v,u)| < Colull gy llullzz ) Z H 2l 2o

3,j=1 (

et par conséquent
I = |b(u,v,u)| < Collul?||lully Yv € V.

D’autre part, on a

Z / ;v u;dl'y

i,0=1

< Z/ |u;vju;|dlsy,

i,7=1
d’ou il vient
1 1

n<c(z/ | dr2> (Z/ ] drg) _C<z~i1/r2 |ui]2|vj|2df2> (Z/ ] drz)

1,j=1 1,j=1 4,j=1

(SIS

=

Y
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ou encore

]I<C”Q§%/ mwﬁdm) (E:/‘u]dFal,

i,j=1
et par conséquent

IT < Cyllull 2oy vl 20y el 22,

et d’apres le théoréme de trace, on a

Uinjection V- — H%(l—‘) € L*(T) est continue
d’ou il résulte

171 < CgHuH%/HuHV,Vv eV.
donc

n

ZulDu v

=1

o| < 1+11< [Callul?|lv],]
< Cyllulli|vllv, Yo €V,

+ [Callull llvllv]

On obtient donc

— Z-Dz )
||AHV’ — Sup|(zzflu u U)Q|

< Cyllully,Yv €V et v #£0,
[ollv
et comme
u € L*(0,T, V)N L=0,T, (L*(Q)") et V. C Hy(Q) C V’
donc .
A= Z(uleu) € LQ(O, T, V’)
i=1
Lemme 1.2.6 Soitp: R™ — R™ £ — p(§), une application continue telle que pour p > 0 convenable
on ait
(p(€), &) =0, V £ telque [{] = p
SZ{Z (517' o 75771) y = (7717" ’ anm) eR™ / <£777>Q = Z@% |§| = (575)6}
i=1
Alors 3 &, €| < p, tel que
p(§) = 0.
Preuve :

On raisonne par 'absurde; si p(§) # 0 dans la boule K = {|(];|¢| < p}, on peut considérer 1'appli-
cation

Cﬁ—ﬂ@@&

(1.9)
de K dans K qui est alors continue, le Théoréme du point fixe de brouwer donne alors I’existence
d’un ¢ tel que

p
C=—p&) (1.10)
Ip(§)]
d’ou || = p et prenant le produit scalaire des deux membres de (1.11) par ¢
(p(€),€)a = —p|p(€)| <0, ce qui contredit (1.10)



Chapitre 2

Le probleme d’évolution relatif aux équations
de Navier-Stockes non linéaire avec des
conditions aux limites Dirichlet-Neumann
homogeénes (cas la dimension n=2).

Dans ce chapitre, on considere un probléme d’évolution gouverné par les équations de Navier-Stockes.
On associe a ce probleme des conditions au limites mixtes Dirichlet-Neumann homogenes et des condi-
tions initiales. En cherche la formulation variationnelle du probleme et ’application des techniques
de la méthode de Faedo-Galerkin, ainsi que la méthode de compacité, on démontre que le probléme
considéré possede au moins une solution variationnelle. Pour la dimension n = 2 en utilisant des
résultats mathématiques on démontre 1'unicité de la solution.

2.1 Position du probléme (Probléme principal) :

Soit © un ouvert de R™ (2 C R™) borné, de frontiere I' réguliere (i.e de classe C' ), on désigne
par u un vecteur {u, us, ..., u, }, ou Vi, u; : Q@ = Q2x]0,T[— R. soit I'y, 'y une partition de T, i.e :
'=TyUTlyet 1Ny =0. On pose que ¥y = 'y x]0,T[ et Xy = Ty x]0, T, ou T est un réel fini. Le
probléme considéré dans ce paragraphe consiste a chercher la vitesse v = {uy, ug, ..., u, } ;
u: Q= Qx]0,T[— R" et une fonction scalaire P : ) = 2x]0,T[— R, (P > 0) vérifiant :

(?;Z —vAu+ > u;Du = f — grad(p), (v > 0), (2.1)
i=1
div u = 0, (2.2)
u=0sur ; =I'1x]0,T7, (2.3)
ou
an =0 sur Xo = I'9x]0, 77, (2.4)
u(z,0) = u(0) = up(x) € (L*())" dans Q, (i.e.u;(x,0) = ug, (), x € Q). (2.5)

Ou :
v : est appelée viscosité cinématique du fluide.

13
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p: Q — RT, est une fonction scalaire sur £, et appelée la pression du fluide .

W(z) : est le vecteur vitesse de I'écoulement de fluide, représenté par u = {uy, us, ..., up }.

x = {xy, 29, x3, ..., 2, } désigne les coordonnées d’Euler de la particule considérée.

f(z) = {fi(x)} est la densité volumique des forces extérieures agissant sur le fluide (en général, ce
sont des forces de pesanteur).

On dénote par u la vitesse d’écoulement de fluide, v sa viscosité qui produit des frottements, v.Au
sont des forces de frottement, qui en générale

dépendent de la vitesse. La somme des forces extérieures est égale a la masse par l'accélération, les
extérieures 7 et WP (proviennent des parois).

L’équation (2.1) est I’équation de Navier-Stockes, qui décrit I’écoulement d’un fluide incompressible,
homogene dans le cas d’évolution

L’équation (2.2) est la loi d’état d’un milieu incompressible, c’est la conversation du fluide, i.e : la
conservation locale des quantités du fluide.

L’équation (2.3) désigne la condition aux limites de Dirichlet qui assure que le fluide est immobile
(statique) sur la parois ¥ =I'y x 0,77 .,

la relation (2.4) représente la condition aux limites de Neumann indiquant que la vitesse d’écoulement
ne dépond pas de la forme de I's.

Les relations (2.5) représentent les conditions initiales.



2.2. FORMULATION VARIATIONNELLE (PROBLEME VARIATIONNELLE) : 15

2.2 Formulation variationnelle (Probléme variationnelle) :

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a 1’étude variationnelle du probléme considéré en basant sur
des résultats d’analyse fonctionnelle tres importants. On démontre a la fin de ce paragraphe que le
probléme considéré est équivalent a un probleme variationnelle qui nous permet d’étudier 1’existence
et 'unicité de la solution faible (au sens de distribution) par la proposition 2.2.1 suivant :

Proposition 2.2.1 Sous les hypothéses
feL*0,T,V", (2.6)

ug € (L*(Q))", (2.7)
Le probléeme (2.1)-(2.5) est équivalent au probléme variationnelle (P.V) suivant
Trouwver uw € V-0 (L"(2))" tels que
(P.V) (v, v)q + va(u,v) — b(u,u,v) + Y /uiujvjdl“z = (f,v)q,Yv e VN (L"(Q))",

7'7.]:1 1"2

u(z,0) = u(0) = ug(x) dans €,
Ou 'V désigne le sous-espace fermé de (H'(2))™ défini par :
V={ve (H" ()", v=0sur %, =T1x]0,T[ p.p, divv = 0}.

preuve :
Soit u est une solution du probleme (2.1)-(2.5), on multiple I’équation (2.1) par
ve C*N) cV cHY (Q) (ie. on utilise le produit scalaire ) et on intégre sur €2, il vient

/u'vdx - V/(Au)vdx + i /(uiDiu)de = /fvdx — /grad (p)vdzx, (2.8)
Q =g Q Q

Q

En utilisant la formule de Green, et comme I' =T'; U 'y, on voit que

/( Au)vdr = u/Vqudx — 1//81) dry — V/auv dly, (2.9)
on an
Q N1 )
ou
En tenant compte des conditions aux limites - = 0 sur I'y, de (2.9) on tire
/u vdr — V/(Au)vda: = /u vdx + va(u,v) — V/—v dly, Yu,v € H'(Q), (2.10)
Q Q Q

D’apres le lemme 1.2.2; on a

(grad(p),v)q = /grad Yodr = /Z iD)Vi(z)

o (2.11)
ZZ(sz,vz) = Z(p,Dle) = —(p, div ).

i=1 =1
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Et d’apres le lemme 1.2.2;, on a

n n

b(u,v,w) = Z (ui(Dyv;), w;)q = Z /ui(Divj),wjd:E =
ig=1 =17
b(u, w,v) + > /uiwjvjdf‘, Vu,v,w € (H'(Q))".
ij=1"

Moyennant (2.10), (2.11), il découle

(W', v)q + va(u,v) — blu,u,v) + »_ /uiujvjdf‘ =

2,7=1
ou T (2.12)

= (f,v)q— (p, divov) —v %Udr1,vu v E (H )",

Pour v = 0 sur ¥, div v = 0, moyennant (2.5) de (2.12) on tire

Trouver u € VN (L"(2))" tels que
(P.V) : { (W v)a +va(u,v) = blu,u,v) + ‘Zn:l /uinUdeQ = (f,v)q,Yo e VN (L™ ()" (2.13)
u(z,0) = u(0) = up(z) dans , o
Ou;
V={ve (HY ()", v=0sur X =Ix]0,T] p.p, div v = 0}.

Réciproquement. Soit u une solution du probléme variationnelle (P.V), on a

(W', v)q + va(u,v) — blu,u,v) + Y /uiujvjdb = (f,v)o,Yv € VN (L™ ()",
=11,
Ou encore en utilisant la formule de Green

/u’vdx + V/(—Au)vd:v + V/gzv dl’ + z": /(uiDiu)vda: = /fvdx,Vv cVn(L"(Q)", (2.14)
‘ Q

Q o) r =17

pour v = ¢ € D(), (2.14) devient

/Qu’godx + 1// —Au)pdr + Z/(uiDiu)godac = /fgpdx,Vgo € D(Q), (2.15)
Q

=1 Q

En posant
ou

5 VAu+ZuDu =5,

=1
De (2.15) on conclut

(S, ¢)a =0,V € D(2), (2.16)
D’aprés le théoreme de dualité de Rham,de (2.16) il résulte

S =-grad (p),p € D'(V).
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D’ou I'équation (2.1).Comme les équations (2.2),(2.3),(2.5) sont vérifiées,il nous reste que de vérifier
(2.4) :
D’apres (2.14) on a

ou
—uodl' =0,Yo e VN (L"(Q))"
v [ gudl =0 M eV A (L @)
On tenant compte de (2.3),il vient que

0

/AEMB:ONUEVQQ%WW,
r2 On

D’ou la condition (2.4), et par conséquent u est une solution du probleme (2.1)-(2.5).

Proposition 2.2.2 la condition (2.5) a un sens .
preuve :

on a vy € (L*(Q))", on a

gz —vAu+ Y u;Dyu— = - grad (p), dans Q = Qx]0, ],
=1

ou encore sous forme variationnelle

(', v) + va(u,v) — b(u,v,u) + zn: /1“2 wivju;dly = (f,v),Yu,v € V. (L"(Q))".

ij=1
D’ou ;
(v',v) = —va(u,v) + b(u,v,u) + (f,v) — ijznjl /F2 wiujv;dle, Yu,v € V-0 (L™(52))". (2.17)
Et d’apres les lemmes 1.2.1,et 1.2.4, on a |
| a(u,0) 1< Callullm @0l o € V 0 (LH(Q))" (2.18)
a1, v, )| < Callull g ayllvllsn a0l ooy Yo v, w € V 0 (LHQ))" (2.19)
|(f;0)al < Csllfll2@ vl my (), Yo € VN (L™ (€)™ (2.20)

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

_ wv;dl
‘ Z/Frzuwﬂ’y 2

4,j=1

<03 ([ twivglara) ([ fuslars)” Vu,ow e Vo (@)
FZ FQ

1,j=1

et par conséquent

‘—zqgmwwﬂagmmmm@mwmwﬁwwuwevmwwmﬂ

=171

Et d’apres la théoréme de trace, l'application
HY(Q) — H2(T) C LA(T)
u— u/r

est linéaire continue et surjective.
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De plus on a la majoration suivante :

10ll43 0y < lellncay Vo €V,

d’ou il vient

S C’4||u||H1(Q)Hv||H1(Q)HuHH1(Q),Vu,U - V N (LH(Q))TL, (221)

_ uv;dl
‘ Z/FQUU’JUJ 2

ij=1

Moyennant (2.18)-(2.21)de(2.17), pour tout u,v € VN (L"(2))" il vient

—va(u,v) + b(u,u,v) + (f,v)o — Y_ /F w;ujv;dly

ij=1

(W, v)al =

< Chllullar @ vl ar @) + Collullar @ l|vll @) llull r @
+Cs[ fll2@llvll g2 ) + Callull @y l[oll @ llwll @),

Ou encore
(v, v)al < (01||UI|H1(Q> + Collull gy llullze @) + Call fllz2@) + C4||U||H1(Q)||U||H1(m) vl 1@,
D’ou
(v, v)q| < Ctel|v|| g (o), YVu,v € VN (L™(Q2))",

Et par conséquent
||| 22() < Cte,Yv € VN (L™(2))",
On obtient
u' € L*0,T,V"). (2.22)
Comme
V C L*(Q) c HY(Q),V' c H Q) avec injection continue,

Et d’apres le lemme 1.1.5 :
Soit V un espace de Banach.

comme u € L*(0,T,V) et v = ({;1: € L*(0,T,V),

on a
u:[0,T] = H *(Q) continue en t =0

Il résulte que (2.5) a un sens .

2.3 Existence et unicité du probleme

2.3.1 Existence

Nous démontrons I'existence pour une dimension "n" quelconques du domaine 2 C R". En utilisant
les techniques de Faedo-Galerkin, ainsi que la méthode de Compacité, on démontre que le probleme
considéré possede au moins une solution variationnelle .
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Théoréme 2.3.1 Sous les hypothéses (2.6),(2.7),le probléme (P.V) admet au moins une solution u
pour T fini quelconque ,vérifie

w € L*(0,T,V) N L=(0, T, (L*(2)"),
u' € L*0,T,V").

Preuve :

Les techniques de Faedo-Galerkin sera décomposer par quatre étapes suivants :
Solution approchées.

Estimation a priori (I).

Estimation a priori (II).

Passage a la limite.

Solution approchées
n
Soit I'espace (H*(2))", s = BL muni du produit scalaire

n

(u,v)s =D (U5, v5) sy, Yo € H*(), (2.23)

i=1
Avec cette notation, on a le probleme spectrale
((w,v))s = Mw,v), Yv € V= adhérence de {@/P € (D(2))", dived = 0} dans (H*(Q2))"
qui admet une suite des solutions non nulles sont des vecteurs propres w,; associées aux valeurs
propres Aj,

(wj,v))s = Aj(w;,v), Yo e Vy, A;j > 0. (2.24)
ou :

V={ve (H'(Q)"/v=0sur ¥, =Tx]0,T[ p.p, div v = 0}.

Comme l'espace V c’est un espace séparable fermé (car H'(f2) est séparable ) il existe une base
prés-hilbertienne{wy, ws, ..., w, } partout dense dans V.
On considére la base Hilbertienne{ws, ws, ..., w,, }, d’éléments de V telle que
(1) {wy,ws, ... wy,} est orthonormale, i.e. ||wg| =1, Vk et (w;, w;) =0, Vi, j, i # j,
(2) lespace V,,, engendré par {wy, ws, ..., w,,} est dense dans V.
Comme base spéciale dans la méthode de Faedo— Galerkin. On définit la solution approchée d’ordre
"m” par un,(t) € {wy, we, ... wy,}, telle que :

k=1

D’apres (2.13), on a pour tout v € V,,

(g (1), V)0 + va(um(t), v) = b(um(t), um(t), v) =

" 2.25
= (fda= 3 [ (l0)i(un(0); vyl (2:29)
=12
De (2.25), en remplacant v par wy, Yk = 1,...,m, on obtient
(tt, (t), Wi )@ + va(um(t), wi) — b(tm(t), (), wi) =
(2.26)

= (Fwnda = 3 [ (n(O):(um(®); ()T

1,7=1
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Comme {wy, we, ..., wy, } est linéairement indépendante, le systéme (2.26) admet au moins une solution
Uy, dans V,,,

U (0) = U0, U (0) € {wy,wa, ..., wp }
Um0 — o dans L*(Q).

Estimation a priori (1).
Comme u,, € V,, = < wy, wa, ..., w,, >, on multiplie I'équation (2.25) par A, x(t) et 'on somme en
k dans (2.25), on obtient

= (FrumlDa = 3 [ (1))t (1)) (o (£)),T. (227)

avec

m
Vin = < W1, Wy ey Wy >, Yy € Vi U () = Z Am i (t) Wk
k=1
On va vérifier que

Uy, demeure dans un borné de L*(0,T, V)N L>®(0, T, (L*(2))"). (2.28)

De (2.13), on a pour tout vy, € V;, la formulation variationnelle

n

(ulma Um)Q + VCL(Urm vm) - b<um7 Um,, Um) = (f7 Um) - Z /F2 umz’umjvmjdr2 )

ij=1

Relativement a cette forrnulation on a au sens de distribution que :
Comme u,,(t) € L*(0,T,V), v, (t) € L*(0,T,V’), on a

(1), () = [ i)z = [ (a0 =

5 (L len IR da)

(1 (£), tm (1) )2 =

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

donc :
1d

5 @I (2:29)

|(F (@), um(t))al < \/—||f( M 2@ Ve llum(t)ll2) <

\/—Ilf( M 2@ Vllum@®)llv,

Moyennant 'inégalité de Young, il résulte

.ol < SN0 + 2l B (230

Aussi d’apres le lemme 1.2.1., on a

[va(um (1), ()] < Viwm @ lvlum @l = viiua @] (2.31)
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Et d’apres le lemme 1.2.2., on a
bt (0t (1), () = (1)t (01, (6) + 5 [ ()i (1) ()T
i,7=1
D'ou;

bt (8t (1) (1)) = 5 32 et 01 ()) (1)), (2:32)

7,j 1
En remplagant (2.32) dans (2.27), on obtient

(U (), i () + v @t (£), 1 (£)) = (f, () )=

3 2 O 0) ) 233
En posant
I ‘—2 S 00 (00) (00T
il vient o
<Gy ( (n O3 |<um<t>>j<um<t>>j\drz) <
< Crsup <;|(um )/ Z! U (1)) (i ());1dT 2,
d’ou

<Gy [ un(®PdTs < Callum(®)lFar,
2
Et d’apres le théoreme de trace, on a
I < Collum(t)]Iy- (2.34)

Par intégration entre 0 et ¢, I'égalité (2.27) en valeur absolue en utilisant (2.29),(2.30),(2.31),(2.34),
il découle

t
lum(®IF +2 v /0 lun(l ds <

< IOy + S [ 1oy ds + [ Nl ds 420 [ (o) s,

ou encore

Jun®IF + v [ im0 <

< Oy + o [ 15 ey s+ 2Ca [ pas) ds.
Moyennant f € L*(0,T, V"), umo — uo dans L*(Q), u, 0 € V, il en résulte
2 c? ot 2
[um(O)|[720) + — [ N1f($)I72@)ds < Cs,
v Jo

donc
t t
(@ < a1+ [ () ds < Cs+2C5 [ un(s)] s,
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d’apres le lemme de Gronwall, on a

lum (1)|13 < C4 indépendant de m, (2.35)

et par conséquent
t
| () fds < s,

On obtient donc le résultat
u,, demeure dans un borné de L*(0,T,V) N L>(0, T, (L*()™).

Estimation a priori (II)
Le but de ce paragraphe est de démontrer que

u!, demeure dans un borné de L*(0,T,V"). (2.36)

Soient P, le projecteur orthogonal défini par

V =V,
h — Pm(h) = Z(h, wi)gwi
=1

Dans le probleme (2.1)-(2.5) (de méme (P.V)), toutes les hypotheses du théoreme (voir théoreme
1.1.5 ) et par conséquent il existe un opérateur A € L(V, V'), telle que pour tous u,v dans V, on a

a(u,v) =< A(u),v >yrxy .

d’ou de (2.26) on tire

(u%(t), wk)Q +tv <A(um(t)v wk))v/xv + b<um(t>’ U’M(t)7 wk‘)

= (o= 32 [ () (0) ) 230
On multiplie (2.37) par wy et 'on somme sur k, on obtient
P (3, (1)) + 0 P (A(um(t))) + i(b(um(t), Um(t), wi)wp)
. k=t (2.38)

= Pl 0) = 32 3 [ ()i 0 )

Grace au lemme 1.2.4 , pour n = 2, de
Uy, demeure dans un borné de L*(0, T, V)N L>=(0, T, (L*(Q2))")

il vient

U € L0, T, (L2 (Q)") = L0, T, (L*(Q)"),

Ou§:§—%:1



2.3. EXISTENCE ET UNICITE DU PROBLEME

d’apres le théoreme 1.1.5 , de

Si u,, € L*(0,T,V) N L>(0,T, (L*(2))")
alors A(uy,) € L*(0,T,V")

et que
Si f € L*(0,T,V’) alors
P,(f) € L*(0,T,V").

Grace aux lemmes 1.2.4., 1.2.5., cités dans le premier chapitre on a

ﬁ ORI

< Cllumllv[[uml| 2@ lwllv lwellv < Cte,

Il résulte .
Z t) wk)wk) € LQ(O T, V)

Reste a avoir la majoration de

= |_ki ‘il /F?(um(t))i(Um(t))j(wk)jwkdrz < Cte.
On a
1< (z:(um(t)) (wy); JwydDs| < kfj /F 2 il (£))) (1t (£) w3 Y10 dT
17 < b\ Zum(t) U)k kadrg /I‘ (i um Um t) wk)ka> dFQ

Et comme Pm est linéaire sur (L*(€2))™, on obtient

1< /F P <(an(um(t))ium(t))> dTy| |
doit:
15 [ SO PaCin(O0las < 9 |(n))| [ 1PaCamto)rs

1< [ 3 ()] [Pl ()]dTs < s (iwm(w»)

B i=1 z€els

Et comme P, est continue de V sur V', on en déduire que
11 C [ 1 Pallewy) v d,
2
Et comme on a u,, € V,, CV et I'y est fermé, on trouve

[ lwnlly drs < .
1)

Iy | P (i (t))|dT s,

23

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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d’ou;
11 < (Cte.

24

Finalement d’aprés les résultats précédents (2.17),(2.18), (2.19) et (2.20) dans (2.38), on obtient

ul € L*(0,T,V").
D’ou;
u!, demeure dans un borné de L*(0,T,V").

Passage a la limite :
Comme

u! demeure dans un borné de L*(0, T, V') N L>(0, T, (L*())"),

on peut extraire une sous suite u, telle que

u,, — u dans L*(0,T,V) faible ,
Puisque
L>(0,T, L*(Q)") = (L'(0, T, L*(Q)"))'.
il vient
u,, — u dans L>(0, T, L*(Q)") faible*,
Et en particulier
u,, — u dans L*(0, T, L*(Q)") faible*.
De (2.43), (2.45), il résulte
u,, — u dans L*(0,T, V) faible .

Et comme I'injection
V C HY(Q) — L*(Q) est compact,

donc
u,, — u dans L*(0,T, (L*(Q))") = (L*(Q))" fort et p.p dans Q.
Comme
u!, demeure dans un borné de L*(0,T, V"),
alors

w, — v’ dans L*(0,T, V") faible,

On déduit de (2.43),(2.48) que
u,(0 — u(0) dans V' faible),

doi;
u(0) = up a un sens .

Et comme

u € L*0,T,V)NL>(0,T, L*(Q)"),
Et d’aprés le lemme 1.2.4.; de

u € L*0,T,V)NL>®(0,T, (L*(Q)")

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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on tire
we LY0, T, (LP(2)")
vl b1 1
T2 T
De lemme (1.2.4), on a

(uu)(uy,) est borné dans L*0,T, (Lg(Q))”),

On pose : g =p/, donc p = 2p/, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

sy = ([ ) < ([t 2a) ¥ ([ () ae)

gy < ([ fwpae)” ([ i)

/OT ||(Uu>i(uu>j||ig(mds < /OT (/Q ](u#)¢|pd$>i (/Q ](u#)j|1’dx)‘2’d8

T
< [ Nl )i yds

d'otr;

Pour n =2, on a
T T 4
| i)l g ds < [ 1) I oyds

Et comme (u,);, (u,); appartiennent & L4(O,T, L4(Q)”), alors

T
| 100: (), 120 ds < +oc,
d’ou;
(u,)i(w,); est borné dans L*(0, T, (L*(Q))™). (2.50)
Donc, on peut supposer que
(up)i(u,); — X, ; dans L2(0, T, (L2 (2))") faible (2.51)

Par ailleurs (2.47) donne
(u,)i — u; dans L*(Q) fort,

et
(u,);0 — u;o dans L*(Q) fort, Vi € D(Q),
donc,
T T
| (itwiedads [ (ussuse)ads, o € D(Q),
doit;
/Q(uu) (uu)jp(x)drds — /Qui,ujgp(x)dmds, Vo € D(Q),

Donc

(up)i(uy); — wu; dans D'(Q), (2.52)
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Moyennat (2.51),(2.52), on trouve
Xij = uguy,

Comme

L*(0,T) — D'(0,T).
Par passage a la limite on obtient que
b, u,, wi) — b(u, u, wy) faible dans L*(0,7), (2.53)

donc . .
/ b(uy, u,, wi)pds — / b(u, u, wy)ds, Yo € L*(0,T). (2.54)
0 0

Et comme
(u,, wr)o — (u',wi)q dans D'(0,T),

a(u,, wg)o — alu, wy)q dans D'(0,T),

P>

1,j=1

/F2(u“(t))i<uu<t))j(wk)jdrzds N (2.55)

T n
— / >
0 ;=1

Moyennant (2.53)-(2.55), de (2.26) il découle

/F (w():(u(0); () dlods dans D'(0.7),

(W, wi)a + v a(u, wi) + blu, u,wi) = (f,wr)o — > / wiuj(wg);dly , Vk=1,..,m,
ij=1"T2
tenant compte de la densité de V,, dans V' on conclut
(W, v)q + v a(u,v) + b(u,u,v) = (f,v)g — > /r wiujv;dly , Yo e VN (L"(Q))",
2

2,j=1

Ce qui prouve l'existence de la solution du probleme (2.1)-(2.5)

2.3.2 Unicité

Dans cette sous section , et pour la dimension n = 2, en utilisant les résultats des lemmes 1.2.1,
1.2.2, 1.2.3, 1.2.4 dans le premier chapitre, on démontre ['unicité de la solution.

Théoréme 2.3.2 Si la dimension n = 2, la solution du probleme variationnelle (P.V), si elle existe
est unique.

Preuve : Soient u; et up deux solutions différentes du probleme (P.V), on a

(u}, v)q + va(ur,v) — blur,ur,v) + > /m(ul)i(ul)jvjdfg = (f,v)q, Yo € VN (L*(Q))?*, (2.56)

1,7=1
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(uf, v)o + va(us, v) — b(ug, ug, v) + Z/ ug)i(uz)v;dTs = (f,v)q, Yo € VN (L*(Q))?, (2.57)

2,7=1

avec les conditions :
Uy = 0,’(,62 =0 sur 21 = Fl X]O,T[,
857‘71 —0, 6;;]2 — 0 sur By = [y x]0, 77,

uy(z,0) = ua(x,0) = ug sur Q.

En posant w = (u; — uy), pour tout v € V N (L*(2))?, on a

(W', v)q + va(w,v) + b(uy, ur, v) — blug, ug, v) + Z / (w)v;d0y = 0, Yo € V N (L*(2))?,

ij=1
(2.58)
D’autre part, de la trilinéarité de la fonction b(u,u,v), il résulte
b(ug, us, v) = b(ug, ug — uy + uy,v) = bug, (ug — uy),v) + b(ug, ug, v),
donc
b(uy, ug,v) — b(ug, ug, v) = b(uy, uy,v) — b(ug, (ug — uy),v) — b(ug, ug, v),

ou encore
b(uy, ur,v) — b(ug, uz, v) = b(uy — ug, u1,v) — bug, (uz, uz — u1),v),
d’ou il vient
b(uy,uy,v) — blug, us, v) = b(w, ug,v) — b(ug, —w,v),

on en déduit
b(uy, uy, v)—b(ug, ug, v) = b(w, uy, v)—b(—(us—uz), w, v)+b(uy, w,v) = b(w, uy, v)+b(w, w, v)+b(uy, w, v),
donc

b(ug, up,v) — b(ug, ug, v) = b(w, uy, v) — b(w, w,v) + bluy, w,v), Yo € V N (L*(Q))? (2.59)
Moyennant(2.59) de (2.58) il découle

(w',v)q + va(w,v) + b(w, ur,v) — b(w, w,v) + b(uy, w,v) + Z / w);v;dl'y =0, (2.60)
i,7=1 .

Yo € VN (L*(Q))?%
Grace au théoreme 2.3.1., on a
up, € L*(0,T,V"), k=1,2,
donc
w' € L*(0,T,V").
Pour v = w(t), (2.60) devient

(W', w)q + va(w, w) b(w, ur,w) + b(w, w, w)+

+b(uy, w,w) + Z / w);dly =0, Yo € V N (L*(Q))?, (2:61)

7,7=1
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Et d’apres le lemme 1.2.3 on a
b(w, w,w) = b(uy,w,w) =0, Vw(t) € VN (L*(Q))>.

On en déduit

(@', w)a + va(w, w) + b(w, ur, w) + Z / (w);w;dly = 0, Yw € V 1 (L2(Q))%,

i,7=1

Comme w € L*(0,T,V), w' € L*(0,T,V’), on a

(' who = [ wwds = ;i(|w(t)]2)dx _
s ([ wpr)
donc
/ _ ld 2 2 K
(', w)q = §£(Hw(t)HL2(Q))a Vw eV € (L(Q))".

Et d’apres le lemme 1.2.1., on a

an 81}3

Zl/ 8@ ox; ‘ Zl/

,] 2¥) L
01)]- 2

0
Oeipar) ([ 122¢0) < Clillllar

Ou, (%]
ox; 8:{:1

a(u,v)| =

_z<

i,j=1

28

(2.62)

(2.63)

(2.64)

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz, et comme la norme sur V' est équivalente a la norme sur

H'(€), il résulte

la(w(t), w(t)] < Cllwllv[lwlly = Cillw[f ,Yw € V N (L2 ()"

Et par intégration entre 0 et t, de (2.63), on tire

/(w w Qd8+/ va(w,w)ds = —/Utb(w,ul,w)ds—
Z // w)jw;dlads, Yw € V N (LA(Q))",

i,j=1
D’apres les lemmes 1.2.1., 1.2.4., dans le premier chapitre, on a
[b(u, v, u)| < Collulltaqpellvllm@) Yo €V,

et
1 1
[vllza) < CE[lIF|[v]I2) - Vv €V (pour n = 2),

et par conséquent
[b(u, v, u)| < Cllullv lull 2@ ll[vllv Yo €V,

il résulte que

t t
[ bt w)| < [ Collus) v lw@)l i ll(s)Ivds, Vo e V.

(2.65)

(2.66)

(2.67)
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Reste a vérifier la majoration suivante :

Z / / w) jw;dlads
r2

< Cte.
i,7=1

| z://r2 w) ;w;dlads

Et comme on a aussi

<Z/ I (), (), )T,

; |(w);(w Z_: w(s)|Z2(0) (2.68)

est une norme euclidienne dans R?, donc

3 / /F 2 w);dlads| <

|Zjl

C [ [ 1)l s) Baqe, s,

et d’apres 'inégalité de Young, on obtient

5 / /F 2 w);dlads| <

| i,5=1

C [ [ 5 (wls)P o+ (s iaqe, ) s,

donc

t
< */0 (/m lw(s)|*dly + /F2 |w(s)|12(r2)dr2> ds

Et comme w est borné dans L*(0,T,V), on a

3 / /F 2 w);dlads| <

|z]1

Jw(s)| 220,y < Cllw(s) 72, (2.69)
‘ / /F 2 w);dTads| <
2,7=1
l / / w);dlsds| <
1,j=1 r2

Et comme w est dans L?(0,7T,V),donc d’apres le théoréme de trace ,I’application

d’ou;

C [ Nwls) Baqeuds + € [ () ds

donc

C/ Jw(s HL2(F2

VCcH(Q) — H%(Fg) C L*(T'y) est linéaire et continue.
d’ott la majoration
[0l[z2(ry) < lvllv, Vo €V,

Et comme )
w/Fz S H§<F2)



En utilisant la densité de H %(Fz) dans L*(Ty), on trouve

3 J/ /£2 w);dTyds| <

‘1]1

czsj/ lw(s)|2ds. (2.70)

Moyennant aux inégalités (2.63),(2.64),(2.66),(2.69), la valeur absolue de (2.62) donne

1 1
e (®) g = SO

t t t
<G [ ol ds+Cs [ llw(s)lvlw(s)llzz@lus(s)lv ds+Cs [ w(s)[}ds, [w(0) 22 =0,
Comme u; € L*(0,T,V),w € L*(0,T,V) et
1oll 2@ < lloflv, Yo €V,

Il en résulte

t
lw(®)][} < (C1C v+ CyC + 030)/0 [w(s)|}ds,
d’ou
2 ! 2
Jw(®)[ly <0 +/0 Callw(s)[[-ds (2.71)
avec Cy = (C1C v + CoC + C3C) , et comme
w = (uy —uy) € L*(0,T,V) N L>(0,T, (L*(2))?),

donc
w e L0, T, (L*(Q))%),

Et d’apres le lemme de Gronwall (voir lemme 1.1.4 ), on obtient
oIy <0 x ek, (272)

d’ou
lw(®)|[5 = 0.
Ce qui preuve 'unicité de la solution du probleme (2.1)-(2.5).



Conclusion

Le travail réalisé est une étude théorique du probleme (2.1)-(2.5) de la question de 1’évolution relatif
aux équations Navier-Stockes non-linéaire dans un domaine 2 de R™ a une frontiere réguliere avec
des conditions aux limites de Dirichlet-Neumann homogene (cas la dimension n=2).

Les résultats obtenus dans ce probléme sont liés a 1’existence et a 'unicité d’une solution faible,ou j’ai
d’abord cherché la forme variationnelle du probleme principal et deuxiemement j’ai étudié 'existence
d’une solution faible pour n’importe quelle dimension "'n" du domaine €2 de R" par 'utilisation de la
méthode Fadeo-Galerkin et la méthode de compacité.

Ensuite, j’ai étudié pour la dimension du domaine €2 "n = 2” uniquement 1'unicité de la solution faible.

Nous soulignons également que ce travail a été réalisé par Jacques-Louis.Lions [11] sous des conditions
aux limites de Dirichlet sur une frontiere réguliere I' uniquement.

31



Bibliographie

—_— o/ —

—

N A

A

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

— — o/ — — —

DN

—_
o0

N =
o O

A}
—

e = = S S

Brezis. Haim., Analyse fonctionnelle-Théorie et applications Masson, Paris, 1983.
Cartan. H., Fonction analytique Hermann, Paris, 1967.
Ciarlet P.G., Introduction a I’analyse numérique matricielle et a I'optimisation, Masson, 1982.

Choquet-Bruhat Y., Dewitt-Morette C., Dillard-Bleick M., Analysis Manifolds and Physics,
North-Holland Publishing Company, Amsterdam, New-York,Oxford 1977.

Dunford N., Schwartz J.T., Linear operators, 3 volumes, Interscience, 1958.
Duvaut G., Lions J.L., Les inéquations en mécanique et en physique, Dunod, Paris, 1972.

Gagliardo E.,[1] Caratterizzazione delle trace sulla frontiera relative ad alcune classi di funzioni
in n variabili Rend. Sem. Mat pavoda. 27 (1957).

Jerome Droniou et Cyril Imbert., Solutions de viscosité et solutions variationnelles pour EDP
non-linéaires 17 mais 2004.

Koésaku Yosida., Functional Analysis, 6 th edition, Springer Verlag, New York, 1980.

Kaddour Mosbah., Benyattou Benabderrahmane., Etude théorique de quelques probléemes
aux limites non linéaires gouvernés par les équations de Navier-Sockes, Mémoire de Magister,
Département d’infotmatique, Université Amar Telidji de Laghouat, 19 novembre 2009.

Lions, Jacques-Louis., Quelques méthodes de résolutions des problemes aux limites non lineaires,
Dunod Gauthier-villars, Paris, 1969.

Lions, Jacques-Louis., Magnes E., Problemes aux limites non homogenes et applications, Vol.1,
unod, Paris, 1968.

Lions, Jacques-Louis, Magnes E., Problémes aux limites non homogenes et applications, Vol.2,
unod, Paris, 1968.

Marie-Thérese, Lacroix-Sonrier., Distributions Espaces De Sobolev Applications, Ellipses,
édition marketing, S.A., 1998.

Raviart P.A., Thomas J.M., Introduction a I'analyse numérique des équations aux dérivées
partielles, Masson, Paris, New York, Barcelone, Mialn, Mexico, Sao Paulo, 1983.

Robert Dautray., Jacques-Louis, Lions., Analyse mathématique et calcul numérique, pour mes
sciences et les techniques, Modéles Physiques, Tome 1,2,3,4, Masson Paris 1987.

Rudin Walter., Functional analysis, Mc-Graw-Hill Book Comapny, New-York, 1973.
Schwartz Laurent., Théorie des distributions, Tomes 1 et 2,Hermann, Paris, 1957.
Sibony M., Analyse numérique III, Itérations et approximations, Hermann, 1988.
Smon J., Equations de Navier-Stockes, Cours de D.E.A, 1994-1995.

Tosio Kato., Perturbation Theory for linear opertors, Springer Verlag, New York, 1980.

Vo-Khac Khoan., Distributions, Analyse de Fourier, Opérateurs aux dérivées partielles, Tome
1 et 2, Vuibert, Paris 1972.

32



	Notations
	Historique
	Introduction générale
	Rappels d'analyse fonctionnelle et outils mathématiques
	Outils mathématiques:
	Rappels d'analyse fonctionnelle:

	Le problème d’évolution relatif aux équations de Navier-Stockes non linéaire avec des conditions aux limites Dirichlet-Neumann homogènes (cas la dimension n=2).
	Position du problème (Problème principal):
	Formulation variationnelle (Problème variationnelle):
	Existence et unicité du problème
	Existence
	Unicité


	Conclusion

