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Notations

R La droite réel.

K Un corps.

C Le plan complexe.

D Le disque unité ouvert du plan complexe C.

D Le disque unité fermé du plan complexe C.

T Le cercle unité.

Hol(D) L’espaces des fonctions holomorphes dans D.

µ Une mesure positive.

M Un tribu dans un ensemble Ω.

L∞(T) L’espaces des fonctions bornée dans T.

〈, 〉 Produit scalaire de L2(T).

L(E,F ) L’ensemble des opérateurs linéaires bornés de E dans F .

L(E) L’ensemble des opérateurs linéaires bornés de E dans E.

H L’espace de Hilbert.

H2 L’espace de Hardy.

H∞ L’espace des fonctions analytiques bornés.

u Fonction intérieure.

p Projection orthogonale de L2 sur H2.

f̂(n) n-ème coefficient de Fourier de f .

f∗ La limite radiale de f sur T.
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Introduction

1.Notations et rappels

Soit X un espace vectoriel sur C complet. Notons par L(X) l’ensemble des ap-

plications linéaires continues (ou bornées) de X dans X.

Les éléments de L(X) sont souvent appelles des opérateurs. Lorsque T ∈ L(X) on

désignera par σ(T ) le spectre de T défini par

σ(T ) = {λ ∈ C : (T − λId) non inversible}

Rappelons que si T ∈ L(X), σ(T ) est un compact de C non vide. Le spectre

ponctuel de T , noté σp(T ), est l’ensemble des valeurs propres de T . Autrement dit,

par définition,

σp(T ) := {λ ∈ C : (T − λId)non injective} = {λ ∈ C : Ker(T − λId) 6= {0}}.

Si X est de dimension finie, étant donnée que dans ce cas toute application linéaire

est inversible si et seulement si elle est injective, on a σ(T ) = σp(T ) pour tout

T ∈ L(X). Par contre dès que X est de dimension infinie, on peut simplement affir-

mer que σp(T ) ⊂ σ(T ) et σp(T ) peut être vide comme nous le verrons dans la suite.

Pour T ∈ L(X) on définit Lat(T ) comme l’ensemble de tous les sous-espaces vecto-

riels fermés M invariants par T , c’est-à-dire tels que TM ⊂ M . Automatiquement,

pour T ∈ L(X), les sous-espaces vectoriels fermés {0} et X sont des éléments de

Lat(T ). On les appelle les sous-espaces invariants triviaux de T .

Tout élément de Lat(T ) différent de {0} et X est appelle un sous-espace invariant

non trivial de T . Les opérateurs T ∈ L(X) tels que

Lat(T ) = {{0}, X}

sont appelles les opérateurs transitifs. En d’autres termes un opérateur transitif est

un opérateur sans sous-espace invariant non trivial.
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Introduction

2.Le problème du sous-espace invariant

1. Si X est un espace vectoriel sur C de dimension finie au moins égale a deux,

tout opérateur T ∈ L(X) n’est pas transitif. En effet, dans ce cas, T est une ma-

trice finie à coefficients complexes admettant des valeurs propres. Soit λ une valeur

propre de T et soit x un vecteur propre associé la valeur propre λ. Le sous-espace

vectoriel ferme Cx étant de dimension 1, il est différent de {0} et X. De plus, comme

Tx = λx, Cx est invariant par T .

2. De façon plus générale, si T ∈ L(X) (avec X de dimension infinie ou finie au

moins égale à deux) est tel que σp(T ) 6= ∅, alors T est non transitif.

3. Si X est un espace vectoriel complet sur C non séparable (i.e. contenant une

partie dense non dénombrable), tout opérateur T ∈ L(X) n’est pas transitif. En

effet, pour x ∈ X \{0}, soit M la fermeture de l’ensemble des combinaisons linéaires

finies des vecteurs du type T nx avec n ∈ N. Par construction M est un sous-espace

vectoriel fermé de X différent de {0} puisque x 6= 0 appartient à M . D’autre part,

M est invariant par T et M 6= X puisque M est séparable tandis que X ne l’est pas

par hypothèse.

Grâce aux travaux de Peter Enflo [11, 12], Charles Read [2, 3, 4, 5, 6 ], Bernard

Beauzamy [1], on sait qu’il existe des opérateurs transitifs T ∈ L(X) tel que X est

un espace vectoriel sur C complet de dimension infinie et séparable tel que L 1. Ce-

pendant tous les exemples d’opérateurs transitifs que l’on connâıt ont été construit

sur des espaces de Banach complexes non hilbertiens.

Ce qu’on appelle communément le Problème du Sous-Espace Invariant est un des

problèmes les plus célèbres de théorie des opérateurs et il est ouvert depuis plus d’un

demi-siècle. Son énonce est le suivant : Soit H un espace de Hilbert sur C séparable

et de dimension infinie. Existe-t-il un opérateur T ∈ L(H) transitif ?

Il existe de très nombreux théorèmes donnant des conditions suffisantes pour que

T ∈ L(H) ne soit pas transitif et les outils utilisées sont extrêmement varies, ce qui
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Introduction

rend ce sujet de recherche particulièrement intéressant [6]. A titre d’exemple, signa-

lons deux résultats basés sur des techniques tout à fait différentes. Le premier utilise

un théorème ancien d’existence de point fixe (du à Schauder, 1934) et le second est

basée entre autre sur un procédé d’approximation (du à S. Brown [13]) qui permet

de conclure à la surjectivité d’une application bilinéaire.
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Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1. (Normes)

Soit E un espace vectoriel sur le corps, K = R ou C, on appelle une norme sur

l’espace E toute fonction notée ‖.‖ définie sur E à valeurs dans R+ , telle que

‖x‖ = 0⇔ x = 0

‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ∀x ∈ E,∀λ ∈ K

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ E

Définition 1.1.2. (Espaces Normés)

Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C ; on dit que E est un espace

vectoriel normé s’il est muni d’une norme ‖.‖.

Proposition 1.1.1. Tout espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est un espace métrisable.

Preuve. Pour tout x, y de E, on définit la fonction ρ tel que

ρ(x, y) = ‖x− y‖

On remarque que cette fonction est bien une métrique sur E , on a

ρ(x, y) = ‖x− y‖ = 0

ou encore

x− y = 0

8



Préliminaire

D’où l’égalité

x = y

Il est évident de voir que la distance ρ(x, y) est symétrique

ρ(x, y) = ‖x− y‖ = ‖y − x‖ = ρ(y, x)

Pour l’inégalité triangulaire, on écrit

ρ(x, y) = ‖x− y‖ = ‖(x− z) + (z − y)‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖ = ρ(x, z) + ρ(z, y)

Définition 1.1.3. (Suites de Cauchy)

Soit (xn)n≥0 une suite d’éléments d’un espace normé (E,‖.‖ ) ; on dit que la suite

(xn) est de Cauchy si, on a la relation suivante

∀ε > 0,∃Nε,∀p, q ≥ Nε ;On a ‖xp − xq‖ < ε

Proposition 1.1.2. Soit (xn)n≥0 une suite te Cauchy dans un espace normé (E,‖.‖)

contient une sous suite (xnk)n≥0 convergente vers x alors la suite (xn) est aussi

convergente vers le même élément x.

Preuve. Soit (xn)n≥0 une suite de Cauchy alors il vient

∀ε > 0,∃Nε, ∀p, q ≥ Nε ;On a ‖xp − xq‖ < ε

en particulier pour nk ≥ Nε on a

∀p, nk ≥ Nε ‖xp − xnk‖ < ε

avec la convergence de la suite xnk vers x

nk ≥ Nε, ‖xnk − x‖ < ε

D’où la convergence de la suite (xn) vers l’élément x,

∀p, nk ≥ Nε ‖xp − x‖ = ‖xp − x+ xnk − xnk‖ < ‖xp − xnk‖+ ‖xnk − x‖ < ε

Définition 1.1.4. (Espaces complets)

Un espace vectoriel normés (E, ‖.‖ ) est dit complet, si toute suites de Cauchy (xn)

d’éléments de E est une suite convergente dans E. Autrement dit,

∀ε > 0,∃ Nε ∈ N,∀ p, q ≥ Nε, on a ‖xp − xq‖ < ε
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Préliminaire

Implique l’existence d’un élément x de E tel que

lim
n→∞

xn = x

Définition 1.1.5. (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach (E, ‖.‖) tout espace vectoriel normé et complet pour

la distance déduite de sa norme.

Définition 1.1.6. (Espace produit)

Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux espaces vectoriels normés sur le même corpsK = R

ou C, alors l’espace produit E × F défini par

G = E × F = {(x, y) , tels que x ∈ E et y ∈ F}

est un espace vectoriel normé sur K ; par l’une des normes produits suivantes

‖(x, y)‖1 = ‖x‖ E + ‖y‖ F , ∀ x ∈ E, y ∈ F

‖(x, y)‖ p = (‖x‖ PE + ‖y‖ PF )
1
p , ∀ x ∈ E, y ∈ F , 1 < p <∞

‖(x, y)‖∞ = max {(‖x‖ E + ‖y‖ F )}, ∀ x ∈ E y ∈ F

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.1. (Espace de Hilbert)

On appelle espace de Hilbert tout espace euclidien(espace vectoriel de dimension

finie muni d’un produit scalaire.) H complet au sens de la métrique associée à sa

norme.

ρ (f, g) = ‖f − g‖ .

Remarque 1.2.1. Généralement l’espace H est séparable est de dimension infinie,

en d’autres termes, il existe un ensemble dénombrable (lorsque ses éléments peuvent

être listés sans omission ni répétition dans une suite indexée par les entiers). partout

dense dans H et pour tout entier n ∈ N, il existe n vecteurs dans H linéairement

indépendants.

Théorème 1.2.1. (Riesz-Fischer)

Soit {ϕk} tel que k ∈ N un système orthonormé dans un espace de Hilbert H, et
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Préliminaire

soient les Valeurs α1, α2, . . . . . . , αi, . . . dans R telles que la série
∑∞

k=1 |αk| 2 soit

convergente, Alors on peut trouver un vecteur f ∈ H tel que f =
∑+∞

k=1 αkϕk et

αi = 〈f, ϕi〉 ∀ i = 1, 2, . . . .

et te plus, on a
∞∑
i=1

| 〈f, ϕi〉 | 2 =
∞∑
i=1

|αi| 2 = ‖f‖ 2

Preuve. Soit (fn)n≥0 la suite des sommes partielles donnée par

fn =
n∑
k=1

αkϕk

De la convergence de la série
∞∑
i=1

|αi|2

On déduit que la suite (fn) est de Cauchy, bien entendu pour des valeurs entiers p

et q assez grandes, telles que p ≤ q on a :

‖fp − fq‖ 2 =

q∑
i=p+1

|αi| 2 < ε

L’espace H étant de Hilbert, alors la suite(fn) est une suite convergente vers un

élément f de H. D’où de la relation f = fn + (f − fn) , et de la composition du

système {ϕk} avec les deux membres, on obtient

〈f, ϕi〉 = 〈fn, ϕi〉 + 〈f − fn, ϕi〉

Le second terme de la somme 〈f − fn, ϕi〉 de la somme figurant au second membre

tend vers 0 quand n→∞ et cela due à la continuité du produit scalaire, car

| 〈f − fn, ϕi〉 | ≤ ‖f − fn‖ . ‖ϕi‖

tandis que le premier terme 〈fn, ϕi〉 de la somme figurent au second membre cöıncide

avec la valeurs αi, ∀ i ≤ n d’où la relation 〈f, ϕi〉=〈fn, ϕi〉=αi pour tout i ≤ n Ce

qui entrâıne 〈
f −

n∑
k=1

αkϕk, f −
n∑
k=1

αkϕk

〉
= ‖f‖ 2 −

n∑
k=1

|αk| 2

Passant a la limite quand n→∞ ; on obtient l’égalité de Parseval

‖f‖ 2 =
∞∑
k=1

|αk| 2.
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Préliminaire

Théorème 1.2.2. Soit {ϕk} , k ∈ N un système orthonormé d’éléments d’un espace

de Hilbert H, pour que ce système soit complet, il faut et il suffit que, le seul vecteur

de orthogonal au système {ϕk} est le vecteur nul. Cela signifie qu’il n’existe pas un

vecteur non nul de H, qui soit orthogonal à tous les vecteurs du système {ϕk}.

Preuve. Soit f un élément de H, orthogonal à tous les vecteurs du système complet

{ϕk} , alors tous ses coefficients de Fourier sont nuls, 〈f, ϕi〉 = 0, ∀ i = 1, 2, . . . .

le système {ϕk} étant complet donc fermé. D’où l’égalité de Parseval

‖f‖ 2 =
∞∑
i=1

| 〈f, ϕi〉 | 2
∞∑
k=1

|αi| 2

qui implique que f = 0 .

Inversement, si le système {ϕk} n’est pas complet il existerait dans H un vecteur

non nul g qui réalise l’inégalité de Bessel

∞∑
i=1

| 〈g, ϕi〉 | 2 =
∞∑
i=1

|αi| 2 ≤ ‖g‖2 .

et d’après le théorème de Riesz-Fischer, on peut trouver un élément f de H tel

que
∞∑
i=1

| 〈f, ϕi〉 | 2 =
∞∑
i=1

|αi|
2

= ‖f‖ 2

il est aisé de voir que le vecteur non nul f − g est orthogonal au système {ϕk} d’où

la condition suffisante.

Théorème 1.2.3. Tous les espaces de Hilbert séparables sont isomorphes entre eux.

Preuve. Soit H un espace de Hilbert séparable, il existe alors un système ortho-

normé et complet {ϕk} tel que, pour tout vecteur f ∈ H il existe une suite (αK)k≥0

de coefficients de Fourier telle que

f (x) =
∞∑
k=1

αkϕk(x) avec

∞∑
k=1

|αk| 2 <∞

Cette condition nous affirme que la suite (αk)k est un élément de l2

Réciproquement, soit (αk) une suite d’éléments de l2 ;c’est-à-dire

∞∑
k=1

|αk| 2 <∞
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Préliminaire

il existe alors, d’après le théorème de Riesz-Fischer un vecteur fde H tel que,

‖f‖ 2 =
∞∑
k=1

|αk| 2 <∞ avec αk = 〈f, ϕi〉

d’où l’existence d’un isomorphisme entre les espaces de Hilbert séparables et l’espace

l2.

En effet, si les éléments f, g de H ayant pour coefficient de Fourier respectivement

les suites (αk), (βk) alors les vecteurs f + g et λf de H ont comme coefficients de

Fourier respectives {αk + βk} et {λαk}, de plus, on a

〈f, g〉 =
∞∑
k=1

αkβ̄k

car d’après l’égalité de Parseval

〈f, f〉 =
∞∑
k=1

|αk| 2, 〈g, g〉 =
∞∑
k=1

|βk| 2

et

〈f + g, f + g〉 =
∞∑
k=1

|αk + βk|
2 =

∞∑
k=1

(αk + βk)(αk + βk)

on a

〈f + g, f + g〉 = 〈f, f〉+〈f, g〉+〈g, f〉+〈g, g〉 =
∞∑
k=1

|αk| 2+
∞∑
k=1

αkβ̄k+
∞∑
k=1

ᾱkβk+
∞∑
k=1

|βk| 2

D’où l’égalité au dessus, en d’autres termes, l’isomorphisme entre les espaces de

Hilbert séparables H et l’espace de Hilbert l2 , signifie qu’il existe une application

bijective entre H et l2, de plus, la somme des vecteurs, la multiplication des vec-

teurs par un nombre λ et le produit scalaire dans H sont les mêmes que la somme

des coordonnées des vecteurs, la multiplication des coordonnée des vecteurs par un

nombre et le produit scalaire dans l2

Remarque 1.2.2. Comme il est connu en algèbre linéaire, que tous les espaces

vectoriels ou euclidiens de mêmes dimensions finies n sont isomorphes entre eux, car

chacun est isomorphe à l’espace Kn, alors de même tous les espaces de Hilbert sont

isomorphes entre eux, car chacun est isomorphes à l2.
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Préliminaire

1.3 Théorie des opérateurs

Définition 1.3.1. (Opérateur continus)

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur A défini sur un sous ensemble

G ⊂ E dans F est dit continu au point x0 Si on a, la propriété suivante : Pour toute

suite (xn)n de G converge vers x0, la suite A(xn) converge vers A(x0), c’est à dire

lim
n→∞

A(xn) = A( lim
n→∞

(xn)) = A(x0)

Remarque 1.3.1. L’opérateur A est dit continu sur G , s’il est continu en chaque

point de l’ensemble G.

Théorème 1.3.1. Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A

défini sur un sous ensemble G ⊂ E dans F , est dit continu partout sur G s’il est

continu en un point x0 de G.

Preuve. Soit (xn)n∈N une suite convergente vers x alors cette suite peut s’écrire

comme sous la forme

xn = [x0 + (xn − x)] + (x− x0) = yn + (x− x0) .

Il est clair que la suite est une suite convergente vers l’élément x0

lim
n
yn = lim

n
[x0 + (xn − x)] = x0

la composition des deux membres par l’opérateur A ; donne

A(xn) = A(x0 + (xn − x)) + A(x− x0) = A(yn) + A(x− x0).

L’opérateur A étant continu an point alors, il vient

lim
n
A(xn) = lim

n
A(yn) + A(x− x0) = A(x0) + A(x)− A(x0) = A(x)

Définition 1.3.2. (Opérateur bornés)

Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante

positive C > 0, telle que

‖A(x)‖ F ≤ C‖x‖ E, ∀ x ∈ E (1)

14
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Proposition 1.3.1. La plus petite des constantes C vérifiant la relation (1) est

appelée norme de A notée ‖A‖ et donnée par

‖A‖ = sup
‖x‖6=0

‖A(x)‖E
‖x‖E

= sup
‖x‖=1

‖A(x)‖F = sup
‖x‖<1

‖A(x)‖F (2)

Preuve. En effet, de la relation (1), les constantes C s’écrivent

‖A(x)‖ F
‖x‖ E

≤ C , ∀x ∈ E , x 6= 0

D’où, il est voir que la plus petite des constantes C est appelée ‖A‖ S’écrit comme

suite

‖A‖ = sup
‖x‖6=0

‖A(x)‖ F
‖x‖ E

de plus, on écrit

‖A‖ = sup
‖x‖6=0

‖A(x)‖ F
‖x‖ E

= sup
‖x‖6=0

∥∥∥∥ 1

‖x‖ E
A(x)

∥∥∥∥
F

= sup
‖x‖6=0

∥∥∥∥A(
x

‖x‖ E
)

∥∥∥∥
F

= sup
‖x‖=1

‖A(x)‖ F

D’où la deuxième égalité

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖A(x)‖ F

pour la troisième égalité, il est clair que l’on a la relation

sup
‖x‖=1

‖A(x)‖ F ≤ sup
‖x‖61,x 6=0

‖A(x)‖ F

de plus pour tout x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ 1 et x 6= 0,on écrit

‖A(x)‖ F = ‖x‖ E
∥∥∥∥A(

x

‖x‖ E
)

∥∥∥∥ F ≤ sup
‖x‖=1

‖A(x)‖ F

ou encore

‖A(x)‖ F ≤ sup
‖x‖=1

‖A(x)‖ F

Passons au suprimum sur la boule fermée B(0, 1) des deux membres, on obtient

sup
‖x‖61,x 6=0

‖A(x)‖ F ≤ sup
‖x‖61,x 6=0

‖A(x)‖ F

Des deux inégalités précédentes, on tire la relation suivante

sup
‖x‖61,x 6=0

‖A(x)‖ F = sup
‖x‖61,x 6=0

‖A(x)‖ F

D’où la troisième égalité

‖A‖ = sup
‖x‖61,x 6=0

‖A(x)‖ F
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Proposition 1.3.2. La norme ‖A‖ = sup‖A(x)‖ F sur la boule unité est toujours

finie pour tout opérateur continu.

Preuve. Supposons que la norme n’est pas finie, cela veut dire que l’on peut trouver

un élément de x de E, tel que

‖x‖ ≤ 1 et sup‖A (x)‖ F =∞

Ou encore il existe une suite de telle que

‖xn‖ ≤ 1 et ‖A (xn)‖ F = αn

Avec

lim
n
αn =∞

Définissons la suite (yn)n par

yn =
xn
αn

Il est à notée que cette suite converge vers l’élément 0 , c’est à dire : D’où, il vient

lim
n−→∞

‖A (yn)‖ F = lim
n−→∞

1

αn
‖A (xn)‖ F = lim

n−→∞

αn
αn

= 1

Contradiction avec le fait que A est un opérateur linéaire continu, car on doit avoir

la relation de la continuité

lim
n
yn = 0⇒ lim

n−→∞
‖A (yn)‖ F = 0.

Ce qui affirme que la constante est finie pour tout opérateur c =‖ A ‖ linéaire et

continu.

Théorème 1.3.2. Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est

borné.

Preuve. .

Condition suffisante

Supposons que l’opérateur A est borné alors, on a

‖A (x)‖ F ≤ C‖x‖E

16



Préliminaire

Ou encore

‖A (x)−A(0)‖ F ≤ C‖x− 0‖E

D’où la continuité de l’opérateur A au point 0, Autrement dit, limA(x) = A(0) lorsque

limx = 0 Ce qui entrâıne la continuité partout.

Condition nécessaire

Soient x et y deux éléments de tels que

x ∈ B(0, 1) = {x ∈ E, ‖x‖E ≤ 1}

et

y ∈ S(0, 1) = {y ∈ E , ‖y‖E = 1}

il est clair que L’on a la relation

‖A(y)‖E ≤ sup ‖A(x)‖ F = ‖A‖

D’autre part, pour tout x ∈ E tel que x 6= 0, on a x
‖x‖E

∈ S(0, 1) cela veut dire que l’on

a ∥∥∥∥A(
x

‖x‖E
)

∥∥∥∥
F

≤ ‖A‖ ,

Ou encore
1

‖x‖E
‖A(x)‖ F ≤ ‖A‖

Ce qui implique la relation

‖A(x)‖ F ≤ ‖A‖ ‖x‖E

D’où l’opérateur A est borné, car la constante ‖A‖ est toujours finie pour les opérateurs

A continus.

Définition 1.3.3. (Espaces isomorphes)

Soient (E,‖.‖ E ) et (F ,‖.‖ F ) deux espaces vectoriels normés, on dit que et sont

isomorphes, s’il existe un opérateur homéomorphe A défini sur E dans F , c’est à

dire

1). A est bijectif sur E dans F .

2). A et A−1 sont des opérateurs continus.

Définition 1.3.4. (Espaces isométriques)

Soient(E,‖.‖ E ) et (F ,‖.‖ F ) Deux espaces vectoriels normés, on dit que E et F

sont isométriques, s’il existe une isométrie A appliquant E dans F c’est à dire,

‖A(x)‖ F = ‖x‖ E ∀x ∈ E

17
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Remarque 1.3.2. La notion d’isométrie est plus forte que celle de l’isomorphe.

Définition 1.3.5. (Normes équivalentes)

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes (E‖.‖ 1) et (E‖.‖ 2), on dit que les

deux normes sont équivalentes, si on peut trouver deux constantes positives α et β

,telles que

α ‖x‖ 1 ≤ ‖x‖ 2 ≤ β ‖x‖ 1,∀x ∈ E

Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si, l’applica-

tion identique de E dans E soit un isomorphisme entre les espaces normés (E‖.‖ 1)

et (E‖.‖ 2).

Théorème 1.3.3. Dans un espace vectoriel normé (E‖.‖ ) de dimension finie, toutes

les normes sont équivalentes.

Preuve. Soit {e1, e2, . . . ., en} une base de E, alors pour tout élément x ∈ E on

écrit

x =
n∑
i=1

αiei avec αi ∈ K, 1 ≤ i ≤ n.

Considérons sur E deux normes (E,‖.‖ ) et (E,N), alors pour tout x, y ∈ E tel que

x =
∑n

i=1 αiei, y =
∑n

i=1 βiei on a la relation

|N (x)−N(y)| ≤ N (x− y) = N(
n∑
i=1

αiei−
n∑
i=1

βiei),= N(
n∑
i=1

(α−β)ei) ≤
n∑
i=1

|αi − βi|N (ei)

Cette inégalité entrâıne la continuité de la norme N sur E car on a,

limN(x) = N(y) lorsque limx = y Étant donné que la sphère S(0, 1) = {x} = 1 est

compact comme un ensemble fermé et borné dans un espace de dimension finie et

N(x) une fonction continue positive, alors cette fonction est uniformément continue

et atteint ses bornes sur la sphère, c’est à dire

∃ M > 0 ,∃ m > 0, telle que m < N(
x

‖x‖
) ≤M

Ou encore

m ‖x‖ ≤ N(x) ≤M ‖x‖

Proposition 1.3.3. Tout espace normé (E,‖.‖ ) de dimension finie est complet.
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Preuve. Soit (xn)n une suite de Cauchy de E alors la suite est bornée dans un

espace de dimension finie. D’où on peut extraire une sous suite convergente vers un

élément x de E ce qui implique que la suite xn converge aussi vers le même élément

x de E. d’où la complétude de l’espace E.

Proposition 1.3.4. Tout sous espace F de dimension finie d’un espace normé

(E,‖.‖ ) est complet. En effet, F est de dimension finie toute ses normes sont

équivalente. De plus F est isomorphe à Kn qui est complet et par conséquent F

est complet dans E.

Proposition 1.3.5. Tout espace Banach (E,‖.‖ ) est fermé.

Preuve. Soit (xn)n une suite d’éléments de E convergente vers x ,alors xn est une

suite de Cauchy dans un espace complet E. D’où xn est convergente dans F .

Proposition 1.3.6. Tout sous espace F complet d’un espace normé (E,‖.‖ ) est

fermé.

En effet, soit x0 ∈ F̄ alors il existe une suite (xn)n d’éléments de F convergente

vers x0 dans E, la suite convergente xn est de Cauchy dans F complet ce qui implique

que la suite xn est convergente dansF , la limite étant unique.

D’où x0 ∈ F Autrement dit, F = F̄ ou encore F fermé.

Proposition 1.3.7. Tout sous espace de dimension finie d’un espace normé (E,‖.‖ )

est fermé.

En effet, il est clair que l’espace de dimension finie est complet et par conséquent

F est fermé.

Remarque 1.3.3. Tout sous espace F de dimension infinie d’un espace normé

(E,‖.‖ ) n’est pas nécessairement fermé.

En effet, il suffit de prendre E = C([a, b]) l’espace des fonctions continues sur

[a, b] muni de la norme uniforme

‖x‖ = max
t∈[a,b]

‖x(t)‖
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Et soit F l’ensemble des polynômes qui est un sous espace de C([a, b]); non fermé

car d’après Weierstrass on a, toute fonction continue sur [a, b] est une limite d’une

suite uniformément convergente de Polynômes.

Autrement dit, la fermeture de F̄ cöıncide avec C([a, b]).

Théorème 1.3.4. Soient E et F deux espaces normés. L’ensemble L (E,F ) de

tous les opérateurs A linéaires continus sur E dans F muni de la norme ‖A‖ est un

espace normé.

Preuve. — Soit A ∈ L (E,F )avec ‖A‖ = 0 ; la relation de la continuité

‖A(x)‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖

Nous donne la nullité de l’opérateur A ; c’est à dire

A(x) = 0, ∀ x ∈ E

D’où la relation

A = 0.

— Soit A1, A2 ∈ L (E,F ) alors, on a A1 + A2 ∈ L(E; F ) ; c’est à dire

‖A1(x) + A2(x)‖ ≤ ‖A1 + A2‖ ‖x‖

De plus on a, aussi

‖A1(x) + A2(x)‖ ≤ ‖A1(x)‖+‖A2(x)‖ ≤ ‖A1‖ ‖x‖+‖A2‖ ‖x‖ ≤ (‖A1‖+‖A2‖ ) ‖x‖

Notons que ‖A1 + A2‖ est une borne supérieure.

Autrement dit, le plus petit des majorants vérifiant l’inégalité. D’où la rela-

tion

‖A1 + A2‖ ≤ ‖A1‖ + ‖A2‖

— Soit A ∈ L (E,F ) et λ.∈ K alors, on a λA c’est à dire

‖λA(x)‖ ≤ ‖λA‖ ‖x‖

De plus on a,aussi

‖λA(x)‖ = |λ| ‖A(x)‖ ≤ |λ| ‖A‖ ‖x‖

20
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Notons que ‖λA‖ est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit des majo-

rants vérifiant l’inégalité. D’où la relation

‖λA‖ ≤ |λ| ‖A‖

D’autres parts on a, la relation

‖A(x)‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖

Oc encore

‖A(x)‖ =
1

|λ|
‖λA(x)‖ ≤ 1

|λ|
‖λA‖ ‖x‖

Notons que ‖A‖ est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit des majorants

vérifiant l’inégalité. D’où la relation

‖A‖ ≤ 1

|λ|
‖λA‖

Ou encore

|λ| ‖A‖ ≤ ‖λA‖

Des deux inégalités précédentes, on déduit l’égalité

|λ| ‖A‖ = ‖λA‖

Théorème 1.3.5. Soit E un espace normé et F un espace de Banach, alors L (E,F )

est un espace de Banach.

Preuve. En effet, soit (An)n une suite de Cauchy d’éléments de L (E,F ).

∀ε > 0,∃Nε,∀p, q ≥ Nε : ‖Ap − Aq‖ < ε

alors pour tout x ∈ E on a

‖Ap(x)− Aq(x)‖ = ‖(Ap − Aq)(x)‖ ≤ ‖Ap − Aq‖ ‖x‖ < ε ‖x‖

D’où, on tire que (An(x))n. est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach F ;

alors An(x) converge dans F vers un opérateur A(x). Passons à la limite des deux

membres, on obtient

lim
p→∞
‖Ap(x)− Aq(x)‖ = ‖A(x)− Aq(x)‖ < ε ‖x‖ , ∀p ≥ Nε
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D’où l’opérateur B(x) = A(x)−Aq(x) est borné donc continu de E dans F , il est

un élément de L (E,F )c’est à dire

‖A(x)− Aq(x)‖ ≤ ‖A− Aq(x)‖ ‖x‖

Notons que est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit des majorants

vérifiant l’inégalité. D’où la relation

‖A− Aq(x)‖ < ε

Ce qui prouve la convergence de la suite Aq vers A dans L (E,F ) L’opérateur A est

un élément de L (E,F ) comme différence de deux opérateurs continus

A(x) = B(x)− Aq(x) ∈ mathscrL(E,F )

Définition 1.3.6. (Dual topologique)

On appelle dual topologique de l’espace E et que l’on note E∗ l’espace de Banach

des fonctionnelles linéaires continues L (E,K).

Remarque 1.3.4. Le dual topologique E∗ = L (E,K) est inclus dans le dual

algébrique E+ = L (E,K).

Définition 1.3.7. (Opérateurs dual dans les espaces normés)

Soit A un opérateur linéaire borné défini sur un espace normé E à valeurs dans

un espace normé F alors, pour tout ϕ ∈ E et ψ ∈ F , on définit les fonctionnelles

linéaires bornées U ∈ F ∗ = L (F,K) et V ∈ E∗ = L (E,K) avec K = (R ou C)

comme suit

F ∗ : F −→ k

U : ψ 7−→ U(ψ)

et

E∗ : E −→ k

V : ϕ 7−→ V (ϕ)

L’opérateur noté A∗ défini sur F dans E est dit opérateur adjoint de A si l’on a,

pour tout U ∈ F ∗ et V ∈ E∗

A∗ : F ∗ −→ E∗

A∗ : U 7→ A∗(U) = U(A(ϕ)) = V (ϕ);
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Définition 1.3.8. (Opérateurs linéaires Adjoints dans les espaces de Hil-

bert)

Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H1 à valeurs dans un

espace de Hilbert H2 , l’opérateur linéaire noté A défini de H2 dans H1 est dit

opérateur adjoint de A si l’on a pour tout ϕ ∈ H1 et ψ ∈ H2

〈Aϕ,ψ〉H2 = 〈ϕ,A∗ψ〉H1

Définition 1.3.9. (Opérateurs auto adjoints)

Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H dans lui même alors,

l’opérateur A est dit opérateur auto adjoint si, on a la relation

A = A∗

ou encore, pour tout ϕ, ψ ∈ H

〈Aϕ,ψ〉 = 〈ϕ,Aψ〉

Définition 1.3.10. (Opérateurs antiauto adjoints)

Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H dans lui même, on

dit que A est un opérateur antiauto adjoint si, on a la relation

A = −A∗

ou encore, pour tout ϕ, ψ ∈ H

〈Aϕ,ψ〉 = −〈ϕ,Aψ〉.
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Chapitre 2

Sous-Espaces Invariant

2.1 Les espaces L1 et L2

L’espace L 1 :

Définition 2.1.1. L 1 = L 1(µ) = L 1(Ω,Σ, µ) L’espace vectoriel des fonctions

(mesurables) intégrables par rapport à µ, On supposera qu’il s’agit des fonctions

réelles ou complexes.

Pour toute f ∈ L 1 on introduit le nombre :

N1(f) =

∫
|f |dµ < +∞

et on vérifie immédiatement que l’application N1(.) : L 1 −→ [0,∞) est une semi

norme,c’est-à-dire que l’on a

N1(f) > 0; N1(λf)|λ|N1(f); N1(f) 6 N1(f) +N1(g)

pour f, g ∈ L 1 quelconques.

De plus N1(f) équivaut à f = 0 µ pp, c’est-à-dire à f ∈ N où N est le sous-espace

des fonctions (intégrables) négligeables.

L’espace L 2 :

Définition 2.1.2. L 2 = L 2(µ) = L 2(Ω,Σ, µ) .A coté de L 1 on introduit aussi

l’ensemble des fonctions mesurables f telles que |f |2 ∈ L 1,noté L 2 ,

On dit que L 2 est l’espace des fonctions (mesurables) de carré intégrable.
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Les espaces L1 et L2

On désigne par L1(resp.L2) l’ensemble des classes d’équivalence de fonctions de

L 1 (resp.L 2 ) modulo l’égalité µ pp.

C’est aussi l’espace vectoriel quotient L 1�N (resp.L 2�N ).

2.2 L’espace de Hardy H2(D)

Les propriétés fondamentales de H2(D) sont résumées par le théorème suivant :

Théorème 2.2.1. .

1. Une fonction f ∈ Hol(D) de la forme f(z) =
∑

n≥0 anz
n appartient à H2(D) si et

seulement si
∑

n≥0 |an|2 <∞.

Dans ce cas ‖f‖2 = (
∑

n≥0 |an|2)
1
2 .

2. Si f ∈ H2(D), f ∗ ∈ L2(T) (f ∗ la limite radiale de f)et le nieme coefficient de

Fourier de f ∗ est an si n ≥ 0 et 0 si n < 0. Rappelons que f ∗ est la limite radial de

f sur T et f ∗(eit) = limr−→1−1 fre
it.

De plus

lim
s−→1−

1

2π

∫ 2π

0

|f ∗(eit)− f(seit)|2dt = 0

3. L’application f −→ f ∗ est un isomorphisme isométrique de H2(D) dans

H2(T) := {g ∈ L2(T) : ĝ(n) = 0, n < 0}.(ĝ La limite radiale de g sur T)

4. H2(D) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

〈f, g〉H2(D) = 〈f ∗, g∗〉L2(T) =
1

2π

∫ 2π

0

f ∗(eit)− f(seit)g∗(eit)dt

Preuve. Soit f(z) =
∑

n≥0 anz
n pour z ∈ D. On a donc, pour r ∈ [0, 1[ et t ∈ R,

f(reit) =
∑

n≥0 anr
neint.

D’après le théorème de Plancherel-Parseval,On a

1

2π

∫ 2π

0

|f(reit)|2dt =
∑
n≥0

|an|2r2n
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Par convergence monotone discrète, on a :

lim
r−→1

∑
n≥0

|an|2r2n =
∑
n≥0

|an|2

Comme ‖f‖22 = limr−→1
1
2π

∫ 2π

0
|f(reit)|2dt, On obtient f appartient à H2(D) si et

seulement si
∑

n≥0 |an|2 <∞ et ‖f‖22 = (‖f‖22)
1
2 ,

Ce qui termine la preuve de 1.

On a f ∗ ∈ L2(T) si f ∈ H2(D) d’après proposition 4.4.2. voir [8]

Supposons f ∈ H2(D) et pour 0 < s < 1 on définit les fonctions fs sur T par

fs(e
it) = f(seit) =

∑
n≥0 ans

neint.

Comme
∑

n≥0 |an|2 <∞ le théorème de Riesz-Fischer nous garantit l’existence

d’une fonction g ∈ L2(T) telle que ĝ(n) = an si n > 0 et 0 si n < 0.

Les coefficients de Fourier de g − fs valent (1− sn)an si n ≥ 0 et 0 si n < 0.

Une nouvelle application de l’égalité de Plancherel-Parseval donne :

‖g − fs‖22 =
∑
n≥0

(1− sn)2|an|2

Par convergence monotone décroissante discrète

lim
s−→1−

∑
n≥0

(1− sn)2|an|2 = 0

On a donc ‖g − fs‖2 = 0.Pour 0 < s < 1, la fonction fs définie par fs(z) = f(sz)

est holomorphe dans D(0, 1/s). On a donc, pour z ∈ D,

fs(z) =
1

2iπ

∫
T

fs(ξ)

ξ − z

La fonction fs étant en particulier harmonique sur D(0, 1/s), on a aussi, pour

z = reiθ ∈ D, fs(z) =
1

2π

∫ 2π

0

Pr(θ − t)fs(eit)

L’inégalité de Schwarz et le fait que Pr(θ − t) ≤ 1+r
1−r , nous donne

|fs(reiθ)−
1

2π

∫ 2π

0

Pr(θ−t)g(eit)dt| = | 1

2π

∫ 2π

0

Pr(θ−t)(fs(eit)−g(eit))dt| ≤ 1 + r

1− r
‖fs−g‖2

et

|fs(reiθ)−
1

2iπ

∫
T

g(ξ)

ξ − reiθ
dξ| = | 1

2iπ

∫
T

fs(ξ)− g(ξ)

ξ − reiθ
dξ| ≤ 1 + r

1− r
‖fs − g‖2
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Comme lims−→1− ‖g − fs‖2 = 0, on a donc

f(reiθ) = lim
s−→1−

fs(re
iθ) =

1

2π

∫ 2π

0

Pr(θ − t)g(eit)dt =
1

2iπ

∫
T

g(ξ)

ξ − reiθ
dξ

En particulier, f est la fonction harmonique définie de la mesure µ ,m définie par

dµ(t) = g(eit)dt avec g ∈ L1(T) puisque g ∈ L2(T). On a f ∗(eit) = g(eit) m-presque

partout. On en déduit que f ∗ ∈ L2(T), f̂ ∗(n) = an si n ≥ 0 et que f̂ ∗(n) = 0 si n ≤

0. Enfin on a aussi :

f(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0

Pr(θ − t)f ∗(eit)dt =
1

2iπ

∫
T

f ∗(ξ)

ξ − reiθ
dξ

Ce qui termine la preuve de 2.

Puisque lims→1− ‖f ∗ − fs‖2 = 0, on a ‖f‖2 = lims→1− ‖fs‖2 = ‖f ∗‖2.

Comme f̂ ∗(n) = 0 pour tout n < 0 , l’application Φ : f −→ f ∗ est bien une isométrie

de H2(D) dans H2(T). Par définition l’application Φ est linéaire. Étant isométrique,

elle est automatiquement injective. Enfin, si g ∈ H2(T), g est de la forme

g(eit) =
∑
n≥0

ane
int

avec

‖g‖22 =
∑
n≥0

|an|2

Alors la fonction f définie sur D par f(z) =
∑

n≥0 anz
n appartient à H2(D) d’après

1.

L’application Φ est donc surjective. Ainsi Φ est bien un isomorphisme isométrique.

Par définition, 〈f, f〉H2(D) = ‖f ∗‖22
. Comme ‖f ∗‖22, la norme sur H2(D) se déduit bien du produit scalaire que nous

avons fixé.

De plus H2(D) est complet. Ainsi H2(D) est bien un espace de Hilbert.

2.3 Produit de Blaschke

Théorème 2.3.1. soit (αn)n une suite dans U ∈ C telle que αn 6= 0 et

Σn(1− |αn|) <∞ (1)
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pour un entier k non négatif et

B(z) = zk
∏ αn − z

1− ᾱnz
.
|αn|
αn

(2)

la fonction B ∈ H∞ et elle ne possède pas d’autre zéros que les points(outre l’origine

si k > 0 ).

Cette fonction B est appelée un produit de Blaschke on notera que certaine des αn

peuvent être répétés, ce qui fournit un zéro multiple pour B en ce point.

Remarque 2.3.1. On notera encore que chaque facteur de (2) a une valeur absolue

égale à 1 sur T .

Le terme ” produit de Blaschke ” Pourra être utilisé par le cas d’une nombre fini de

facteur et éventuellement s’il n’y a pas de facteur du tout posant B(z) = 1.

Preuve. Pour |z| 6 r,le n-ième terme de la série

∞∑
n

|1− αn − z
1− ᾱnz

.
|αn|
αn
|

Vaut

| αn + |αn|z
(1− ᾱnz)αn

|(1− |αn|) 6
1 + r

1− r
(1− |αn|)

B ∈ H∞ et B n’a pas d’autre zéros que ce prescrits.

Puisque chaque facteur de (2) a une valeur inférieur à 1 dans U ∈ C on en déduit

|B(z)| < 1, ce qui termine la démonstration.
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2.4 Les fonctions intérieures - Les fonctions extérieures

Les fonctions intérieures

Définition 2.4.1. Une fonction intérieure est une fonction U ∈ H∞(D) telle que

|U∗(eit)| = 1,m− presque partout.

Les fonctions extérieures

Définition 2.4.2. une fonction extérieure est une fonction Q ∈ Hol(D) de la forme

Q(z) = ce
1
2π

∫ π
−π

eit+z

eit−z
logϕ(eit)dt

où |c| = 1 et où ϕ est une fonction positive mesurable telle que logϕ ∈ L1(T).

Le Théorème de Plancherel

Puisque la somme de Lebesgue de R1 est infinie , l’espace L2 n’est pas inclus

dans L1 et la définition de la transformé de Fourier n’est pas directement applicable

à toute fonction f de L2, toutefois cette définition convient lorsque f appartient à

L1 ∩ L2 et il se trouve que appartient aussi à L2 .

De fait‖f‖2 = ‖f ∗‖2. cette isométrie de L1 ∩ L2 dans L2 sur L2 se prolonge en une

isométrie de L2 sur L2 et le prolongement permet de défini la transformée de Fourier(

quelquefois appelée la transformé de Plancherel ).

Pour tout fonction f dans L2 la théorie au sens L2 qui en ré suite et bien plus

symétrique que la théorie au sens L1 puisque dans L2 les fonctions f et f ∗ jouent

exactement le même rôle.

Théorème 2.4.1. à chaque fonction f de L2 On peut associer une fonction f ∗ de

L2de sorte que les propriété soient satisfaites :

a) Lorsque f appartient à L1 ∩ L2, f ∗ est la transformée de Fourier de f .

b) Pour tout f dans L2, on a ‖f ∗‖2 = ‖f‖2.

c) L’application f −→ f ∗ est un isomorphisme d’espace de Hilbert de L2sur L2.

d) Entre f et f ∗ existent les relations symétrique suivantes :
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En posant

ϕA(t) =

∫ +A

−A
f(x)e−ixtdm(x)

et

lim
A−→∞

‖ϕA − f‖2 = 0

et

lim
A−→∞

‖ψA − f ∗‖2 = 0

Théorème 2.4.2. (Plancherel-Parseval)

Si f ∈ L2(T) et si (Cn),n ∈ Z est la suites de ses coefficients de Fourier

Cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(eit)e−intdt

alors :

‖f2‖ = (
1

2π

∫ 2π

0

|f(eit)|2dt)2dt =
∑
n∈Z

|Cn|2

. De plus f est la somme de sa série de Fourier (Sn(f)n≥0) avec

lim
n→∞

‖f − Sn‖2

2.5 Sous-espaces invariants

Considérons un opérateur linéaire borné S sur un espace de Banach Xc’est a

dire une application linéaire bornée de X dans X un sous- espace fermé Y de Xest

un sous espace invariant de S ou S-invariant si

S(Y ) ⊂ Y

Les sous espaces invariant de sont précisent ceux qui contiennent leur image par S.

connâıtre les sous-espace invariante d’un opérateur S aide à concevoir son mode

d’action (ceci est principale générale - et donc assez vague : dans l’étude d’une

quelconque transformation ).

Par example , si S est un opérateur linéaire sur espace vectoriel de dimension n

qui possède n vecteur propre linéairement indépendants x1, x2, ..., xn chaque espace
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vectoriel à une dimension engendré par chacun des xi est un invariant par S.

Pour décrire S, on obtient un schéma très simple en ce plaçant sur la base de X

fournie par x1, x2, ..., xn Nous allons décrire les sous-espaces invariants de l’opérateur

de déplacement S sur `2.

Rappelons que `2 désigne l’espace des suites complexes

x = {ξ0, ξ1, ξ2, ...} (1)

Pour lesquelles

‖x‖ = {
∞∑
n=0

|ξn|2}
1
2 <∞ (2)

L’opérateur de déplacement S envoie un élément x ∈ `2 donnée sous la forme (1),sur

l’élément

Sx = {0, ξ0, ξ1, ξ2, ...}

S et bien sûr un opérateur linéaire et borné sur `2 et ‖S‖ = 1. Quelques sous-espaces

S-invariant apparaissent à première vue :pour tout K ≥ 0, l’ensemble Yk des x ∈ `2.

Dont les x premières coordonnées sont nulles est un s-invariant.

Pour en trouve d’autre,on peut utiliser l’isomorphisme d’espace de Hilbert entre `2

et H2 qui transforme l’opérateur de déplacement S en un opérateur de multipli-

cation sur H2 l’avantage est d’obtenir un opérateur qui est d’analyse plus facile (

tenant compte de la structure riche de comme espace de fonction Holomorphe) que

l’opérateur original si l’espace de suites `2. à chaque x ∈ `2 fourni par (1) on associe

la fonction

f(z) =
∞∑
n=0

ξnz
n, (z ∈ U)

Théorème 2.5.1. ceci définit un correspondance linéaire et injective de `2 sur H2.

y = {ηn}, g(z) =
∞∑
n=0

ηnz
n, (z ∈ U)

et si le produit intérieur (scalaire) dans H2 est définit par

(f, g) =
1

2π

∫ π

−π
f ∗(eiθ)g∗(eiθ)dθ

Le Théorème de Parserval montre que (f, g) = (x, y) nous disposons donc d’un

isomorphisme d’espace de Hilbert entre `2 et H2.
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l’opérateur de déplacement S devient un opérateur de multiplication sur H2 encore

noté S :

(Sf)(z) = zf(z), (f ∈ H2, z ∈ U)

Les sous-espace S-invariantes que nous avons précédent notés Yk correspondent aux

espaces de fonctions possédant un zéro d’ordre au moins k à l’origine . voilà un

indice.

Pour tout ensemble fini {α1, ...αn} ⊂ U l’espace Y de toutes les fonctions f ∈ H2

telles que f(α1) = ... = f(αk) = 0 est invariant par S. si et seulement si f�B ∈

H2.Par suite, Y = BH2.

Ce résultat suggère que les produits de Blaschke infinis donneront aussi des sous-

espaces invariants.Ou encore ,plus généralement, que l’on peut remplacer les produits

de Blaschke par des fonctions intérieur arbitraires ϕ, Il n’est pas difficile de montrer

en effet que ϕH2 est un sous espace fermé invariant par S de H2, c’est un résultat

beaucoup plus profond que de monter que tout sous-espace fermé invariant par S et

de la forme décrite.

Théorème 2.5.2. (Théorème de Beurling)

a) pour tout fonction intérieur ϕ , l’espace

ϕH2 = {ϕf : f ∈ H2}

est un sous-espace de H2 fermé et invariant par S.

b) si ϕ1 etϕ2sont des fonctions intérieures et si ϕ1H
2 = ϕ2H

2 alors ϕ1�ϕ2est une

constante.

c) Tout sous-espace fermé Y deH2 ,autre que {0} et S-invariant contient une fonction

intérieur ϕ de telle sorte que Y = ϕH2.

Preuve. H2 est une espace de Hilbert pour la norme

‖f‖2 =
1

2π

∫ π

−π
|f ∗(eiθ)|2dθ

1
2

si ϕ est une fonction intérieur,on a|ϕ∗| = 1 p.p L’application

f −→ ϕf

32



Sous-Espaces Invariant

est donc une isométrie de H2 dans H2en tant qui isométrie,son image est un sous-

espace fermé de H2 ( pour la démonstration , on remarque que si ϕfn −→ g dans

H2 la suite {ϕfn} est le Cauchy et, par suite il en est même pour {fn}. Donc fn

converge vers f dans H2 et g = ϕf ∈ H2). L’invariance Par S de ϕH2 est triviale

puisque

z.ϕf = ϕ.zf

. Par suite(a) est vérifiée.

Si ϕ1H
2 = ϕ2H

2, on a ϕ1 = ϕ2f pour une certaine pour une certaine fonction f de

H2et donc ϕ1�ϕ2 ∈ H2.

De même ϕ2�ϕ1 ∈ H2.

Définissons la fonction ϕ = ϕ1�ϕ2 et h = ϕ+ (1�ϕ).

Puisque h ∈ H2 et puisque |ϕ∗| = 1 p.p sur T , la fonction h∗ est une fonction réelle

p.p sur T .

Mais alors, h étant l’intégrale de Poisson(h = 1
2π

∫ π
−π Pr(θ− t)f(t)dt) de h∗ se trouve

également être réelle sur U ce qui implique que h est une fonction constante , il en

est de même pour ϕ ce qui démontre (b).

La démonstration de (c).

Soit Y un sous-espace fermé de H2 ,non réduit à 0et invariant par S, il existe un

plus petit entier k tel que Y contienne une fonction f de la forme

f(z) =
∞∑
n=k

CnZn, Ck = 1

Par suite, f /∈ Y où zY désigne l’ensemble des g de la forme g(z) = zf(z) où f ∈ Y .

On en déduit que zY est un sous-espace fermé propre de Y (fermé puisque vaut le

même raisonnement que dans le démonstration de (a), il existe dans Y un vecteur

non nul orthogonale à zY .

Il existe donc ϕ ∈ Y telle que ‖ϕ‖2 = 1 ϕ ⊥ zY on aussi ϕ ⊥ znY pour n = 1, 2, ...

Grâce à la définition du produit scalaire sur H2 ,ceci signifie

1

2π

∫ π

−π
|ϕ∗(eiθ)|2e−inθdθ = 0, n = 1, 2 . . . (1)

Ces relation sont conservées si l’on remplace chaque nombre de gauche par son ex-

pression conjuguée c’est à dire si l’on change n en −n dans (1).
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Ainsi tous les coefficients de Fourier de la fonction |ϕ∗|2 ∈ L1(T) sont nul corres-

pondant à n = 0,qui vaut 1.

On en déduit |ϕ∗| = 1 p.p sur T puisque les fonctions de L1 sont caractérisé presque

partout par leur coefficient de Fourier.

Mais ϕ ∈ H2 de sorte que ϕ est l’intégrale de Poisson de ϕ∗ et ainsi |ϕ| ≤ 1.

Ainsi ϕ est une fonction intérieur.

puisque ϕ ∈ Y et puisque Y est invariant par S , on a ϕzn ∈ Y pour n = 0, 1, 2...Par

suite,

ϕP ∈ Y pour tout polynôme P . Mais les polynômes sont dense dans H2 ( par le

théorème de Parseval,les sommes partielles de la série entière d’une quelconque fonc-

tion f de H2 convergente vers f au sens de la norme H2).

Puisque Y est fermé |ϕ| ≤ 1 on en déduit que ϕH2 ⊂ Y . Nous devons montrer que

l’inclusion n’est pas propre.

Puisque ϕH2 est fermé, est il suffit de montrer que les hypothèses h ∈ Y et h ⊥ ϕzn

pour n = 0, 1, 2... ou encore

1

2π

∫ π

−π
h∗(eiθ)ϕ∗(eiθ)e−inθdθ = 0, (n = 0, 1, 2...)

Si h ∈ Y ,on a znh ∈ zY avec n = 1, 2, ... et le choix de ϕ montre que znh ⊥ ϕ ou

encore
1

2π

∫ π

−π
h∗(eiθ)ϕ∗(eiθ)e−inθdθ = 0, (n = −1,−2,−3...)

comme tous les coefficients de Fourier de h∗ϕ̄∗ sont nuls,cette fonction est p.p nulle

sur T et comme |ϕ∗| = 1 presque partout on a bien h∗ = 0 p.p c’est à dire h = 0et

la démonstration est achevée.

Théorème 2.5.3. Soient Mf le facteur intérieur d’une fonction f ∈ H2 et Y le plus

petit sous-espace fermé de H2 invariants par S et qui contienne f . On a

Y = MfH
2

En particulier, Y = H2si et seulement si f est une fonction extérieure.

Preuve. Soit f = MfQf la factorisation de f en facteur intérieur et extérieur,Il

est clair que f = MfH
2 puisque f = MfH

2 est fermé et invariant par S on a
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Y ⊂ f = MfH
2.

D’autre part le théorème de Beurling montre qu’il existe une fonction intérieur ϕ

telle que : Y = ϕH2.

Puisque f ∈ Y , il existe une fonction h = MhQh ∈ H2telle que

MfQf = ϕMhQh (1)

. puisque les fonctions intérieur ont un module égal à 1 p.p sur T ,la relation (1)

implique Qf = Qh et donc Mf = ϕMh ∈ Y .

par conséquent,Y doit contenir le plus petit sous-espace fermé invariant par S qui

contienne Mf .Ainsi MfH
2 ⊂ Y , et la démonstration est achevée. Il peut être

intéressant de résumer ces résultat à partir de deux questions aux quelque les

théorèmes précédentes répondant :

- f étant une fonction donnée de H2 ,Quelle sont les fonctions g de H2 qui peuvent

être approchées en nome H2 par des fonctions de la forme fP ,lorsque P parcourt

les polynômes ?

La réponse est : ce sont les fonctions g telles que g�Mf ∈ H2 . -Pour quelles

fonctions f dans H2 l’ensemble fP est-il dense dans H2 ?

la réponse est : ce sont précisément les fonctions f telles que :

log |f(0)| = 1

2π

∫ π

−π
log |f ∗(eiθ)|dθ

.
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Chapitre 3

Sous-Espaces Invariant Par le Shift

3.1 Espaces modèles

Nous allons maintenant rappeler de nombreux résultats classiques sur les sous-

espaces invariants par l’opérateur de multiplication par z sur l’espace de Hardy H2.

Avant cela, on peut remarquer que H2 est isomorphe à `2(N), en effet

F : f(z) =
∑
n≥0

f̂(n)zn −→ (f̂(n))n∈N

est clairement une isométrie bijective de H2 à `2(N). On note S (shift) l’opérateur

linéaire continu suivant :

S : `2(N) −→ `2(N)

(ξ0, ..., ξn, ...) 7−→ (0, ξ1, ..., ξn, ...)

S est alors une isométrie non surjective et son adjoint S∗ vérifie :

S∗ : `2(N) −→ `2(N)

(ξ0, ..., ξn, ...) 7−→ (ξ1, ..., ξn, ...)

Ainsi S∗S = I`2(N) . Enfin, on a pour tout f ∈ H2 F(Mzf) = SF(f) Ainsi, regar-

der l’action de l’opérateur de multiplication sur H2 revient à regarder l’action de

l’opérateur de déplacement S sur `2(N).

On note alors simplement S. La multiplication par z sur H2.

Une question classique relative au shift est de chercher les sous-espaces invariants
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par celui-ci.

En interprétant ces sous-espaces de `2(N) invariant par l’opérateur de déplacement

comme des sous-espaces de H2 invariant par le shift, on peut tous les décrire, et ce,

de façon élégante.

Résultats classiques

Les sous-espaces de H2 invariants par l’opérateur de multiplication par z peuvent

être caractériser en termes des fonctions intérieures qui sont associées au zéros com-

muns des fonctions de ce sous-espaces.

Le théorème classique et incontournable suivant exprime ce fait .

Corollaire 3.1.1. Les sous-espaces fermés Y de H2 tels que Y 6= H2 invariants par

S∗ sont de la forme

Y = H2 	 ϕH2 (1)

où ϕ est une fonction intérieure.

Réciproquement tous les espaces de la forme (1) sont S−invariants.

Preuve. Soient T est un opérateur sur un espace de Hilbert E et F un sous-espace

de E, alors l’équivalence suivante est classique

T ∗F⊥ ⊂ F⊥ ⇔ TF ⊂ F

et, associé au théorème elle permet de conclure. On utilise également la notation

classique suivante

Kϕ = H2
⋂

(ϕH2)⊥ = H2 	 ϕH2

On dit que Kϕ est l’espace modèle associé à la fonction intérieure ϕ.

Espaces modèles de dimension finie.

Les similitudes entre C[X] et l’ensemble des fonctions intérieures sont flagrantes

dans ce qui suit.

Nous allons définir la notion de divisibilité entre deux fonctions intérieures.
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Cela permet de définir le ppcm de deux fonctions intérieures comme on le fait classi-

quement entre deux polynômes P et Q de C[X] soit par divisibilité, soit en utilisant

un générateur de l’idéal principal PC[X] ∩QC[X].

Soient θ1, θ2 deux fonctions intérieures, on dit que θ1 divise θ2 si et seulement si

θ2 | θ1 ∈ H2.

On remarque alors que θ2�θ1 ∈ H2 est nécessairement intérieure. De cette façon,

on peut donc définir le ppcm de deux fonctions intérieures, au sens suivant : θ =

ppcm(θ1, θ2) si θ1 et θ2 divisent θ et, si elles divisent une autre fonction intérieure θ
′

alors θ divise θ
′
.

De même que sur l’algèbre des polynômes à coefficients dans C, le ppcm n’est pas

unique cependant les propriétés qui nous intéressent n’en sont en rien affectées car

nous ne regarderons que les espaces de la forme θH2.

Corollaire 3.1.2. Soient θ1 et θ2 deux fonctions intérieures alors

— * θ1 divise θ2 ⇔ θ2H
2 ⊂ θ1H

2

— * θ)1H
2 ⊂ θ2H

2 = θH2 tel que θ = ppcm(θ1, θ2)

Preuve. a) si θ2 = θ1 avec gune fonction intérieur alors

Θ2H
2 = θ1gH

2 ⊂ θ1H
2

Réciproquement,si θ2H
2 ⊂ θ1H

2 alors θ2 ∈ θ1H2 et θ2 | θ1 ∈ H2.

b) Le sous espace θ1H
2 ∩ θ2H2 est clairement invariant par S et comme ce der-

nier contient θ1θ2 , il est non trivial et donc de la forme θH2 où θ est une fonction

intérieure.

De plus par a), θH2 ⊂ θ1H
2 implique que θ1 divise theta et de même Θ2 divise θ.

Enfin si θ
′

est divisible par θ1 et θ2 alors, encore par a), on a θ
′
H2 ⊂ θ1H

2 ,et

θ
′
H2 ⊂ θ2H

2 et ainsi θH2 ⊂ θ1H
2 ∩ θ2H2 = θH2 . On peut alors conclure que θ

divise θ
′

.

Ce corollaire implique en particulier que si l’on considère un produit de Blaschke B

alors la suite (KBn)n>0 est croissante pour l’inclusion, en effet pour tout n ∈ N , Bn

divise Bn+1 et donc BnH2 ⊃ Bn+1H2 et Kn
B ⊂ Kn+1

B .

Cette remarque nous sera utile dans la généralisation du théorème de Szegö à des
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suite d’espaces modèles de ce type.

Nous allons montrer que les espaces modèles de dimensions finies sont engendrés par

les produits de Blaschke finis. Pour cela on donne le lemme de Beurling ;

le résultat désiré en sera alors une conséquence.

Lemme 3.1.1. (Beurling)

a) Le spectre ponctuel de S∗ est donné par l’égalité : σp(S
∗) = D et pour |λ| < 1, la

fonction xλ = 1
1−λz est un vecteur propre de S∗ associé à λ.

b) Pour tout entier n, n > 1, on a

ker(S∗ − λI)n =
P (z)

1− λz

n

, P ∈ Cn−1[X]

c) Pour tout n ∈ N∗ et λ ∈ D, on a Ker(S∗λI)n = (bnλH
2)⊥ = Kbnλ

. En particulier,

kbnλ(bnλH
2)⊥ = est de dimension finie n.

Preuve. a) En comparant les coefficients de Taylor, on obtient que f ∈ H2 | 0 et

λ ∈ C sont tels que S∗f = λf si et seulement si pour tout n ∈ N, f̂(n) = λnf̂(0).

Mais une telle fonction f existe dans H2 si et seulement si |λ| < 1.

On peut remarquer qu’alors f est de la forme

f(z) =
A

1− λz
= AKλ(z)

Ainsi, il est clair que D ⊂ σp(S
∗)et que xλ est un vecteur propre associé à λ , pour

|λ| < 1. Maintenant, compte tenu du fait que λ ∈ σp(S∗) ⇒ |λ| ≤ ‖S∗‖ = 1, on a

l’égalité voulue.

b) On utilise la relation :

S∗ − λI = (SλI)∗

On a alors :

Ker(S∗ − λI)n = H2 	 (s− λI)nH2 = H2 ∩ ((S − λI)nH2)⊥

puis

(S − λI)nH2 = {f ∈ H2, f(λ) = . . . fn−1(λ) = 0}

. Comme on a remarqué à la fin de la partie que l’ensemble de droite est égal à

((S − λI)nH2) = vect{j!(−z)j

1− λz

j+1

, 0 ≤ j ≤ n− 1}⊥
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Ainsi on a bien

ker(S∗ − λI)n = vect{zj(1− λz−j−1, 0 6 j 6 n− 1}

ce qui vaut clairement { P (z)

(1−λz)
n
, P ∈ Cn−1[X]}.

En utilisant (le théorème 1.13 et l’équation (2.2)).voir[9], il est clair que

f ∈ (s− λI)nH2 si et seulement si f = bnλg où g ∈ H2 .

Comme par b)

dim ker(s∗ − λI)n = n

on a bien Kbnλ
= (bnλH

2)⊥ est de dimension finie.

On peut remarquer que si λ = 0, on retrouve l’égalité triviale suivante

Kzn = vectzk, 0 ≤ k ≤ n− 1

On peut maintenant démontrer le lemme suivant qui donne des conditions équivalentes

pour que Kϕ soit de dimension finie.

Proposition 3.1.1. Soit ϕ une fonction intérieure Alors dimKϕ < ∞ ⇔ ϕ est un

produit de Blaschke fini. En particulier, dans ce cas

dimKϕ = |z(ϕ)|

Là encore, on peut comparer ce résultat à celui bien connu qui établit que la codi-

mension dans l’ensemble des polynômes de l’ensemble J de ceux qui s’annulent aux

points λ d’une suite finie (λi)i∈I cöıncide avec le cardinal de la partie I.

Avant de démontrer ce résultat, on rappelle un lemme classique sur les espaces

euclidiens : soient (Ak)0 6 k 6 n une suite de sous-espaces vectoriels alors

(u0≤k≤nAk)⊥ =
n∑
k=0

Ak

où
∑n

k=0Ak est l’espace vectoriel somme.

Preuve. (⇐) Si ϕ est un produit fini de Blaschke, alors

ϕ =
∏
λ∈H2

b
m(ϕ,λ
λ

40



Sous-Espaces Invariant par le Shift

où W (ϕ) est défini à la remarque 1.12.voir[9] Par le corollaire 2.3 voir[9], on peut

écrire

ϕH2 = ∩λ∈W (ϕ)b
m(ϕ,λ
λ H2

car le ppcm des b
m(ϕ,λ
λ est

∏
λ∈H2 b

m(ϕ,λ
λ Maintenant, comme

Kϕ = (∩λ∈W (ϕ)b
m(ϕ,λ
λ H2)⊥ =

∑
λ∈W (ϕ)

(b
m(ϕ,λ
λ H2))⊥

par le b) du lemme 2.4.voir[9] on a

Kϕ = ⊕λ∈W (ϕ)(b
m(ϕ,λ
λ H2)⊥)

.

Enfin le c) du même lemme donne dim(b
m(ϕ,λ
λ H2)⊥) = m(ϕ, λ) donc

dimKϕ =
∑

λ∈W (ϕ)

m(ϕ, λ) = z|ϕ| <∞

(⇒)

Comme S∗Kϕ ⊂ Kϕ, S
∗induit sur Kϕ un endomorphisme. Rappelons le lemme des

noyaux classique : Soit G un endomorphisme d’un espace E de dimension finie alors

il existe une partie finie W de C telle que

E = ⊕λWker(G− λI)

Dans notre cas comme kϕ est de dimension finie par le lemme des noyaux, kϕ peut

s’écrire

Kϕ = ⊕λ∈Wker(S∗ − λI)σ(λ)

où σ(λ) ∈ N∗ et W est une partie finie de σp(S∗) = D

. Par le lemme 2.4.voir[9].

c), on peut écrire

Kϕ = ⊕λ∈Wkbσ(λ)λ

et ainsi

ϕH2 = ∩λ∈W bσ(λ)λ H2

En utilisant le corollaire 2.3.voir[9] on a donc ϕ est le ppcm de la famille {bσ(λ)λ }λ ∈ W

qui n’est autre que
∏

λ∈W k
b
σ(λ)
λ

On obtient, dans le lemme 2.4.voir[9], une base deKϕ,
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celle-ci n’est pas orthogonale sauf si ϕ = bn0 = zn. Les noyaux reproduisant associés

aux produits de Blaschke permettent d’en construire une qui soit orthonormée pour

tout produit de Blaschke. On verra plus loin que cette dernière a des propriétés

très proches de zn, n > 0. On sait que la dimension de KB est le nombre (avec

multiplicité) de zéros de B.

On reprend alors les mêmes notations qu’au lemme précédent. Il est naturel de

chercher à construire une base de KB à partir des bases de k
b
m(B,λ)
λ

tel que λ ∈ W (B)

Il est clair que la famille

Sλ = {kλ, bλkλ, ..., bm(B,λ)−1
λ kλ}

est incluse dans Kbmλ
(B, λ), et que son cardinal vaut m(B, λ). Pour remarquer qu’il

s’agit d’une base de Kbmλ
(B, λ), , il suffit de montrer que Sλ est une famille ortho-

gonale. Soit 11 ≤ i ≤ j ≤ m(B, λ)− 1, on remarque alors que bjλ = biλb
j−i
λ et comme

biλ est intérieure, la multiplication par biλ est une isométrie, elle conserve donc le

produit scalaire et on a

〈bjkλ, bjkλ〉 = 〈bj−ikλkλ〉

Maintenant comme bj−iλ est intérieure et que kλ ∈ H2, bj−iλ kλ ∈ H2 et

〈biλk
j
λ, b

i
λkλ〉 = (1− |λ|)

1
2
bj−iλ = {1,si i=j

0,sinon

On a ainsi construit des bases orthogonales de K
b
m(B,λ)
λ

, pour chaque λ ∈ W (B).

Maintenant, il suffit de remarquer que par définition K
b
m(B,λ)
λ

, est orthogonal à bλH
2

ainsi si on numérote les éléments de W (B), il est clair que Sλ1 est orthogonal à

b
m(B,λ1)
λ1

Sλ2 et que b
m(B,λ1)
λ1

Sλ2.

En continuant ainsi, on obtient la famille

Sλ1b
m(B,λ1)
λ1

Sλ2b
m(b,λ)
λ1

b
m(b,λ)
λ1

Sλ3, ...,

i−1∏
k=1

b
m(b,λk)Sλ|W (B)|
λk

Cette construction est résumée dans la proposition suivante :

Proposition 3.1.2. Malmquist-Walsh)

Soient B un produit de Blaschke. On note, pour 1 6 i 6 p,

β1 = 1 et βi =
i−1∏
k=1

bλk

Alors B = βikλi , 1 6 i 6 p est une base orthonormée de KB.
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3.2 Sous-espaces invariants par le shift

Introduction

Dans la suite nous allons étudier en détail les sous-espaces vectoriels fermés inva-

riants par un opérateur très particulier appelle “shift” ou l’opérateur de déplacement

sur l’espace de Hilbert `2. Historiquement c’est précisément cette étude qui a suggéré

la définition de l’espace de Hardy H2(D).

3.3 Le shift sur `2 et H2(D) : définition et pro-

priétés spectrales

3.3.1 Le shift sur `2

Soit `2 := {(an)n ≥ 0 : an ∈ C,
∑

n≥0 |an|2 <∞} .

Rappelons que l’espace de Hilbert `2 est muni de la norme ‖.‖2. définie par

‖(an)n>0‖2 = (
∑
n>0

|an|2)
1
2 .

et Soit T l’application linéaire de `2 dans `2 définie par T ((an)n≥0) = (an−1)n≥0 avec

la convention a−1 = 0 .

L’application linéaire T est appelée le shift sur `2.

Proposition 3.3.1. Le shift sur `2, T , est un opérateur de `2 isométrique. Par

conséquent ‖T‖ = 1 .

De plus σp(T ) = ∅ et σ(T ) = D.

Preuve. Si a = (an)n≥0 ∈ `2, comme T (a) = (0, a0, a1, a2, . . . . . .), il est clair que

‖T (a)‖2 = ‖a‖2, ce qui prouve que T est une isométrie. Comme

‖T‖ = sup
a∈`2:‖a‖2≤1

‖T (a)‖2 = sup
a∈`2:‖a‖2=1

‖T (a)‖2

automatiquement ‖T‖ = 1.

Pour déterminer σp(T ), on cherche à résoudre Ta = λa avec λ ∈ Cet a = (an)n≥0 ∈

43



Sous-Espaces Invariant par le Shift

`2, a 6= 0.

Comme Ta = (0, a0, a1, a2, . . . . . . . . .) on a donc 0 = λa1, a0 = λa1, a1 = λa2, . . ..

En étudiant séparément le cas λ = 0 et λ 6= 0, on obtient an = 0, n > 0 , ce qui

implique σp(T ) = ∅.

Ainsi pour tout λ ∈ C, T − λId est injective.

De ce fait λ ∈ C est un élément de σ(T ) si et seulement si T−λId est non surjective.

Soient (en)n≥0 la base canonique de `2, i.e., ek = (an)n≥0 avec an = 0 si n 6= k et

an = 1 si n = k. Il est clair que T − λId est surjectif si et seulement si, pour tout

n ∈ N , en ∈ (T − λId)`2. Comme toute suite appartenant à T`2 a comme première

coordonnée 0, e0 inT`
2. De ce fait T n’est pas surjectif et donc 0 ∈ σ(T ). Soit

λ 6= 0, |λ| 6 1. Alors e0 ∈ (T − λId)`2. En effet, soit a = (an)n > 0 ∈ `2 tel que

(T − λId)a = e0. On a donc

−λa0 = 1, a0 − λa1 = 0, a1 − λa2 = 0, a2 − λa3 = 0...

Finalement an = − 1
λn+1

pour tout n ≥ 0. Comme |λ| 6 1, λ 6= 0, il est clair que

a a /∈ `2. Finalement D ⊂ σ(T ). Supposons à présent |λ| > 1. Nous allons montrer

que dans ce cas T − λId est surjectif.

Pour cela, on fixe n ∈ N et on cherche a = (an)n>0 ∈ `2 tel que (T − λId)a = en.

On a donc

−λa0 = 0, a0 − λa1 = 0, ...an−2 − λan−1 = 0, an−1 − λan = 1, an − λan−1

On a donc ak = 0 pour 0 6 k 6 n− 1 et ak = − 1
λk.n+1

si k > n. Comme | λ |> 1, la

suite a est de carré sommable, c’est bien un élément de `2. Finalement σ(T ) = D.

Remarque 3.3.1. Soit X un espace de Banach sur C. Sachant que pour tout

opérateur A ∈ L(X), sup{|λ| : λ ∈ σ(A)} ≤ ‖A‖), on pouvait tout de suite dire que

σ(T ) ⊂ D. De plus, sachant que le spectre est un compact de C, D ⊂ σ(T ) implique

D ⊂ σ(T ).

Autrement dit, modulo les deux résultats théoriques que l’on vient de rappeler (vrais

en toute généralité), pour montrer que σ(t) = D , comme ‖T‖ = 1, il suffisait de

vérifier que D ⊂ σ(T ).

Le spectre ponctuel de T est vide mais cependant il n’est pas difficile de trouver

des sous-espaces vectoriels fermées de `2 non triviaux invariants par T .
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Prenons par exemple {M = (an)n≤0 ∈ `2telquea0 = 0, a1 = 0, , an0 = 0} pour n0 ∈ N

fixé. Par contre il n’est pas du tout évident de décrire tous les éléments de Lat(T ).

C’est dans ce but que nous allons introduire l’opérateur shift sur H2(D), espace de

fonctions analytiques o‘u il sera plus facile de raisonner.

3.3.2 Le shift sur H2(D)

l’espace de Hardy H2(D) est l’ensemble des fonctions holomorphes sur DD de la

forme

f(z) =
∑
n>0

anz
n

avec a = (an)n > 0 ∈ `2..De plus ‖f‖2 = (
∑

n>0 an)
1
2 = ‖a‖2 Une formulation

immédiate de ceci est le proposition suivant.

Proposition 3.3.2. Soit ϕ : `2 −→ H2(D)défini par ϕ(a) = fn avec a = (an)n ≥

0 ∈ `2 et fa(z) =
∑

n>0 anz
n. Alors ϕ est un isomorphisme isométrique. Nous allons

à présent introduire l’opérateur shift sur H2(D).

Proposition 3.3.3. L’application linéaire continue S de H2(D) dans lui-même

définie par S = ϕ ◦ T ◦ ϕ−1 est l’isométrie de H2(D) telle que Sf = αf avec

α(z) = z pour tout z ∈ D. De plus σ(S) = D et σp(S) = ∅.

Preuve. Soit f ∈ H2(D) définie par f(z) =
∑

n>0 anz
n avec a = (an)n>0 ∈ `2. On

a donc ϕ−1(f) = a et T ◦ ϕ−1(f) = (an−1)n>0 avec a−1 = 0 . Finalement S(f) = g

avec g(z) =
∑

n>0 an−1zn =
∑

n>1 an−1zn = z
∑

n>1 an−1zn−1 = zf(z). Comme

S − λId = ϕ ◦ (T − λId) ◦ ϕ−1 avec ϕ et ϕ−1 inversibles, il est clair que T − λId

est inversible si et seulement si S − λId est inversible. De ce fait σ(S) = σ(T ) = D.

D’autre part, comme (S−λId)f = 0⇔ ϕ ◦ (T −λId) ◦ϕ−1 ,l’injectivité de T −λId

et le fait que ϕ−1 soit injective, nous garantit que S − λId est injective et donc

σp(T ) = ∅. Compte tenu du lien entre T et S, on en déduit :

Proposition 3.3.4. Lat(T ) = {ϕ−1(M) : M ∈ Lat(S)}.

Preuve. Comme ϕ−1 est une application linéaire isométrique, si M est un sous-

espace vectoriel fermé, il en est de même pour ϕ−1(M) (si V est une isométrie
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linéaire sur X et si (xn) ⊂ X est de Cauchy, alors (V (xn))n est elle aussi de Cauchy

puisque ‖ V (xn) − V (xp) ‖=‖ V (xn − xp) =‖ xn − xp ‖ . De plus, si M ∈ Lat(S),

on a (ϕ ◦ T ◦ ϕ−1)(M) ⊂ Met donc Tϕ−1(M) ⊂ ϕ−1 Par conséquent nous avons

ϕ−1(M) : M ∈ Lat(S) ⊂ Lat(T ). D’autre part, si N ∈ Lat(T ), posons M = ϕ(N).

On remarque que

S(M) = (ϕ ◦ T ◦ ϕ−1)(M) = (ϕ ◦ T )(N) ⊂ ϕ(N) = M

.

Description de tous les sous-espaces invariants du

shift sur H2(D)

D’après le Lemme 5.2.3.voir[9], nous obtiendrons une description complète de

Lat(T ) si et seulement si on peut décrire entièrement Lat(S). Nous allons tout

d’abord vérifier que φH2(D) tel que φ fonction intérieure ⊂ Lat(S).

Proposition 3.3.5. Soit φ une fonction intérieure. Alors

φH2(D) = {φf : f ∈ H2(D)} est un élément de Lat(S).

Preuve. Il est clair que φH2(D) est un sous-espace vectoriel de H2(D). Pour vérifier

que φH2(D) est fermé dans H2(D), notons que φH2(D) est l’image de H2(D) par

l’opérateur M défini par M(f) = ϕf, f ∈ H2(D). Comme

‖φf‖H2(D) = ‖φ∗f ∗‖L2(T ) = ‖f ∗‖L2(T ) = ‖f‖H2(D)

, Mϕ est une isométrie, son image est fermé dans H2(D). Ainsi φH2(D) est bien un

sous-espace vectoriel fermé dans H2(mathbbD). Remarquons que

S(φH2(D)) = αϕf : f ∈ H2(D) ⊂ φg : f ∈ H2(D) = φH2(D),

étant donné que si f ∈ H2(D) alors αf ∈ H2(D) puisque

‖αf‖2H(D) = ‖α∗f ∗L2(T ) = ‖f ∗‖2L(T ) = ‖f‖2H(D).

.

Finalement ϕH2(D) := ϕf : f ∈ H2(D) ∈ Lat(S) d‘es que ϕ est une fonction
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intérieure.

Le résultat suivant nous dit qu’à une constante unimodulaire prés il y a unicité de

la ”représentation” de tout élément de Lat(S) de la forme ϕH2(D) tel que ϕ est une

fonction intérieure.

Proposition 3.3.6. Soient ϕ1 et ϕ2 deux fonctions intérieures telles que ϕ1H
2(D) =

ϕ2H
2(D). Alors il existe c ∈ T tel que ϕ1 = cϕ2.

Preuve. D’après le Théorème 4.4.1,voir[9] il existe c1, c2 ∈ T , B1 et B2deux produits

de Blaschke associées à deux suites (α1
n)n≥0et(α

2
n)n≥0 de D (satisfaisant∑

n≥0 |1 − αinϕ| < ∞ pour i = 1, 2) et deux mesures µ1, µ2 positives et singulières

par rapport à la mesure de Lebesgue tels que

ϕi(z) = ciBi(z)Sµi(z)

avec

Sµi(z) = e
−−1

2π

∫ π
π
eit+z

eit−z
dµi(t) pour i = 1, 2 . . .

Rappelons que les fonctions intérieures singulières Sµ1 et Sµ2 ne s’annulent pas sur

D. L’égalité ϕ1H
2(D) = ϕ2H

2(D) implique qu’il existe f1, f2 ∈ H2(D) telles que

C1 ·B1 · Sµ1 · f1 = C2 ·B2 · Sµ2etC1 ·B1 · Sµ1 · f1 = C2 ·B2 · Sµ2 · f2

En particulier B1(z) = 0 implique B2(z) = 0 et réciproquement. De ce fait B1 et

B2 ont la mème suite de zéros avec même multiplicité et donc B1 = B2. Nous en

déduisons

C1 · Sµ1 · f1 = C2 · Sµ2etC1 · Sµ1 = C2 · Sµ2 · f2

.

Comme Sµ1 et Sµ2 sont des fonctions intérieures, |f ∗i (eit)| = 1 m-presque partout

pour i = 1, 2. Comme fi ∈ H2(D) pour i = 1, 2, d’après le Théorème 4.4.2,voir[9]

pour z = reiθ ∈ D , on a :

fi(re
iθ) =

1

2π

∫ 2π

0

Pr(θ − t)f ∗(eit)dt.

Par conséquent fi(z) ≤ 1 pour z ∈ D et i = 1, 2.

On en déduit que Sµ1(z) ≤ Sµ2(z) et Sµ2(z) ≤ Sµ1(z) pour z ∈ D. Ainsi Sµ1(z) = Sµ2(z)
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pour z ∈ D. La fonction
Sµ1
Sµ2

étant holomorphe sur l’ouvert simplement connexe D

et ne s’annulant pas, d’après le Théorème 1.2.1,voir[9] il existe ` ∈ Hol(D) tel que

Sµ1
Sµ2

= e` sur D. En particulier on obtient R(L(z)) = log
Sµ1
Sµ2

= 0 pour tout z ∈ D.

D’après les équations de Cauchy-Riemann, il existe λ ∈ R tel que Im(l(z)) = λ pour

tout z ∈ D.

Finalement Sµ1 = eiλSµ2 et donc il existe c ∈ T tel que ϕ1 = cϕ2. Nous allons

à présent vérifier que tous les éléments de Lat(S) différents de 0 sont de la forme

ϕH2(D) tel que ϕ est une fonction intérieure donne.
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