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Avant Propos

Ce document constitue le support de cours du module Optimisation pour master Automatique &
Informatique Industrielle et pourrait étre ufile pour tous les étudiants des filicres du domaine
technique. L'objectif de ce polycopié est de fournir a I'étudiant les bases des méthodes d'optimisations
ainsi que l'implémentation algorithmiques des techniques de résolution numériques utilisées (issues de
l'analyse mumérique). En engineering, Nous nous attachons plutdt aux résultats mathématiques bien
établis qui représentent l'outil de base pour comprendre les techniques doptimisation et leurs
implémentations informatiques sans s'enfoncer dans les détails et les démonstrations mathématiques.
Les prés requis sont essentiellement I’algebre lindaire, l'analyse numérique matricielle et le calcul
différentiel. Ce cours ne représente qu'une introduction a une théorie multidisciplinaire qui pourrait
nécessiter plusieurs centaines de pages pour étre présenter.
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Rappel mathématique

Les espaces de Hilbert sont un bon cadre pour la formulation de problémes d’optimisation rencontrés
par I’ingénieur. L espace R" muni de son produit scalaire classique est ’exemple le plus connu. Le
fait de ne pas se limiter a la dimension finie permet par exemple d’aborder les problémes de
commande optimale en temps continu ou les grandeurs appropriées sont des fonctions du temps que
I’on peut munir d’une norme.

Si en optimisation, on s'intéresse plus particulierement aux fonctions: f: @ € R? - R (p,q € N¥),
alors il faudrait bien étudier les structures du domaine Q, car ce dernier est aussi important que la
fonction elle méme.
Espaces vectoriels

Soit E un ensemble. On dispose sur cet ensemble d’une opération (notée additivement) et on dispose
par ailleurs d’une application K X E — E qui & tout couple (A, x) associe Ax. On dit que E est un
espace vectoriel lorsque:

¢ E est un groupe commutatif (pour 1’addition)
pour tout vecteur x de E, 1.x = x (1 désignant le neutre de la multiplication de K).
pour tous A, u € K et pour tout vecteur x de E, (A u)x = A (u X)

pour tous A, u € K et pour tout vecteur x de E, (A + u)x = Ax+u X

pour tous A € K et pour tout vecteurs X, y de E, A(x + y) = Ax + Ay

Espaces métriques

Un espace vectoriel E (réel) est un espace métrique lorsqu’il est muni d’une distance d, c’est a-dire
d’une application de E x E dans ‘R Vérifiant :

e Vx€EEVy€eEalorsd(xy) >0etd(x,y) =0 ©x=y

e Vx€EEVy€E alorsd(x,y) = d(y,x)

e VXx€EEVy€eEVzeE alorsd(x,z) =d(x,y) + d(y,z)
Norme des Espaces vectoriels
Soit E un espace vectoriel sur R (on utilisera en général E = R"). On appelle norme sur E une
application

E - R* Y g s .
{ vérifiant les propriétés suivantes:

x = [Ix||”
e Vx€eEVyeEalorslxll >0 etlxl=0 &x=0
e VXEEVyEE alors|[x+yl < ||l + |yl
e Vx€EEVy€EE alorsx—yll = lIxll - llyll
e VxXx€EEVa€eK, alors|ax| = |al|x]|

Espaces normes
Un espace normé est un espace métrique dont la distance est définie a partir d’une norme. Plus
précisément, la distance d(x, y) est définie par
d(x, y)=Ix-yl

Autrement, Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel sur R muni d'une norme.
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Définition : (boule ouverte, fermée, sphere)
Soit (E, I.I) un espace vectoriel norme et soient a un point de E, r un reel positif:
e B(a,r) ={x€E; ||x—all <r}estappelé boule fermée de centre a et de rayon r.
e B(a,r) ={x€E, [|x—all <r}estappelé boule ouverte de centre a et de rayon r.
e S(a,r) = {x €E; ||x— al| = r} est appelé Sphére de centre a et de rayon r.
Dans le cas ou a = 0 (vecteur nul) et r =1 on a ce qu’on appelle les boules ou spheres unités.
Définition : (ensemble borné)

Soit (E, I.I) un espace vectoriel normé et soit Kc E; On dit que K est borné si on peut trouver une
boule (ouverte ou fermée) qui contient tous les points de K.

Définition :
Pour un ensemble S € R", son intérieur est défini par :

Int(S) = {xeS| 3¢ > 0; B(x,¢) € S}
Définition : (ensemble ouvert)

Soit (E, I.I) un espace vectoriel normé et soit Kc E; On dit que K est un ouvert si tout point x
de K est le centre d’une boule ouverte de rayon non-nul B(x,r) c K.

Ainsi un ensemble S € R™ est ouvert si il est équivalent a son intérieur : S ouvert<S=Int(S).

Définition : (ensemble fermé)
Un ensemble S € R" est dit fermé si tout point extérieur de S possede un voisinage disjointde S : S
fermé < vx¢S, 3¢>0: B(x,e) NS = 0.
Par exemple:

Une boule fermée est un fermé.

Une boule ouverte est un ouvert.
Propriétés: (ensemble ouvert / fermé)

1. toute union finie ou infinie d’ouverts de E est un ouvert.

toute intersection FINIE d’ouverts de E et un ouvert.
toute union FINIE de fermés de E est un fermé.
toute intersection finie ou infinie de fermés de E est un ferme.

les ensembles a la fois ouverts et fermés de E sont ; @ et E, et si ce sont les seuls on dira que
I’espace est CONNEXE

6. un ensemble fini de points de E est fermé.
Définition: (ensemble compact)

Soit (E, I.I) un espace vectoriel normé et soit Kc E; On dit que K est compact s'il est fermé et borné
dans E.

Définition: (ensemble convexe)

Un ensemble SCR" est dit convexe, si le segment joignant n’importe quels deux points de S est
complétement dans S.

Sconvex = 0x; + (1 —0)x, €S Vx,x, €5 0<0< 1.

ok~ wb

D’une maniére générale, un ensemble SCR" est dit convexe, si quelque soit les points
X1, X2 wee oo e - - X A€ S, leur combinaison convexe est dans S.
k

k
ZGiXiES, 9120et291=1
i=1

i=1

8
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Propriéte 1 :

L’intersection d’un nombre quelconque d’ensembles convexes est un ensemble convexe.
Propriété 2 :

L’image d’un ensemble convexe par un opérateur linéaire est un ensemble convexe.
Définition : (Coque)

La coque d’un ensemble convexe SCSR", noté co(S) est I’ensemble convexe qui contient S et ne
contient aucun ensemble qui contient S. elle peut étre exprimée par :

k k
Zeixi XiES:GiZO,ZGi=1
i=1 i=1

Définition : (fonction convexe)

Soit S € R™ un ensemble convexe, et soit f: S — R une fonction, on dit que f est convexe si et
seulement si :

V X{,X; € SetVO € (0,1): f(0x; + (1 —0)x,) < 6f(x1) + (1 — 6)f(x3)
Définition : (fonction affine)
Une fonction f: S — R™, S € R", est dite affine s’il existe « € R™ X R" et § € R™ tel que pour tout
X€S: f(x) = ax + B.
Si de plus S est convexe alors f est convexe (mais pas strictement).
Définition : (fonction affine par morceaux)
Une fonction f: S — R™, S € R" est dite affine par morceaux (PWA), s’il existe une partition
{Si}I_, de S avec peN, des matrices H; € R™*" et des vecteurs k; € R™,i=1,..p, telle que :
H1X+k1 Si XESl,
H2X+k2 si XESZ,

f(x) =
pr+kp 'si X €S,
Définition : (forme quadratique)
Un ensemble quadratique est de la forme suivante :
S ={x € R"|x'Qx + 2h'x + k < 0}

0 G D=9

Z{XERH

QeR"XR?, heR" etkeR
Définition : ( hyperplan)
Un hyperplan dans R™ est un ensemble de la forme :
H={x€eRa'x=b}, aeRa#0,beER
Ou equivalemment :
H = {x € R"|a"'(x — xg) = 0}, b = a'x,

Ou a est le vecteur normal au plan.
X0

(x —x)
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Un hyperplan est un ensemble affine (dimension (n—1)) et convexe, il divise I’espace R" en deux
demi-espaces ouverts.

H ={x€eR'a'x—b <0} et H'={xeRa'x—b > 0}

{x]a'x = b}

{x|a'x < b}

L’intersection d’un nombre fini d’hyperplan est un ensemble affine :

A ={x€eR"|Ax = b}, A€ R™" beR"
Définition : (Polyedre)

L’intersection définie par un nombre fini de demi-espaces est un polyédre (ensemble convexe)

P={x€eR"ajx—b; <0}, i=12,..m {x|afx = by}

{xlax = by}
= Nitylaix — b; < 0]

={x €R"|Ax—b <0}, A€ R™" b eR™
D’autre part : P =N lafx — b, <0]

{x[akx = bs}
Ou F=PN{x € R"|ajx = b;} est appelée

5x=Db
face du polyedre ; faces de dimension 0, 1 et (n—1) sont txlax = bs)

appelées « vertiges », « edges » et « facets ». \ l /

{x|a}x > b,}
Définition : (Polytope) 4 4

Un polytope est un polyédre fermé et borné ou chaque point peut étre représenté par une
combinaison convexe de ses sommets. Il représente donc la coque de ses points sommets, cette
représentation est appelée v-représentation qui a [’avantage d’étre décrite par des hyperplans.

P =co({vy, vy, .. Vi D),

Beaucoup d’algorithmes d’optimisation sont bases sur la representation polytopique ou ellipsoidale
des régions d’espace.

10
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Suites numériques dans un espace vectoriel normé
Définition d'une suite:
On appelle suite dans un espace vectoriel norme E toute application:

{N —E et I'anote : (X, )nen

n - x,
Définition (suite bornée):

Soit (X,)nen Une suite de E muni de la norme I, (x,),en €St dite bornée si et seulement si
I'ensemble {x,, n € N} est borné. Autrement dit, il existe M>0 tel que pour tout n € N, ||x, ||<M.

L’ensemble des suites bornées dans un espace vectoriel normé est un espace vectoriel.

Définition (suite convergente):

Soit (X, )nen une suite de E muni de la norme I.1, On dit que la suite (x,),en converge dans (E, 1),
si et seulement si, il existe [ € E, telque pour tout € > 0, il existe m € N telque pour tout n > m, on a
lIx, — Ul <e.

La limite | de la suite (x,),en définie ci-dessus est unique et I’ensemble des suites convergentes dans
un espace vectoriel normé est aussi un espace vectoriel.

Définition (suite convergente dans un ensemble fermé)

Soit ScE, S est fermé si et seulement toute suite de points de S qui converge posséde une limite qui
appartient a S.

Définition (suite de CAUCHY)

Soit (x,)pen Une suite de E muni de la norme 1.1, On dit que la suite (x,),en converge dans (E, I.I),
si et seulement si, il existe m € E, telque pour tout € > 0 et n,k > m,

onallx, — x¢ll <e.

Si une suite d'un espace vectoriel normé est convergente alors elle est de CAUCHY et I'espace
vectoriel normé est complet et donc c'est un espace de Banach.

L 'espace Euclidien R"

Soit R" I'espace vectoriel réel de dimension n € N*, on notera sa base canonique eq, e,, ... e,,. 0l ¢;
est un vecteur de R" donné par:
0, sii#j
i) = ... ,L,j=12,..n
(el)] {1’ Sll:] Il] ) )
e Produit scalaire:

X1 Y1
Quand on munit l'espace vectoriel R" par un produit scalaire alors si x = < : ) ety = ( : ) sont

Xn YH
deux vecteurs de R", on aura:

n
<x,y>=xty=z X; Vi
i=1
On a les propriétés suivantes:
V <xy>=<y,x>
V <xy+z>=<xy> +<xz>

vV <ax,y>=a<xy>
vV <x,x>>0avec <x,x>=0©x=0

11
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Le produit scalaire vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz < x,y >% < ||x]|?|ly||> avec égalité si et
seulement si x et y sont colinéaires.

L'inégalité de Cauchy Schwarz permet aussi de definir la mesure de I'angle géométrique 6 entre deux
vecteurs : comme < x,y > < ||x|/|lyll, si aucun des deux vecteurs n'est nul, alors le quotient

<x,y> . .
”X’ﬁy” = cos6, et le produit scalaire est nul lorsque les deux vecteurs sont orthogonaux.

Norme Euclidienne induite: Lorsque R" est munit de produit scalaire celui-ci induit ce qu'on appelle

la norme Euclidienne:
n
Ix|| =< x, x >1/%= (Z Xiz)
i=1

Et la distance entre deux vecteurs de R" est donnée par:

dxy) = llx—yll = (K x —y,x—y >)!/?
On rappelle que sur R" toutes les normes sont équivalentes. On peut donc munir R" de différentes
normes, les plus courantes sont les normes:

* Lanorme p d'un vecteur:
n 1/p
Ity = (> Ixil?)
i=1

La norme euclidienne correspond a p = 2 : c’est la seule des normes p qui soit issue d’un produit
scalaire.
* La norme infinie d'un vecteur est définie de la maniére suivante:

1/2

Ixllo, = maxix;|
Notes:

= Puisque toutes les normes sont équivalentes sur R", si une suite est convergente pour une norme
elle converge pour toutes les autres normes de R".

» Un espace euclidien est un espace vectoriel normé dans lequel la norme est définie a partir d’un
produit scalaire, Les espaces vectoriels normés complets et munis de produit scalaire constituent
les espaces de Hilbert. 1l s'en suit qu'un espace de Hilbert est caractérisé par la notion d'angle de
deux vecteurs (c’est- a-dire de deux éléments de l’espace, ou plus précisément des vecteurs
orientés qui joignent 1’0rigine a ces deux éléments).

Généralités sur les matrices

Etant donnée une matrice (mxn) A = | a coefficients réels ou complexes, on notera

ai’j]izl,..n;jzl,..m
A = (a;;). La transposée et conjuguée hermitienne ou transposée conjuguée de A sont des matrices
(nxm) définies respectivement par:
[A"];; = [A];; = (ay;)
[A"]; = [AL;" = (a;")

Ou aj; " represente le transposé conjugué de I'élément a; ;.
Pour une matrice carrée A, de taille n, rappelons maintenant la définition de quelques matrices
particulieres importantes.

Matrice symétrique réelle: A* = A

Matrice hermitienne complexe: A" = A

Matrice orthogonale réelle: A'A = AA' =1

Matrice unitaire complexe: AHA = AAH =]

Matrice normale: AMA = AAH

12
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Propriété : (A, B deux matrices)
= (A+B)!=A"'+B!
= (AB)' = B'A*

t
(e o) = 5
Notations:

On note Mp,n(R) I'espace vectoriel des matrices p x n a coefficient réel.
On note Mn(R) I'algebre des matrices carrées (n x n) a coefficient réel.
Pour AEMn(R) on note det(A) son déterminant et tr(A) sa trace.

Rang d'une matrice:

Le rang d'une matrice correspond au nombre maximum de lignes ou de colonnes linéairement
indépendantes. C'est aussi I'ordre du plus grand déterminant non nul. Soit k cet ordre, on dira que la
matrice est de rang k.

Une matrice A € R™" est dite de rang plein si rang (A) =min(n, m) et on a:
Rang(A) = rang (A") = rang (AA") = rang (A'A)
Noyau d'une matrice

Pour un systeme d'équations homogene Ax=0, A € R™" x € R"; I'ensemble de solutions x de ce
systéeme constitue un espace vectoriel appelé noyau de A, noté Ker(A). La dimension de cet espace
est notée Na.
Ker(A) = {x € R"|Ax = 0}
Im(A) = Ax € R™,x € R"
Ona: Rang(A) + Ny, =n
Notons qu'en anglais rang(A) s'exprime par rank(A) tandis que Im(A) s 'écrit range(A) et
Ker(A) s'exprime par Null(A).
Norme matricielle:
Une norme matricielle est une application||. || : R™" — R telque:
e VAER™™ alorsllAl >0 etllAl=0 & A=0
e VAER™" vBeR™ alors||A+ Bl <|A|l + |IBI|
e VAER™" Va€eR, alors ||aAll = |af||All

lls existent plusieurs définitions pour les normes matricielles. Celles qui sont les plus utilisées,
encore une fois nommées naturelles, découlent des normes vectorielles. Nous pouvons mieux
caractériser les normes matricielles en introduisant les notions de norme compatible et de norme
subordonnée a une norme vectorielle.

Définition:
Pour une matrice A, on dit qu’une norme matricielle ||. ||y est compatible ou consistante avec une
norme vectorielle ||. ||y si

lAxlly < IAIlldly,  vx€ER?

D'dorénavant on omettra les indices M et V.

13
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Définition:

On dit qu’une norme matricielle ||. || est sous-multiplicative si v A € R™™ etV B € R™4
IABIl < [IAll lIB]]

Cette propriété n’est pas satisfaite par toutes les normes matricielles.

En faite a chaque norme vectorielle p, on peut lui faire correspondre une norme matricielle p de la
fagon suivante:

l|Ax]|
All, = max P

= max [|Ax
x20 [[x|l, I I1Ax]i

= p
p=1

Sous cette forme, il est difficile de calculer la norme d'une matrice, Nous allons énoncer quelques
résultats qui vont rendre la tache plus facile. Alors si A = (a;;) EMn(R), on a:

La 1-norme

m
All; = max E a;:
” ”1 j=1,.n i=1| 1,]|

La norme 2 ou la norme euclidienne
1A, = max(c;(4))

n
1Al = max >

=

La norme infinie
ai,'
Jau

La norme de Frobenius

zn (AtA);; = +/trace(AtA)

i=1

Il est évident que ||A]l; = ||AY|. , et si A est symétrique réelle on aura : ||[A]l; = ||Alle
Trace d'une matrice:

La trace d'une matrice A € R™" , est égale a la somme des éléments de sa diagonale:

n

trace(A) = Z aj;

i=1
Avec
e trace(AB) = trace(BA)
d(trace (AB')) B

0A
d(trace (ABA'))

J0A
Définition:
Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A # 0 est valeur propre de A, si on peut trouver
X, € R", x, # 0 tel que Ax, = Ax;. Le vecteur x, est appelé vecteur propre associé a la valeur
propre A. L’ensemble des valeurs propres de A est le spectre de A.

Soit Ae Mn(K) et A € K, alors
A valeur proprede A & (A- Aly) n'est pas inversible < det(A- Al,)=0
Soit A € Mn(R) et A; ses valeurs propres, alors

det(A) = l_[ A
1

Trace(A) = Z A
i=1
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Définition:
Soit AeMn(K) (K = R ou K = C), Notons A; les valeurs propres de A A, alors les valeurs
singuliéres de A sont les \/A; i =1, ..., n. La matrice A" désigne le conjugué transposé de A.

Propriétés générales:

e Les valeurs singulieres sont des nombres réels positifs.

e Les valeurs singuliéres non nulles de A sont identiques & celles de A" (invariance par
I'opération transpose/conjugue)

e Les valeurs singulieres non nulles sont au plus au nombre de min(n; m), la plus petite
dimension de A.

e Les nvaleurs singuliere de Al,, ou A € R sont toutes égales a A.

e Les valeurs propres d'une matrice diagonale réelle sont égales aux valeurs absolues des
éléments diagonaux ; pour une matrice de complexes, les valeurs propres sont égales aux
modules des eléments de la diagonale.

Définition:

Le rayon spectral de A € Mn(K) (K =R ou K = C), noteé p(A) est defini par:
p(4) = max|A

Ou A; € C(ou R) sont les valeurs propres de A.

Théoréme:

Soit a7 (A) la plus grande valeur singuliere de A. Alors

IAll; = Vp(A*4) = \/p(A4*) = 01 (A)
En particulier, si A est hermitienne (ou symétrique réelle), alors

Al = p(A)
Puisque toute valeur propre de A et inférieur ou égale a ||A||, alors
p(A) < [IAll
Ona:
1
=i k||k
| p(A) = lim|[Ak]|
Par suite:

p(A) < 1 si et seulement si AX - 0 quand k — oo

Déterminant :

On appelle déterminant de A, le scalaire noté det(A) ou encore |A| donné par l'une ou l'autre des
expressions ci-dessous:

n
det(A) = Zk_l(_l)i+kaikAik , i= 1, el N1

n
det(A) = E | 1(—1)i+kaikAik, n=1,...n
1=

ou A, est le déterminant de la matrice de dimension ((n - 1) x (n - 1)) obtenue en supprimant la ieme
ligne et la keme colonne de A:

Les formules précedentes indiquent que le déterminant de la matrice est indépendant de la ligne ou
de la colonne choisie pour le développement. La quantité (—1)"**A,, est appelée cofacteur de a;, et
les Aj; les mineurs principaux de A.

On aura une matrice de cofacteurs C = (c;;), avecc; = (—1)4y
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Propriété du déterminant: (A,B deux matrices)

» det(AB) = det(A) det(B), A, B e R
= det(A)) = detl(A), A € R
= det (‘; E) — det(G) det(D — EGF) = det(D) det(G — FD'E), D,G € R’

Quelques théoremes:
1. Sitous les éléments d'une ligne (colonne) d'une matrice A sont nuls, alors det(A) = 0

2. Sitous les éléments d'une ligne (colonne) d'une matrice A sont multipliés par A, alors det(A)
est multiplié par A.

3. Si B obtenu a partir de A en échangeant deux lignes (colonnes), alors det(B) = — det(A)

4. Si B obtenu a partir de A en faisant passer la ieme ligne (colonne) par-dessus k lignes
(colonnes), alors det(B) = (—1)¥ det(A)

5. Si deux lignes (colonnes) d'une matrice sont identiques, alors det(A) = 0

6. Si aux éléments d'une ligne (colonne) d'une matrice A on ajoute m fois les éléments
correspondants d'une autre ligne (colonne), det(A) reste inchangé.

Matrice adjointe:
On appelle matrice adjointe, la matrice

Adj(A) = Ct, avec C matrice des cofacteurs

C=(cy), avec ¢;=(—1)"4A;;, A sontles mineurs principaux

i
Matrice inverse:
Deux matrices A et B sont inverse I'une de I'autre, si leur produit est égal a la matrice unité.
AB-=l, alors B=A",
Adj(A)
~ deti{A)
L'inverse généralisé ou pseudo-inverse utilisé dans la résolution des systémes est noté: A" et satisfait
les propriétés suivantes:

-1

= AA'A=A
= ATAAT=AY
= (ATA)=ATA
= (AAY)'=AA"

Comme déja vue, le pseudo-inverse a gauche exprime la solution de systemes d'équations sur
déterminé (Ax=b). Alors que, le pseudo-inverse a droite exprime la solution de systémes d'équations
sous déterminé.

En faite, ces deux pseudo-inverses qu'on appelle généralement inverse généralisé de Moore-Penrose
sont données par:

AY = limg_o(AA" + 821) 71 At = limg_,o A'(AA" + §21)1

Si les lignes de A sont linéairement indépendantes, on prendra 6 = 0 .

Quelques propriété : (A € R™™,B € R™" et si les inverses ci-dessous existent)
= ADH1=A
- (At)—l — (A—l)t
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= (AB)"!=B"1A"!

» AL +A) =1, +A)71A

» AL +A)T+ (I, +A) =1,

= A(l, + BA)!'=(1, + AB)"!A

» (I, +AB)'A+A(l, + BA)"'B=1,

Théoréme:

Soit une norme matricielle induite, 14 la matrice identité de Mn(R) et AeMn(R) telle que ||A]| <
1, alors la matrice (I + A)est inversible et

-1
(g + A < T4l
Si la matrice (I + A) € M, (R) est singuliére, alors [|A]| > 1 pour toute norme matricielle.
Matrice définie positive/négative
Une matrice A € Mn(R) est définie positive, notée A>0 ©Vvx € R?, x'Ax > 0
Une matrice A € Mn(R) est semi-définie positive, notée A >0 & Vx €R?, x'Ax >0
On a ainsi, une matrice A € Mn(R) est définie positive, si A est semi-définie positive et
X'Ax=0-x=0

On définit de fagcon analogue une matrice carrée semi-définie négative et définie négative.
Cela peut étre verifié a partir des valeurs propres qui peuvent étre obtenues par la résolution du
polynéme caractéristique:

A>0 & tous les A>0

A>0 & tous les A;=0

A<0 & tous les Ai<0

A<0 & tous les A;<0

On peut aussi utiliser le critere de Sylvester qui dit qu'une matrice est définie positive si tous ses
sous-déterminant det(Ax)>0 avec Ax=(a)ij, i,j=1,..k. Les sous-déterminants sont parfois aussi appelés
les mineurs principaux diagonaux.

Mineurs principaux d'une matrice

Soit A une matrice carrée symétrique de dimension (n, n). Un mineur principal d’ordre k est le
déterminant de la sous-matrice de A d’ordre k obtenue en supprimant n — k lignes et les n — k
colonnes correspondantes dans A.

Exemple:
a1 di2  A13
SoitA=<321 azy az3>.
dz; dzz 4as3
Les trois mineurs principaux d’ordre 1 de A sont: a;q,a,;,as3
az» a23| |311 a13|
azz assl’ laz; ass
d11 d12 413
dp1 dpz aAz3
dz; dzz 4dz3

|311 a12|

Les trois mineurs principaux d’ordre 2 de A sont : | ay, Ay

Le mineur principal d’ordre 3 de A est :
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Sous-déterminant det(Ax) ou mineurs principaux diagonaux

Soit A une matrice carrée symétrique de dimension (n, n). Le mineur principal diagonal d’ordre k
(noté Ay ) de la matrice A est le déterminant de la matrice de taille (k, k) obtenue en éliminant les n—k
derniéres lignes et n — k dernieres colonnes de la matrice A. Une matrice carrée d’ordre n admet n
mineurs principaux diagonaux.

Exemple:

d11 412 413
SoitA = <az1 az? azs).

dz1 a3z 433
Le mineur principal d’ordre 1 de A est: a4
Le mineur principal d’ordre 2 de A est : |211 12 |

21 422

air a1z 13
dz1 dzz A3
d3z1 d3z 433
Caracterisation : Soit A une matrice carrée symétrique d’ordre n.

Le mineur principal d’ordre 3 de A est :

e A est définie positive & ses n mineurs principaux diagonaux Ay sont > 0.

e A est semi-définie positive & tous ses mineurs principaux (et pas seulement diagonaux !)
Ay sont > 0.

e A est définie négative & ses n mineurs principaux diagonaux A, sont alternativement (< 0
Pour k impair) et (> 0 pour Kk pair).

e A est semi-définie négative < tous ses mineurs principaux A, (et pas seulement
diagonaux !) sont alternativement (< 0 Pour k impair) et (= 0 pour k pair).

De plus
= Si Aest définie positivealorsvi=1,..n, a; >0
= Si A est semi-définie positivealorsvVi=1,..n, a; =0

Nombre condition associé a une matrice:
On appelle nombre condition d'une matrice A associé a ses valeurs propres la quantité:
max|A;|

(A =———

m.1n|7\j|

On appelle les valeurs singuliére d'une matrice A, les valeurs:

0i(A) = A (A*A)

On démontre que toute matrice peut se décomposer sous la forme A = UXZV' ; ol U et V sont des
matrices unitaires et X une matrice diagonale contenant les g;(A) par ordre décroissant.
On appelle nombre condition de A la quantité:

= [IAll, A7,

o(A

o(A)
Avec 6(A) = max; 0;(A) =0y et 6(A) = min; 0;(A) = o, our est rang(A).
On remarque que k(A) =1, s'il est grand, on dit que la matrice A est mal conditionnée. Les
matrices mal conditionnées fournissent généralement des résultats de calcul peu stables.
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Rappel de Calcul différentiel

f. E>F
En général, nous considérons les fonctions f: E—>F; ou E et F sont des espaces vectoriels de
dimensions finies. Plus précisément, nous considérons le cas E = R" et F = R™.

» Lorsque m =n = 1, une telle fonction est appelée fonction d’une variable réelle (numérique) a
valeurs réelles.

= Lorsque n =1 et m > 1, cette fonction est appelée une fonction vectorielle d’une variable
réelle a valeurs réelles.

= Lorsque n>1 et m = 1, la fonction est appelée fonction a valeurs réelles d’une variable
vectorielle réelle, ou plus brievement, un champ scalaire.

= Lorsque n>1 et m > 1, elle est appelée fonction a valeurs vectorielles réelles d’'une variable
vectorielle, ou tout simplement champ de vecteurs (réel).

Nous avons préféré ne rien faire sur la notion de limite dans ce rappel pour nous concentrer
exclusivement sur la notion de dérivée (dérivabilité) et de la différentielle (différentiabilité).

Nous allons voir plusieurs notions de dérivée d’un champ scalaire : dérivée par rapport a un vecteur,
directionnelle, partielle, de Gateaux et totale. Nous verrons que ces notions sont distinctes.

Fonctions numériques d’une variable réelle

Soit I un intervalle ouvert de R et f : | — R une application.
Si f est dérivable sur I, alors la dérivée de f au point a est donnée par:

f(x) — f(a) W f(a+h) — f(a)

f (a) - XI_I)I; X—a h-0 h
Définition:
. ‘- . . ) f(a+h)—f(a) .
On dit que f est dérivable sur | si et seulement si V x € [,lim;, ——— — existe et on note cette
limite f’
Définition:

On dit que f est de classe C! sur I et on I'a note f € C1(1, R), si et seulement si est dérivable sur | et
f (x) est continue sur 1.
Exemple:
Soit f: R—R définie par:
f(x) = e?* — x?
Cette fonction est de classe C! sur R car Vx € R, f (x) = 2e** — 2x est continue sur R.
Alors que pour la fonction définie R*—R par f(x) = x2sin - pour x>0 et f(0)=0, f est dérivable sur
R™: "
' 1 1
vx > 0, f (x) = 2xsin— — cos —
X X
f n'est pas de classe C* sur R* car f' (x) n'est pas continue en 0.

Remarque:

si f est définie de: SR — RY, alors ['expression de la dérivée précédente n’a pas de sens parce que
[’on ne peut pas diviser par un vecteur.

Par contre, on verra que si on fixe toutes les composantes du vecteur x sauf une, on peut définir les
dérivées partielles de la fonction f.

19



Kamri Djekidel****Introduction aux méthodes d'optimisation****

Fonctions vectorielles d’une variable réelle
f1 (%)

Soit I un intervalle de R et une application f: | — RP. Pour tout x € I, on note f(x) = o)
fp (%)
Définition:

On dit que f est de classe C! sur I et on I'a note f € C1(I,RP), si et seulement si pour tout i=1,2,..p
f,(x) estde classe C! sur I et on écrit pour tout x € R:

£, )

f'(x) = E
f, )

Exemple:
Soit f: R%, — R? définie par:

est continue sur R7,.

Calcul de dérivées partielles:

La dérivation d’une fonction d’une variable peut étre généralisée. Parexemple pour un fonction a
deux variables, les dérivées partielles d’une fonction de deux variables x et y se calculent de la fagon
suivante :

L . R . af . L
= Dérivee partielle par rapport a x qu‘on note 50 on consideére que y est constant et on dérive la
fonction comme fonction d’une variable x.
e . R . of . , .
= Dérivée partielle par rapport a y qu'on note prell considére que X est constant et on dérive
par rapportay.
On note la différentielle de la fonction f par df, qui est donnée par:

On peut facilement définir:

a%f d of

. == (a—x): on dérive deux fois par rapport a x

dx?2
a9 (ﬁ) on dérive deux fois par rapport a
02f a ,of L . R . . R
® oy 5x (E): on dérive une fois par rapport a y, puis une fois par rapport a x
a%f a (of L . R . . R
> -5y (a_x) on dérive une fois par rapport a X, puis une fois par rapport a y

Fonctions de plusieurs variables

Les fonctions de plusieurs variables sont des fonctions de chacune de leurs variables. Si elles sont
dérivables par rapport a chacune des variables comme fonctions d'une variable alors elles admettent
des dérivees partielles. Le calcul des dérivees partielles se fait donc comme le calcul des derivéees des
fonctions réelles de la variable réelles (les autres variables sont considérées comme des constantes).
Mais en dimension supérieure, dire qu'une fonction est dérivable, n'est pas seulement dire qu'elle a
des dérivées partielles. On dit qu'une fonction
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f est dérivable ou différentiable en un point si elle a une bonne approximation linéaire (ou affine) en
ce point. Mais dans ce cas, la différentiable n'est pas un nombre mais une matrice.

% Champ scalaire: (fonction a valeurs réelles d’une variable vectorielle réelle)

Soit U un ouvert de R" et une fonction f: U—R. essayons d'étudier la dérivabilité de ce champ
scalaire en un point x, par rapport & une direction donnée. Autrement dit, nous voulons savoir
comment varie ce champ lorsqu'on bouge de x, vers un point proche.

Pour fixer les idées, supposons que f(x,) représente la température en un point x, donné dans une
salle chauffée dont une fenétre est ouverte. Si nous nous rapprochons de la fenétre, la température
tend & décroitre, si nous nous rapprochons du chauffage, la tempeérature augmente. En général, la
maniere dont le champ change dépend de la direction selon laquelle nous nous dirigeons a partir de
Xp-

Supposons gque nous spécifions cette direction par un second vecteur v. Plus précisément, supposons
que nous allions de x, vers x, + v le long de la ligne joignant x, et x, + v. Chaque point de ce
segment est alors de la forme x, + hv, ou h € R. La distance de x, a xo + hv est ||hv|| = |h]|[v]].
Supposons que h est suffisamment petit de facon que (xo+ hv) € U et essayons d'étudier le
comportement lorsque h — 0 du taux de variation de f sur le segment de ligne joignant x, a x, + hv.

f(xg + hv) — f(xq)
h

Définition:
Soit f: U—-R un champ scalaire donné, soient x, € U et v € R". La dérivée de f en x, dans la
direction v, notée f (x,, v) est définie par :
f(xg + hv) — f(xq)
h

of :

—(x0) =f (x9,v) = lim

7 (50) = £ (x0,V) = lim
Cette notion n’a d’intérét que si v # 0.

Dans le cas particulier ol v est un vecteur unitaire (c’est ‘a dire [|v|| = 1), la distance entre X, et X +
hv est |h|. Dans ce cas, la limite précédente représente le taux de variations de f par unité de distance
le long du segment joignant xo a Xo + hv ; la dérivée f (x,, v) est appelée dérivée directionnelle.

En pratique, nous n’utiliserons que des dérivés dans les directions de la base canonique de R" c.a.d.
(61, ...... , en).

En particulier, si v = ex (le k-iéme vecteur unitaire des coordonnées), nous utilisons alors une
notation spéciale pour désigner f' (x, e) = D, f(%o) : on note

of ot ,  f(x + hey) — f(xg)
6_xk(X0) = 6_ek(X°) = f (Xo,ex) = D¢, f(x) = lim

h
Et on a pour un x quelconque:
of of , - f(x + hey) — f(x)
T 00 = 3 00 =1 (.0 = D, fG) = Jim .
Ou g (x) est la dérivée partielle de f en x par rapport a la variable xx ( qu'on note aussi fx'k).
k
Si les coordonnés de x dans la base (ey, ...... , en) sont (Xg, ...... , Xn), alors les coordonnés de
(X + hek) sont (Xl, ..... XKk-1, Xk+h, Xk#lgee ooe s Xn).

Et I'expression de notre dérivée partielle devient:

of —flxe) =i f(X1,X2, vy X1 5 Xk + 0, Xppq, o Xp ) — (X1, X0, ey o Xy )
ox, 0 = F e = lim h

c’est a dire : on géle toutes les variables Xj , pour j # Kk, et on dérive par rapport a X.
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Autrement dit, on Se rameéne a la dérivation d 'une fonction d’une variable !

Remarque:
Pour une fonction f: UcR"—R , f est dite Gateaux-dérivable en xg si et seulement si f est dérivable
en Xo par rapport a toutes les directions . (ey, ...... , €n) de v, et que ['application:

v— f (x0,v) est linéaire. Cette derniére application linéaire est alors appelée dérivée de Gateaux
de f en Xo.

Définition :
Soit U un ouvert de R" et f : U — R une fonction

o Si f admet une dérivée dans la direction v en tout point x de U, on dit alors que : « f admet une
dérivée dans la direction v sur U »
e Si pour tout k € [1, n], f admet une dérivée dans la direction ey sur U et si toutes les dérivées

partielles g (x) de f sont continues, on dit que : « f est de classe C* sur U ».
k

Théoréme:
Soit U un ouvert de R" et f : U — R, une fonction de classe C sur U c.a.d. que f admet des dérivées

partielles ;Tf(xo) (en xo de U) dans toutes les directions e et telle que tout k=1,..n I'application
k
af

X = — (x) est continue sur U, alors f est différentiable en x, et on a:
k

n

of no
vx €U, dfy,(x) = Z — X)Xk = Z f (X, €x) Xk
k_

k=1 0X

On a introduit donc une nouvelle notion de différentiabilité d'une fonction évidemment plus forte que
celle de la dérivabilité de la fonction selon un vecteur.

En effet, lorsqu'une fonction f est différentiable en X, alors pour tout vecteur v de R", f est dérivable
en Xp dans la direction v et on a: D, f(x0) = df,,(v); la réciprogque n'est pas vrai.

Définition :

Soit U un ouvert de R"et f: U — R, une fonction, f est de classe C® sur U si et seulement si f est de
classe C* sur U , la fonction g: U — R est différentiable et la fonction dérivée partielle seconde

k
of

a(ﬁ:) 92f

= —: U — R est continue sur U.
an 6Xk

% Champs vectoriels: (fonction a valeurs vectorielles réelle d’une variable vectorielle réelle)

La théorie de la dérivation pour les champs de vecteurs est une extension directe de celle pour
les champs scalaires.

Soit U un ouvert de R" et f: U—R™ un champ vecteur donné, soient x, € U et v € R". On définit la
dérivée totale de f en xq par f (Xq, V) :
f(xo + hv) — f(x¢)

f'(xq,V) = }l]i_r:%

h
Dés que cette limite existe. La dérivée f' (x,, v) est un vecteur de R™.
fy
En effet, si f = < : > € R™ avecfy, ... ... f,, sont des fonctions U—R, alors Vxy € U, v € R" ,0n a:
fin
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of
a—l(Xo) ‘
6: fl (XO'V)
, of o Go) | [ f2 GoW)
XO)V = — XO = . = .
F (0, v) === (x0) = | 0
of. \fm, (X0, V)
W(XO)

Avec 21 (xo) déja définie par: 2 (xo)=f; (x5, v) = s f; (xo, e5) X,
Définition : (Jacobéenne)

Soit U un ouvert de R" et f: U—R™ un champ vecteur donné, on note (quand elle existe) par
Je(x) = Jf(x) la matrice Jacobéenne de f en X, c'est une matrice m x n définie par:

of; , :
(]f(x)i,j) = (Jfx)i; = E(x) €ER aveci=1,..metj=1,...n
j

NB

On appelle aussi cette matrice la différentielle de f en x — on la note alors d f (x) ou f '(x).

Ainsi une facon tres simple pour vérifier si une fonction f: R” —R™ est différentiable en un point Xo;
il suffit de calculer sa matrice Jacobéenne donc tous ses dérivée partielles si il y a un certain iy pour

ofi .. , - ]
lequel % (x0) pour un j n'existe pas donc f n'est pas differentiable.
j

Composition de Fonctions:
Soit f: R —R" une fonction différentiable en x € RP et g: R" —RY une fonction différentiable en
y = f(x) € R", alors la composée gof est différentiable en x:
d(gOf)X N dgf(x) (dfx (h))

Eton a:

d(gof)x = J(gohHx = Jg(f(x)).Js(x)
Ce résultat peut s’averer tres utile lorsqu’on veut exprimer la différentielle de fonctions un peu
“compliquée”.
Gradient:

Le gradient de f en x est défini comme la transposée de la matrice Jacobéenne de
f en x donc c'est un matricenxm :

t
Vi) = (Ji()
Remarque importante : Dans le cas particulier m = 1 donc ( f: U—R), on dira que Vf(x) est le vecteur
colonne de R".

Remarquons que f(x) est un nombre alors que Vf(x) est un vecteur.
De plus pour x € U c R" eth € R", on a:

of = R
~= (9 = (V)
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Toujours, pour le cas particulier m = 1 donc ( f: U—R), on note (quand elle existe) par V2f(x) la
matrice carrée n x n définie par:

(V2 f(X))i,j =

2
aXi aX] ’
L a matrice V2f(x) est appelée matrice Hessienne de f en x qu'on notera aussi He(x).

%t o
6xi 6)(] - aXJ 6xi'

Vi,j=1,...n

Sachant que d'aprés Schwarz et si f est de classe C?, on a;

On peut aussi facilement vérifier que la matrice Hessienne de f est le Jacobien du gradient de f ou le
gradient de la Jacobienne de f

V2(x) = Jyr(x) = V]§(x)
Remarque importante:
Il existe une autre caractérisation de la dérivée et de la différentielle de fonctions, cette
caracterisation est en relation directe avec I'approximation de fonction aux points de voisinage et les
développements limiteés.
Théoreme: (dériveée)
Une fonction f de R — R est dérivable en un point xo de nombre de dérivée f'(x,), si et seulement si,
il existe une fonction ¢ telle que pour tout h avec (Xo +h) appartient au domaine de définition de f, on
ait:

f(xo + h) = f(x,) + hf (xo) + he(h); avec }l}ir‘% e(h) =0.

Théoreme: (différentielle)
Pour une fonction f: R" — R™, f est différentielle en x0 € R" si pour tout h € R", il existe une
application linéaire L de R" — R™ telle que:

f(x0 + h) — f(x0) — L(h)

1m =
(YR IIh]

Ou en posant x —x0 = h
f(x) — f(x0) — L(x — x0)
1m =
R lIx — %O
L est donc la différentielle de f en x et se note: df(x).
Cette application lorsqu'elle existe elle est unique, on peut aussi I'écrire sous forme suivante:
If(x0 + h) — f(x0) — L(h)|| = r(h),  avec r(h) = O(||h|[)
Développements limités:

Le probléme de base dans le calcul numérique est de pouvoir trouver une approximation de la valeur
d'une fonction f en un point x0 donné. Pour cela, on suppose que I'on dispose de la valeur de la
fonction et de ses dérivées successives en un point x1. Par exemple, on cherche a calculer cos(0,1)
connaissant cos(0) = 1:

Le développement d’une fonction au premier ordre est une égalité locale. C’est-a dire que I’on peut
considérer (définition de limite) que si I’on est suffisamment proche de X, ( h «) I’approximation :
f(xo 4+ h) = f(x,) + hf (x,) est bonne.

Théoreme: (Série de Taylor)

Soit f une fonction de R — R de classe C*, X0 un point et x un point du voisinage de x0, alors on a:

(%) = f(xo) + (x — x0)F (x0) + (x — x0)% ;‘0) Fmxg)d O
1 £ (x0)

3!
= Zﬁozo(x — Xo) BT
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Ce théoréme signifie que la valeur de f en x se déduit de la valeur de f et de toutes ses dérivées au
point xo. Appliquer la formule de Taylor sur calculateur pose un certain nombre de difficultés :

e Comment choisir x ?

e Le calcul des dérivées 0 (x,) est-il facile ?

e A quel ordre peut-on arréter la sommation ? Que vaut alors l'erreur commise sur la valeur

calculée de f(x) ?

Exemple:

f(x) = cos(x)

£09(x) = cos (x + kg)z k=41,...n

f(x) =cos(x) =1 —%+%—..+--- .......
Choisissons x, = 0 et x = 0,1 alors, on a:

f(0,1) = cos(0,1) =~ 0.995, k=1

£(0,1) = cos(0,1) ~ 0.99500416 k=2
Plus k est grand plus on s‘approche mieux a la valeur exacte.
Théoréeme: (Théoreme de Taylor)

Soit f une fonction de R — R de classe C"*! sur un intervalle [a, b], soient x et x0 appartenant a [a,
b], alors il existe (x) appartenant a un ouvert entre x et x0 tel que:

n £ (x0) fO*D (g(x)
f — _ k — m+1) >~V 77
(0=, Gk (o x) D o
approximant de f erreur

L'intérét de ce théoréme par rapport au précédent est qu'il permet d'obtenir un majorant de I'erreur
connaissant un majorant de £+ (x).

Exemple:

1) On peut facilement retrouver le résultat de I'exemple précédent.

2) f(x) =e¥, |x| < oo, f®(x) = e* vk etprenons x0=0
Kk

exzzn Xt e
okl T (n+ 1!
~—— —_—

erreur
L'erreur tend vers 0 quand tend vers oo et on a:
D P o
et = — = X+—=—+-.
k=0 K! 2!

Certaines fonctions peuvent poser des problemes ; celles pour lesquelles, on ne peut garantir la
convergence du terme d'erreur vers 0 sur l'intervalle de définition. C'est le cas de la fonction In x ci-
dessous.

1) f(x) =Inx, 0<x <2, fO) = (-1 (k- 1)!/x vk >1 avec x0=0

_\" a &= DX R S pHm n+
Inx= ) DR IS ) e e

erreur
On ne peut garantir que I'erreur tend vers 0 quand n tend vers I'infini pour tout le domaine 0 < x < 2
et donc le choix de x et x0 est crucial pour ces approximations.
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Théoréme: (Théoréme de Taylor: 2™ forme)

Soit f une fonction de R — R de classe C"*! sur un intervalle [a, b], soient x et h tels que x et (x+h)
appartiennent a [a, b]. Alors il existe £(x) appartenant a un ouvert entre x et (x+h) tel que:

) FO+D) (g (R
(ORI QA e LU

k=0 K! (n+1)!
~———
approximant de f erreur

Cette deuxiéme forme du théoréme de Taylor permet d'introduire la notion d'infiniment petit et de
vitesse de convergence. On notera I'erreur E. Elle satisfait :
En+1 = O(h(n+1)) d |En+1| = C(lhl(n+1))
Avec
£ +D (e(h))
C=max————
) (n+1)!

A partir de ces développements, on peut aussi extraire des formules d'approximation des dérivées
pour le calcul numérique, par exemple pour une fonction R—R:
f(x + h) — f(x) f(x + h) — 2f(x) + f(x — h)

h h

L'extension de ces résultats aux fonctions multivariables a valeurs réelles est donnée par le théoréme
suivant:

Théoréme: (Théoréme de Taylor-Young: 2°™ forme pour des fonctions multivariables & valeurs
réelles)

f'(x) ~ et f (x)=

Soit f une fonction de R" — R de classe C?, alors pour tout x de R" et h suffisamment petit,

f(x +h) = f(x) + VE(x)' h + %htvzf(x)h +o(|[hl?)

Dans 1’énoncé de ce théoréme, la notation O(]|h||?) pour k entier non nul signifie une expression qui
tend vers 0 plus vite que ||h]|? (c.est & dire, si on la divise par ||h||?,le résultat tend vers 0 quand || Al
tend vers 0).

Cette formule de Taylor permet de disposer d’'un modele polynomial de degré 2 pour la fonction f. Il
n’a de sens que localement autour du point x. Son intérét est de permettre des calculs explicites que
ne permet pas la fonction f en général.

Calcul numérique sur ordinateur

virgule flottante:

Sur un ordinateur, en calcul numérique, les réels sont représentés (approximés) par des nombres en
virgule flottante. Généralement, on dispose de flottants en simple précision (codés avec 32 bits sur la
machine) et des flottants en double précision (sur 64 bits).

La norme prévoit des codages pour des nombres flottants spéciaux (on dit ! anormaux "). Les plus
importants sont plus ou moins l'infini et NaN (acronyme pour Not a Number). Les deux infinis
apparaissent naturellement lorsqu'un flottant atteint une valeur qui dépasse, en valeur absolue, la plus
grande valeur représentable avec le codage utilisé. Le flottant NaN apparait par exemple, lorsqu'on
calcule la racine carree d'un nombre négatif ou dans une division par zéro.

Arithmétique flottante:

Définition:

On définit I'epsilon machine, noté &,.nine » COMmMe la demi-distance entre le flottant 1 et le plus
petit flottant supérieur ou égal a 1.
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Epsilon machine:

En effet, il suffit de préciser un epsilon machine pour préciser une arithmétique flottante. L'idée, c'est
qu'il est possible de spécifier les arithmétiques flottantes (arrondi sur les données, arrondi sur les
opeérations), en s'appuyant sur l'epsilon machine. On peut ainsi tenir des raisonnements sur les
algorithmes numériques sans jamais se soucier de la précision avec laquelle on travaille.

Grand O d'epsilon machine:

En calcul numérique, on écrit souvent que le résultat d'un calcul est égal au résultat théorique, avec
une erreur e verifiant :
€= O(Emachine )
Cela en imaginant que le calcul qui a donné I'erreur est effectuee sur des arithmétiques flottantes de
plus en plus précises et donc pour lesquelles €,,chine teNd vers zéro.
Signifiant:
Y €machine » 3€ > 0 telque e < C€nachine

Erreurs et précision:

Pour évaluer la précision d’un résultat, on doit connaitre parfaitement les erreurs qui ont été
commises. Donnons trois exemples d'erreurs les plus importantes:

e Les erreurs d’arrondi sont imposées par le calculateur. La représentation d’un nombre en
mémoire de I’ordinateur étant finie, tout nombre réel n’est connu qu’avec une précision
donnée de n chiffres significatifs. Pour un nombre quelconque compris entre 0 et 1, la
machine écrira par exemple
x = 0. alaZa3a..an
Lors de la manipulation de ces nombres, la machine devra choisir entre la troncature ou
I’arrondi a la décimale la plus proche. On comprend comment, a plus grande échelle, ces
erreurs peuvent induire des problemes de précision.

e Les erreurs de troncature sont liées a la précision de I’algorithme utilisé. Elles peuvent étre
contrdlées par I’algorithme lui-méme. Si une fonction est approchée par son développement
de Taylor, I’erreur de troncature sera obtenue par une évaluation du reste du développement.
Son contrdle sera obtenu par une majoration de ce reste.

e Les erreurs de méthode se produisent lorsqu’une expression est mal équilibrée et mélange des
valeurs dont la différence est importante. C’est un probléme de calibration numérique qui est
sensible aux erreurs d’arrondi. Dans la plupart des cas, I’algorithme doit étre modifié.

Dans les processus récurrents ou itératifs, les erreurs s’ajoutent et se propagent d’une étape a 1’autre.
Ce qui a pour effet d’amplifier I’erreur globale et de diminuer la précision du calcul. La propagation
des erreurs dans diverses parties du calcul a pour conséquence d’ajouter de I'imprécision des
résultats de calcul.

Méthodes itératives

Le principe des méthodes itératives consiste a se rapprocher de la solution d'un probléeme en
construisant une suite qui converge au mieux vers la solution (en arrétant I’itération lorsque la
différence entre deux pas successifs devient inférieure a une certaine valeur).
Par exemple en analyse numérique:
Dans les méthodes d’approximations successives, I’équation f(x) = 0; f: R — R" est équivalente a
I'équation x = @(X) (possédant les mémes solutions) qui peut étre remplacée par 1’étude de la suite
numerique convergente:

Xpp1 = @(Xp)
Cette suite nous permet d'obtenir la solution de I'équation en un nombre fini d'itérations, en général
on prend @(x,) = x — cf(x) avec ¢ un nombre non nul ou une matrice bien choisie.
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e Dans la méthode de Lagrange, on remplace la fonction f par le segment de droite passant par
les points (a, f(a)) et (b, f(b)); on aura:

o) =a—f@) 7= fx ) f(a)

e Dans la méthode Newton, on remplace la fonction f entre les points d'abscisses a et b par la
tangente a la courbe en ces points; on aura:
fx)

PO =X"F05

e Pour la méthode de la Sécante, encore appelée méthode de la fausse position ou "regula-

falsi", on approxime dans la méthode Newton la dérivée f (x) par:

£ (xy)) = ) TCn1) ot o aura:

Xpn—Xpn-1
- — Xn—lf(Xn) - an(Xn—l)
T (%) — (1)

De méme dans la résolution itérative des systémes d'équations linéaires, la méthode consiste a
représenter le systéeme d'équations sous la forme d'une équation matricielle récurrente qui permet, a
partir d'un vecteur initial fixé de construire une suite de vecteurs dont on espére qu'elle converge vers
la solution du systeme. Plus précisément, pour le systéme linéaire d'équations Ax = b, si on
décompose A sous la forme A = M-N, il apparait que la solution x de Ax = b est également solution
de Mx = Nx + b. Remarquer que cette équation est une équation de la forme x = f(x). En d'autres
termes, x est un point fixe de I'équation de récurrence ci- dessous en initialisant I'algorithme par un
vecteur arbitraire Xo, on aura:

Xp+1 = M7INx, + M~1b
On démontre que la convergence de cette méthode ne dépend pas du choix de X, et la méthode
itérative converge si et seulement si le rayon spectral de la matrice M~IN est strictement inférieur a
1, p(M~IN)<1. Selon les choix des matrices M et N on a différentes méthodes itératives. Il serait
souhaitable que l'inversion de M soit simple, ce qui conduit souvent a choisir M égale a la partie
diagonale ou a la partie triangulaire, par exemple inférieure, de A. Ces choix conduisent
respectivement aux méthodes de Jacobi et de Gauss-Siedel.

Convergence et stabilité

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre un probléme approché conduisent a un résultat qui
est toujours entaché d’erreur. Cette erreur doit étre suffisamment petite pour que la solution
numérique converge vers la solution réelle. Dans ce cas 1’algorithme (ou la méthode) est dit
convergent. Si un raisonnement mathématique permet de montrer qu’une méthode diverge, elle ne
pourra en aucun cas étre utilisée sur un calculateur. En revanche, si la méthode converge il se peut
qu’en pratique elle diverge.

La vitesse de convergence est un facteur important de la qualité des algorithmes. Si la vitesse de
convergence est ¢levée, 1’algorithme converge rapidement et le temps de calcul est moindre. Ces
préoccupations de rapidité de convergence ont conduit a diversifier les modes de convergence et a
chercher des processus optimaux.

La stabilité de 1'algorithme: elle garantit que les erreurs ne s’amplifient pas au cours du déroulement
de I’algorithme et que la méthode reste stable.

Stabilité des solutions: elle intervient dans les problémes équationnels et qui est bien mise en
¢vidence par les techniques de perturbations. Lorsqu’un probléme (P) admet une solution, il est
intéressant d’envisager le probléme perturbé, noté ( P,), ou & est un petit parametre, et de se
demander si les solutions du systéeme perturbé sont voisines de la solution du systéme non perturbé.
Il n’existe pas de théorie générale qui réponde a cette question.
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Complexite algorithmique:

La complexité d'un algorithme s'exprime généralement en fonction du nombre d'opérations a réaliser
pour obtenir la solution du probléeme a résoudre. Précisant, si ce paramétre est trés important, dans
certaines applications, la quantité de mémoire informatique nécessaire au traitement peut s'avérer
cruciale pour le choix d'un algorithme.

En faite, les problémes traités sur un calculateur se répartissent en deux grandes catégories selon
qu’une valeur numérique est attendue (problémes de calcul) ou qu’une réponse par oui ou non est
souhaitée (probléme de décision).

Les propriétés des algorithmes ont été étudiées dans les années 1930 par le mathématicien Alan
Turing (1912-1954) qui inventa la machine qui porte son nom. Turing, en démontrant que les
problemes qui ne pouvaient pas étre résolus par sa machine symbolique n’avaient pas d’algorithme,
fixa les limites de la calculabilité. Depuis alors, on classe les problemes en deux grandes catégories :
les problémes pour lesquels il n’existe pas d’algorithme et les problémes pour lesquels un algorithme
existe. Parmi ces derniers, on mesure 1’efficacité de 1’algorithme selon la croissance de la durée de
leur exécution en fonction de la taille du probleme. Pour un probléme de taille n, on considere
comme efficaces les algorithmes dont la croissance est polynomiale et inefficaces ou difficilement
exploitables les algorithmes dont la croissance est exponentielle. On dit qu’un probléme n’est pas
décidable s’il n’est pas soluble .On distingue plusieurs classes:

La classe P (Polynomial) représente la classe des langages décidables en un temps polynomial : ce
sont les problemes qui admettent une solution sur une machine de Turing en temps polynomial. La
résolution d’un probléme est obtenue en un temps inférieur a une puissance donnée de la taille n du
probléme : si la taille n du probléme augmente, le nombre d’étapes de 1’algorithme reste toujours
plus petit qu’une certaine puissance de n.

La classe NP (Non deterministic polynomial) représente la classe des langages décidables en temps
non déterministe polynomial. Ce sont des probléemes pour lesquels, si une solution est proposée, on
peut vérifier que cette solution répond bien au probleme en un temps polynomial. Pour certains
problemes de cette classe, on ne connait aucun algorithme polynomial. On sait que la classe P est
contenue dans la classe NP et on suppose que NP =P .

La classe NP-complet représente les problémes de la classe NP qui sont liés :

si un probleme de cette classe peut étre résolu par un algorithme en temps polynomial, alors tous les
problemes de la classe NP seront solubles par un algorithme efficace. Si on trouve un tel algorithme,
on aura alors identité des classes P et NP.

La complexité d'un algorithme est définie comme le terme dominant de la formule qui exprime le
nombre d'opérations a réaliser lorsque la dimension caractéristique (par exemple la taille de la
matrice) du probleme croit. Pour un probléme de dimension n, on pourra définir cette complexité
comme une grandeur T(n) telle que:

_ nombre d'opérations en dimension n
1m =
neo T(n)
Dans de nombreuses situations, on se contente d'un ordre de grandeur de la complexité
algorithmique. Notons que souvent, on ne compte que le nombre de multiplications et de divisions,

les additions et les soustractions n'étant pas prises en compte.
Problemes bien poseés, problemes raides

Un probléme (P) est mathématiquement bien posé si le probleme (P) admet une solution unique qui
est stable au sens de Hadamard, c’est-a-dire qui dépend continlment des données initiales. Un
probleme numérique est dit numériquement bien posé si la continuité de la solution est suffisamment
bonne par rapport aux conditions initiales pour que la solution ne soit pas perturbée par une erreur
initiale ou de petites erreurs d’arrondi.
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Conditionnement:

Un autres aspect important lié a la résolution algorithmique réside dans la robustesse de la solution
du probléme obtenue vis a vis d'erreurs sur la connaissance précise des valeurs des parametres du
probleme et sur la précision des calculs en machine.

Un probleme sera dit bien conditionné lorsque sa solution variera peu lors d'une faible perturbation
de ses parametres. Considérons plus particulierement le cas simple et qui nous intéresse ici les
systemes d'équations linéaires:

Conditionnement d’un systéme linéaire:

Considérons le systeme linéaire Ax=b suivant:

23 9 12\ /x1 44 x1 1
12 10 1 x2 | = 23 |, dont lasolutionestx = | x2 | =11
14 —-12 25/ \x3 27 x3 1

Remarquons que la matrice A est inversible et admet trois valeurs propres A1 =36,16, A2 =0, 056
et A3 =21.79

Considérons le probleme suivant dans lequel le vecteur b est Iégerement perturbé

23 9 12\ /x1 44,44 6.23
12 10 1 x2 | = (23,77 , dont la solution est x = | 4.73
14 —-12 25/ \x3 27,73 4.69

Remarquons qu’une erreur de 1/100 sur les données entraine une erreur relative de 1’ordre de 5 sur la
solution, les composantes du vecteur solution sont multipliées par 5. De méme, si on perturbe les
éléments de la matrice

23.23 9.09 12.12\ /x1 44 6.89
12.12 9.9 1.01 x2 | =1 23|, dont la solution est x = | 5.56
14.14 —-11.88 25.25/ \x3 27 5.40

Une erreur de 1/100 sur les données provoque une erreur de 1’ordre de 6. L’amplification des erreurs
relatives est d’environ 600 et ¢a peut étre beaucoup plus pour un autre systeme:

Considérons un autre systeme linéaire Ax=b

10 7 8 7 x1 32 x1 1
7 5 6 5 x2|_ (23 . _[x2Y_ (1
8 6 10 9 317133 , dont la solution est x = 3l1=11
7 5 9 10 x4 31 x4 1

Alors que:

10 7 8 7 x1 32.1 9.2

7 5 6 5 x2 |\ _ [ 229 . _ | —12.6

8 6 10 9 3171331 , a une solution x = 4c et

7 5 9 10 x4 30.9 -1.1

10 7 81 7.2 x1 32 —-81

7.08 5.04 6 5 x2 )\ _ |23 . _ | 137
8 598 989 9 ||x3|=|33 | aunesolutionx =} ",

6.99 499 9 9.98 x4 31 22

Sans commentaires...........

De tels systemes linéaires sont dites mal conditionnés. 1l y a en effet beaucoup de définitions
possibles du conditionnement, qui dépendent du probléme a résoudre de maniere générale on peut
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dire qu’un probléme est mal conditionné si de petites erreurs/perturbations dans les données
provoquent de grands changements dans les résultats.

On peut essayer de quantifier le conditionnement d’un systéme linéaire. En envisageant le probléeme
du point de vue algébrique. Soit A une matrice inversible et Ax=b un systéme linéaire. Etudions sa
perturbation en général:

(A+8A)(x+6x) =b+6b

Ou 6A et 8b sont les perturbations sur A et b dues aux erreurs d’arrondi et 6x I’erreur commise sur la
résolution du systeme linéaire. Comme Ax=b, il vient

(A+ 8A)6x = 8b — 8AA™1b
Si la matrice (I + A~18A) est inversible, alors:
8x = (I+A18A)"1A~1(8b — 6AA~ D)
D'ou la majoration:
1A 1. (ll8bll + [ISAIl. [|A~"b][)

lI8x|| < -
1 —[lA=HII8Al

Comme [|A~1b]| = [|x|| > % et si cond(4) = k(4) = ||All|JA~1]| vérifie x(A)

lI8x|l _ x(A) <|I8bll IISAII>
|8A]

+
- b A
= 1 TEATUTRT ™ T

lISA]l

< 1, onaura:
1Al

Optimisation:

Comme I'objectif de ce document est de présenter une introduction aux méthodes d'optimisation, on
retient que l'on cherche a réduire le nombre d’opérations et en premier lieu le nombre de
multiplications. Pour un probleme donné, on choisira alors toujours [’algorithme qui donne la
meilleure précision sur les résultats et qui minimise le temps de calcul et I'espace mémoire
nécessaire.
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Chapitre 1

Introduction a I'optimisation
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Introduction

Les mots "optimiser"”, optimisation reflete comme toute attitude naturelle dans la vie courante I'idée
de faire le meilleur possible. En effet, nous sommes fréquemment confrontés a des problémes
"d'optimisation™ plus ou moins complexes. Cela peut commencer au moment ou I'on tente de ranger
son bureau ou de faire ses courses, de placer son mobilier, et aller jusqu'a un processus industriel et
planification de différentes taches. En effet, I'étre humain cherche toujours a améliorer sa vie
quotidienne; sans se rendre compte, il cherche a vrai dire a optimiser en minimisant ses depenses et
en maximisant ses biens selon le budget qu'il a et les contraintes du mode de vie qu'il mene. Si tout le
monde est d'accord qu'il vaut mieux d'étre riche et en bonne santé que pauvre et malade, on se trouve
rarement en pratique face a de choix aussi clair. Le plus souvent consiste a faire un compromis entre
plusieurs critéres en téte qui ne sont toujours pas comparables (voir contradictoires). C'est pourquoi
beaucoup de choix sont difficiles, en effet optimiser n'a de sens que relativement par rapport aux
contraintes considérées.

En général, I'optimisation permet de se trouver dans la meilleur situation pour obtenir un gain
d'effort, de temps, d'argent, d'énergie, de matieére premiere, ou encore de satisfaction dans des
domaines d'applications extrémement variés : optimisation d'un trajet, de la forme d'un objet, d'un
prix de vente, d'une réaction chimique, du contréle aérien, du fonctionnement d'un moteur, de la
gestion des lignes ferroviaires, du choix des investissements économiques, de la construction d'un
grand projet ou d'un navire, etc..

Dans le domaine technique, les choix possibles représentent souvent un ensemble nombrable (voir
innombrable), et une telle énumération exhaustive des possibilités de choix est impensable. Il faut
alors un “algorithme” plus performant, c’est a-dire une méthode pour aller vers “la” solution en
explorant le moins de “moins bonnes” solutions possible. Par exemple en engineering, optimiser la
conception d'une installation sous les contraintes de budget (horaires de travail, temps d'exécution,
cout d'investissement,...), sécurité, fiabilité, performances et aussi 1'intérét général du projet, tous ces
facteurs (contraintes) représentent un grand défi pour le concepteur. C'est pour cela que
I'optimisation représente actuellement un outil précieux d'aide a la décision en politique économique.

Une fois bien défini I'échelle de mesure des performances, lorsque les contraintes sont explicitement
spécifiées, il fera mieux de chercher la solution réputée "optimale. Néanmoins, on peut parler de
"solution sous-optimale" lorsqu’on est prét a admettre qu’il se pourrait qu’on puisse encore faire
mieux, mais, sans précision sur le "combien mieux", ou "combien moins bon".

Si aujourd'hui, tous les systémes susceptibles d'étre décrits par un modéle mathématique sont
optimisés. La qualité des résultats et des prédictions dépend de la pertinence du modele, de
I'efficacité de l'algorithme et des moyens pour le traitement numérique. Dela provient l'intérét des
techniques mathématiques permettant de bien formuler ces notions sous forme de modeéle de fonction
de colt ou objectif et d'exprimer plus clairement les contraintes du probléme. Et toute I'opération
d'optimisation se réduit donc a la recherche d'extrémums (max ou min) de ces fonctions objectifs
sous les contraintes imposées. On se trouve alors dans le cadre de la programmation mathématique
"PM" qui fait intervenir plusieurs étapes a commencer par la modélisation qui permet de mettre en
forme le probleme étudié sous la forme mathématique appropriée a la mise en ceuvre d'algorithmes;
puis I'optimisation ainsi que I'analyse numérique pour la recherche d'extrémums.

De ce fait, I'analyse numérique et I'optimisation constituent deux aspects importants et souvent
complémentaires des mathématiques de I'ingenieur. Une connaissance de notions de base dans ces
deux domaines est indispensable pour une ingénierie de bon niveau. Les développements rapides de
I'informatique ont fait de ces branches des outils universellement utilisés en technologie et/ou en
économie. De nombreux logiciels utilisent divers algorithmes performants d'analyse numérique et
d'optimisation, mais avant de pouvoir les utiliser, il faut déja avoir conscience de leur existence, des
problémes qu'ils peuvent résoudre, avec leurs performances et leurs limitations.
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En ignorant la premiére étape de modélisation, on peut retenir la définition suivante pour
I'optimisation:

Définition1.1

L'optimisation est I'étude de techniques permettant de chercher les minima et/ou les maxima de
fonctions.

Eléments introductifs a I'optimisation:

En pratique, on rencontre deux types de problémes : I’optimisation sans contrainte et I’optimisation
avec contraintes. Dans les deux cas, le but consiste & trouver les valeurs qui maximisent ou
minimisent une fonction objective. Toutefois, dans I’optimisation avec contraintes, les solutions sont
soumises a des restrictions (contraintes).

Soit f(x) une fonction d’une variable réelle. Si la fonction f(x) et sa dérivée f'(x) sont continues en un
point ou la fonction devient décroissante, alors elle posséde un maximum. En d’autres termes, la
pente de la tangente passe du positif au néegatif. Le raisonnement contraire est valable pour un
minimum. Dans les deux cas, il s’agit d’un point ou la pente de la tangente change de signe. Comme
la pente de la tangente est donnée par la premiére dérivée de la fonction, il faut annuler la premiere
dérivée de f pour obtenir les points candidats (points ou la fonction est susceptible de présenter un

minimum ou un maximum). Pour chaque point candidat, il faut déterminer s’il s’agit d’un minimum
ou d’un maximum.

Critére 1:

Si le signe de la dérivée est positif puis devient négatif quand x croit, alors le point candidat est un
maximum de la fonction. Si le signe de la dérivée est négatif puis devient positif quand x croit, alors
le point candidat est un minimum de la fonction (voir figure ci-dessous).

pente positive pente négative

pente négative pente positive

Maximum et minimum d’une fonction a une variable
Critére 2:

Le second critere fait appel a la dérivée seconde de la fonction. La dérivée seconde f'(x) d’une
fonction est la dérivée de la derivée premiére f(x). Elle mesure le taux de croissance ou de
décroissance de f'(x), autrement dit le taux de croissance ou de décroissance de la pente de la
tangente a la courbe. Le signe de f"(x) au point candidat x = x0 fournit les renseignements
nécessaires. Si f'(x0) est positive, la pente de la tangente croit quand x croit en passant par XO0.
Inversement, si f'(x0) est negative, la pente de la tangente decroit quant x croit en passant par xO.
D’ou le résultat suivant basé sur la dérivée seconde.
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Résultat :
Soit P(x0; f(x0)) le point en lequel : f(x0) = 0.

Alors si en ce point :

v 1'(x0) <0, il s’agit d’un maximum.

v '(x0) >0, il s’agit d’un minimum.
Si pour une fonction f(x), on a un maximum en x1 et un minimum en x2. Certainement au voisinage
du point x1, la valeur de la fonction est plus petite que f(x1). On dit que la fonction posséde un
maximum local ou relatif au point x1. De méme au point x2, on dit que la fonction possede un
minimum local ou relatif. Ces deux valeurs, maximum et minimum, sont appelées des extrema
locaux ou relatifs, parce qu’il existe des valeurs de x pour lesquelles la fonction prend des valeurs
plus grandes que f(x1) ou plus petites que f(x2), comme I’illustre la figure en (a) ci-dessous.

Cependant, on peut définir ce que 1’on appelle un maximum ou un minimum global ou absolu. En ce
point, la fonction prend la valeur la plus grande (ou la plus petite) sur un intervalle donné ; la figure
en (b) ci-dessous montre la différence entre extremums relatifs et extrémum global ou absolu.

maximum relatif
_——— !
maximum relatif

| / - \ ‘."‘I |
/ { B |
/ \ ;" \ \ III

\
\ \

;i’ \ ‘4'{ ) \ \

i \\ \ \ '
| \ |
/ / \ \ |
| / P \" "I
/f minimum relatif Y f

\ f

. o

Y /

minimum relatif J
/
N

minimum abselu

Extrema locaux et absolus

Considérons a présent le cas des fonctions a plusieurs variables indépendantes.
Des exemples simples en sont fournis par des formules de mathématiques élémentaires. Ainsi, dans
la formule de calcul du volume V d’un cylindre droit a base circulaire, V = mr2h, V est une fonction
a deux variables indépendantes : r (rayon du cercle de base) et h (hauteur). De la méme maniere,
dans la formule qui donne I’aire A d’un triangle quelconque, A = > Xysina sl A est une fonction a
trois variables indépendantes, X, y et a, qui traduisent respectivement la longueur de deux cotés du

triangle et I’angle formé par ces deux cotés.

Pour les fonctions a deux variables, z = f(x, y), le graphe est une surface dans I’espace a trois
dimensions. Une telle fonction présente un maximum au point P(x0; y0; f(x0, y0)), si f(x0, y0) atteint

une valeur supérieure a toutes celles que prend f(x, y) au voisinage de x = x0 et y = y0, comme
indiqué sur la figure (a) ci-dessous. De méme, f(x, y) possede un minimum au point P(x0, y0; f(x0,
y0)), si f(x0, y0) atteint une valeur inférieure a toutes celles que prend f(x, y) au voisinage de x = x0

ety = y0 ; ce cas est illustré par la figure (b) ci-dessous.
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Il en résulte qu’au point P(x0; y0; f(x0, y0)), il existe un plan tangent horizontal. Ce plan tangent est
engendré par deux tangentes, elles-mémes déterminées par :

af af
0x dy
Ainsi, la condition nécessaire a 1’existence d’un extremum est la suivante
d d
—f =0 et —f =0
0x dy

Cette condition est nécessaire mais pas suffisante. En effet, il existe des fonctions pour lesquelles
a a . . ) . .

% = é = 0 sans qu’il existe un extremum en ce point. Dans ce cas, on parle de point-selle. Bien
que les deux tangentes soient horizontales, il est toujours possible de trouver un point situé au-dessus
du point-selle et un autre au-dessous, ceci quelque soit le voisinage du point selle considéré. Notons
encore, qu'en un point-selle la fonction présente un minimum pour ’'une des variables et un

maximum pour ’autre variable. La figure suivante illustre cette situation.

On aura donc une condition suffisante pour les fonctions a deux variables

of? of 2 of 2
Ennotantf;cx:ax—z,f;,y :6y_2 et f;cyza .

@ = fufry = (fiy) >0
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Résultat:
Soit P(x0; y0; f(x0, y0)) le point en lequel :
af _ of
ax oy 0
Alors si en ce point :
1. fix >0 et a >0, fpossede un minimum au point P.
2. fix <0 et a>0, fposséde un maximum au point P.
3. a <0, fnepossede ni minimum ni maximum au point P, mais un point-selle.
4. a =0, on ne peut pas conclure.

Notons que cette condition suffisante provient d’un résultat plus général concernant les fonctions a
plusieurs variables f(x1, x2, . . ., xn) qu'on va les étudier apres.

Formulation mathématique d'un probléme d'optimisation:

La forme standard d'un programme mathématique s'exprime par le probleme d'optimisation sous
contraintes suivant:

gx) <0, i=12,..p
Minimiser f(x)tel que {h(x) =0, i=12..q = Minimiser f(x)tel que x € D
X ER"

X1
Oux = ( : ) et le domaine D est définit par:
Xn
D={xeR"g(x) <0, i=12,..peth(x)=0, i=1,2,..q}
X1
% f:R" = R est une fonction de plusieurs variables (x = ( : )) a valeurs réelles. Cette fonction
Xn
qu'on doit minimiser est appelée indifféremment fonction codt, objectif ou critére.
X1
% g R" — RP est une fonction de plusieurs variables(x = ( : >) a valeurs dans RP, elle a donc
Xn
p composantes et on peut I'écrire comme:

g1(x)
gx) =
gp (X)

Chaque fonction g; étant définie sur R™ et a valeurs dans RP, la fonction g(x) représente les
contraintes en inégalité. La notation g(x) < 0 signifie qu'on consideére les inégalités composante par
composante.

X1
% h: R" - RY est une fonction de plusieurs variables(x = ( : )) a valeurs dans RY, elle a donc
XH
g composantes et on peut I'écrire comme:
h; (%)
h(x) = :
h, ()
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Chaque fonction h; étant définie sur R™ et a valeurs dans RY, la fonction h(x) représente les
contraintes d'égalité. La notation h(x) = 0 signifie qu'on considére les égalités composantes par
composante.

R" définit le domaine de recherche des variables, cet ensemble définit I'espace d'état, tant disque
I'ensemble de points de l'espace des états possibles qui satisfait au mieux les contraintes est donné
par:

D={xeR"g(x) <0, i=12,..peth(x)=0, i=1,2,..q}
Il est possible de passer d'un probleme de minimisation a un probléme de maximisation grace a la
propriété suivante:
max f (x) = —min(~f (x))
En faite, soit x* tel que f(x*) = min{f(x), x € D}, On a donc:
Vx € D, f(x) = f(x)
o Vx €D, —f(x) < —f(x")

& — f(x*) = max{—f(x)|vx € D}
& f(x*) = —max{—f(x)|Vx € D}

Classification des problémes d'optimisation

Suivant la nature de la fonction objectif f(x), des contraintes g(x) et des variables de décision X, le
probléme d'optimisation porte des noms divers. On distingue plus particuliérement les cas suivants:

¢+ La programmation linéaire:

Comme son nom l'indique, la fonction objectif et les contraintes sont toutes linéaire et D = R".
% La programmation quadratique

Lorsque la fonction objectif est quadratique et les contraintes son toutes linéaires et D = R".
% La programmation convexe

C'est le cas d'optimisation ou la fonction objectif et les contraintes d'inégalités sont convexes avec
des contraintes d'égalités linéaires et un domaine D convexe.

0,

% De méme selon la nature (discréte ou continue) des variables de décision x, on parle de
programmation mathématique (optimisation) discréte ou continue.

% On peut aussi classifier la nature d'optimisation selon que la fonction critere est mono-
objective et on aura un probléme d'optimisation mono-objectif ou qu'elle est multi- critére (un
compromis entre plusieurs objectifs contradictoires est recherché), et on parlera
d'optimisation multi-objectif.

Remarque:

Rappelons-nous que toutes les méthodes d'optimisation recherchent un point ou un ensemble de
points dans I'espace de recherche (domaine D) qui minimisent ou maximisent la fonction objective.
Dans le cas de probléme d'optimisation général (fonction objective et contraintes quelconques), le
probleme est tres difficile a résoudre (voir impossible) ou prend un tres long temps de calcul sans
certitude de trouver une solution optimale a moins qu'on est dans des situations de structures
spéciales. Heureusement, beaucoup de problemes rencontrés peuvent étre exprimés sous la forme de
probléme d'optimisation convexe plus attaquable (solvable).
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Un vecteur X Vérifiant les contraintes d'un PM est dit solution ou solution réalisable d'un PM.
L'ensemble de solutions réalisables d'un PM forme son domaine de définition. Celui-ci peut étre vide
(dans ce cas le probléeme n'admet pas de solution), dans le cas contraire, on dit le PM admet des
solutions. Sous certaines conditions, il peut exister des solutions x* dites optimales, c'est-a-dire qui
maximisent ou minimisent la fonction objectif sur toutes les solutions X.

Définition 1.2 (Minimum local):

Soit D un domaine non vide de R" et f une fonction de D dans R, on dit que x* € D réalise un
minimum local de f sur D, si on peut trouver une boule B(x*) centrée en x* telle que:

vx € DNB(x")=f(x*) < f(x)
Sachant qu'une boule centrée en x* et de rayon & est donnée par I'ensemble des points veérifiant:
B(x", &) ={xeD/llx—x"[| < ¢}
Définition 1.3 (Minimum global):
Soit D un domaine non vide de R" et f une fonction de D dans R, on dit que x* € D réalise un
minimum global de f sur D, Si : V x € D= f(x*) < f(x).
Et on écrit:

f(x*) = min f(x) & x* = argmin f(x)
x€D x€D
Les conditions d'existence et d'unicité de solution optimale se fait a travers une étude des fonctions
objectives ainsi que les domaines admissibles des variables de décision. Par exemple une fonction
multimodale présente plusieurs minima tant disque une fonction unimodale n'a qu‘un minimum, le
minimum global. Donc la différentiabilité et la convexité sont des propriétés importantes a
investiguer.

Avant d'aborder ce volet mathématique, nous allons voir comment peut-on rencontrer ce genre de
probléme en pratique a commencer par des exemples simples avec ou sans contraintes pouvant faire
I'objet d'optimisation au sens des moindre carrés ou de programmation linéaire toutes les deux
représentent des cas particuliers de I'optimisation convexe.

A. Méthode des moindres carrés:

La méthode des moindres carrées est tres utilisée dans les sciences expérimentales et plus
particulierement dans les problémes d'estimation et d'identification. Comme son nom l'indique, cette
méthode consiste a minimiser la norme quadratique (norme euclidienne) d'une fonction appelée
fonction d'erreur. Le probléme a résoudre peut s'énoncer de différentes manieres mais optent toujours
pour la résolution d'un systeme d'équations de la forme:

Ax = b.

Ou A est une matrice quelconque a m lignes et n colonnes donc A € R™" et les deux vecteurs
x ER"etb e R™.

Plusieurs situations peuvent étre rencontrées selon la structure de la matrice A et les valeurs de m et
n.

1) Cas1:m=n (A une matrice carrée donc inversible):

Si on note Mn(R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n, soit A € Mn(R) une matrice inversible,
et soit b € R™. On consideére le systeme d'équations linéaires de Cramer :

et
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La résolution d'un tel systeme intervient trés fréquemment dans tous les domaines d'applications
mathématiques. Lorsque n est grand la résolution directe de ce systeme (par la méthode du pivot de
Gauss, ou par les formules de Cramer, par exemple) est fastidieuse et prend un temps de calcul
pouvant étre pénalisant. Ainsi, il est trés utile dans la pratique de disposer d'algorithmes de résolution
approchée de systéme d'équations linéaires, plus rapides et/ou moins gourmands en ressources.

Pour ce faire, il faut d'abord se ramener au cas d'une matrice symétrique définie positive. Il suffit de
multiplier a gauche par la matrice transposée A', c'est une opération qui ne demande pas beaucoup de
calcul.

Posons M = A'Aet N = A'b et on aura M une matrice symétrique définie positive, on obtient le
systeme linéaire suivant:

Mx =N

Comme M est inversible, donc inverser la matrice M nous permettra de résoudre directement le
systtme (x = M~IN). Sachant que L'inversion d'une matrice symétrique définie positive est une
opération couteuse numériqguement. Vue que cet opération d'inversion de matrice intervient
fréquemment en mathématiques appliquées, plusieurs méthodes ont été développées pour I'effectuer
au mieux, citons par exemple la méthode du pivot de Gauss, ou la factorisation LU, qui toutes deux
se ramenent a l'inversion de matrices triangulaires (opération simple). Mais si la dimension du
systeme précédent est grande, on préfere les méthodes de résolution approchées méme s'il y a une
possibilité de résolution exacte.

NB
On verra plus loin dans le cours que résoudre le systeme linéaire
Ax = b est équivalent au probléme d'optimisation quadratique ci-dessous:
fx) = letAx — bx
X €ER"

Ainsi une méthode itérative de recherche de minimum de ce probleme d'optimisation quadratique
fournit une méthode de résolution approchée du systeme linéaire Ax = b.

Minimiser f(x)tel que {

2) Cas 2 : m>n (A une matrice rectangulaire non inversible):

Dans ce cas, il ya plus d'équations que d'inconnus, le probleme est surdéterminé (en général n'admet
pas de solution) et on doit chercher une solution approchée qui vérifie la consistance du systéme
d'équations selon un certain critere d'erreurs.

Une des vieilles méthodes pour I'approximation de solution de tel systéeme est de définir une erreur
résiduelle r = Ax — b et chercher une solution x;; qui minimise la norme ||r||. Cette solution x;, est
appelée solution (approchée) au sens des moindres carrées du systeme Ax = b.

Pour cela, nous supposons que A est de rang plein (donc égal a n), puis nous minimisons le carrée de
la norme de I'erreur résiduelle:

Ir]|?> = x'A'Ax — 2b'Ax + b'b
Or V. |Ir]|? = 2AtAx — 2A'b
Et V., lIr]l? = 0 = AtAx = A'b
C'est I'équation normale qui utilise le fait que A'A est inversible, on aura la solution approchée:
x = (A'A)"1A'b
Avec (ATA)~LAf pseudo-inverse de la matrice A.
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Comme c'est déja signalé, calculer I'inverse d'une matrice demande plus d'effort de calcul et plus de
temps d'autant plus pour les pseudo-inverses. C'est pourquoi on ferra généralement recours aux
techniques de factorisation de matrices.

Un exemple de factorisation QR: consiste a chercher deux matrices Q et R telle que: A=QR,
A € R™™ est de rang plein, Q'Q = I, et R une matrice triangulaire supérieur inversible.

Et on aura:
(AtA)—lAt — (RtQtQR)—lRtQt — R—th — Rx = th

Ainsi, la résolution de Ax = b peut étre faite en résolvant Rx = Q'b qu'on peut facilement effectuer
par substitution puisque R est triangulaire.

3) Cas 3: m<n (A une matrice rectangulaire non inversible):

Si m<n, alors le systeme Ax = b est sous déterminé donc possédant une infinité de solution lorsque
le rang de la matrice A est plein (donc égal a m). L'ensemble de solution est un espace affine de
dimension (n-m). En effet, on peut décomposer la matrice A (par permutation de colonnes) sous la

forme A = [A; A,] telque Al est une matrice carré et de méme pour x = (2) alors notre systeme
s'écrit:

Aix1+ Ayx2 =b, et on aura:
x1 = A; b — A;71A,x2, et I'ensemble des solutions est I'espace affine de dimension n-m défini

par:
-1 -1
o= (59 (AW

Parmi toutes ces solutions, on est souvent amené a choisir une solution particuliére. On choisit alors
souvent de considérer la solution de norme quadratique minimale comme précédemment et on aura
aussi une solution de la forme:

S={uERrl

x = A'b(A'A)!
4) Cas 4 : Cas général: (m#n et rang de la matrice A est # de m et de n):

Dans le cas général la matrice A du systeme Ax = b n'est pas forcément de rang plein. On peut se
ramener a un systeme de rang plein de diverses fagons. Par exemple, en faisant une décomposition en
valeurs singuliéres de A.

Exemples d'optimisation en pratique:

Exemple 1:

Considérons un rectangle ABCD. On appelle x la longueur AB et y, la longueur BC. On a évidement
:x>0ety>0.

A T B
)
D C
On appelle P(x, y), le périmetre de ABCD, S(x, y), I’aire de ce rectangle.
Onaalors:
P(x,y) =2(x+y)
S(X, y) = xy.
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Probléme courant en Optimisation : on peut étre amené a chercher x pour que le périmetre de ABCD
soit minimal sachant que son aire vaut 1.
Sxy) =1
Formulation mathématique: Minimiser P(x, y)tel que x>0
y >0
Exemple 2: Minimisation des colts dans la fabrication de boites cylindriques
Dans la fabrication de boites de conserve cylindriques on minimise les co(ts de matiére premiére en

cherchant le cylindre de surface minimale a volume constant. Considérons un cylindre, donné par sa
hauteur h et le rayon r de sa base.

] Le volume est : V = mr?h = K = constante.
: L'aire est :S = 2nr? + 2mrh.
. Le probleme d'optimisation s'écrit :
V(r,h) = K
Minimiser S(r, h)tel que r>0
IR h>0
N—

On utilise la contrainte égalitaire pour se ramener a un probléme a une variable :

K ) K
h=m :>S(I')=2T[I' +2?

et notre probleme d'optimisation devient:
K
{Min(S(r)) = Min(mr? + F)

r>0
On étudie les variations de S(r):

dS(r)_an3—K>O -
e 20 =>=r2 [0
. 3/ K
r |0 T +0o0
S — 0 +
s \ /
Smin
o 3|K
Le minimum est obtenu pour:  ryin = |-

Krpi 3 [4K
Alors h;, = o “f“‘)g = f? = 2Imin
min

2
Et on obtiendra S,y (Fmin» hinin ) = 6. /%
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Exemple 3: Position d'équilibre d'un systeme de deux ressorts.

Deux ressorts de coefficients de tension k1, k2 et ayant méme longueur a vide, ont chacun une
extréemité fixe, et l'autre a distance mutuelle d. Lorsqu'on les attache par leur extrémité libre,
comment s'exprime leur position d'équilibre (figure ci-dessous) ?

- -

ky : : ks

s . .

a d—a

L'énergie potentielle & I'équilibre du premier ressort est:
1

E; = -k;a?
1213

L'énergie potentielle & I'équilibre du deuxiéme ressort est:
1
EZ = Ekz(a = d)z
L'énergie totale du systéme est:
1 2 2
E1 + Ez = E(kla +k2(a— d) )

La position d'équilibre est celle pour laquelle I'énergie potentielle du systéme est minimale.
Il s'agit donc d'un probléme d'optimisation qui s'exprime :
{Min(E(a)) = kya® + ky(d — a)?
0<ac<d

De méme que précédemment, en étudiant les variations de E(a), on trouvera que la position
d'équilibre est atteinte pour:

Ky
Kk, +k;

d—a= d

Exemple 4: Probléme de transport

On considére un probléme de ravitaillement trés utile en pratique; il fait partie d'une large classe de
probleme (largement étudiée que ce soit en optimisation continue ou en optimisation combinatoire, et
que I'on sait résoudre efficacement).

On souhaite approvisionner en carburant 3 sites a partir de 2 dép6ts de capacité limitée.

L'acheminement en carburant d'un dép6t a un site a un co(t unitaire. Le tableau suivant résume
chacun de ces colts ainsi que la demande de chaque site, et le stock disponible dans chaque dépét.

site 1 | site 2 | site 3 | diponihilité
dépot 1 10 12 9 300
dépot 2 11 11 10 450
demande | 200 250 250
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Notons x;; i=1, 2 et j=1, 2 ,3 la quantité de carburant (en unité de volume) acheminé du depot i au
site J. Le colt d'acheminement est donné par la fonction de codt suivante :

f( X11,X12,X13,X21,X22,X23) = 10X11 + 12X12 + 9X13 + 11X21 + 11X22 + 10X23
qu'il s'agit de minimiser la fonction de codt, sous les contraintes :
+«» Contraintes égalitaires provenant de la demande :

X12 +X22 = 250

{Xll + X721 = 200
X13 + X3 = 250
+«» Contraintes inégalitaires provenant du stock disponible :

{Xll + X12 + X13 < 300
X271 + X922 + X723 < 450

+» Contraintes de signe :
X11,X12,X13, X21, X22, X23 > 0.
Il s'agit la d'un probleme d'optimisation encore appelé probléme de programmation linéaire.
Exemple 5: Modélisation de données expérimentales (Identification)

Plus généralement supposons que I'on ait effectué une série de p mesures dépendant d'un parametre
(évolution d'une grandeur physique, en fonction du temps, etc...).

Instants de mesure t t, | e t

Valeur mesurée Vi Vo | e Yo

On souhaite modéliser ces données expérimentales par une certaine fonction mathématique f : de R
dans R dépendant de paramétres réels (a1, a2, a3, .....an).

On cherche a déterminer les parameétres pour lesquels les valeurs prises par la fonction aux instants
t1,t2,t3,.....tp collent au mieux aux valeurs mesurées, dans un certain sens, disons par exemple au
sens des moindres carrés.

Il s'agit alors bien d'un probléme d'optimisation :

min
(a1,02,a3,an). Legq 21 NEDESES

1°" cas de figure: Régression linéaire

Supposons donnés N points d'un relevé expérimental (xi; yi); (i = 1; ::;;N) : xi est par exemple
I'instant de prélévement d'une substance dans une réaction chimique et yi est la concentration de cette
substance.

Supposons maintenant que I'on recherche une relation linéaire entre x et y de la forme:
y = ax + b (autrement dit on cherche a approximer ce nuages de points par une droite)
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Il est clair que pour N = 2 les inconnues a et b sont déterminés de maniére unique. Il est clair aussi
que la droite ne peut passer par I'ensemble des points (voir figureci-dessus). En fait ce qu'on
recherche ici est la droite la plus probable, donc minimisant une certaine erreur.

Au point (xi; yi); la distance entre la droite et le point est égale a:
e; = |(ax; + b) — il
On peut alors envisager de déterminer a et b en résolvant différents problemes d'optimisation:
¢+ minimiser la plus grande valeur de e; (probleme de min-max)

min max e;
a, 1

+«» minimiser la somme des erreurs (programmation linéaire)

n—1
min E (N
a,b 0

« minimiser la somme des carrés des erreurs (droite des moindres carrés)
n—1
min Z e;’
a,b 0

€o

Ceci est équivalent a:

min,, e'e = mina,bllellg Avec e =

€n-1
Vue l'intérét et la facilité de manipulation de la norme 2, on préfére toujours la derniére forme
d'optimisation (voir developpement ci-apres).

Il est possible d'effectuer le calcul précédent sous forme vectoriel:
On pose f(a,b) = ete = Y57 te? , e, = (ax;+b) —y;
Onpose e=Cz—d

Avec
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On aura:
f(a,b) = e'e = z'C'Cz — 2(C'd)'z + d'd
Or
of
— =2(C'C)z — 2Ctd
0z
Les paramétres a et b de la régression linéaire sont donnés par:
of 0
0z
C.ad.
(Z) = (Ct0)~1ctd
B

7
Cet équation est trés générale, elle reste valable dans le cas de n paramétres z = ( : ) n< N
1

avec C: (N xn) etd: (N x1).

2°™ cas de figure: Régression paraboligque

On se donne un ensemble de m points (xi; yi). On cherche les coefficients p, g, r de la parabole:
y=px’+qx+r

qui passe "au plus prés " des points. On suppose qu'on dispose d'un nombre suffisant de points
m = 3. Que veut-on dire exactement par "au plus pres"? Pour chaque triplet de valeurs p, g, r, on
considére les m écarts verticaux entre la courbe et les points (xi; yi)

écart; = px’ +qx; +r—y;, 1<i<m
Et on définit I'erreur comme la somme des carrés des écarts :
erreur = écart? + écart} + -+ écart?,

On cherche les coefficients p, g, r pour lesquels I'erreur (la somme des carrés des écarts verticaux) est
minimale. Pour ce faire, on pose que la parabole passe par les m points :

pxf +gx; +r = ¥
px5 +qax,+r1r =y,

2 —
PXm + QX +T = Yn
Les équations ci-dessus forment un systeme d'équations linéaires qui n'a pas de solution en général :

X% Xl 1 p yl
: ol <q> =72
. . H r .
2 xy 1/ 57 Yml

d
C

Et on trouvera notre fameux systéeme linéaire qui peut se mettre sous e = Cz -d , qu'on sait résoudre
efficacement par la méthode des moindres carrés.
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Extension de la méthode:

En réalité la méthode des moindres carrés précédemment développée reste applicable du moment
que la fonction d'approximation recherchée dépend de maniére linéaire des inconnues. C'est le cas de
toute combinaison linéaire de fonctions non-linéaires préalablement choisies.

Exp: Pour la fonction:
y = alnx + b cosx + ce*

Les matrices du calcul vectoriel prennent la forme suivante:

X0
}n Xg COS X eX 4 Vi
nx COS X el
c=[ "X X € ,Z=OQ, d=| 72
: : : . o\
Inx,_; cosx,_q; e*n-1 n°Y

3°™ cas de figure: Convolution

On considére une équation de convolution de la forme y = h *x, ou h représente la réponse
impulsionnelle d'un filtre, x son entrée et y sa sortie. L'échantillonnage de I'équation intégrale de
convolution y = h *x donnée par y = fOTh h(wx(t—u)du (T, est la durée de la réponse
impulsionnelle du filtre causal h) conduit a I'écriture y, = Y5hyx,_ ol x, = x(nT) eth, =
T~1h(nT) sont obtenues par échantillonnage de I'équation de convolution avec un pas égal a T.

1ére

7/
L34

situation:

On suppose dans un premier temps que le filtre h est connu mais que le signal x est inconnu. On
cherche a retrouver les valeurs de Xp,.... xnp+n @ partir de I'observation de y sur le méme intervalle de
temps, c'est a dire I'observation de yp, .... yn+n-

Les relations de convolution s'écrivent

L
Von+k = Z Ohk Xn+k—jl k= O, ...N
]:

e En considérant I'étalement temporel du filtre h et N>L, on aura a faire donc a un vecteur

Xn-L
/Xn—L+1\
d'entrée x = X’ | ce qui augmente le nombre d'inconnus. Ainsi, le systéme est sous-
n
o XN . : S . :
détermine car il fait intervenir plus d'inconnues que d'équations. Si on opte pour les moindres
carrés pour la résolution du systéme alors on se retrouve dans le cas 3.

Mise sous forme matricielle: y=Hx

Xn—-L

Va hy h.; .. h 0 .. 0 Xp—141
Yn+1 0 hy, h_; .. 0O ... 0 :
: : 0 / X,
Yn+N .
0o .. 0 hp hy_; .. hy :

Xn+N

La décomposition de H et x conduit a
y = Hix1 + H,x2, avec H1 inversible
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hy 0 N |
/hl hg 0 .. .. .. 0 \
Xn Xn-L : |
Avec x1={( : ), x2=| : JonawaH;=}h h_, .. p, 0 .. o]/et
Xnh+N Xn-1 0 hL hL—l hO 0 |
: 0 /
0 0 hy h,_4 ho
hy, hy4 hy
0 h h,
B2=10 0o | n |
o 90 v 0/
0 0 . 0

Notre solution sera donnée par:
x=x1= Hl_ly - H1_1H2X2
Une solution bien paramétrée par le vecteur x2
e En l'absence de I'étalement temporel du filtre h, on a x2 = 0 et on obtient un systéeme
facilement solvable y = H;x1 - x = x1 = H; 'y pour (puisque H; triangulaire)

On peut se mettre dans la situation ou le signal d'entrée x est connu tant disque les coefficients du
filtre h sont maintenant inconnus, et I'on observe les sorties yn, en présence d'un bruit d'observation v,
dans ce cas on a: Y=Xh+v

L

Vm = hyxp xk+Vvy, m=nn+1,...n+N
k=0

Qui peut se mettre sous forme matricielle (toujours pour N>L) comme suit:

e X

Vn Xn Xn-1 n-L h, A

Vn+1 _ Xn+1 Xn o Xp—L+1 h; n Vh+1
%

Yn+N Xn+N—-L Xn4N-L+1 .. Xp4N hy, n+N

Le systeme comporte alors plus d'équations que d'inconnues, Il est dit surdéterminé. Méme lorsque v
est nul, il n'est cependant pas évident de savoir a priori pour un systéme surdéterminé quelles
équations peut-on éliminer pour se ramener a un systéme carré inversible (sous reserve que la
matrice intervenant dans la relation initiale soit de rang plein).

A défaut d'une solution exacte, on cherche alors une solution approchée selon par exemple le critére
des moindres carrés et on se retrouve dans le cas 2 précédemment étudié.

Définition 1.4 (contrainte active)

Soit une contrainte d'inégalité g;(x) < 0 avec g;(x) une fonction au moins continue de R® dans R. Si
pour un point x*de R" on a g;(x*) < 0, on dira que la contrainte est inactive en x*. Tandis que si x*
satisfait g;(x*) = 0, on dira que la contrainte est active ou saturée en x* et on note I(x*) 1’ensemble
des indices j correspondant aux contraintes actives en x*.
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Définition 1.5 (point régulier)

Il existe de nombreux criteres de régularite, la plus faible s'énonce: On dit qu'un point x* € R" est
régulier pour les contraintes d'égalités h(x) et d'inégalités g(x) si:

e ilestréalisable c.ad. h(x*) =0 et g(x*) <0
e les vecteurs Vh;(x*),i = 1, ...q. sont indépendants
e on peut trouver un vecteur non nul de R" tel que:
d'Vhi(x*) =0,i=1,..q et d'Vg;(x") <0,j € I(x").
Les deux dernieres conditions representent la contrainte de qualification du point x*
Remarque:
Un probleme de minimisation n'admet pas nécessairement une solution par exemple:
min(i) pourx € [1,+0c0] n'admet pas de solution tandis que min(cosifk)) pourx € [, 4]
admet deux solutions.
Remarque:

Ce n'est qu'un abus de langage, qu'on dit souvent que x* est un minimum pour la fonction f(x): il
faudrait dire que x* réalise un minimum de f(x) sur D ou que f(x*) est le minimum de f(x) sur D.

Evidemment, on ne peut pas résoudre le probléme de minimisation en général sans quelques
hypothéses permettant d'assurer au moins I'existence de la solution, logiquement ces hypothéses
concernent la fonction objectif f(x) et les fonctions de contraintes g(x) et h(x) qui définissent le
domaine D. Le cas ou les données sont liées par une fonction objective convexe est tres important car
les problémes quadratiques (donc convexe) sont les plus rencontrés en engineering et sont a l'origine
de la plupart des algorithmes non linéaires. Nous en rappelons quelques définitions et propriétés ci-
apres.

Nous commencons d'abord par une propriété importante sur l'existence d'extrémums pour des
fonctions quelconques (donc pas forcément convexe) définies sur un domaine compact:

Définition 1.6

Si D est un domaine compact (i.e. fermé et borné) de R" , et f: D — R est continue, alors f admet un
minimum ainsi qu'un maximum global sur D.

Ce résultat n'est utile que pour un probleme d'optimisation sous contraintes, car c'est dans ce cas ou
le domaine est toujours un fermé de R™ et c'est le seul cas ou il peut étre fermé, c.a.d compact.

Définition: (fonction convexe)
On dit qu'une fonction f: D € H —» R U {400} est convexe si D est convexe et si
V(x,y) € D x D,vt € [0,1] alors f(tx+ (1 —1t)y) < tf(x) + (1 — O)f(y)
Définition: (fonction strictement convexe)
On dit qu'une fonction f: D € H — R U {+oo} est strictement convexe si D est convexe et si
V(x,y) €D XD avec x # y,Vt € [0,1] alors f(tx+ (1—-ty) <tf(x)+ (1 —f(y)
Définition 1.7 (domaine d'une fonction convexe)
Soit f: H - R U {+00} une fonction convexe, on appelle domaine de f I'ensemble
dom f = {x € H|f(x) < oo}
cet ensemble est convexe.

49



Kamri Djekidel****Introduction aux méthodes d'optimisation****

Lorsque le domaine de f est non vide, on dit que f est une fonction propre.

Définition: (fonction coercive)

Une application f: D € R™ — R continue est coercive si D est un fermé non borné et si
lim f(x) =+

[[x|[=+o0
Corollaire:

Toute fonction convexe propre sur un espace de dimension finie (H=R") est continue sur l'intérieur
de son domaine.

Théorémel.1:

Soit f une fonction continue sur un sous-ensemble D fermé de R™. On suppose que
e 0u bien D est borné
e 0u bien D est non borné mais f est coercive

Alors f posséde un minimum sur D.

Théoréme 1.2:

Une application coercive admet un minimum global (et aucun maximum global). Si (-f) est coercive
alors f admet un maximum global (et aucun minimum global).

Exemple:

Il est évident qu'une fonction polynomiale f: R — R de degré pair >0 est coercive sur R si et
seulement si le coefficient de son terme de plus haut degré est >0 et aura donc un minimum global.
Tandis que si le coefficient de son terme de plus haut degré est <0, elle aura donc un maximum
global. Si le degré de la fonction polynomiale est impair, elle n‘a ni maximum ni minimum.

Différentiabilité des fonctions convexes
Définition 1.8

Soit une fonction f: H » R U {+} , on dit que f est Gateaux-différentiable en u € domf si la
dérivée directionnelle

flu+tv) — f(w)
t
existe dans toute direction v de H et si I'application v — f (u; v) est linéaire continue.

f ”)=ltllf)l

On note alors
f(w; v) =Vfwtv
Ou Vf(u) est le gradient de f en u.

Il est clair que si f est différentiable au sens classique en u ( Fréchet différentiable), alors f est
Gateaux-differentiable en u et les deux dérivées coincident; la réciproque n'est pas vraie.

Théoreme 1.3:

Soit f: D € H — R, Géateaux-différentiable sur D avec D convexe, alors f est convexe si et seulement
Si

V(u,v) EDxD f(v) = f(u) + Vi(w)' (v — u)
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Théoréme 1.4:

Soit f: D c H — R, Gateaux-différentiable sur D avec D convexe, alors f est convexe si et seulement
si Vf est un opérateur monotone c.a.d

Vw,v) eDxD Vf(w)—-Vfw)wu—-v)=0
Evidement, si Vf est un opérateur strictement monotone alors f est strictement convexe.
Remarque:

On definit de maniere analogue la (Gateaux) dérivée seconde de f en u, comme étant la dérivée de la
fonction vectorielle u — Vf(u). On la note D?f(u) et on l'appelle aussi Hessien par abus de
langage. Ce Hessien est identifiable a une matrice carrée nxn lorsque H = R".

Dans ce qui suit, nous allons étudier le probleme de minimisation en dégageant des conditions
d'existence et d'unicité de solutions en terme de conditions nécessaires et/ou suffisantes d'optimalité
puis formuler explicitement les algorithmes de calcul de ces solutions.

51



Kamri Djekidel****Intro duction aux méthodes d'optimisation****

Chapitre 2

Optimisation Sans Contraintes
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Minimisation sans contraintes

Dans cette partie, nous allons étudier les probléemes d'optimisation évoqués précédemment dans le
cas ou H = R"™ muni du produit scalaire usuel et lorsqu'il n' y a pas de contraintes: nous nous
intéressons donc a la minimisation de la fonction f sur tout I'espace. Ainsi nous considérons le
probléme formulé de la fagon suivante:

P) {r?(lrel flg? ou f est une fonction R* > R U {+o0}

On admettra pour ce probléme les résultats suivants dont les démonstrations (omises ici) sont faciles
a trouver en littérature.

Théoreme 2.1: (Existence)

Soit f est une fonction R® — R U {40} propre, continue et coercive. Alors le probléme (P) admet au
moins une solution.

Théoreme 2.2: (Unicité)

Soit f est une fonction R" — R U {4} strictement convexe. Alors le probleme (P) admet au plus
une solution.

Théoreme 2.3: (Existence & Unicite)
Soit f une fonction de classe ¢! de R™ dans R. on suppose qu'il existe un a > 0 tel que
V(xy) ER" XR" , (Vi(x) = Vi(y)'(x~y) = allx -yl

Alors f est une fonction strictement convexe et coercive: en particulier le probleme (P) admet une
solution unique.

Définition 2.1 (fonction elliptique)
Une fonction f: H — R est elliptique si
Ja > 0tel que V(x,y) ER* xR , (Vf(x) — VE(y)'(x—y) = al|x — y||?
Proposition:
Une fonction f: H — R deux fois différentiable sur H est elliptique si et seulement si
V(xy) EHxH  yD*(x)y = allyll?

Si on se restreint dans cet exposé aux cas de fonctions différentiables, plus précisément Gateaux-
différentiables; on pourra chercher des conditions qui portent sur la dérivée de la fonction a
minimiser pour pouvoir calculer la ou les solutions en montrant que ces solutions proviennent de la
résolution de certaines équations, ce qui facilite leurs calculs.

Conditions d'optimalité:
Théoréeme 2.4 (condition nécessaire d'optimalité du premier ordre)

Soit f : H - R une fonction Gateaux-différentiable sur H ou H est un espace de Hilbert réel. Si x*
réalise un minimum (global ou local) de f sur H alors

Vi(x*) =0

La c'est une condition nécessaire c.a.d. Pour que x* puisse réaliser un minimum (global ou local)
de f sur H, il faut que Vf(x*) = 0.

Note: Ce théoréeme n'a de sens que si la fonction f est différentiable en x*
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Note: Tout point x* de H qui vérifie Vf(x*) = 0 est appelé point critique ou point stationnaire. La
relation V£ (x*) = 0 est aussi appelé équation d'Euler.

Dans le cas ou la fonction f est convexe, la condition du théoreme précédent devient nécessaire et
suffisante (CNS).

Théoréme 2.5 (condition (CNS) d'optimalité du premier ordre)

Soit f : H — R une fonction Gateaux-différentiable et convexe sur H ou H est un espace de Hilbert
réel. x* réalise un minimum (global ou local) de f sur H si et seulement si
Vi(x*) =0

La c'est une condition nécessaire et suffisante c.a.d
e Six" réalise un minimum (global ou local) de fsur H = Vf(x*) =0
e Si Vf(x*) =0 = x*réalise un minimum (global ou local) de f sur H
Remarque:

Le cas ou f est convexe est fréquent en pratique mais pas systématique. Cependant, on peut toujours
raffiner le résultat précédent en considérant seulement la convexité locale de f au voisinage de x*
pour la réalisation de minimum local de f en x* ou passer a des conditions qui font intervenir les
dérivées secondes de f.

Théoreme 2.6 (condition nécessaire d'optimalité du second ordre)

On suppose que x* réalise un minimum local de f et que f est deux dérivable sur H alors
o Vf(x)=0
e Vx€H x'D*f(x)x >0

Dans le cas ou H = R™, la deuxiéme condition est équivalent a dire que D?f(x*) qui représente la
matrice Hessienne de f en x* est semi-définie positive.

La aussi les deux conditions sont seulement nécessaires car la réciproque du théoréme est fausse.

Théoreme2.7 (condition suffisante du second ordre)

Soit une fonction f deux fois dérivable sur H vérifiant Vf(x*) = 0 et
Ja>0telqueVx € H  x'D*f(x*)x = af|x||?

Alors la fonction f admet un minimum local strict en x*

Dans le cas ou H = R™, cette condition est équivalent & dire que D?*f(x*) qui représente la matrice
Hessienne de f en x* est définie positive (donc strictement) c'est une condition d'ellipticité locale. Un
choix possible de la valeur de o est celle de la plus petite valeur propre de la matrice D?f(x*).

Exemple 1:
Soit f: R? - R définie par
f(x,y) = 3x* — 4x%y + y?
Il est facile de vérifier que (0,0) est un point critique mais puisque D?£(0,0) = [8 (2)] est seulement

semi-définie positive car ses valeurs propres sont 0 et 2, alors on ne peut rien conclure. On peut
toutefois remarquer qu'en ce point critique, il n' y a ni minimum ni maximum car f(0,0) < f(0,1) et
f(0,0) > £(0.5,0.5).
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Exemple de cas quadratique:
Prenons le cas ou f: R® — R est une fonction quadratique donnée par:

f(x) = x'Ax —b'x+ ¢ avec A matrice carrée symétrique semi-définie positive, ¢ une constante et
b € R"

Ainsi l'application quadratique f est un polyndme de degré 2 donc infiniment différentiable:

f(x) = f(xq, %5, ... Xn)—ZZaHX +22al]xx Eb i + ¢

i<j constante
forme quadratique forme linéaire
en posant
X1 ayp .. A1 b,
xz(f)eRn;AtzAz(aij)izl,nz[5 R eMn(R);b=<5>eR“
Xn j=Ln ap1 .. App b,

les points critiques de f sont données par les solutions de Vf(x) = Ax —b = 0 et sont donc les
solutions du systtme Ax =b, mais puisque V?f(x) =A pour tout X, alors f(x) posséde
automatiquement un minimum global en ces points critiques.

Contrairement au cas d'application quelconque, la convexité d'une application quadratique est
totalement caractérisée par sa matrice Hessienne.

Théoréme 2.8
Soit f une application quadratique sur R" , f(x) = x'Ax —b'x+ ¢ Alors
e f convexe & A semi-définie positive
e f strictement convexe < f fortement convexe < A définie positive
Théoréme 2.9
Pour une application quadratique sur R" , f(x) = x'Ax — b'x + ¢ et Ax* = b pour x* € R".

e Si A est semi-définie positive (resp. négative), alors x* est un minimum (resp. maximum)
global de f et x* est une solution du systéeme d'équations linéaires Ax = b.

e Si A est définie positive (resp. négative), alors f admet un unique minimum (resp.
maximum) global.

e Si A n'est pas semi-définie positive (resp. négative), alors f n'admet aucun minimum (resp.
maximum) global ou local.

Exemple numérique de cas quadratique:
Soit I'application quadratique suivante:

f(x) = %xtAx —b'x +c, avec

X1 di1 «.. dip
X = : € er’ At = A= (aij)i=1,n = S :

Xn j=1,n dn1 <. dpp

by
EMn(R);b=<E>ER“
b,

2
1. Exprimer Ef—f(x), en déduire Vf(x); Exprimer aa af (x), en déduire V2 £ (x).
Xj Xj
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2. Pour quelle condition f(x) est-elle convexe ou strictement convexe? quel extrémum aura-t-
elle alors pour cette condition?

2 -1 0 -3 X1
3. PourA=1]-1 2 —1;b=<1>;x=<X2>;
0O -1 2 -2 X3

a) Déterminer I'extrémum de f(x) ---Est - il unique? Pourquoi?
b) Montrer qu'il existe un a > 0 tel que A > al, avec | une matrice identite.
c) En déduire la solution du systéme d'équations suivant:

2x—y=-3
{—X +2y—z=1
—y+2z=-2
Solution:
2
)—( ) = ¥ ay %, — by ; donc V(x) = Ax — by ——— (x) = ay; donc V2(x) = Hf(x) = A
i 0Xj

2) f est convexe si A est semi-définie positive et aura un minimum local; f est strictement
convexe si A est définie positive et dans ce cas elle aura un minimum global (unique).

3)
a) Puisque Hf(x)=A; d'apres le polynbme caractéristique les 3 valeurs propres sont >0 alors

)

A est définie positive et f(x) possede donc un minimum global en  x* = Ce
- /
4

minimum est unique car f(x) est strictement convexe.

b) il existe un a > 0 tel que A > al puisque A est définie positive et ses 3 valeurs propres
A1<4,<A3 alors puisque A > A1, o peut étre au moins égale a 4;.

2 -1 0 -3
-1 2 -—1letb=[ 1
0 -1 2 -2

La solution de ce systéeme est celle qui annule Vf(x) = Ax —b autrement dit x* =

c) Le systeme proposé est exactement Ax=b avec A =

Remarque générale:

Pour une fonction f: D —» R, le minimum s'il existe, est unique. Cependant, il peut étre atteint en
plusieurs points différents. En effet, le minimum d'une fonction s'il existe est nécessairement la borne
inférieure de I'ensemble des valeurs prises par la fonction f sur I'ensemble D. il doit y exister donc
une suite {x, } de points de D telle que la suite {f (x,)} converge vers ce minimum. La suite {x,, } est
appelée suite minimisante. La question de I'existence de ce minimum serait liée a la convergence de
cette suite vers une certaine limite et a I'appartenance de cette derniere au domaine D.
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Résolution Algorithmique:

D'une maniére générale, la résolution algorithmique du probleme d'optimisation (P) consiste a se
rapprocher de lI'optimum (minimum dans notre cas) en construisant une suite {x,},ey de R" qui
converge vers une solution x*. Cela en considérant des conditions suffisantes sur f de fagon a ce que
X, = Xx".

Plusieurs méthodes s'offrent a nous pour la résolution de notre probleme d'optimisation sans
contraintes (P):

1) lls existent des méthodes directes n'utilisant pas les dérivées de la fonction objective f telle
que la méthode Hook. Ces méthodes sont utiles pour les applications non différentiables mais
leurs convergences sont généralement lentes.

2) Les méthodes de descentes qui utilisent les dérivées premiéres de la fonction objective f, leur
principe consiste a construire I'itéré x,,4 en choisissant une direction de descente d, et un
pas py tel que x,.q1 = xi + pidy . C'est le cas de la méthode de relaxation et celle du gradient
avec toutes ses variantes.

3) Les méthodes qui utilisent les dérivées secondes de la fonction objective f, il sagit
essentiellement de la méthode de Newton qui n'est pas une méthode d'optimisation mais
plut6t une méthode d'approximation des zéros d'une fonction. Son utilisation en optimisation
consiste donc a l'appliquer sur le Vf(x). Sa convergence est la plus rapide a condition de
choisir le point initial proche du minimum qu'on cherche puisque c'est une méthode de
recherche locale.

Notez bien qu'en optimisation la convergence, la rapidité de la convergence, la stabilité et la
complexité du calcul des itérations sont des criteres essentielles pour tous ces algorithmes.
Définition:

Un algorithme itératif est défini par une application vectorielle R™ — R™ qui génére une suite de
vecteurs x; par construction généralement récurrente et en introduisant une erreur vectorielle
ex = X" — Xy.

L)

 Sida < 1,ky € Netk > kj tel que |lexy1|l < aflex]l , on dit alors que la convergence est
géomeétrique.

Si3ky € N etk > k tel que |lex,1]| < llex]| , on ditalors que la convergence est linéaire.
Si3k, € N etk > kj tel que |lexi1]l < |lexl|P, p € N*, la convergence est dite quadratique si
p=2.

% Siapartirdek > ky,onalleg]| =0, laconvergence est dite finie.

K/
‘0

D)

e

AS

En pratique, dans toutes les méthodes itératives, on peut accepter x; comme approximation de la
solution dés que ||x; — xx_1]l < tol c.a.d. en se fixant tol comme un critére d'arrét.
Technique itérative de base:

Commengant par une méthode itérative de base pour le calcul de point fixe d'une fonction. En
pratique, on est souvent confronté a la résolution d'un systeme d'éguations non linéaires de la
maniere suivante:

Soit une fonction f: R® — R" donnée, on cherche un point x € R" tel que

f(x)=0
En général, il n'y a pas d'algorithme fini pour résoudre ce probleme, on est donc obliger d'utiliser des
méthodes itératives. D'autant plus, sans hypothéses supplémentaires, on ne sait rien sur I'existence de
solution, par exemple si f(x) = e* il n'y a pas de solution, pour f(x) = sini{k) il y en a une infinité.
Voyons plutdt avec la méthode ci-dessous.
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Meéthode des approximations successives:

On considére le probleme du calcul du point fixe de l'application ¢:R™ — R™ c.a.d., on cherche
x € R" tel que

X = @(x)
Ce deuxiéme probleme est équivalent au premier probléme f(x) = 0 (les deux problémes possedent
les mémes solutions) et il y a plusieurs possibilités pour se ramener au premier probleme. Par
exemple, on peut définir ¢ comme ¢ = x — f(x) ou bien ¢ = x — Bf(x) avec B un nombre non nul
ou une matrice bien choisie puis on se donne une approximation x, (arbitraire) et on considere la
méthode itérative suivante:
Xk = @(xx)
Si la suite {x, } converge, disons vers a € R", et si la fonction ¢(x) est continue en a, la limite a est
une solution x = @(x).
D'une maniére géneérale, si @(x) est 2 fois continlment différentiable et si a € R"est une solution de
x = @(x), l'erreur e, = x; — a satisfait
ex+1 = (@) ex + O(llexll?)
En effet, comme a = ¢(a),ona
ex+1 = X1 —a = @(xi) — @(a) = @(a) e + O(llexI?)

Plusieurs conclusions peuvent étre tirées de ce résultat:

e Si@(a) posséde une valeur propre |1;] > 1, la composante e, dans la direction du vecteur

propre v; va étre agrandie — la méthode ne converge pas vers a.

e Si toutes les valeurs propres de ¢@(a) satisfont |1;| < 1; on peut choisir une norme dans R™
telle que ||@(a) || < 1 ceci implique que pour |le.|| suffisamment faible, on a |lex 1]l <
allex || ou o est un nombre entre @(a) et 1 donc l'erreur e, converge vers zéro.

Meéthodes du gradient:

Toujours pour le cas sans contraintes, la méthode du gradient fait partie d'une grande classe de
méthodes numériques appelée méthodes de descente dont le principe est:

En se donnant un point de départ arbitraire x,, pour se rapprocher du minimum d'une fonction f(x), la
suite {x, } est construite de facon que f(xy41) < f(xy) en espérant que x, converge vers l'optimum
recherché lorsque k tend vers l'infini i.e. x, — x* quand k — +oo puis par continuité de la fonction
f(x) nous pouvons conclure que: f(x,) — f(x*) = minf(x).
La suite récurrente utilisée dans les méthodes de descente est de la forme:

Xi+1 = Xk + Prdi
En choisissant une direction de descente dy et un pas py, on peut progresser dans les itérations.

Le probléme est que pour un certain x;, , comment choisir la direction de descente d, pour que
f(x,4+1) soit toujours inférieur ou égale a f(x, )? Cela peut étre réalisé en assurant la maximisation
de la quantité (f(xy) — f(xx4+1)) dans le développement de Tylor d'ordre 1.

En effet a partir de
f(x1) = f(xi + predi) = f(xi) + pi VE(xi) 'y + 0% (py, dic)
En négligeant les termes d'ordre supérieurs, on remarque que
Maximiser (f(xy) — f(xx41)) est équivalent a maximiser —(py Vf(x;)tdy)
Or pour py, > 0, nous avons
ll—pi VEGa) i [l < piclVEGR 1 die
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On peut donc choisir  dy, = —Vf(xy)
Et on aura
Xpt1 = X — Pr V)
Notez bien que la direction du vecteur gradient Vf(x,) est celle ou la fonction augmente, donc la
direction de —Vf(xy) est une effectivement une direction de déscente.

Algorithme:
1. Initialisation, k=0, choix de x, et pg
2. Itération : x4 = x — P VI(xy)
3. Arrét: silleg]l <& stop
Sinon k=k+1 et revenir a 2.

Le plus grand avantage de la méthode du gradient est sa facilité de mise en ceuvre. Malheureusement,
les conditions de convergence sont assez lourdes et aussi la vitesse de convergence est généralement
lente.

Les conditions de convergence sont essentiellement la convexité stricte de la fonction objective f et
la Lipchicité de son gradient, les deux conditions sont les suivantes:

1) 3a>0telqueVx,y ER* (x—y)'(V(x) — Vi(y) = a|l(x—y) ||?
C'est la propriété de la a-convexité
2) M > 0tel que Vx,y € R* [[(VI(x) — VE(y) || < M|l(x—y) ||
C'est-a-dire Vf(x) Lipchitz
Théoréme 2.10

Si la fonction f(x) vérifie ces deux conditions et le pas est choisi suffisamment proche de zéro, alors
I'algorithme du gradient converge vers minf(x).

Théoréeme 2.11

Si la fonction f : R® — R est de classe €', coercive et strictement convexe et de Vf(x) Lipchitz de
constante M. Alors l'algorithme du gradient converge vers minf(x) si py est choisi dans l'intervalle

2 2 .. ..
[a,b] avec b < o ou (ﬁa avec a le coefficient de la a-convexité).

Remarque:
En général, il est difficile de calculer a et M (en supposant qu’ils existent).

Alors dans la pratique on prend un pas assez petit pour étre sur d’avoir la convergence. Mais dans ce
cas la convergence peut étre trés lente. Un exemple ou on peut calculer a et M : Si la fonction f est
quadratique avec une matrice A qui est SDP. Alors on peut prendre o = A,,;, > 0 (la plus petite
valeur propre de A) et M = ||A|[, = p(A) = A« > 0 (la plus grande valeur propre de A).

Sélection d'un pas py, adéquat

Le choix est décisif pour la sélection de la direction de descente di , nous avons pu déterminer
exactement la direction de descente di, convenable. Alors que le choix du pas p, n'est pas toujours
évident, en effet, le plus souvent on utilise pour la méthode du gradient un pas constant (py =
constant). Toutefois, on peut faire varier le pas a chaque itération, et on obtient alors la méthode du
gradient a pas variable. On peut aller plus loin et déterminer le pas optimal a chaque itération, cela
en cherchant le pas qui rend la fonction objective minimale le long de la direction de descente et on
obtient ce qu'on appelle la méthode du gradient a pas optimal.
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Gradient a pas optimal

En effet, si nous considérons : qi (px) = f(xx + pxdy) , nous allons avoir une valeur optimale de py:
Prop = argmin, f(xy + pydy).

A titre d'exercice, nous allons voir que pour une fonction quadratique f(x) = %xtAx —b'x+c

llAx; —b]I*

Nous obtenons:  py,, = D) AR D)

D'une maniere genérale, pour un p, > 0, nous avons par application de la regle de la dérivation en
chaine:

Ak (pr) = VE(xy + piedy). dy

Puisque dy, est une direction de descente, on a qy (0) = Vf(x,).d, < 0, il s'en suit que si on prend
un py tres proche de zéro, on n'est sdre de faire décroitre qy. Toutefois, il faut faire attention car:

e Si py trop grand, on risque de ne pas faire décroitre la fonction g ou obtenir un comportement
oscillant.

e Si py trop petit, I'algorithme n'avancera pas tres vite

En pratique, on ne peut chercher a chaque fois le minimum q(py), plutét, a chaque itération on
détermine le py en effectuant une recherche linéaire selon I'une des deux méthodes classiques de
Wolfe ou de Goldstein.

Algorithme de Wolfe:
1) Initialisation: choisir m; et m, telque 0 < my < my; < 1.Poserp=1,p, =p_ =0
2) Siqi(p) < q(0) + mypg; (0) et gy (p) = myqy (0), Stop py = p

Sinon

Si qi(p) > qi(0) + m;pqy (0), on pose p, = p
Sinon si qi(p) < qi(0) + mypq; (0) et gy (p) < myq (0), onpose p_ = p
e Finsi

Fin si

3) Sip, = 0, alors choisir p > p_ (par exemple p = 2p_) etallera?2
Sinon si p;. > 0, alors choisir p €]p_,p4[ (par exemple p = p‘JFT‘”) etallera?2
Fin si
L'algorithme associé a la régle de Goldstein étant similaire a celui de Wolfe.
Remarque:

= En général, I'algorithme trouve un point critique qui est un minimum local.

= L'algorithme peut ne pas converger (aller vers —oo).

= S'il y a plusieurs minima locaux et que l'algorithme converge, on ne peut savoir vers quel
minima va converger.

= Pour un probleme de maximisation, on choisit d,, = Vf(x;) et on maximise pour la recherche
linéaire.
= L'algorithme s'approche du point critique en zigzaguant.
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Méthodes du gradient conjugué:

Malgré que le vecteur gradient d'une fonction représente la direction dans laguelle la fonction a la
plus forte augmentation et donc l'opposé du gradient est la plus grande direction de descente locale,
I'utilisation de la méthode du gradient ne nous permet pas de converger le plus rapidement possible
vers le minimum.

En s'inspirant de la méthode du gradient, nous allons introduire la méthode du gradient conjugué qui
est une méthode plus exacte et particulierement rapide, et converge en au plus n itérations lorsque la
fonction est quadratique avec une matrice (A d'ordre n) symétrique définie positive. L'idée est de
construire la suite {x,} avec des directions de descente d, orthogonales (ou conjuguées) pour le
produit scalaire associé a la matrice A defini par: a tout couple de vecteurs (Xx,y) de R™, on associe la
quantité x"Ax..

Pour cela, et lorsque la fonction est quadratique, les directions de descente wj, ne sont plus égales a
dy, = Ax, — b mais corrigées de fagon a construire des directions wj, orthogonales (ou conjuguées)
pour le produit scalaire associé a la matrice A. Plus exactement:

On pose:
wy =dg + owg_q ol o esttelque  wyptAwp_; =0
Algorithme de la méthode du gradient conjugué:
(Pour une fonction quadratique f(x) = %xtAx —b'x+¢)
e Initialisation :( K=0)

choisir un nombre d'itération maximum k.. puis choix de x, € R"; &g > 0; &; > 0; dy = Vf(xq) =
lldoll® .
dhAdy’

o Itérationk:(k>1)
1. Si(lIxgs1 — x¢ll <€) ou (k> Ky ) ou (J|dg]l < &) alors Stop

Axo — b et calculer p, = wy =dg; X3 =Xg + podo

dt Awy .
2. o = —t"—wkl; wy = dy + o wy_q puis on calcule
Wk—lAWk—l
_ diwy
Pi = wf(Awk

Xg+1 = Xk T PrWik
dg+1 = AXg41 — b

e k =Kk + 1 etonretourne a l'itération k

La méthode du gradient conjugué est tres stable méme pour une matrice A mal conditionnée. Dans le
cas de matrice pleine d'ordre n, elle demande 2n3 opérations et n itérations. Le nombre d'opérations
diminue nettement lorsque la matrice est creuse.

Méthode de Newton:

D'une part, on sait que pour rechercher I'extremum d'une fonction différentiable f(x), on peut se
ramener d'abord a rechercher ses point critiques donnés par Vf(x) =0. D'autre part, la méthode de
Newton n'est pas une méthode d'optimisation mais plutét une méthode de recherche de zéro d'une
fonction selon la forme f(x)=0 dont la résolution n'est pas toujours possible et une solution approchée
est a considérer. L'idée de I'utilisation de la méthode de Newton en optimisation est de I'appliquer a
résoudre I'équation Vf(x) = 0 qui se réduit a la résolution de systeme de n x n éguations pour une
fonction f: R* - R".
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Voyons d'abord le cas de fonction scalaire mono-variable f: R — R.

Soit une fonction dérivable f: R - R, on cherche x* tel que f(x*)=0; on se donne un x, comme
approximation de la solution or au voisinage de cette solution x, , on a:
f(x) = f(xg) + f (X0)(x —%o) ~ 0

f(xo)
f (xo)

Algorithme: (cas monovariable)

f(xy)
£ (xx)

sif'(xp) # 0, alors x; = x — et on construit la suite récurrente X, q = X —

e Choisir une approximation initiale x, de la solution x*
e Pourk=0,1,2,....

- calculer f(xy) et ' (x,)
fei)
f (xx)
- Xg1 = Xk T Axg

- calculer Axy = —

e Fin pour (qu'il faut compléter par un critere d'arrét.)

1]

I3 Ig I Ip

La méthode de descente de Newton pour la recherche du zéro d'une application f: R - R

Pour une fonction différentiable f: R® —» R,

La minimisation de f(x) passe par la résolution de Vf(x) = F(x) = 0, si de plus Vf(x) = F(x) est de
classe G* R™ — R™ , on aura pour résoudre F(x) = 0 avec F:R" — R":
Xo € R"
e F(xx) =

{ Xp € R"

X1 = Xk — (D*(x,)) 7 VH(x,)

Dans la méthode de Newton, on utilise indifferemment les notations suivantes: VF(xy),
D?f(x,) et DF(x(K)) pour " Hf(x,)" selon le contexte. De méme pour Vf(x)et F(x).

L'algorithme de la méthode appliquée a F(x) est alors le suivant:
Algorithme: (cas multidimensionnelle.)
e Pour k=0.

e Choisir une approximation x, € R" (au voisinage de x* ) initiale de la solution.
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e Choisire >0
o Tantque (xx41 — xx) = eet (k < Kk, ) faire
- Résoudre le systéme linéaire DF(x, )Ax, = —F(xy) (pour trouver Axy )
- Poser xpy1 = X, + Axy
- k=k+1
e Fintant que
Convergence de la méthode de Newton:

Pour étudier la convergence de la méthode de Newton en optimisation, I'application se fait sur le
Vf(x) = F(x), si f(x) est trois fois différentiable et en notant DF(x) = F (x) et D?F(x) = F (x),
nous considérons le développement en série de Taylor de la fonction F: R® — R".

: 1 "
FGO) ~ Fix) +F () (¢ = x10) + 5 (x = 3 F (i) (& = x10) + O(lx = xe[I)

Sil'on pose x = x* avec x* solution du développement au premier ordre, on a donc

0 =F(xi) + F (i) (Kier1 — X))
Ainsi, en notant e, = x, — x*, on obtient si x* est suffisament proche de xy:

’ 1 "
0 =F (i) (—ews1) +5ekF (uder + 0llexI*)

Enfin , on a:

1. -1 ¢ 3
€41 = E(F (x) ekF (xier + O(llecll®)

Ce qui montre que la convergence de cette méthode est quadratique c.a.d. que si on choisi x, trés
proche de la solution x* (qu'on cherche justement) alors la suite {x,} converge vers x* de facon
quadratique (donc rapidement).

Remarque:

On peut facilement prouver que si Vf(x*) = 0 et Hf(x™) est inversible alors il existe € > 0 tel que si
Xo € B(x", €) alors la suite {x, } est bien définie x, — x* (quadratiquement) lorsque k — +co.

Méme si on a pu confirmer que la convergence n'est que locale, I'avantage de cette méthode est
qu'elle est générale et c'est la seule qui ne nécessite pas la convexité de la fonction de codt.

Meéthode de Newton pour une fonction convexe:

Si la fonction objective est convexe, on peut facilement interpréter la méthode de Newton comme
une methode de descente.

En effet, on peut écrire I'expression

Xps1 = X — (Hf(x))71VE(x,) sousforme x,.; = X, + prdy
Avec
pr = et d = —(Hf(x)) " V(x,)

Evidemment, pour une fonction convexe Hf(x,) est une matrice symétrique définie positive
puisqu'elle est supposée inversible. Ce qui conduit a:

—def(Xk) >0
Ce qui prouve que dy est une direction de descente.
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Note d'implémentation numérique:

Si la facilité de mise en ceuvre et la rapidité¢ de la convergence sont les atouts de I'utilisation de la
méthode de Newton, elle nécessite en revanche le calcul du gradient et de la matrice Hessienne (dont
les formes analytiques sont souvent inconnues) qui dés fois s'avérent couteux ou méme impossible.
Une premiére idée consiste a s'aider de l'approximation des éléments df;/0x; de la Jacobienne
comme suit:

of; fi(xl, e X6, xn) — fi(Xq, e Xy)
— (X, e, Xp) =

0x;

En choisissant § = ,/eps ou eps est la précision de la machine utilisée. Toutefois, Il existe aussi
d'autres variantes de la méthode de Newton qui évitent le calcul de I'inverse de la Hessienne.

Si I’avantage de la méthode de Newton est qu'elle ne nécessite pas la convexité de la fonction
objective et posséde une grande rapidité de convergence ( convergence quadratique), un des gros
problémes de cette méthode est que le choix de x, joue un grand rdle sur la convergence ou non de la
méthode de Newton: la méthode est tres sensible a I’initialisation. Rappelons les inconvénients
suivants:

- la méthode peut diverger si le point de départ est trop éloigné de la solution,
- la méthode n'est pas définie si la matrice Hessienne n'est pas inversible,
- la méthode peut converger indifféremment vers un minimum, un maximum ou un point de selle.

Une approche possible consiste a faire tourner quelques itérations d’une méthode de gradient pour
approcher x* et de considérer 1’itéré résultant comme le point de départ de la méthode de Newton.

Si nous revenons a l'inconvénient du calcul et I'inversion de la matrice DF(x(k)) a chaque itération.
Certaines méthodes proposent (surtout pour des problemes de grandes dimensions) d’utiliser non pas
DF(x(k)) comme matrice mais plutdt une approximation de celle-ci (plus précisément, dans les
méthodes de quasi-Newton décrites ci-dessous, on construit une suite de matrices S(k) qui
approchent [DF(x(k))] .

Meéthodes quasi-Newton

L’idée ici est de reprendre 1’algorithme de Newton tout en évitant de calculer DF(x(k)) et son
inverse. Pour cela, a I’itération k, nous allons chercher a construire une approximation S(K)
symétrique définie positive de [DF(x(k))] ™! et p(k) un paramétre positif fourni par un algorithme de
minimisation unidimensionnel le long de la direction d(k) = —S(k) Vf(xy) tels que 1’opération
classique.

X1 = Xk — [D?(x(K)] 7 VECx,)
Soit remplacée par I'opération simple et moins colteuse suivante:
X1 = X — PrSk V)

L'objectif est de trouver une bonne approximation S, de [D?f(x(k))]™! en fonction de Sy_; , Vf(x)
et Vf(xx_1) c.a.d. telle que la différence soit la plus petite possible selon une certaine norme
matricielle. En général, on utilisera I'une des deux méthodes de calcul suivantes:

e La formule de Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

B Sk—1Yi Y Sk—1 , Dx—1Dj4
Yy Si—1 Yi Dye—1 Yk

e Laformule de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)

Sk = Sk—1
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_ Y 'Sk—1Yi\ Dk—1Dk—1  Sk—1YkDi—1 + Di_1Yi Sk
Sk = S +( 1+ == Lkt .
Yk Dx—1 / Yi Dy Y Dy—1

Avec
Yy = Vi(xy) — VE(xe—1)

Cette derniere méthode est considérée comme trés robuste et est moins sensible aux erreurs dans les
recherches linéaires, Nous pourrions méme citer un théoréme de convergence dans le cas
quadratique. La robustesse des précédents algorithmes est intimement liée a la recherche du pas
optimal p(k). la recherche en ligne de ce dernier consiste a utiliser la direction de Newton lorsqu'elle
est définie sinon utiliser celle qui a la plus grande pente

En pratique, la direction de descente d est calculée en résolvant:

(DF(Xk) + A)d = —F(Xk)

Ou A est une matrice diagonale telle que (DF(xy) + A) est définie positive pour assurer que d soit
une direction de descente.
Dans ce cas, l'algorithme de Newton avec recherche en ligne aura la forme suivante:
Algorithme: I'algorithme de Newton avec recherche en ligne
e Choisir une approximation initiale x, de la solution x*
e Tant que critére d'arrét non satisfait, faire
- calculer d solution de (DF(xy) + A)d = —F(x,) i.e. (( V*f(xy) + A)d = —Vf(xy))
- Trouver un pas p qui minimise f(x, + pyxdy)

- Xgt+1 = Xx + prdy
e Fintant que

Cette forme de recherche en ligne est utilisée dans les deux algorithmes (DFP) et (BFGS).
Algorithme de Davidon-Fletcher-Powell (DFP)
e Choisir une approximation initiale x, € R" de la solution x*
e Poser k=0
e Choisir S, matrice symétrique définie positive
e Choisire >0
e Tantque (xx;11 —xx) = €et (k< kpay), faire
- Calculer py par une recherche linéaire d;, = —S, Vf(xy)
- Poser xpi1 =x¢ + prdy
-Poser Dyiq = Xj41 — Xi
- Calculer Yy = Vf(xy41) — VE(xy)

SkYrYr'Sk , DyDL
Yi 'Sk Vi Dy Yy

- calculer Sy 1 = Sy —

e Fintant que

Algorithme de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)
e Choisir une approximation initiale x, € R" de la solution x*
e Poser k=0

e Choisir S, matrice symétrique definie positive
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e Choisire >0
e Tantque (x4 —xx) = €et (k< kpay), faire
- Calculer py par une recherche linéaire d;, = —S, Vf(xy)
- Poser xp,1 =x¢ + prdy
-Poser Dyiq = Xpy1 — Xk
- Calculer Yy = Vf(xy41) — VI(xy)
- calculer

Sk+1 = Sk + <1+

Yy 'Sk Y\ DiDi S, YD + D, Y,'S,
YDy / Yi*Dy Y, *Dy,

e Fin tant que
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Chapitre 3

Optimisation Sous Contraintes
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I.  Minimisation avec (ou sous) contraintes:

Dans la plupart des problémes d’optimisation, les variables ne sont pas libres de prendre n’importe
quelle valeur, elles sont habituellement restreintes & un domaine. Il est aussi essentiel de définir au
mieux les critéres d’optimalité qui vont permettre de caractériser les solutions. Par exemple, dans le
cas des robots manipulateurs deux critéres sont couramment utilisés : le temps minimal et 1’énergie
minimale. En fait, le premier critéere va générer des solutions mettant a dure épreuve les capacités
mécaniques de la structure alors que le deuxiéme, qui d’ailleurs ne correspond pas vraiment a
I’énergie minimale, va fournir des commandes souples en limitant les efforts sur les actionneurs. Une
pondération de ces deux criteres fournit des solutions de compromis de bonne qualité. L’optimalité
dans cette optique est donc le moyen de permettre a ’utilisateur de choisir @ un niveau supérieur,
voire stratégique. Nous nous trouvons dans ce cas face a un véritable outil d’aide a la décision.

Dans cette section, nous nous intéressons au probleme d'optimisation dans sa forme générale ou on
considere une fonction f: D € R™ — R avec D un ouvert et le probleme suivant:

(P2) Minimiser f(x) tel que x € D

Ou D ici désigne I'ensemble des variables x admissibles c.a.d. celles qui satisfont toutes les
contraintes et représente ainsi le domaine de définition de la fonction de colt f(x).

Nous traiterons plus particuliérement le cas ou D est défini par des égalités et des inégalités :

X1
D={xeRg(x) <0, i=1.2,..peth(x) =0, i=1,2,..q} avec x=<5)

Xn

h: R™ - R représente g contraintes d'égalites h(x) = (h;(x),h;(%), .....hg(x)); h est supposee
continue.

g: R" —» RP représente p contraintes d'inégalités g(x) = (g1(x),g2(%), .....gq(X)); g est supposée
continue.

Les contraintes d'égalités et d'inégalités sont a considérer élément par élément.

Rappelons qu'un ensemble D est fermé si tout point x de la frontiere de D appartient a D, et un
ensemble D est borné s'il existe une constante M € R telle que ||x|| < M,Vx € D.

Exemple:

D = {x € R?|x; + X, < 1,} est un domaine fermé et borné.

D = {x € R?|x; + x, < 1,} est un domaine borné mais pas fermé.
Théoréme 3.1

Si I’ensemble D est fermé et borné, et si la fonction f est continue sur D, alors il existe un minimum
global atteint en un point de D et un maximum global atteint en un point de D.

Ou autrement, Si I’ensemble D est fermé et non vide, et si la fonction f est continue sur R", et si
I'une des conditions suivantes est vérifiée:

e D esthborné
e festcoercive
Alors le probléeme (P2) admet au moins une solution.

Si de plus, f est strictement convexe (ex: quadratique) et D est convexe (les g;(x) convexe et les
h; (x) sont affines) alors le probléme (P2) admet une solution unique.
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Théoreme 3.2 (Condition nécessaire du premier ordre)

Si f est une fonction (Gateaux) différentiable et si D est un convexe fermé, alors toute solution x* de
(P2) vérifie la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre :

vx €D, VIxD(x—x)=0
Théoreme 3.3 (Condition necessaire et suffisante du premier ordre)

Si f est une fonction convexe (Gateaux) différentiable et si D est un convexe fermé, alors
X" est une solution de (P2) si et seulement si

vx €D, VI (x—x*)=0

Le probléme de minimisation associé a (P2) est appelé probleme de programmation non linéaire si
au moins l'une des fonctions g, h ou f est non affine. Si toutes ces fonctions sont affines, alors on a
un probléme de programmation linéaire.

Remarque importante:

Une premiere observation pour le probléeme de minimisation associé a (P2) est que l'annulation du
gradient a une solution n'est plus nécessaire en présence de contrainte. Par exemple pour le probléeme
d'optimisation x* = argmin(x?® + x + 1) pour x € [0, 1] dont la seule solution est x* = 0 , alors
que sa fonction n'a pas un gradient nul en x*. Bien slre cela provient du fait que le minimum est
atteint au bord du domaine.

Multiplicateur de Lagrange
1) Le cas de contrainte d’égalité: (f:de Q € R" - R eth:deR* - R%,h;:R" - R )
(P1) Minf(x) telquex € D Avec D = {x € R"|h(x) = k}

Lagrange a montré qu’a ’optimalité, le vecteur gradient de la fonction objective f doit étre
perpendiculaire a la surface de niveau de la contrainte.

Condition nécessaire de premier ordre de Lagrange

Si x* est un minimum local de la fonction f dans D, et si Vh(x™) # 0, alors h(x™) =k, et de plus il
existe un scalaire A € R pour lequel

{Vf(x*) = AVh(x")
h(x*) = k

pour g > 1 alorsA € R4 et la condition devient:
q
VF(x?) = zlxiv hy ()

Un point x* satisfaisant cette condition est appelé un point critique.

sig=1

Définition:
On appelle Lagrangien du probléme de minimisation (P1) /’application [ de Q x RY — R définie
par:
V(x,2) € A xRY, [(x1) =f(x)+2Ah(x)
Ou encore

q
Vx € Q, VA, ..., A €R, [(X2g,....,2¢) = f(x) + Z A (%)
1
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Théoréme 3.4

Soit x* une solution de (P1), on suppose que les fonctions f(x) et les h;(x) sont de classe C! et que
les vecteurs Vh;(x*) sont lineairement indépendants alors

VAERY, V. [(x*1) =0
c.a.d. qu'il existe des réels A4, ...., A, tels que

q
Vf(x*) + Z )Li Vhl(x*) =0
1

Cette équation est appelée équation d’Euler-Lagrange et les nombres A4, ....,A, sont appelés
multiplicateurs de Lagrange.

Remarque:

La condition de Lagrange n'est qu'une condition nécessaire a I'existence d'un extremum local pour un
probléme sous contrainte égalitaire qui généralise I'équation d'Euler. Plus généralement I'étude des
extrema de f sur D se ramene a I'étude d'extrema sans contrainte d'une fonction appelée le
Lagrangien du probleme. Elle ne permet pas de déterminer si une solution trouvée est bien un
extremum local. Une amélioration du critére peut étre obtenue en s‘aidant de la convexité et des
conditions du second ordre. Le probléeme que les conditions du second ordre doivent étre vérifiées
par rapport a l'espace tangent du domaine D et cela est difficile. En effet, I'inexploitation des
conditions du second ordre provient essentiellement de la difficulté de manipuler ces conditions dans
I'espace tangent du domaine D.

Théoréme 3.5

Si Q est un ouvert convexe, si f est différentiable et convexe et les h;(x) pour i=1,..q sont affines,
alors x* est un minimum global de f sur D = {x € R"|h;(x) = 0,p =1, ...q} si et seulement si il
existe des réels 4, ..., A4 tels que:

q
VEE) + ) N Vhy(x) = 0
1
Exemple 1 : (fonction f et h de R? —» R)

Min(3x; — 2x,) tel que x? + 2x% = 44

La condition nécessaire d’optimalité fait en sorte que 1’on doive résoudre le systeme:

h(x) =k :  (x)?+2(x3)? = 44
of (x*) _ dh(x™) _ %
2\~ A X 3 = 2Xx]
If () _ 5 0h(x") o A%t
N A = 2 = 4Ax}

Les solutions de ce systéme sont:

1 —62 —62
(xz) =1 1 avec f 1 |= 22.

Moz 2

% —26 —26
(9;\2) = 1| avec f 1 | =22
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6
Il n’y a pas d’autres points critiques et donc le théoréme ? nous assure que ~2 | est le maximum

N

-6
global et que | 2, | est le minimum global.

4
Interprétation de la valeur de A

Lorsque nous résolvons un probléme d’optimisation on obtient une valeur de A en plus de la solution
optimale. Cette valeur peut étre interprétée de la fagon suivante. Considérons la fonction d’une
variable v(Kk) qui, pour un k donné retourne la valeur optimale du probléme.

Minf(x) tel que h(x) =k

Comment est-ce que la fonction v varie lorsque la valeur k varie ? Pour un k donné, définissons
x(k) € R" comme étant la solution optimale du probléme ci-dessus, c¢’est-"a-dire,

v(k) = f(x(k)) et h(x(k)) =k
Dans ce cas v(k) est une fonction qui donne la valeur minimale de f en fonction de k.
f(X) — Aﬁh(x)

l

Observons aussi que —= pour i=1, 2,....n. Pour mesurer la variation de v(k), on calcule:

0 af o af o af dx,
v (k) = = = fOox 07 0%, . 9 0%
ok~ 9x, 0k © ox, Ok 9x, ok
Oh 0x;  Ohox oh ox,
= }\ }\ TIPS }\ a7
9z, 0k T “ox, 0k T dx, ok
oh 0x,  oh dx, oh dx,\ _ oh
( + . A —) —A o3
ox; 0k ' 9x, Ok ox, ok) "ok

Et donc le multiplicateur de Lagrange A représente le taux de variation de la valeur optimale v
lorsque k augmente.

On peut alors approcher la fonction v par son polyndme de Taylor de degré un P; (k) autour de k:
v(k) ~ Pi(k) ~ v(ko) + v (ko) (k — ko) = v(ko) + Ak — ko)

Suite de ’exemple 1 précédent:

Reprenons le dernier exemple. Estimez la valeur optimale du probléme d’optimisation ou la

contrainte x? + 2x3 = 44 est remplacée par x? + 2x% = 45,

Onaici kg = 44 et k = 45, au minimum on avait A = v (44) = —% et f=v(44) =—-22 Donc

la valeur optimale serait approximativement:

Min(3x; — 2x;)

~ v(45) ~ v(44) + v (44)(45 — 44) = —22.2
tel que x? + 2x% = 45 v(45) = v(44) + v (44)(45 ) 5

(45) = {

Exemple 2:

Soit le probléme d'optimisation suivant:
Min(x? — x,) telque x%+x5=1

Le Lagrangien s’écrit :

LG,%0, ) =xF =% + A +x5 — 1)
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La condition nécessaire d’ordre 1 est donnée par :

2x 2X
( 1) +A(55) =0
—1 ZXZ
Pour résoudre ce systeme, nous considérons les deux cas ci-dessous:

e x; =0,alors x, = +1
e x; # 0,alors A=—1et x, =—1/2 onen deéduit que x; = ?%.

11 suffit maintenant de vérifier la condition d’indépendance linéaire, elle revient ici au non nullité du
gradient de la fonction définissant la contrainte, ce qui est aisé de vérifier.

En conclusion, les quatre points (+\3/2,—1/2), (0,+1) sont candidats. Il est facile de montrer

que les deux premiers correspondent a un maximum absolu et que parmi les deux derniers, (0, 1)
correspond a un minimum absolu et (0,—1) a un minimum relatif.

Remarque:

Il est crucial de vérifier la condition d’indépendance linéaire des gradients des fonctions définissant
les contraintes. Cette condition est naturelle car elle écarte le cas de contraintes redondantes.
Considérons en effet la minimisation de x; + x3 sous la contrainte x3 —x% = 0 dans le cas d’une
unique contrainte, 1’indépendance signifie la non annulation. On voit facilement que (0, 0) est
I’unique solution. Pourtant on n’a pas de condition d’ordre 1 :

(1 3xf ) _
VXJ: (XI;XZJ)\) - (ZXZ) + A <_2X2> =0
En x = (0, 0), la condition d’ordre 1 fournit les deux égalités 1 =0 et 0 = 0, ce qui est impossible.
Exemple 3:

Considérons le probleme géométrique suivant : parmi tous les parallélépipédes rectangle de surface
unité, quel est celui de volume maximal ?

Notons X, Y, z les longueurs des trois cotés du parallélépipéde, ce sont des nombres strictement
positifs. Son volume est V(X, y, z) = xyz tandis que sa surface est S(X, y, z) = 2(Xy +yz +zX).

La question est de maximiser V sous la contrainte S(x, y, z) = 1. Introduisons le Lagrangien du
probléme :

[xy2z1) = Vxy2)+AS8Ky 2z) - 1)

En un éventuel point (x, y, z) solution de ce probleme d’optimisation sous contraintes, la condition
d'extrémalité de Euler-Lagrange s’écrit alors

JA ER, V(x,y,z) +AV(S(x,y,z) —1) =0
c.a.d.
vz +2My + z) = 0,
xz + 2A(x + 2) 0,
xy + 2A(x +y) = 0.
On en déduit nécessairement que A # 0 puisque X(y +2z) = y(X +z) =z(x +y).
En particulier, la premiere égalité implique que xz = yz soit x =y comme z > 0. La seconde

implique que yx = zx et donc que y = z car x > 0. Finalement, on aura que x =y = z, le
parallélépipéde est alors un cube. Comme sa surface est S(x, X, X) = 6x>= 1, son coté est de

longueur 1/4/6 puis on calculera le multiplicateur de Lagrange A.
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Note:

Notons que si f et h sont de classe C?, les conditions nécessaires et suffisantes du second ordre
établies dans le cadre de I'optimisation sans contraintes se généralisent en des conditions analogues
portant ici sur la restriction de la dérivée seconde du lagrangien a I'espace tangent.

Rappelons que le lagrangien et ses dérivées sur x sont donnés par:
(2 = f(x) + A*h(x)
VS (x,A) =Vf(x)+ Vh(x)A

q
Vi) =VEf() + ) A V2h(x)
2

Exemple 4:
Soit le probleme d’optimisation suivant :
X12 +X22 +X32 =1
Xlz + (XZ - 1)2 + (X3 = 2)2 =4

La condition nécessaire d’optimalité fait en sorte que 1’on doive résoudre le systéme:

min(Xl — X2 + X3) tel que {

( hl(X*) = kl
h, (x*) =k, [ GDP+ED)P+(x3)2=1
oD _ o, MG | 0ha & DA+ - D2+ (x5—-2)° =4
{oaa T g DT oy = 1= 204x] + 22px]
f(x" hy (x° Ohy (x*
= M T T | iz 2a0s- D
PC) _ 5 () 5 dhp(x) 1=2Mx35+20(x3 —2)
\ 0dx3 - M 0x3 2 0x3

La troisiéme équation assure que x; # 0, et donc on peut diviser par cette variable pour obtenir

20 + 2, = Xi En substituant dans les quatriéme et cinquieme équations, on obtient:
1

125 g
X 2 2X;

X1

_X3 .
:}4}\2——*—1— + 2
X1

125 _p
L x

A partir des deux premiéres équations on obtient x3 + 2x3 = 1, en combinant (en fixant x} = %—

5 , . ; « 1 6x} . . , .
%2) avec le résultat précedent on obtient: x; = o % . Les troisiéme et quatrieme équations donnent
les multiplicateurs:
1 2 1 1
)\1—%+§ et )\2——54‘@

La premiére équation se simplifie en  280(x;)? = 80 et admet les deux solutions +./2/7 et on
obtient les valeurs des autres variables. En effet, pour x; = /2/7 on aura x; et x5 puis on calcule
f(x*) = 1.8967. Alors que pour x; = —/2/7, on obtient f(x*) =~ —1.0967.

Puisqu'il n'y a pas d'autres points critiques donc la premiere solution représente le maximum global
et la deuxieme le minimum global.

73



Kamri Djekidel****Introduction aux méthodes d'optimisation****

2) Le cas de contrainte d’inégalité: (f: de Q € R" - R etg: de R" —» RP et g;: de R" - R)
(P2) Minf(x) telquex € D Avec D = {x € R"|g(x) < k}
Dans ce cas de contrainte d'inégalité large et pour p=1, nous distinguons deux situations:
e Le minimum local x* est dans D (g(x)<k), nous avons alors Vf(x*) = 0.

e Le minimum local x* est sur la frontiere de D (c'est le cas précedent de contrainte
égalitaire ou g(x)=k), alors le gradient Vf(x*) satisfait

{Vf(x*) =AVg(x™)
g(x) =k
pour p > 1 alors A € RP et la condition devient:

VA = ) A Tg)
8j (x*) = k;
De la méme maniére que le cas de contrainte égalitaire, on définit le Lagrangien du probleme (P2)
Comme suit:
Définition:
On appelle Lagrangien du probleme de minimisation (P2) /’application [ de Q x RP — R définie
par:

V(x,u) € AXRP, [(x,u) =f(x) + u'g(x)
Ou encore

P
Vx € O, Yy, ..., tp ER, L(xu, ....,up) = f(x) + zlui gi(x)
Le résultat suivant fournit la condition nécessaire d’ordre 1 dans le cas des contraintes de type
inégalités :
Théoreme 3.6 (Conditions de Kuhn et Tucker)

Soit x* une solution du probléme (P2). On suppose que les fonctions f, g; sont de classe C! et que la
condition suivante est vérifiée:

i. 3dEeR", g(x") =0 = d'Vg(x) <0
Alors il existe des réels uy, ..., i, tel que:
. =0
i, pg(x") =0
iv. V() + X0 Vgi(x) =0

e La condition (1) est plus faible qu’une condition d’indépendance linéaire. On appelle (1)
hypothese de qualification des contraintes.

e Les coefficients y, ..., u, sont appelés multiplicateurs de Kuhn et Tucker.

e La condition (ii1) est une relation d’exclusion. Elle signifie que si la contrainte n’est pas
serrée (i.e. gi(x*) <0), alors y; = 0 : elle n’intervient pas dans la condition d’ordre 1.

e La condition (iv) s"ecrit en termes de Lagrangien :
Vi (x",M) =0, avec M = py, ...,

74



Kamri Djekidel****Introduction aux méthodes d'optimisation****

Remarque:

Si on a affaire a un probléme de maximisation, on considére —f pour se ramener a un probléme de
minimisation, plutot que de changer le signe des multiplicateurs.

Exemple 1:

Soit a maximiser f(x) = (x; — 1)? + (x; — 2)? tel que x;2 +x,% < 45 c.ad.

(gx) = X2 +x,2 —45 < 0).

Notons que le domaine defini par g(x) est fermé et borné alors il contient a la fois le minimum et le
maximum globaux. Nous commencons d'abord par identifier tous les points ou le gradient de f
s’annule, et nous retiendrons seulement ceux appartenant au domaine. Puis nous allons appliquer la
méthode de Lagrange ou nous remplacerons 1’inégalité par une égalité. Enfin, le minimum et le
maximum global seront alors parmi les points énumérés. Il suffira donc d’évaluer f en tous ces
points.

e Etape 1: Points critiques a I’intérieur strict du D définie par g(x)

Nous obtenons les points critiques par: Vf(x) = 0

izZ(X1—1)=0—>X1=1
aXl
izZ(xz—Z)zO—n{z=2
aXZ

En ce point g(1,2)=5<45 et le point critique (1, 2) se trouve a l'intérieur strict du domaine D.
e Etape 2: Points critiques sur la frontiére de D
Pour ces points, on utilisera les multiplicateurs de Lagrange:

I{ang)(x) =6k( ) X1? + %% =45
x) g (x \
{W = )\_6)(1 = Z(Xl r— 1) = 27\X1
O () _ 5 206 T8 = 2%,
= .,

%2 %,
Les solutions sont (x4,x,) = (3,6) et (x4,x;) = (—3,—6), qui sont alors deux points critiques.
e FEtape 3 : Evaluation de f aux points critiques.
f(1,2) = 0; f(3,6) = 20; f(—3,—6) = 80
Ainsi la valeur minimale de f est O et la valeur maximale est de 80.
Exemple 2:
Soit le probléme de minimiser x; sur I’ensemble D = {x € R?|x, > 0 etx, < (x; + 1)3}
Le Lagrangien du probleme est :

L (X p, 1) = X1 — X + Up (X2 — (x1 + 1)3)

1—=3up(xy + 1)2>

V.l (x uq, =(
L (% 11, 42) —up + Uy

La condition d’ordre 1 s’écrit :
1=3u(xq + 1) et g = pp
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Alors que les conditions d’exclusion fournissent :
hx, =0 et pp(x,—(x+1%) =0
e Sipu; =0 =pu, =0=1=0ce quiestimpossible
e Sinon, six, = x; = —1 puisque u, # 0. Donc le seul point critique est (-1, 0).
e Il reste a vérifier I’hypothése de qualification des contraintes :
En notant h; (x) = —x, eth,(x) =x, — (x; + 1)3, on aura:

Vh,(—1,0) = (_01) et Vhy(—1,0) = ((1’)

Et justement, elles ne sont pas vérifiées ! Supposons qu’elles le soient : il existerait un vecteur

_ (%
d= (dz) tel que
d'Vh;(—=1,0) = —d, < 0 et d'Vh,(—1,0) =d, < 0 ce quiimpossible

Malgré que le point (—1,0) est bien le point recherché, le théoreme de Kuhn et Tucker n'est pas
applicable.

Exemple 3: (cas quadratique)
3) Conditions d'optimalité en présence de contraintes d'égalité et d'inégalité

On considere maintenant le probléme général ou les contraintes peuvent étre de type égalitaire et/ou
inégalitaire, la les conditions de Lagrange se généralisent aux conditions de Karush-Kuhn-Tucker.

Soit Q un ouvert non vide de R"; soit f: Q — R une application différentiable et soient
h;(x) avec i = 1,2,..p; g;(x) aveci = 1,2,..q des applications de classe C! (p, q) =O0.
L'objectif est de minimiser f(x) sur I'ensemble:

D={x€R"|h(x)=0, i=12,..p et gg(x) <0, i=12,..q}
Ainsi, nous nous trouvons en face du probléme d'optimisation suivant:

hj(x) =0, i=12,..p
(P3) Minimiser f(x) tel que {gi(x) <0, i=12,..q = Minimiser f(x) telquex € D
X ER"

On définit le Lagrangien pour le probléeme (P3) de la méme maniére que pour un probléme
‘'optimisation sous contraintes égalitaires.

Définition:
On appelle Lagrangien du probleme d'optimisation sous contraintes égalitaires et inégalitaires (P3)
I'application : [: R® X RP X RY1 - R

(0 2ab) = SO0 ) = FO) + ) 0D + ) i)

Lorsque toutes les applications sont différentiables, le vecteur gradient du Lagrangien en x € R™ est
donné par:

Ve 2 = VFCO+ ) V0 + ) g T

La condition nécessaire du premier ordre est donnée par:
JA € RP,u € RY tel que V, J(x, A4, u) =0

76



Kamri Djekidel****Introduction aux méthodes d'optimisation****

On définit aussi, lorsque toutes les applications sont deux fois différentiables, la matrice Hessienne
du Lagrangien en x € R" par:

p q
2 _ v2 RvZAN Vg,
Vil A, ) = Vof(x) + E 1/11V h(x) + E 1/11V gi(x)

L'extension du theoréme précédent au cas général est directe.
Théoreme 3.7 (Conditions nécessaires de Karush-Kuhn-Tucker)

Soit x* une solution du probléme (P3). On suppose que les fonctions , £, h; et g; sont de classe C?! et
que les conditions de qualification des contraintes suivantes sont vérifiees:

e dd €R™, d'Vhi(x*) =0 et g(x*) =0 = d'Vg(x*) <0
e Etles vecteurs Vh;(x*) aveci = 1, ... p sont linéairement indépendants
Alors il existe des réels 4y, ...., A, etdesreels y, ..., u, tels que:
L =0
i wgi(x") =0
iii. h&)=0
iv. V(M) + X374 Vhi(xY) + X Vgi(x) = 0

En effet, si x* est un point régulier pour les contraintes h et g, les conditions de qualification des
contraintes ainsi que (ii & iii) sont vérifiées.

Les A;p; sont appelés les multiplicateurs de Lagrange-KKT ou multiplicateurs de Lagrange
géneralisés.
Remarque:

Dans le cas d'une contrainte insaturée g;(x*) # 0, le coefficient de Lagrange-KKT correspondant
est nul : y; = 0, c'est-a-dire que cette contrainte ne compte pas. Lorsque toutes les contraintes
inégalitaires sont insaturées en x*, le domaine D ainsi formé est définit uniquement par les
contraintes égalitaires et on retrouve les conditions de Lagrange.

Théoréme 3.8 (CNS pour le cas convexe)

Si les fonctions f, hetg sont de classe C! et que f et g sont convexes, h est affine; alors les
conditions du théoréme précédent deviennent nécessaires et suffisantes pour que x* soit une solution
globale du probleme (P3).

Exemple:
Soit le probléme de minimiser x7 sur I’ensemble D = {x € R?|x; = x; et x;2 + x,% < 2}
Le Lagrangien du probleme est :

TG40 = %2+ A(xp —x1) + u(x% + x,% = 2)

2% — A+ 2uxy*
VXI(Xﬁ/lﬁﬂ):< 1A+2’ux2’>lk/l 1 >

La condition d’ordre 1 s’écrit :
A=(2+2uwx et 1 =—-2ux,"*
Alors que les conditions d’exclusion fournissent :

X' =x" et p((x)*+ (%) =2)=0, u20
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Onendéduitque (1+2u)x; =0 =x;* =0puisqueu =0, x,* =% =x,* = 0.
La condition de qualification des contraintes est donc Vérifiée.

Remarque : La méthode des multiplicateurs de Lagrange ne peut pas étre utilisée dans tous les cas.
Notamment lorsque le probleme d’optimisation posséde des contraintes de non-négativité ou lorsque
la fonction n’est pas dérivable, cette méthode n’est pas adaptée.

Méthodes de Programmation Quadratique Successive (SQP)

Rappelons-nous que dans un probleme d'optimisation en présence de contraintes, le Lagrangien joue
le réle de la fonction objectif. Ce que nous avons obtenu jusqu'a maintenant comme solution aux
problémes d'optimisation avec contraintes égalitaires et/ou inégalitaires, est une solution x* definie
seulement comme étant un point critique du Lagrangien et rien ne prouve que le Lagrangien présente
un minimum en ce point. Une méthode de descente particuliere a été développée pour exploiter le
résultat précédent et faire la suite du travail. L’idée essentielle consiste & résoudre une succession de
problemes quadratiques avec contraintes linéaires (ces problémes sont relativement simples a
résoudre) qui sont des approximations du probléme de départ.

Commencons-nous d'abord par le cas de probleme a contraintes égalitaires suivant:
(P1) Minf(x) telque x €D Avec D={x€eR"|h(x)=0;i=1,..p}
Etant donnée un itéré x,, on cherche X1 = Xy + Py dx.

Ou dy € R™ est une direction de descente et p, > 0 est le pas.

Commencons par faire une approximation des contraintes h grace en utilisant la formule de Taylor
au premier ordre (pour p, = 1):

h; (xy + di) = hi(x) + Vhi(x,)'dy + 0%(dy)

Si on néglige les termes d’ordre supérieur ou égal a 2, on définit la direction d, comme étant la
direction permettant d’assurer que h;(x + dy) = 0. Plus précisément, on pose

hi(Xk) + Vhi(Xk)tdk = 0
C.a.d:
Dh(xy)dx = —h(x)

Ou Dh(xy) estla Jacobienne de h en x;. Cette relation correspond a une linéarisation des contraintes
au voisinage de x; : c’est un systéme linéaire.

Par ailleurs, il faudrait que x;.,1 diminue la valeur du Lagrangien. De maniére similaire on va faire
une approximation du Lagrangien [(x,y) = f(x) + y*h(x) : elle sera quadratique cette fois, puisque
le point cherché est un point critique et qu’on ne peut se contenter d’ une approximation du premier
ordre.

L (X + di, D) = f(x1, D) + VI(xi, D) ey + %dkthxz [Gio Dy + 03 (Il 1)
Si on néglige les termes d’ordre supérieur ou égal a 3, on voit qu’il faut minimiser
VfGrio At + %dktnxﬁ JGae, )
pour espérer minimiser le Lagrangien. On cherche donc, en fin de compte x; solution du probléme:

. 1
minVf (x0)"dy) + 5 dy Dy * [, Dl
Dh(Xk)dk + h(Xk) = 0
En effet, nous avons :

. |
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V[(xk, D'y = Vf (x,)"dy + A'Dh(xy ) dy
=Vf (x4)'di + A'h(xy)

constante

Le dernier terme étant constant, il reste ensuite a déterminer le pas pyet le multiplicateur A,a chaque
itération. Il y a bien sQr, beaucoup de possibilités qui génerent autant de variantes de la méthode.

Nous présentons ici, la méthode qui est basée sur le choix : p, = 1.
Algorithme de la méthode SQP pour des contraintes en égalite:
1. Initialisation

K=1: choix de x, € R" et de Ay ERP
2. Itération k

Résoudre le sous probléeme quadratique

__ 1,
Py, |MInHVF (xi0) dic) + 5 di D ” f10 Al
Dh(Xk)dk + h(Xk) =0

3. On pose Ar4q € RP alors comme multiplicateur associé a la contrainte (en égalité) de (QP). et
Xk+1 = Xk + dk'

4. Critere d’arrét
si ||x**1 —xX|| <& stop

Sinon k=k+1 et revenir a 2.
Cas de contraintes générales

Dans le cas de contraintes en égalité et inégalité le principe est le méme : seule la fonction
Lagrangienne change. Ainsi pour le probleme

hi(x) =0, i=12,..p
(P3) Minimiser f(x) telque 4 g;(x) <0, i=12,..q = Minimiser f(x) tel quex € D
x €R"
D={x€R"h(x)=0, i=12,..p et g(x) <0, i=12,..q}
Le Lagrangien vaut:
[0 u) =f(x) +A'h(x) + utg(x) , oUA ERP etpu €RI.

La méthode SQP s’écrit de la méme facon : on linéarise les contraintes et on fait une approximation
quadratique du Lagrangien. Cela conduit a I'algorithme suivant:

Algorithme de la méthode SQP pour des contraintes générales
1. Initialisation

K=1: choix de x, € R* et de Ay € RP, uy € RI*
2. Itération k

Résoudre le sous probleme quadratique
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minfVf (i) die) + 5 A Do ” i A, 1)
(Qp)e Dh(Xk)dk + h(Xk) =0
Dg(x,)dg +h(x,) <0

3. On pose A1 € RP alors comme multiplicateur associé a la contrainte (en égalité) de (QP). et
U +1 € RIT comme multiplicateur associé a la contrainte (en inégalité). xy,q = xj + dy.

4. Critere d’arrét
si ||xktt —xk|| < e stop
Sinon k=k+1 et revenir a 2.
Il existe pour cet algorithme méme un résultat de convergence.
Introduction a la théorie de la dualité:

La théorie de la dualité et en particulier celle de la dualité convexe est outil trés puissant ou I'idée
géneérale est au lieu de considérer la fonction objective f, on considére le Lagrangien du probléme
d'optimisation [ puisque ce dernier englobe et la fonction objective et toutes les contraintes donc
plus représentative du probleme. De plus, nous avons qu'une condition nécessaire du premier ordre
pour qu'un point x* soit un minimum de f et que le x* associé aux multiplicateurs de Lagrange soit
un point critique de [.

Rappelons d'abord qu'une surface décrite par une équation f (x,y) = z peut étre considérer comme
une surface de niveau en posant F = f (x,y) — z

Si f est différentiable, on aura: VF = iV,f+ jV,f—kz , nous avons alors par simple dérivation
I'équation du plan tangent en un point x° = (x¢, Yo, Zo)-

(z —2p) = A(x —x¢) + B(y — yo)
Avec
A= fo(Xo,yO) et B= Vyf(Xo,yO)

Lorsque Vf(x%) =0 (i.e.A =B = 0), le point x° est un point stationnaire ou critique de f. Ainsi
dans notre cas, on aura en un point critique VF(x°) = —k ce qui signifie géométriquement que le
plan tangent est horizontal en ce point. La classifications des points stationnaires revient a imaginer
un paysage montagneux et consiste justement a séparer les sommets (maximums) des montagnes, les
vallées (minimums) des montagnes puis les passages (points-sell) montagneux.

Définition:
Soit f(x) une fonction de classe ! et x° un point stationnaire de f, x° est appelé point-sell de f si
pour toute boule B(x?) il existe des points x tels que f(x) < f(x°) et d'autres pour lesquels f(x) >

f(x°).
Pour le cas monovariable, nous retrouvons la définition du point d'inflexion.
Pour notre probléme d'optimisation général (P3) dont le Lagrangien est [: R® X RP x RY - R

S Ag) = O+ ) 0+ ) i)

On aura plut6t la definition suivante:
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Définition:
On appelle point-sell du Lagrangien sur R™ x RP x R*? tout triplet (x* A%, u*) € R® x RP x R**
vérifiant I'équation:
V(x,A 1) € R" X RP x R*Y, [(x* A, ) < [(x* A%, 1*) < (%A%, 1*)

c.ad.

e x*estun minimum de x — [(x, A, u*) et

e (A%, u") estun maximum de (4, u) = [(X*, A, 1)
Autrement dit, une caractérisation du point-sell (x*, A%, u*) est donnée par:

sup inf[(x, A, u) = [(x*, A%, ") = infsup [(x, 4, 1)
() * @A

Le point-sell (x*,A*,u*) du Lagrangien [(x,A,u) fournit une solution a notre probleme
d'optimisation (P3).

Théoréme 3.9

Supposons que f, g et h sont de classe C! et que le triplet (x*,A*, u*) € R® x RP x R*? est un point-
sell de [sur R* x RP x R*%, alors ce triplet vérifie les conditions de Karush-

Kuhn-Tucker du théoréme précédent et x* est une solution du probléme d'optimisation (P3).
Théoreme 3.10 (cas convexe):

Supposons que f, g sont convexes et de classe C! , h affine et de classe C'; alors ce triplet
(x*, A%, ") € R x RP x R*? est un point-sell de [sur R* x RP x R*? si et seulement si ce triplet
vérifie les conditions de Karush-Kuhn-Tucker du théoréme précédent (si et seulement si x* est une
solution du probleme d'optimisation (P3)).

Exemple d'utilisation du point-sell Lagrangien en optimisation (méthode d'UZAWA):

D'aprés la caractérisation précédente du point-sell (solution a notre probléme), nous devons aller
chercher le triplet (x*, A%, u*) € R® x RP x R™? vérifiant les conditions de Karush-

Kuhn-Tucker de la fagon suivante:

1. Pour (\*,p*) de RP x R*? fixés, nous allons chercher le minimum sans contraintes (sur tout
I'espace R") de la fonction x — [(x, A", u*).

2. Pour x* de R" fixé, on cherche le maximum sur RP x R*% (c.a.d. avec simplement des
contraintes de bornes) de la fonction (4, u) = [(x*, A, 1)

Bien sdr, on ne peut pas faire ces deux calculs simultanément; on va plut6t résoudre successivement
ces deux étapes et on obtient ainsi I'algorithme d' Uzawa suivant:

Algorithme d’Uzawa
1. Initialisation
K=0: choix de A° et u°
2. Itération k
A= (A5 e, ) €RP et 1k = (ugX, ..o, 1) € R* sont connus, puis
i. Calcul de x € R" solution du probléme
(P rrg(inof(x, A% pk),x € R
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ii. Calculs de Ak*t et pk+1 avec
/‘lik+1 = Aik + phi(Xk), i= 1, el P

#<t = max (O, 1* + pg; (xk)), j=1,..q
ou p > 0 est un réel fixé (a choisir par 1’utilisateur).
3. Critére d’arrét
si ||x<T1 —xX|| <& stop
Sinon k=k+1 et revenir a 2.
Evidement I'étape 2(i) revient a résoudre  Vf(x) + X} A Vh;(x) + X p; Vg;(x*) = 0, alors que

2(ii) est tres facile a effectuer.la convergence de cet algorithme est assurée pour une fonction
objective de classe C! elliptique et h, g convexes (h au moins affine) de classe C! et Lipschitziennes.

Méthodes de pénalisation (extérieure):

Les méthodes de pénalisation sont trés simples et souvent utilisées en pratique, elles partent du
principe suivant : on remplace le probléme avec contraintes.

minf(x)
P

() {X EDCR"
Par un probleme sans contraintes

) {minf(x) +-a(®)
g x € R"

Ou o: R™ — R est une fonction de pénalisation des contraintes et € > 0. Le but est de trouver des
fonctions « telles que les problemes (P) et (P,) soient équivalents, c¢’est-a-dire, tels qu’ils aient les
mémes solutions.

Dans ce cas, on dit que la pénalisation est exacte. On peut, par exemple, choisir :

0 sixeD
O((X)_{+oo si x¢D

Cette fonction n’a pas de bonnes propriétés mathématiques (notamment la dérivabilité¢) pour qu’on
puisse appliquer les techniques de résolution sans contraintes. Le principe intuitif des méthodes de
pénalisation est que I’on espeére que, lorsque € devient petit, on aura tendance a satisfaire la
contrainte o pour compenser.

En général, on effectue ce que 1I’on appelle une pénalisation dite inexacte, telle que le probleme (P) a
des solutions qui ne sont pas solutions de (P,) ; I’ensemble des solutions de (P,) ne couvre pas tout
I’ensemble des solutions de (P).

Néanmoins, on peut trouver dans ce cas des fonctions a qui sont dérivables, ce qui permet d’utiliser
les résultats de minimisation sans contraintes.

Donnons quelques exemples de fonctions de pénalisation a ou la pénalisation est dite extérieure car
la suite (x,) avec € > 0 converge vers x* en venant de 1’extérieur de D.

Ici, nous supposons que o Vérifie les propriétés suivantes :

i. A estcontinusur R"
ii. VXER", ax)=0
iii. ax)=0ex€D
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Nous donnons quelques exemples de fonction de pénalisation pour différentes contraintes :
v' Contrainte x < 0: la fonction acest a(x) = [IxF]|%, xT = (x; 1, ....,x, ).
v' Contrainte h(x) = 0: la fonction o est a(x) = ||h(x)]|?.
v' Contrainte g(x) < 0: la fonction a est a(x) = |lg(x)*]|%.

Théoreme 3.11

Soit une fonction f continue et coercive et soit D un domaine fermé non vide. Si a vérifie (i-iii) on a
alors:

v' Ve >0, (P,) possede au moins une solution x,
v’ lasuite (x,) avec £ > 0 est bornée.
v Toute sous-suite convergente extraite de (x¢).>¢ converge vers une solution de (P) lorsque
e— 0.
On obtient alors 1’algorithme de pénalisation extérieure suivant:
Initialisation
K=1: choix de x® et e > 0
Itération k
Tant que le critére d’arrét n’est pas satisfait :

i.  Résoudre le sous-probléme
_ 1
P minf(x) + 0) a(x)’
x € R"
ii. ke k+1, prendre e&+D < ¢®

Meéthode de point intérieur:

Contraire aux méthodes de pénalisation externe qui consistent a remplacer les contraintes d'inégalité
par une fonction nulle dans le domaine des contraintes et strictement positive a l'extérieur. Les
méthodes de point intérieur visent a remplacer les contraintes du critere par un terme additif qui tend
vers l'infini a la frontiére du domaine des contraintes lorsqu'on augmente un parametre de réglage
d'adéquation aux contraintes que I'on notera ici t. Ainsi, au probleme:

min,, f(x)

) {gi(X) <0

On pourra associer le critéere non contraint suivant

i=1,...q

q
1
) + ;Z (=g ()

ol w(z) est une fonction décroissante sur R*qui présente une divergence en 0. En pratique, on
cherchera a minimiser itérativement cette fonction tout en faisant croitre la valeur de t. Typiquement,
on prendra (z) = log z. Nous reviendrons en détail sur cette fameuse méthode au dernier chapitre.

Note:

La méthode de point intérieur constitue une technique de pénalisation interne qui conduit a des
algorithmes itératifs qui doivent étre initialisés a I'intérieur du domaine des contraintes.
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Chapitre 4

Programmation linéaire

84



Kamri Djekidel****Introduction aux méthodes d'optimisation****

Introduction:

La programmation linéaire est définie comme étant un cas particulier de la programmation
mathématique pour laquelle la fonction objective et les contraintes sont linéaires et ou généralement
les variables sont supposées non-négatives. Si de plus, on impose que ces variables ne peuvent
prendre que des valeurs entiéres, on parle de programmation linéaire entiere. Il s'agit d'une classe
d'optimisation dont le champ d'application est énorme notamment en économie. Ce chapitre présente
une introduction a ce domaine.

En ce qui concerne les techniques d’optimisation proprement dites, elles sont nombreuses. Les
premiers travaux datent depuis les années cinquante avec le développement de la programmation
mathématique linéaire et non-linéaire. Notons dés a présent que la démarche intuitive qui consiste a
ne faire varier qu’un seul facteur a la fois, en maintenant tous les autres constants, puis a
recommencer la procédure pour chaque facteur en fixant au fur et a mesure chaque facteur a son
meilleur niveau n’est pas une méthode recommandable. Son majeur inconvénient est de réclamer un
grand nombre d’essais. Il existe des méthodes plus exactes, généralement plus rapides. Le principe
commun a ces méthodes est de faire varier simultanément tous les facteurs intervenant dans
I’optimisation ; c'est le cas de la méthode du simplexe. Il s’agit d’une méthode itérative : les résultats
sont exploités au fur et @ mesure de leur obtention ; ils servent a déterminer de nouvelles conditions
expérimentales qui permettent de progresser dans la recherche de I’optimum.

La présentation algébrique de la méthode du simplexe permet de donner une interprétation pratique
aux differentes opérations a effectuer dans la résolution du probleme de programmation linéaire.
Toutefois, la méthode algébrique devient rapidement laborieuse a mesure que le nombre de
contraintes et le nombre de variables augmentent.

Nous allons donc s'intéresser directement a la version systématique de toutes ces opérations
algébriques sous forme d’un simple tableau dit « tableau du simplexe ». Ceci permettra de résoudre
plus facilement les problemes ayant beaucoup plus de variables et de contraintes. Nous ne donnerons
pas ici les preuves des résultats a énoncer, nous en tenant aux idées directrices.

L'approche utilisée pour résoudre ce type de problémes sera divisée en deux étapes principales :

a) La modélisation du probléme sous forme d’équations ou d’inéquations linéaires qui permettra
ainsi de bien identifier et structurer les contraintes que doivent respecter les variables du modele .
Evidemment, on doit définir I’apport de chaque variable a la fonction a optimiser.

b) La détermination de I’optimum mathématique a I’aide de certaines techniques propres a la
programmation linéaire.

Ensemble-Solution d'inéquation ou systéme d’inéquations linéaires:
Définition: Une inéquation linéaire est une expression de la forme :
aixq + ar Xy + LA Xy < b
ou x; sont les variables (ou inconnues), les a; sont les coefficients des variables, b est une constante
et n est le nombre d’inconnues.

Définition: On appelle solution d'une inéquation linéaire de la forme :

aixq +azxy; +--..apx, < b
Tout n-tuplet (sq; s2; .....; S,) qui Vérifie:
a;S1 +azs, ++-..a,5, <b

Cas n=2:

Ainsi le couple (1 ; 1) est une solution de I’inéquation x; + 3x, < 8 puisque : 1 + 3 < 8 est vraie.
Ce n’est pas la seule solution de cette inéquation ; les couples (0 ; 0), (1 ; 2), (3 ; 1) sont également
des solutions. L’ensemble de solutions de cette inéquation est un demi-plan dans le systéme d’axes
Ox1x2. La frontiére de ce demi-plan est la droite x; + 3x, = 8.
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Lorsque I’inéquation ne comporte qu’une inégalité stricte < ou > la frontiere ne fait pas partie de
I’ensemble-solutions de I’inéquation.

Cas n=3:

Lorsque I’inéquation comporte trois inconnues, la frontiére est un plan. Ainsi la frontiére de
I’inéquation :
aixq + a,Xx, + aszXxs3 <b
est un plan coupant les axes aux points représentant le triplet : (b/a4, 0,0); (0,b/a,, 0); (0,0,b/as).
Le plan, ensemble solutions d’une équation a 3 inconnues, divise 1’espace en deux demi-espaces.

L’un de ces demi-espaces en union avec la frontiére forme 1’ensemble-solution d’une inéquation
linéaire a trois inconnues.

Cas n>3:

L’ensemble-solution d’une inéquation de la forme :
aix, +azx, +-..a,x, <b
est appelé demi-espace fermé.
Si I’inéquation est définie par une inégalité stricte (<), le demi-espace est dit ouvert. La frontiere de
ce demi-espace est I’ensemble solution de 1I’équation linéaire
a1x1 +azx; +..a,x, =Db

Systéme d’inéquations linéaires:

On appelle systeme de m inéquations linéaires a n inconnues un systeme de la forme :

ai1x1 + A12X7 + --- A1nXp < b1
Ap1X1 + ApaXy + o A Xy, < by
Un n-tuplet (sq; Sp; .....; S,) €St une solution d’un systéeme de m inéquations a n inconnues s’il est

solution de chacune des inéquations du systeme.
L’ensemble-solutions d’un systéme d’inéquations linéaires est I’intersection des ensembles-solutions
de chacune des inéquations du systeme.

Théoréme 4.1

% L’ensemble-solution d’une inéquation linéaire est un ensemble convexe.
% L’intersection de deux ou de plusieurs ensembles convexes est un ensemble convexe.

*

% L’ensemble-solutions d’un systéme d’inéquations linéaires est un ensemble convexe.

Remarque:

*

% L’ensemble-solutions d’un systéme d’inéquations linéaires a 2 (ou 3) inconnues forme un
polygone (ou un polyedre) convexe.

% Dans le cas général de systeme de m inéquations & n inconnues, chaque contrainte
inégalitaire est I'équation d'un demi-espace. Sa frontiére est un hyperplan affine (i.e. un sous-
espace affine de dimension 1) dans I'espace R". Ainsi le domaine admissible d'un systéme
d'inéquations est une intersection d'un nombre fini de demi-espaces. C'est donc un polytope
convexe, ayant un nombre fini de sommets. Il peut étre borné, ou non borné; ci-dessous un
exemple de deux polygones convexes de R?, I'un borné, l'autre non borné.
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borné non borné

Exemple:

Soit le probleme suivant:
X1 +2%, <6

(P) Maximiser (x; + x,) tel que § X; —X; <3
X1,X2 =0
L'ensemble des solutions du probléme d'optimisation (P) qui représente le domaine des solutions
réalisables est représenté par le polygone ci-dessous.

Il—.l'gzg

Programme Linéaire (forme canonique)
Un programme linéaire générique s’écrit sous la forme canonique comme suit:

( max(cixy + Cpxp + L. CpXy)
x
ai1x1 + A12X7 + .- A1p Xy bl
: <| :
Am1X1 + Ap2Xo + .- An Xn bm
X; =0

Ou, sous forme compact:

n
{ maXZ CiX;
! x o Lz
n
LZ 1ai]'x]' < bi,i = 1,m
j=

XiZO
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Yi=1¢ix;  estlafonction objective a maximiser sous les contraintes }.7_; a;;x < b, i =1,m
Dont la forme matricielle est:

max ct x
X
Ax <b
XLZO
Avec
X1 o] by Gin Gz Zln
x=| %], c=|i],b=|: | et A= a:21 422 an
X, Cp b,
m1l m2 v Qmp

A noter que toute contrainte peut étre transformée sous forme canonique. Deux cas peuvent alors se
présenter.

1. Si la k®™ contrainte est de la forme :

aAr1X1 + Ap2Xy + A Xy = bk (l = 1,m)
Il suffit de multiplier par (-1) les deux membres pour obtenir
o | T Xy = AgpXy — e Qg Xy S by (T =1,m)
2. Sila k™™ contrainte est de la forme :
Ap1X1 + Qpaxy + X, = b (i =1,m)

On peut transformer cette équation en deux inéquations :

Ap1X1 + AQpaXxy + o QX < b (i =1,m)
Et
Ap1X1 + Qpaxy + QX 2 b (i =1,m)
Puis transformer la derniére en:
—Qp1X1 — ApaXy — . Qpp Xy < —by (i =1,m)
Pour obtenir finalement:
Qp1X1 + AQaxy + o Qe xy, < b (i =1,m)
Et
—Ap1X1 — A2 Xy — o QppXp < _bk (l =1, m)

Puisque les contraintes d'un programme linéaire (Ax < b ) forment un systéme d'inéquations
linéaires dont le domaine admissible est une intersection d'un nombre fini de demi-espaces. C'est
aussi donc un polytope convexe, ayant un nombre fini de sommets. Il peut étre borné, ou non borné;

Sachant qu'un domaine fermé, lorsqu'il est de plus borné c'est un domaine compact de R". Or pour
une application f linéaire et continue sur R", si son domaine est borné, elle a forcément un minimum
ainsi qu'un maximum. cela a pour conséquence que si un extremum existe, il est atteint sur I'un des
sommets du domaine polytope (éventuellement sur tous les points d'une de ses faces, et en particulier
sur I'un des sommets aussi).

Ces constatations sont résumées dans le théoréme suivant :

Théoreme 4.2 (Programmation linéaire)

En programmation linéaire, le domaine admissible, s'il est ni vide ni tout R", est un polytope
convexe ayant un nombre fini de sommets, qui peut étre borné ou non borné. Si un extremum existe
alors il est atteint sur I'un des sommets du polytope. Un point dans l'intérieur du domaine n'est jamais
extrémal si 0. Lorsque le polytope est borng, fy prend un minimum ainsi qu'un maximum.
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Programme Linéaire (forme standard ou normale)

La forme canonique est une forme tres restrictive, si de plus, elle vérifie les deux conditions de
positivité sur b; et c; ,on obtient un probleme de programmation linéaire sous forme normale comme
suit:
(max ctx

Ax <b

X >0

b; =0

Ci >0
On verra cependant par la suite comment ramener tout probléme de programmation linéaire a un
probléme équivalent écrit sous forme normale.

Remarque 1:

D'une maniere générale, on peut espérer imposer une contrainte Ax < b ou Ax > b. Cette
contrainte peut étre transformée en une égalité en introduisant des variables artificielles appelées
variables d'écarts. On écrit:

Ax+z=b, zER™etz; =20
Il est souvent mathématiquement convenable de transformer toutes les inégalités en égalités.

On aura toujours la forme Ax = b mais avec une matrice A et un vecteurs x des variables tout deux
augmenteées.

Nous nous intéressons dans ce chapitre uniquement aux systémes d’équations linéaires avec un
nombre n de variables supérieur au nombre m d’équations. Sachant que dans le cas de contraintes
d'égalité linéaire (Ax = b avec A € R™ ") , il y aura trois possibilités:

1. Aucune solution ;
2. Une solution unique ;
3. Une infinité de solutions.

Le second cas, avec une et une seule solution, ne peut survenir que si n = m, et si la matrice A est
inversible, ce qui revient a exiger que nous avons éliminé au préalable toute équation pouvant
s’écrire comme combinaison linéaire des autres équations. Si nous n’avons qu’une seule solution
admissible, elle est forcément optimale, par conséquent, nous ignorerons ce cas dans notre étude,
nous prendrons donc n strictement supérieur a m.

Plus précisément, pour Ax = b avec A € R™*™ et m < n. Alors on a n variables et m équations. On
peut choisir (n-m) variables quelconques , les mettre a zéro; on aura une unique solution de Ax = b
pour les variables restantes (a condition que toutes les colonnes de la nouvelle matrice des variables
restantes A € R™*™ soient indépendantes c.a.d. son rang est m).

Caractérisation des solutions:
Nous avons montré comment un probléme de programmation linéaire pouvait toujours se présenter
sous forme standard :

max, ¢t x
(P) Ax=0Db
x; =0
Dans cette formulation, le vecteur x contient toutes les variables, y compris les variables d’écart ; il
s’agit d’un vecteur colonne d’ordre (n x 1). Les deux vecteurs b et ¢ sont des vecteurs colonnes
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d'ordres respectivement de (n x 1) et (mx1). Quant a la matrice A, d’ordre (m X n), il s’agit de la
matrice des coefficients des contraintes transformees.

On appelle solution d’un probléme de programmation linéaire tout vecteur X qui satisfait les
contraintes (Ax = b). Une solution est appelée solution réalisable si elle vérifie les contraintes de
non-négativité (x; > 0). Dans le cas contraire, on dit que la solution n’est pas réalisable.

Une solution réalisable est une solution optimale s’il n’existe pas d’autres solutions réalisables qui
fournissent une plus grande valeur de la fonction objective. A noter que dans un probléme possédant
des solutions réalisables, il se peut que la valeur optimale de la fonction objective soit infinie. Dans
ce cas, on parle de solution optimale infinie

Définition:
e Une solution basique du systeme Ax = b est une solution avec au moins (n-m) variables
nulles.

e Une solution basigque est non-dégénéreé si exactement (n-m) variables sont nulles.

e Le choix des m variables non-nulles est appelé base, les variables du base sont les variables
basiques, les autres sont les non-basiques.

e Si une solution basique x satisfait x > 0, elle est une solution basique réalisable.
Supposition:
La matrice A (m x n) possede les propriétés suivantes:

e Rang (A)=m ou m est le nombre de contraintes.

e Toute combinaison de m colonnes de A est linéairement indépendant.

e Si x est une solution basique réalisable de (P), alors x posséde (n-m) eléments non nulles

(non-dégénérescence).

Théoreme 4.3

Les solutions basiques réalisables d'un programme linéaire sont les points extrémes de I'ensemble des
solutions réalisables. Si un programme linéaire a une solution finie, alors il y a une solution basique
réalisable optimale.

La supposition rang(A)=m, permet de construire a partir de la matrice A, une sous-matrice B (mxm)
non-singuliére. Cette matrice B peut étre formée par n’importe quel ensemble de m colonnes
linéairement indépendantes de A. Les colonnes de B seront notées bl, b2, . . ., bm (a ne pas
confondre avec le second membre b). La matrice B est appelée matrice de base puisqu’elle est
formée de m vecteurs linéairement indépendants.

Sans perte de généralité, on peut supposer que les colonnes de A ont été ordonnées de maniere a
pouvoir écrire A sous la forme A = (B,N), avec B de dimension (mxm) la matrice de base et N de
dimension (mx(n-m)) contient les colonnes de A qui n’appartiennent pas a B. Le vecteur X peut étre

partitionné de facon analogue en posant x = (if, ) Les variables xp sont appelés variables de base et
les variables xy les variables hors base. De méme le vecteur ¢ peut lui aussi étre partitionné de la
méme maniére en ¢ = (gf])

Notre programme linéaire (P) peut donc étre reformulé de la maniére suivante :

max, ¢t x maxifcgxg + cyxy)
(P) Ax =D = BXB+NXN=b
x; =0 Xg,xy =0

De la contrainte, on peut tirer:
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BXB =p— NXN
Puisque la matrice B est non singuliere donc inversible, on a:

xg = B7'b — B !Nxy
Lorsque toutes les variables hors base sont nulles, xy = 0, on auraxz = B~'b

(-7

Lorsque xg = B™'b > 0 et xy = 0, on parle de solution de base réalisable.

On appelle solution de base la solution :

Exemple :
Soit le probléme de programmation linéaire suivant :
X1 +2X; —x3 < 16
Maximiser (3x; + 5x, + x3) tel que { 3x; —4x, <20
X1, X2, X3 =0
Ce probleme peut se mettre sous forme standard en introduisant les variables d’écart x, et xs :
X1+ 2X; — X3 +x4 =16
Maximiser (3x; + 5x, + x3 + 0x4 + 0x5) tel que { 3x; — 4%, + x5 = 20

X1,X2,X3 =0
X1
X2

Sous forme matricielle, on obtient donc :

max, ¢t x
1 2 -1 1 0 16
Ax=b , A= x=|%|,b= etc=(3 5 1 0 0)
>0 (3 -4 00 1) %, (20)
Xs
Formons a partir de A une matrice de base B en prenant par exemple les colonnes 2 et 4, dans cet
ordre :
201
B = (—4 o)

Il s'agit bien d'une base puisque B est non singuliére car Det(B) = 4 # 0.
A cette matrice de base correspond une solution de base donnée par :

_ 0 —1/4\(16 -5

— 13, — —

xp=B7b = (1 1/2 )(zo) = (26)

Les autres variables étant nulles, x1 = x3 = x5 = 0. Cette solution de base n’est pas realisable pour la
simple raison que xp = (;65) viole la contrainte de non-négativité.

Dans cet exemple, il est trés facile de trouver une base qui fournisse une solution réalisable de base.
En effet les colonnes a4 et a5 forment une base qui est I’identité :

5=(p 1)

5 =50 = (5 1) (50) = (30)

Comme b doit étre non-négatif lorsque le probléme est présenté sous sa forme standard, la solution
est une solution réalisable de base. Les autres variables étant nulles, x1 = x2 = x3 = 0 et la fonction
de co(it sera: 0.16+0.20=0.

Qui conduit a:
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Recherche de solution optimale:

En démarrant du principe que tout point extréme est une solution de base réalisable, on admet donc
que la solution optimale est effectivement présente sur la frontiére du simplexe, on peut imaginer
qu’au lieu d’explorer tout I’espace continu du simplexe, on puisse Se contenter de rechercher
I’optimum sur ces points extrémes ou de maniére équivalente dans les solutions de base réalisables.
A la solution réalisable de base initiale correspond une valeur de la fonction objective, le but est
d’améliorer la valeur de la fonction objective en I’évaluant en un point extréme adjacent. Par
exemple, la fameuse méthode du simplexe consiste a se déplacer le long d’une aréte de la région
réalisable étape par étape d’un point extréme donné a un point extréme voisin, jusqu’a ce que 1’on
arrive a un point extréme optimal. De tous les sommets adjacents, on choisit celui qui donne le plus
grand accroissement de la fonction objectif (dans le cas d’une maximisation). A chaque point
extréme, la méthode du simplexe nous dit s’il est optimal et si ce n’est pas le cas quel sera le
prochain point extréme.

Si, & un certain moment, le sommet choisi posséde une aréte qui conduit a I’infini et si la fonction
objective peut étre améliorée en se déplacant le long de cette aréte, la méthode du simplexe nous
informe qu’il y a une solution infinie.

Il a été dit plus haut que la méthode du simplexe commencait avec un point extréme donné. Le
probléme consiste alors a trouver un point extréme initial. Pour cela, étant donné une base B, on
trouve un point extréme adjacent (nouvelle solution réalisable de base) en échangeant 1’une des
colonnes de la base (bi) contre une colonne aj qui n’est pas dans la base. Cependant, en faisant cet
¢échange, il faut s’assurer que la solution de base reste realisable et que la valeur de la fonction
objectif augmente (ou du moins ne diminue pas).

Il y a donc deux regles a suivre pour cet échange. La premiére consiste a déterminer quelle colonne
aj de A (a laquelle correspond une variable xj) doit entrer dans la base pour améliorer la fonction
objective. La seconde consiste a sélectionner 1’une des colonnes bi qui doit quitter la base de
maniére a ce que la nouvelle solution de base reste réalisable. Pour cela, il faut développer des
criteres d’entrée et de sortic de la base pour obtenir une nouvelle solution réalisable de base qui
ameliore la valeur de la fonction objective. Il restera ensuite a déterminer si la nouvelle solution
réalisable de base est optimale ou non.

De cette maniere, on finit par rechercher I’optimum sur un ensemble fini de points qui sont les
sommets du simplexe. Chacun de ces points forment une base du simplexe, et peuvent étre trouvé
par manipulation du systéme linéaire d’inéquations ce qui constitue I'algorithme de la méthode
du simplexe développé en 1947 par George Dantzig, la méthode du simplexe reste d’actualité pour
résoudre des problémes de grande taille. Il s’agit d’une méthode algébrique basée sur la résolution de
systemes d’équations linéaires

La méthode simplexe

La procédure algorithmique décrite ci-dessus pour résoudre un programme linéaire écrit sous forme
standard et arriver a l'optimum peut étre formalisé et systématiser par manipulation de tableaux. En
effet, au lieu d'écrire a chaque fois toutes les équations, plutét on joue sur la distribution des
coefficients dans un tableau. C'est le principe de la méthode simplexe du tableau qu'on va décrire ci-
dessous, les gens intéressés peuvent consulter les développements mathématiques de la méthode
algébrique complete en littérature. Méme si la méthode du simplexe du tableau se préte mal a
I'implémentation informatique, c'est un outil trés simple et puissant qui résume toutes les étapes
algorithmiques de la méthode algébrique.

La méethode simplexe du tableau

Cette méthode est basée sur la formulation standard ou normale du programme linéaire rappelée
ci-dessous:
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(maxctx

X

Ax <b

4 xiZO

Lbizo
CiZO

Une fois le probléme d'optimisation est ecrit sous cette forme, on procede comme suit:
1) on effectue les étapes suivantes
a. On change chacune des m contraintes inégalitaires en une contrainte égalitaire en
Ax+s=b, seRM™ets; =0

b. En cas ou une (ou certaines) variable x; ne vérifie pas la contrainte de positivité c.a.d. si
x; < 0, il suffit de poser x; = x; — x; avec x;i,x; > 0.

c. En cas de présence de contrainte égalitaire c.a.d. si pour un certain (i,j) on a a;;x; = b, il
faut I'insérer dans le tableau telle qu'elle est sans ajouter de variable d'écart.

d. siun certain ¢; < 0, il suffit de poser x; = 0 dans la matrice de la méthode du simplexe
cela revient a supprimer la colonne correspondante.

e. siun certain b; < 0, on change la contrainte inégalitaire en une égalitaire en insérant un
variable supplémentaire p; = 0 comme suit: si b; <0

= a;X + Xy + o QX < = bl = = apx — apx; — LA x, — pp = | byl

2) on construit la matrice suivante:

X1 Xn S1 ... Sy b } premiére ligne
a1 d1n 1 0 0 by
: 0 0 : partie centrale
dm1 dmn 0 0 1 bm
Cq1 Ch 0 0 f — O}Iigne résultat
ct

En notant la ligne résultat de la partie gauche par:

r=(cg .. ¢, 0 ... 0=01 . Thim)

La premiere ligne est optionnelle et purement nominative ; la derniéere ligne s'appelle ligne
résultat. Le trait vertical (en gras) symbolise I'égalité ; il sépare la partie gauche de la colonne

droite.

3) travaillez sur ce tableau en appliquant les transformations suivantes:
e choisir une variable a entrer dans la base: piquer j tel que r; > 0 (la variable correspondante

x; entre dans la base), s'il y a plusieurs choisissez la plus grande.
e choisir une variable qui doit quitter la base: choisir la ligne pivot i dans la colonne pivot j,

. s .. . . .. R b;
c'est un elément (i,j) de la partie centrale gauche que I'on note ay; choisi de fagon a ce que a—‘
ij

soit = 0 et minimal. Si a;; < 0 pour tout i, alors le probleme est non borné et la fonction
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objective peut étre augmenté sans limite donc arréter pas de solution. S'il y a plus d'un seul i

. e . b; \ . - T Y

qui minimise a—‘ alors le probleme a une solution basique réalisable dégénéree; on peut
ij

choisir un quelconque et continuer.
e Une fois la ligne pivot i obtenue que I'on note (L), multiplier toute la ligne pivot par ai puis
ij

ajouter et soustraire autant de fois que nécessaire de lignes pivot au autres lignes de fagon a
annuler tous les termes de la colonne pivot j autre que celui de la ligne pivot i.

e Sitouslesr; <0,j =1, arréter alors, la solution actuelle est optimale.

e Enfin lorsqu'on s'arréte, il faut barrer de la matrice toutes les colonnes j dont r; < 0 et
poser les variables correspondantes a zéro.

e Résoudre le systeme linéaire de la partie centrale pour trouver les valeurs x; qui
maximisent la fonction objective. La valeur maximale de la fonction objective fmax se lit
directement dans la case en bas a droite.

Exemple d'application:
Soit a résoudre le probleme d'optimisation (linéaire) suivant:
(max f(x) = 150 x; + 450%,
X
X1 < 120
Xo <70
X, + %, < 140

X1 + 2x, <180
\ X1,X3 >0

Matrice initiale

r Yy 81 S2 83 84

1 0 1 0 0 0 120

0 1 0O 1 0 0 70

1 1 0 0 1 0 140

1 2 0 0 0 1 180
150 450 i 0o 0 0| f-0

Sélection de la colonne pivot et de la ligne pivot

I uy 81 89 83 84

1 0 1 0 0 0 120

0 0 1 0 0] 70

1 1 0 0 1 0 140

1 2 o 0 0 1 180
150 450 0 0 0 0| f-=0

94



Kamri Djekidel****Introduction aux méthodes d'optimisation****

Opérations pour annuler les termes de colonnes pivot autre que celui de la ligne pivot

I ) &1 82 83 Sy
1 0 1 0 0 0 120
0 o 1 0 ol 70 (L)
1 1 0 0 1 0 140 —(L)
1 2 0o 0 0 1 180 —2(L)
150 450 0 0O O O] f-0 —450(L)
Premier tableau résultat 1
I vy =5 Sa 83 54
1 0 1 0 0 0 120
0 1 0 1 0 0 70
1 0 0 —1 1 0 70
00 -1 0 1 40
150 0 0 —450 0 0O | f— 31500

o= o O Ol N

R0
70
30
40

f — 37500

Tous lesr; < 0, = 1; alors fmax=37500 et la partie centrale conduit a x; = 40 etx, = 70

Exemple 1:

Un artisan fabrique deux types de sacs a main en cuir pour femmes, il dispose de 40 m? de cuir

chaque semaine alors qu'il peut travailler au maximum 60 heures par semaine.

Si chaque type de sac demande un 1m? de cuir et une heure de travail pour le type standard mais

deux heures sont nécessaires pour finaliser un sac luxe.

Comment doit-il travailler pour maximiser son profit hebdomadaire si le sac luxe lui rapporte 4U et

le sac standard lui rapporte 3U?****Utilisez la méthode du Simplexe

Solution:

Si nous appelons x; le nombre de sacs standard et x, le nombre de sacs luxes, la fonction de colt a

maximiser est donnée par:

f(x) = f(xq1,x2) = 3x1 + 4x,

95



Kamri Djekidel****Introduction aux méthodes d'optimisation****

Les contraintes sont:
X1 +x, <40
x; + 2x, <60
x1 =0
x; =20
La forme standard de ce probleme est la suivante:
Max f(x) = C'x

tel que {é{X:Ob Avec C = ( ) ] b= ( )
X1 X2 S1 S2
1 1 1 0 40 -L/2
1 @ |o 1 60 (L)
3 4 0 0 f-0 -2L
]
X1 X S1 S
1/2 0 1 -1/2 10 (L)
1 2 0 1 60 (-2L)
1 0 0 -2 f-120 (-2L)
4
X1 X7 S1 S2
1/2 0 1 -1/2 10
0 2 -2 2 40
0 0 -2 -1 f-140

Ce qui conduit a maxf(x) = 140 en x; = 20etx, =20 .

Exemple 2:

Un fournisseur de fruits/légumes a promis a sa clientéle qu'au moins 25% de sa marchandise serait
d'origine "Bio". Ayant une commande de 18 tonnes de marchandises, il a sélectionné 3 agriculteurs
pour s'approvisionner; le taux de "biovicité" des marchandises et la marge béneficiaire de chacun de
ces fournisseurs en gros sont resumes dans le tableau ci-dessous.

Marge bénéficiaire en kilo
Dollars par tonne

% bio de sa marchandise | Quantité de marchandise proposée

en tonnes

Agriculteur 1 | 10% 25 900
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Agriculteur 2 | 46% 6 700

Agriculteur 3 | 100% 4 500

Comment ce fournisseur doit-il s'approvisionner pour maximiser son bénéfice? Utilisez la méthode
du simplexe pour résoudre ce probléme.

Solution:

Il faut commencer a trouver la fonction objective a optimiser, cela en cherchant & maximiser le
bénéfice du fournisseur. Si nous appelons q; la quantité (en tonnes) achetée de I'agriculteur 1, q, la
quantité achetée de I'agriculteur 2 et q5 celle achetée de I'agriculteur 3. La fonction objective (en kilo
Dollars) sera de la forme: f =900q; + 700q, + 500q3.

Puis voir
e Qu'on ne peut pas vendre plus de 18 tonnes = q; +q, + q3 < 18.
e Or les quantités proposées par les agriculteurs sont limitées = q; < 25,q, < 6et q3 < 4

e La quantité bio de toute la marchandise achetée est égale a: (0.1 X q; + 0.46 X g, + q3) qui
doit étre supérieur ou égale a 0.25xq ou q = q; + g, + q3 est quantité totale achetée, on doit
avoir donc

(0.1qy +0.46 q; + q3) = 0.25(q; + q2 + q3)
Ce qui conduit a:
0.15q; —0.21q, —0.75q3 <0
Et le probleme d'optimisation s'écrit:
rm};ax f(x) = 900q; + 700q;, + 500q3

q: < 25
qd> <6
< q3 < 4
q; +q2 +q3 <18
0.15g9; —0.21q, —0.75953 <0
\ 41,9293 =0

Bien sur les quantités sont des chiffres positifs:

q1,92,93 = 0 ce qui fait q; +q, +q3 <18 = q; <25 cette derniére contrainte peut étre
supprime.

L'application de la méthode du simplexe de tableau conduit aux valeurs optimales q; =
15,q3 = 3etq, = 0. Ainsi le fournisseur doit acheter 15 tonnes de l'agriculteur 1 et 3 tonnes de
I'agriculteur 3, et le bénéfice maximal est calculé selon I'expression de la fonction objective:
fmax=(900x15+700x+500x%3) kilodollars=15 millions de dollars.

Dualité minimum/maximum

La méthode simplexe du tableau décrite ci-dessus est une methode de calcul du maximum de la
fonction de colt d'un programme linéaire. Si on veut I'appliquer a la minimisation, il faut transformer
le probléme d'optimisation en un probleme de minimisation en s'aidant du théoréme de dualité ci-
dessous.
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Un probleme de minimisation s'écrit sous forme canonique :
min bt y
y
Aty > ¢
y=0
Side plus b,c = 0, on aura la forme standard ou normale.

Théoréme 4.4

Tout probleme de minimisation linéaire sous forme normale est équivalent a un probléme de
maximisation linéaire sous forme normale dans le sens suivant :

(ming(y) =b'y maxf(x) =ct x
y

X
Aty > ¢ = Ax <b
y >0 x=0
l b,c =0 b,c 20

gmin = fmax,» 1€ minimum de g a pour coordonnées les opposes des valeurs dans la ligne résultat
correspondant aux variables d'écart du probleme de maximisation.
Exemple 1:

Soit le probleme de minimisation suivant:
(i g(y) = 2y; + 8y,

1 0 100
0 1 100

Il1 1| =] s00 |

1 3|2 900
3 2 1200
V1 = 0
k V2 >0
D'apres la forme standard de minimisation, on identifie:
/ 100 \
100
101 1 3 2
a=| c=| 500 [.b=()
0 11 3 2 900 8
1200

On aura I'équivalent sous forme de probléme de maximisation suivant:
(maxf(x) =100 x; + 100x, + 500x3 + 900x4 + 1200x5
X

A

)
[001139633(2)

1 1 3 2

\ xiZO

Que l'on peut résoudre par la méthode de simplexe du tableau (sans représenter la premiere ligne
(xy x; X3 x4 Xs S1 S2 |b)comme suit:

98



Kamri Djekidel****Introduction aux méthodes d'optimisation****

1 0o 1 1 (3 1 0| 2
o 1 1 3 2 0 1| 8
100 100 500 900 1200 0 O] f—0
1 0 1 3 1 0 2
-2/3 1 1/3 7/3 0 -2/3 1| 20/3
—300 100 100 500 O —400 0| f —800
|
1 0 1 1 3 10 2
-3 -2 0 -7 -3 1 2
—800 100 —400 0 —1500 —900 0 | f — 1800
|
1 0 1 1 3 1 0 2
-3 1 -2 0 -7 -3 1 2
—900 0 —200 0 —800 -{600] —[100]| f—[2000]

Ainsi gin = 2000 = g(600,100) = 2 x 600 + 8 x 100.
Exemple 2:

On peut revenir a notre exemple d'introduction du probléme de transport:

On considére un probléme de ravitaillement trés utile en pratique; il fait partie d'une large classe de
probléme (largement étudiée que ce soit en optimisation continue ou en optimisation combinatoire, et
que I'on sait résoudre efficacement).

On souhaite approvisionner en carburant 3 sites a partir de 2 dép6ts de capacité limitée.

L'acheminement en carburant d'un dépbt a un site a un codt unitaire. Le tableau suivant résume
chacun de ces codts ainsi que la demande de chaque site, et le stock disponible dans chaque dépot.

site 1 | site 2 | site 3 | diponibilité
dépot 1 10 12 9 300
dépot 2 11 11 10 450
demande | 200 250 250

Solution:

Notons x;; i=1, 2 et j=1, 2 ,3 la quantité de carburant (en unité de volume) acheminé du dépot i au
site . Le codt d'acheminement est donné par la fonction de codt suivante :

f( Xll,Xlz,X13,X21,X22,X23) = 10X11 + 12X12 + 9X13 + 11X21 + 11X22 + 10X23
qu'il s'agit de minimiser la fonction de codt, sous les contraintes :
+» Contraintes égalitaires provenant de la demande :
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X12 +X22 = 250

{Xll + X721 = 200
X13 + X3 = 250
+«» Contraintes inégalitaires provenant du stock disponible :

{Xll + X12 + X13 < 300
X271 + X922 + X723 < 450

+ Contraintes de signe :
X11,X12,X13, X21, X22, X23 > 0.

Il s'agit la d'un probléeme de minimisation qu'il faut transformer puis lui appliquer la méthode de
simplexe de tableau.

Remarque générale:

On remarque gu'en pratique, la plus grande difficulté qui se pose pour résoudre un probleme de
programmation linéaire est la formulation mathématique sous forme canonique ou standard du
probleme pratique, cette étape est la plus importante. La suite du travail est juste une manipulation de
tableaux.
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Annexe

Inequations Matricielles Linéaires (LMI)
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Définition: (Forme quadratique)

Un ensemble quadratique est de la forme suivante :

S ={x € R"|x'Qx + 2h*x + k < 0}

O G D=9

={xER"

QER"XR", heR" et keR
Définition: (Hyperplan)

Un demi-plan (hyperplan) dans R™ est un ensemble de la forme :

H={x€R"a'x =b}, a€ R",a+0,,bER

Ou équivalemment :

H = {x € R"|a*(x — xy) = 0}, b = a'x,

Ou a est le vecteur normal au plan.

(x —xg)

Un hyperplan est un ensemble affine (dimension (n—1)) et convexe, il divise I’espace R" en deux

demi-espaces ouverts.

H ={xeR'a'x—b <0} et Ht={x€eR"a'x—b >0}

L’intersection d’un nombre fini d’hyperplan est un ensemble affine :

A={x€R"|Ax=b}, A€ R™" beR™

Définition: (Polyédre)

L’intersection définie par un nombre fini de demi-espaces est un polyédre (ensemble convexe)

P={x€eRalx—b; <0}, i=1,2,..m
= Nityfaix — b; < 0]
={x €€R"|Ax—b <0}, A€ R™" b eR™

D’autre part - P =N lafx —b; <0]
Ou F=PN{x € R"|a}x = b;} est appelée

face du polyedre ; faces de dimension 0, 1 et (n—1) sont

appelées sommets, arrétes et faces.
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Définition: (Polytope)
Un polytope est un polyéedre fermé et borné ou chaque point peut étre représenté par une

combinaison convexe de ses sommets. Il représente donc la coque de ses points sommets, cette
représentation est appelée v-representation qui a [’avantage d’étre décrite par des hyperplans.

P =co({vy, vy, ... Vo }),

Beaucoup d’algorithmes d’optimisation sont basés sur la representation polytopique ou ellipsoidale
des régions d’espace.

Définition: (Ellipsoide)

Un ellipsoide peut étre défini de différentes maniéres, nous retiendrons les trois formes ci-dessous ou
le passage entre ces deux représentations est possible.

Un ellipsoide centré en x,, est un ensemble décrit uniquement par x, et la matrice P :

e={x €R"(x —x)'Px—x) <1}, P'=P>0

Ou équivalemment, un ellipsoide peut étre décrit par une forme quadratique générale :
e={x € R*"x'Px+2b'x+c < 0},Pt=P>0,b'P'b—c>0

X\ (P b\ (x t _ tp-1p _

1) G C)(l)SO},P =P>0,bPlb—c>0

La derniére condition permet d’assurer que 1’ellipsoide ne se réduit pas a un point et ne soit pas vide.

Cette représentation n’est pas unique, la multiplication par un méme facteur positif de A, b et c tient

toujours. En effet par identification, nous avons : b = —Px. et ¢ = x{Px. — 1. Une autre maniére

de décrire un ellipsoide est de considérer la déformation de la sphere unité par une matrice Q qui est
1

s={xER"

I’inverse du facteur de Sholesky de la matrice définie positive P : Q = P 2.
e={x=Qy+x.y'y <1}, Pt=P >0

Le volume de I’ellipsoide est proportionnel au déterminant de Q. Si les A; sont les valeurs propres de

P, I’ellipsoide admet des demi-axes de longueurs 1/\/fi. Puisque le déterminant de P est égal au
produit de ses valeurs propres et la trace de P est égale a leur somme, ces paramétres peuvent étre
utilisés pour maximiser ou minimiser la taille et par conséquent le volume de I’ellipsoide.
log detP = log); +logh, +--logh,.

traceP =X +4, + - A,
Nous rencontrons souvent des questions d’optimisations de type min et max de ces parameétres.

Ext:

Min log detP
tel que {Pt =P>0
F(P~H >0
Ou F(P~1) est une contrainte LMI en P, et donc I’optimisation est convexe en P~1.

Ex2:

Min traceP
tel que {Pt =P>0
F(P) >0
Ou F(P) est une contrainte LMI en P, et nous avons le probléeme d’optimisation LMI classique a
critére linéaire.
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Ex3:

Probleme de minimisation de la plus grande valeur propre de P ou équivalemment la minimisation de
la borne supérieur sur cette valeur.
M >P
Min A tel que {P* =P >0
F(P)>0

Ou F(P) est une contrainte LMI en P, et nous avons le probléme d’optimisation LMI classique a
critere linéaire.
Remarque :
En commande, on aura souvent besoin d’optimiser le volume de forme polyédrale fermée i.e.
polytope, pour cette question, il n’y a pas d’expression analytique a optimiser. Le moyen le plus
simple consiste a résoudre ce probléme indirectement en optimisant le volume de I’ellipsoide
contenu/ contenant le polytope en question.

Par exemple, I’inclusion de [ellipsoide &= {x = Qy + x.|y'y < 1}, dans le polyedre P =

{x € R"|alx — b; < 0} est équivalent a Vi = 1,2, ..m, a{(Qy + x.) — b; < 0 pour tout vecteur y tel
Qay

que y'y < 1. Ce maximum est atteint pour i tel que :y = il ce qui conduit aux lemmes suivants :
Lemme Al :
L’ellipsoide e={x=Qy+x|y'y <1},
Est inclus dans le polyédre P ={x € R"|alx — b; < 0},
Si et seulement si lQa;|l + afx, —b; <0
L application du complément de Schur conduit a :

l(bi_a;'th)P “ lzo, Vi=1,2, ..metP=0Q2

a; (b; — a;x.)

Cette inéquation est facilement solvable (LMI) si x. est connu ou nul (ellipsoide centré a 1’origine).
Lemme A2 :
Lellipsoide centré a [’origine e = {x|x"Px < 1}
Est inclus dans le polyédre P ={x € R"|alx — b; < 0},

. ! P ,
Si et seulement si [ ¢ 2] >0,Vvi=12,..m
a; bj
Définition: (Cone)
Un cone elliptique de sommet x. est un ensemble de la forme :
Co={x€R"|(x —x)'P(x —x,) <0}
OU Pt = P €R™ posséde (n—1) valeurs propres positives et une valeur propre négative.

Ou apres changement de variable :

w:{(é’l)em

On peut choisir y,, = 1 si on désire limiter le volume du cone et en utiliser la formule du volume de
I’ellipsoide.

y'Py < 3,2}, PERO-DX0D, Pt = > 0,3, >0
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Régions coniques :

e Siune région d’espace (; contient I’origine et doit étre délimitée par des demi-espaces,
ils doivent étre au moins au nombre de deux et elle peut étre décrite par une forme
quadratique comme sulit :

Cix =0 et C5x = 0 Elle peut étre décrite par la forme quadratique suivante :
XtQ()X > (0 avec QO = C1C5 + CzCi

e Si une région d’espace ; he contient pas ’origine C'x +d = 0, elle peut étre décrite
par la quadratique suivante :

zQ.z' >0 Ou z=[x 1] et Q; = [0, C;C" 2d].
e Siune région d’espace ; est décrite par:
Cix+d; =0 et Cix+d, =0
Alors il faut prendre en considération toutes les combinaisons des demi- espaces.
Inégalités matricielles linéaires (LMI) :

Une inéquation matricielle linéaire (ou LMI selon I’acronyme anglo-saxon) est une expression de la
forme :

F(x) =Fy+ xyF1 + ... ...x,F, >0 (1-1)
Ou

o X =(X{,X3 e ume X,) estun vecteur de n nombres réels appelés variables de décision.

Fo, Fq,.......F, est un ensemble de matrices symétriques réelles (ou complexes), donc
(F; € D™X™ (ou H™*M),

Le symbole d’inéquation > signifie que F(x) est définie positive i.e. les principaux mineurs de
F(x) sont positifs.

Donc F: X —D™*™ (ou H™™) est une fonction affine de I’espace vectoriel X dans
Sme (Ou mem)

Pour la fonction affine qui associe a chaque x, la fonction :
F(x) = Fg + T(x) (1-2)
Ou T est une transformation linéaire, si X est de dimension finie n de base (eq,e; ... ... e,) donc
chaque X€ X peut s’écrire: x = YL ; xjej, par suite ona
TC) = T(ZLixe) = TihaxFy . F = T(e). (1-3)
Finalement la forme (1-2) est obtenue.
LMI en automatique :

Généralement en automatique 1’expression (1-1) apparait comme fonction de variables matricielles
au lieu de variables de décision scalaires i.e. X=R™*™ un bon exemple est I’équation de Lyapunov :
F(X) = A'X + XA +Q <0 ou A, Q sont des matrices R™*™ données et X est la matrice inconnue de
dimension mxm. cette LMI est un cas particulier de (1-2) (tout en prenant F, = 0 et F(X) = —A'X —
XA — Q) en considérant une base quelconque de X (eq,e; ... ... e,), tout X appartenant a X est
représenté par : X = X, x;e; , ce qui donne :

F(X) = F(Z]n=1 Xje]') = FO + Z]‘n=1 X]' F] . (1'4)
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Les coefficients x; dans le développement de X, constituent les variables de décision, leur nombre n
correspond & la dimension de X. Le nombre n est tel que Max(n)=m? selon la structure imposée & X,
pour une matrice X symétrique de dimension mxm, on auran = m(m + 1)/2 éléments.

La LMI (1-4) est convexe en la contrainte x i.e. I’ensemble {X|F(X) > 0} est convexe, elle peut
prendre n’importe quelle forme spéciale et couvrir donc une grande variété de problémes convexes.

Propriétés :

e Plusieurs LMI peuvent se transformer en une seule LMI, en effet, F;(x) > 0,F,(x) >
0, ..o Fr(x) > 0 est équivalent a diag (F;(x), F,(x), ... ... Fr(x)) > 0.

e Transformation de congruence : pour une matrice M carrée et T non singuliére, le produit
T*MT est appelé transformation de congruence de M. cette transformation ne change pas le
nombre de valeurs propres négatives et positives par conséquent M>0 si et seulement si
T*MT > 0.

M,

M ] , M4 carrée et non singuliére et la matrice
22

. ) M
Considérons une matrice M = [Mll
21

TR I 0 . N
non singuliere T; = [ MMt I] ce qui conduit a :
M1 M2

0

M>0< [M“
0 My — MLM My,

] >0 (1-5)
_m—1 t )
De méme en considérant T, = [(I) MZZI M1 ] on obtient :

— My Mz7My; 0

(1-5) et (1-6) constituent bien le puissant outil du complément de Schur qui permet de
linéariser certaines inéquations matricielles non linéaires (NMI).

M>0s [M“ >0 (1-6)

e LMI non strictes :

Les probléemes LMI peuvent étre constitués par des LMI stricts et/ou de LMI non stricts.
Généralement, lorsqu’il y a solution aux LMI stricts (celles prises en charge par le toolbox
LMI du Matlab), il y a aussi solution aux LMI non stricts. De plus, lorsqu’il y a optimisation
de certain critére supplémentaire, les deux valeurs optimums coincident. Cependant, certaines
LMI non strictes n’auront pas de solutions lorsqu’elles sont remplacées par des LMI strictes :

Exemples :

P 0 : B P 0 , .
[0 —P] > 0 a une solution (P = 0) alors que [O —P] > 0 n’a pas de solution,

De méme pour :
[P 0

0 O] > 0 a une solution pour (P > 0) alors que [g 8] > 0 n’a pas de solution.

Certaines LMI non strictes ou LMI multiple (p.ex. : LMI strictes avec contrainte additionnelle

d’égalité) peuvent étre transformées en une seule LMI réalisable (solvable avec le toolbox LMI
du Matlab).
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Exemple :
Considérons les deux LMI multiples suivantes, avec F: R™ — D est une fonction affine, et pour des
matrices A, B et des vecteurs a, b.
F(x) >0 { F(x) >0 ]

{sza Ou x=Bu+b, ueu (1-7)

Plus genéralement, ces LMI multiples peuvent étre de la forme suivante :
{F(X) >0
XEM

Ou M est un ensemble affine de R", cette LMI multiple peut étre transformée en une seule LMI
F(x) > 0 en éliminant la contrainte affine comme suit :

(1-8)

Tout ensemble affine peut étre écrit sous la forme suivante :
M={x€eRx=%x;+m, me My}
Avec x, € R et M, un espace linéaire de R" et de dimension dim(M,) =10 (i <n) et soit
(eq,€g v ... ey) sa base, alors en utilisant la décomposition (1-3) la LMI (1-8) s’écrit :
F(x) >0

=F + T(xo + X1 x;¢;) > 0

=Fy + T(xo) + Xj-;1 X, T(ej) > 0

=Fy + x;F; + x,F5 o +x5F5 >0

=F® >0
Finalement la LMI (1-8) est équivalente & F(X) > 0 avec Fy = Fy + T(x0), F; = T(e)) et & =
(X1, X2 wee e x;)t sont les coéfficients de (x — x,) dans la base de M.

Ces propriétés sont tres utiles pour la formulation des questions de stabilité et de stabilisation des
systemes commutés par des LMI a contraintes convexes.

Inégalités matricielles bilinéaires (BMI)

Les BMI représentent une généralisation des LMI, Elles sont des inéquations matricielles qui font
intervenir des produits d’inconnus matricielles et scalaires ce qui complique leur résolution. Les BMI
ne sont pas des probléemes convexes et peuvent avoir plusieurs solutions locales. Par conséquent, les
techniques d’optimisation convexe employées pour résoudre les LMI ne sont pas applicables en
général, mais selon la taille du probléme en main, les techniques de griding-up ou de changement de
variables pour les variables scalaires sont toujours possibles.

LMI standards :

Parmi les problemes les plus rencontrés, les trois problemes suivants généralement associés aux
LMI sont pris en charge par le toolbox LMI du Matlab:
e Probleme de réalisabilite ou faisabilité : il s’agit de trouver 1’ensemble S des x tel que
F(x)>0.
La facgon la plus simple d’attaquer ce probléme est de chercher le vecteur X minimisant le
scalaire t tel que :

—F(x)<tl (1-9)
Si la valeur minimale de t est négative, alors le probléme est faisable c'est-a-dire I’ensemble
S n’est pas vide.
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e Probleme de valeurs propres (EVP, EigenValue Problems) : il consiste en la minimisation
de la plus grande valeur propre d’une matrice symétrique F; sous contraintes LMI.

A—F,(x)>0
Fy(x) > 0
e Probleme de valeurs propres généralisées (GEVP, Genalised EigenValue Problems) : il

s’agit 1a de minimiser la plus grande valeur propre généralisée d’une paire de matrices
F1, F, sous contraintes LMI.

minimiser A tel que { (1-10)

}\Fz (X) - Fl (X) >0

minimiser A tel que F,(x) >0 (1-11)
F3(x)
Les deux derniers problemes peuvent étre considérés comme une optimisation de la forme :
min, f(x) tel que {F(x) >0 (1-12)

Différents types d’algorithmes peuvent étre utilisés pour résoudre ces trois problémes : Simplex,
ellipsoides ou les méthodes des points intérieurs qui s’averent les plus efficaces (voir résolution
numériques des LMI).

Complément de Schur

Le complément de Schur est une propriété qui permet de passer d’une inégalité matricielle a une
autre, comme c’est déja vu le résultat est issu directement de 1’utilisation de la transformation de
congruence :

Qx) S { R(x) >0 - { Qx) >0
S(x) R(x) Q(x) — S(X)'R71S(x) > 0 R(x) — S(x)Q7IS(x)! >0

Avec Q(x) = Q(x)Y, R(x) = R(x)' et S(x) sont affines en x.

>0

S-Procédure pour des fonctions quadratiques et des inéquations non strictes :
Considérons une collection de (m+1) fonctions quadratiques :
Fi(X) = XtAiX + bitX + Ci, Ait = Ai' i= 0, 1, ...... m.

On veut tester la condition : Fy(x) > 0 pour tout x telque: F;(x) =0, i= 1,..... m.
La S-Procédure donne une condition convexe suffisante :

S’il existe T; = 0 telque pour tout x, Fy(x) — X%, T; Fi(x) = 0 alors la condition est satisfaite.
Par exemple le cas pour m=1: S’il existe un x tel que F;(x) > 0, la réciproque est vraie.

Voici une autre variante n’utilisant que des inéquations strictes et formes quadratiques (fonctions
quadratiques sans constantes ni termes de linéarité) :

Laconditionque: x'Agx > 0,pour x # 0 et x'A;x > 0,i = 1,...... m.
Est vraie s’il existe T; > 0 teque Ay — Y%, T A; > 0.
1.4. Optimisation convexe :
Un probléme d’optimisation convexe est généralement de la forme :
fi(x) <0, i=1,..m

minimiser f,(x) tel que { ¢

Ry (1-13)

x=b;, i=1,..p

ou les fonctions f;(x), i =0,..m sont convexes et les fonctions d’égalité g;(x) = ajx—b;, i=
1,..p sont affines.
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On notera que I’ensemble de réalisabilité de cette optimisation est convexe puisqu’il est égal a
I’intersection de m sous-ensembles convexes et de p hyperplans. Le probléme restera toujours
convexe si seulement la fonction objective fy(x) est concave et on désire la maximiser. Deux
avantages sont a retenir de la formulation de problémes d’optimisation en optimisation convexe :

e Il n’existe pas de minimum local pour la fonction objective, le résultat obtenu est optimum
au sens global.

e De puissants outils numériques existent pour résoudre ce genre de probléme en un temps
raisonnable.

Heureusement, la majorité des problémes d’optimisation en théorie des systémes peuvent étre
formulés en une optimisation convexe.

Définition: (optimum local et global)

Soit D un sous-ensemble d’un espace normé, un élément x* est dit optimum (minimum) local d’une
fonction f: D —»R Si vxe D, 3 >0 tel que :

f(x*) < f(x), pourtoutx: |[[x —x*|| < e

L’optimum est dit global si f(x*) < f(x), pour toutx € D.
Définition: (optimum de fonction convexe)

Si une fonction f: D —R est convexe, alors toute solution optimale locale de f est une solution
optimale globale de f. si f est strictement convexe alors cette solution optimale est unique.

Programmes convexes :

En automatique, on vise essentiellement la stabilité et la stabilisation des systemes commutes et la
formulation LMI de ces probléemes (donc convexe) en se basant sur la théorie de Lyapunov. Comme
il est déja connu, le seul probléme avec cette théorie est 1’absence de méthodes systématiques pour la
recherche des fonctions d’énergies. D’autres part si on échoue de trouver de telle fonction, aucune
conclusion ne peut étre tirée en ce qui concerne la stabilité des systémes. C’est dans ce cadre la
qu’intervient I’optimisation convexe comme outil mathématique efficace en fournissant une méthode
systématique de recherche de fonction de Lyapunov en exploitant les contraintes d’évolution du
systeme.

D’une manicere générale, 1’optimisation convexe (1-13) appelée aussi programme convexe s’écrit :
Min f(x) tel que x € D (1-14)

Ou f: R"™ — R est une fonction convexe et ’ensemble D c R" est convexe.

Programmes linéaire (LP) :

Un des cas particulier des programmes convexes de type (1-14) est le programme linéaire (LP) dans
lequel f(x) est linéaire et I’ensemble D est exprimé par des égalités et inégalités linéaires et posséde
donc une structure polyedrale.

min c'x telque Ax<b (1-15)
Ou XeER™, ceR™, AER™*™X heR™ et m le nombre de contraintes.

Pour ce type de programme convexe, il existe des méthodes de resolutions numériques efficaces
telles que les algorithmes des points intérieurs (voir section ci-apres).
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Programmes quadratique (QP) :

Un autre type de programme convexe largement utilisé en automatique est le programme quadratique
(QP) dans lequel la fonction objective f(x) est quadratique (convexe) toujours avec une structure
polyedrale de I’ensemble D.

min x'Qx+c'x /Ax<D (1-16)
Ou QeR™*mx (=Q" > 0, XER™, cER™, AER™*™* beR™ et m le nombre de contraintes.

On notera que les programmes LP sont un cas particulier des QP. De méme que les LP, les
programmes quadratiques peuvent étre résolus en un temps polynomiale mais moins rapidement que
les LP.

Programmes semi-défini (SDP) :

Un programme semi-défini est une géneéralisation des programmes linéaires ou les contraintes
d’inégalités sont remplacées par des inégalités généralisées de type LMI.

{ Fox) + X tF(x) <0, i=1,..m
Ax<b
Probablement c¢’est le type de programmes le plus exploité en automatique, un exemple typique est la

formulation des questions de la stabilité et la stabilisation des systémes lineaires et non linéaires par
le concept de Lyapunov.

min c'x tel que (1-17)

Résolution numérique des LMI :

Depuis le début des années 90, les scientifiques ont reconnu que la plupart des problémes de
commande et d’optimisation peuvent se formuler en une optimisation convexe a base de LMI.
Toutefois, les algorithmes de 1’époque telle que 1’algorithme des ellipsoides [développé dans les
années 70] n’étaient pas efficaces pour la résolution des problémes convexes. La taille du
programme était approximativement une fonction exponentielle du nombre de parameétres, cela a
conduit les gens a s’intéresser a 1’algorithme rapide de [Karmarkar 1984] initialement développé en
1984 pour les programmes lin€aires et son extension aux problemes d’optimisation a contraintes
LMI par [Nesterov 1988]. Depuis, plusieurs variantes et améliorations ont été proposées et
I’efficacité de I’algorithme a été reconnue, 1’apparition des monographes de [Nesterov & Nemirovski
1994, Boyd & al 1994] font I’apogée de la popularit¢ des LMI et de 1’algorithme des points
intérieurs. Une propriété importante de la méthode des points intérieurs est leur complexité
polynomiale, c'est-a-dire que le nombre d’opérations nécessaires pour résoudre un probléme avec
une précision donnée est une fonction du nombre d’inconnus et celui des contraintes. Plusieurs outils
numériques (solveurs) a base de 1’algorithme des points intérieurs sont maintenant disponibles pour
résoudre les LMI, la premiere implémentation software a été gratuitement commercialisée comme un
toolbox utilisable avec Matlab (initialement développée pour Scilab en 93) par Gahinet, EI Ghaoui
en 1995. Un autre solveur populaire est le SeDuMi développé par Sturm en 99 tous deux
interfacables avec le fameux outil YALMIP développé par Loftberg en 2004.

Vue le rdle important des algorithmes des points intérieurs Dans la résolution des problémes
convexes, nous donnons dans la section suivante, le principe de base de la version la plus simple de
la méthode.

Meéthode des points intérieurs :

D’une maniere générale, pour les méthodes des points intérieurs les contraintes sont remplacées par
une fonction de pénalité et 1’optimisation se poursuit par résolution successives de problémes sans
contraintes. Le principe est le suivant :

Soit F une fonction affine avec F; = Ff € R™", et la LMI suivante :
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F(X) = FO + XlFl + ... ""XmFm >0 (1'18)

Et soit D = {x|F(x) > 0} le domaine d’une fonction convexe f: D —R dont on veut minimiser, ainsi
le probléme consiste en I’optimisation convexe suivante :
min, f(x)

tel que F(x) > 0 (1-19)

X" = inf,¢p f(x) Ou équivalemment {

Pour résoudre ce probléme i.e. trouver la/les solutions optimales, il est d’abord nécessaire
d’introduire une fonction barriére @ telle que :

e () est strictement convexe a I’intérieur de D

e Approche +oo pour toute séquence {x,}7> dans D qui converge vers les points de bordure
(limite) de D.

En utilisant une telle fonction barriére, notre probléme d’optimisation a contrainte qui consiste a
minimiser f sur tout x€ D est remplacé par I’optimisation sans contrainte qui consiste & minimiser la
fonction convexe (au sens stricte dans R™) suivante :

f.(x) = tf(x) + 8(x) (1-20)
Ou t >0 est appelé paramétre de pénalité.

Le principe est de déterminer une application t—x(t) qui associe a chaque t >0 un optimum X, (t) de
f.(x). Puis en variant t, cette optimisation est généralement résolue par la technique itérative de
Newton-Raphson pour approximer le minimum x,,, de f;(x). Ainsi, pour une séquence du parametre
de pénalité t, (t, — o0 quand t » ), 0N aura X,p; (ty = Xepr quand t — o0) ol x* = f(Xp ) €st
solution du probléme convexe original (1-19).

Pour I’implémentation, On utilise plutdt souvent pour la minimisation la fonction convexe suivante :

g8:(x) = Po(t = f(x)) + B(x) (1-21)
Out >ty = x* et @, est une fonction barriere pour le demi-axe positif des réels. De méme, 1’objectif
serai de déterminer le minimum x,, (t) de g.(x) pour t >0. C'est-a-dire que a chaque t; on aura un
minimum x,,. (t;) et la trajectoire x,, (t) quand t varie est appelée trajectoire (ou chemin) des
centres. Sous certaines conditions x,, (t) est analytique et posséde une limite lorsque t — t,. Le
point X,pe = lime_¢, (Xopt (£)) €st optimal dans le sens ol x* = f(X,,¢) puisque pour t >t, on a
f(xope) < t.
Les méthodes des points intérieurs peuvent étre appliquées aux problemes de réalisabilité et ceux
d’optimisation définis précédemment.

Probleme de réalisabilité :

Pour le probléme de réalisabilité f n’est pas définie et le probleme se réduit a :
m
D= {X|F(X) = F() + z XiFi > 0}
1

Toujours pour une fonction affine F telle que F; = Ff € R™*", D’objectif est de trouver I’ensemble
des {x|F(x) > 0}. sachant que pour une fonction F(x) affine en x telle que F; = Ff € R™*", la
fonction définie par log detF(x)~! est une fonction convexe en F, donc la fonction suivante peut
étre candidate pour servir comme fonction de barriere :

-1
O(x) = {log detF(x) pour x € D (1-22)
o ailleurs
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En supposant que I’ensemble D est borné et non vide, ce qui veut dire que @(x) est strictement
convexe dans D et possede un seul minimum (global) noté @(x*), le point x* est appelé centre
analytique de I’ensemble de réalisabilité D ou de LMI F(x)>0.

X" = arg min, @(x)

_ { arg max, log det F(x) (1-23)

F(x) >0
Ce minimum est ensuite facilement calculable par la technique itérative de Newton-Raphson qui
converge quadratiquement vers le centre analytique x*.
Probléme d’optimisation :

En générale, le probléme d’optimisation consiste en une minimisation sous contrainte de la forme (1-
19) :

min, f(x)

{minX f(x)
x€D

F(x) > 0

Plus précisément, il s’agit de trouver: x* = inf g f(x).

Ou équivalemment {

Ce probleme peut étre facilement transformé en un probleme de réalisabilité comme suit :

3 t—f(x) O
Fo(x) = ( . F(X)) >0 (1-24)
Ou comme mentionné précédemment, t > t, = x* est le parametre de pénalité. En utilisant toujours
la fonction barriére (1-22) pour la LMI (1-24), on aura I’optimisation sans contrainte qui consiste a
minimiser la fonction strictement convexe suivante :

g (x) = logdetF,(x)™! = logm + log det F(x) ™1 (1-25)

00 (~1(0) P

La sequence du minimum global x, (t;) de g.(x) converge vers x* = inf,¢s f(x) quand t—t,.

Note :

Il existe des versions d’algorithme d’implémentation plus récentes et plus rapides de la méthode des
points intérieurs que nous n’avons pas pu consulter. D’autre part, il y a aussi des solveurs
spécialisées qui sont sophistiquées donc plus efficaces et peuvent prendre en charges certains types
de BMI ou des LMI a contraintes d’égalités, ces solveurs ne sont pas commercialisés et ce n'est pas
facile de se procurer d’eux. A ce niveau de graduation, Nous pouvons se contenter des résultats
d’optimisation pouvant étre obtenus par le LMI du Matlab.
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