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INTRODUCTION GENERALE

Le mathématicien allemand David Hilbert (1862-1943), le
premier a avoir introduit de maniére systématique les espaces qui
maintenant portent son nom, est connu pour les 23 fameux probléemes
qu’il proposa au congrés international des mathématiciens en 1900.
Ses idées ont profondement marque I’ensemble des mathématiques
jusqu’a I’heure actuelle, en particulier en introduisant des méthodes
géometriques en Anayse, donnant ainsi naissance a un domaine
important des mathématiques : I’ Analyse fonctionnelle.

Les méthodes géométriques présentées dans ce mémoire sont basees

sur lanotion de produit scalaire et d’orthogonalité.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres, dans le premier,
nous allons présenter un rappel concernant quelques notions d’algebre
linéaire. Dans le second chapitre, nous allons présenter aussi un rappel
concernant quelques notions indispensables sur la théorie & émentaires

des distributions.

Dans le dernier chapitre, nous allons présenter une étude
approfondie sur les espaces de Hilbert, ans que les principaux

résultats qui sont vraie dans ces espaces.

On termine par un conclusion générale.
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NOTATIONS

Ouvert de R™.
Espace des fonctions € dans Q.
Espace des fonctions C* a support compact dans Q.
Espace des distributions de L. Schwartz.
Espace des fonctions carrées intégrables sur Q.
Paire de dualité.
Dérivée partielle par rapport au multi-indice a.
L ongueur du multi-indice.
{x =001 &n ) 2k=alékl? < 0}, 0<p < 0.
Ensemble des fonctions intégrables par rapport a u.
{f:A > X}.
Ensembl e des combinaisons linéaires finies sur A.
{f: A - K, f continue}.
(814, 621, -+ ).
Somme directe de X; et X,.
Distance métrique entre X et .
Distance de x, a A.
Norme de x.
Espace norme.
Produit scalairede x et y.

X et y sont orthogonaux.



A A, A; est orthogonal a A,.

Al Complémentaire orthogonale de A.

Hy= ek N {x;x = 23l &kers 2i=aléil® < oo}

Cy, (x) Coefficient de Fourier de x par rapport a x.
>0 sup{¥r-1a;,;n N}

H, {x =73 u&e; 2ialéil? < oo}
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Quelques notions
d’algebre linéaire




Chapitre I: Quelques notions d’algebre linéaire

- INTRODUCTION: :

Nous étudions dans ce chapitre quelques rappels d’algebre lineaire qui seront utiles

ultérieurement.

1. Espacevectorid :

Soit K = R ouC. Un espace vectoriel sur IK est un ensemble non vide dont les ééments
sont appelés vecteurs muni d’une opération binaire appelée addition +: E X E - E et d’une

multiplication scalaire- :K < E - E tel que (E, +) est un groupe commutatif c'est-a-

dire :
(x+y)+z=x+y+2), xyz E,
0 E:x+0=x, x E,
x E, —x E x+(—x)=0,
x+y=y+x, xy E;
La multiplication scalaire satisfaisant
(a+pB)- x=a-x+p-x,
a-(x+y)=a-x+a-y,
- (B-x) = (ap) x
l-x=x, x,y Eaf K
2. sous-espace vectoriel :

Nous dirons qu’un sous-ensemble M de E est un sous-espace de E s’il est

stable pour les opérations de E, autrement dit si
x+y M,
ax M, x,y Ma K

Il s’ensuit que M est un espace vectoriel pour I’addition et la multiplication

scalaire héritée de E.

-




Chapitre I: Quelques notions d’algebre linéaire

3. Application linéaire :

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme corpsK. Une

application T: E - F est ditelinéaire si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. T(x+y)=T(x)+T(y) pour x,y E.
2. T(ax) = aT(x) pour x Eeta K

3.1Noyau et I’image d’une application linéaire :

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K, est une application linéaire
T:E- F, I’ensemble {x E:Tx =0} est appelé le noyau de T et est noté Ker T.
L’ensemble{Tx x E}, noté R(T), est I’image de T.

Lemme :

Si T E- F est linéaire, alors Ker T est un sous-espace de E et R(T) un
sous-espace de F.

3.2L’espace vectoriel des applications linéaires:

Si E et F sont deux espaces vectoriels surlK , on notera L(E,F) I'espace
vectoriel des applications linéaires de E dans F.

* = {f_: f  L(E,K)} est appelé le dual algébrique de E.
Rappelons que sif: E - K, alors sa fonctionnelle conjuguée est:

f_:E - K x - f(x); 2z deésignant le complexe conjugué de z.

4. Forme bilinéaire :

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K et une application
P ExF K (x,y) - o(xy)
On dit que ¢ est une forme biliniéaire si pour tout x

E, I’application ¢(x,)
est linéaire et si pour tout y F, I’application ¢(:,y) est linéaire.

Les formes sesquiliniéaires sont définies lorsque le corps de base estC.

-



Chapitre I: Quelques notions d’algebre linéaire

Forme bilinéaire symétrique :
Soit ¢ une forme bilinéaire sur E. On dit que
— ¢ est symétrique s pour tout(x,y)  E% @(x,y) = @, x),
_ @ est antisymétrique si pour tout (x,y)  E?, o(x,y) = —@(y, x).

5. Forme sesquilinéaire :
Soient E et F deux espaces vectoriels sur C et Une application

@:EXF - C

(x,y) - o).

On dit que ¢ est une forme sesquiliniéaire si pour tout x E, I’application
@(x,) est linéaire et si pour tout y F, I’application ¢(:,y) est anti-linéaire
(i.e. pour tout yi,y> F,o(x,y1+y2)= @(x,y1)+ @(x,y2) et pour tout Z C,
pour tout y F,@(x,Ay) = Z_(p(x,y).

5.1 Forme sesquilinéairea symétrie hermitienne :

Soit ¢ une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel E surC . On dit que ¢ et a

symétrie hermitienne si pour tout (x,y) E?, ¢ (x,y) = oy, x)
5.2 Formes hermitiennes:

On appelle forme hermitienne sur un espace vectoriel E sur C, toute
application de laforme
Y E—R x - @o(x,x)

Ou ¢ est une forme sesquilineaire a symeétrie hermitienne.
6. Produit scalaire hermitien:

Un produit scalaire hermitien sur un espace vectoriel complexe E est une
application , :ExE - C qui est linéaire en premiere variable, sesquilinéaire
en sa deuxiéme variable, a symétrie hermitienne et qui vérifie

x E, x,x =0 avec égalité si et seulement six =0.

-



Chapitre I: Quelques notions d’algebre linéaire

Exemple :

1) E=R?, x,y =Y %Y -

2) E= C(Ja,b],R) avec —o <a < b < +o
f.g9 = [ f(g(tydt.
Définit un produit scalaire sur E.

7. Espacesvectorielsnormes:

La valeur absolue sur R ou le module sur € sont notés | - | , chacun est une norme et
induit donc une notion de distance sur leur espace respectif, ce qui permet des considérations
de convergence et de continuité sur ces espaces. Nous allons étendre ce concept aux espaces

vectoriels généraux.
7.1 Normes et semi-normes ;
Dé&finition :

Une semi-norme sur un espace vectoriel E est une application

p: E - R* vérifiant les deux conditions suivantes :

p (ax) = lal p(x),
p(x +y) =p(x) +p(y), xy Ea K
Une norme sur E est une semi-norme, notée usuellementll-ll, qui vérifie de

plus
Pour tout x E : llxll =0si et seulement si x =0.

Le couple (E.p) (respectivement (E,Il-Il)) est alors appelé un espace vectoriel

semi-normeé (respectivement normé).
Lemme:

Si (E,p) est un espace vectoriel semi-normé, alors :

e Ip(x) — p(WI=px-y), xy E,
e |le noyau Ker p est un sous-espace de E.

-



Chapitre I: Quelques notions d’algebre linéaire

e SIiT L(EK)alorspoT:E - R* estune semi-norme sur F. Si, de plus,

p est une norme, alors |I'application

d EXE-R':(x,y) - p(x-Y)

est une distance sur E.

L espace vectoriel E muni d’une distance d s’appelle espace métrique.

7.2 Convergence:

Si (E.p) est un espace vectoriel semi-normé, alors on dit qu'une suite
(x,)n nde E converge versx E (en abrégé x,, - x) si lim,,_ ., p(x, —x)=0.
Soit S un sous-ensemble de E, alors la fermeture de S dans E pour la semi-

norme p est §_={x E: x, S m Ntelsquex, - xdansE}.

S est dit fermési §=28.

A noter que S est toujours fermé.

Lemme:

Si (E,p) est un espace vectoriel semi-normé et M un sous-espace de E,

alors M est un sous-espace fermé de E.

7.3 Continuité:
Soient (E,p) et (F,q) deux espaces vectoriels semi-normés et une
application T : E - F (pas nécessairement linéaire). On dit que T est

continu en x E si et seulement si
€>0, >0 y E:px—y)<é§==>q(Tx—Ty) <=
T est dite continu si T est continu en tout point de E.

Théoréme (1):
T est continu en x si et seulement si x,, -~ x dans E impligue que

Tx, - Txdans F.

-



Chapitre I: Quelques notions d’algebre linéaire

Théoréme (2) :
Si T est une application linéaire de E dans F, alors les trois assertions
suivantes sont équivalentes :
1) T est continu en O,
2) T est continu,
3) il existe une constante K =0 telle que
a(T(x)) = Kp(x), x E.

7.3.1 L’ensemble des applications linéaires continues :

Soient (E,p) et (F, q) deux espaces vectoriels semi-normés, alors on
désigne par L(E,F) |I'ensemble des applications linéaires continues de E dans
F. C'est un sous-espace de L(E.F), dont les éléments sont usuellement appel és

opérateurs bornés de E dans F.
Théoréme (3) :

Soient (E,p) et (F,q) deux espaces vectoriels semi-normés, alors pour
tout T L(E,F), on pose |T|= supy ppu<19(T(x)). Alors |-]| est une semi-

norme sur L(E,F) et on ales égalités :
|T| = SUDy EE:p(x)zch(T(x))
=inf{fk > 0 q(T(x)) < Kp(x), x E).

Des lors, on a q(T(x)) < |T|p(x), x E.Enfin, si q est une norme, alors | - |est

une norme.
7.3.2 Le dual topologique :

On note
E' = (f_ f L(E,K)} = {f E :f estcontinue}.

le dual topologique de E. Grace au théoreme précédent, c'est un espace

vectoriel normé, pour la norme

"f"E/ = Supy EE:p(v)sllf(v)l-




Chapitre I: Quelques notions d’algebre linéaire

7.3.3 Normes équivalentes :

Deux normes Il-ll et ll-ll'sur un espace vectoriel E sont dites équivalentes

s'il existe deux constantes positives C;, C, telles que

Cllxll" < llxll < G, lixll', x E.
Il résulte immédiatement de cette définition que les notions de continuité et de convergence

sont identiques pour deux normes équivalentes.
8. Espacescomplets:

Soit (E, p) un espace vectoriel semi-norme. Une suite

(x,),, n de E est de Cauchy si et seulement si
'€>0, N>O0telquep(x,—x,)<e mm N.
On dit que (E,p) est complet si toute suite de Cauchy de E est convergente.
Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.
9. Définition (Ensemble danse) :
Une partie G de H est dite dense dans H si
h H, >0 g G;llg—nhll<g,

ou de maniere équivalente si tout h de H est limite d’une suite d’élément
gnde G:llg, —hll - 0.

Théoréme (4) :

Tout espace semi-normé (E,p) (respectivement normeé) admet une
complétion (F,q), c'est-a-dire que (F,q) est un espace semi-normé complet
(respectivement normé complet) et il existe une application linéaire injective
| de E dans F vérifiant R(I) est dense dans F et | préserve la semi-norme

(respectivement norme) : q(l1(x)) = p(x), pour tout x E.
Théoréme (5) :

Si (E.p) est un espace vectoriel semi-normé et (F,q) est un espace de

Banach, alors L(E, F)et E' sont des espaces de Banach.

0



Chapitre I: Quelques notions d’algebre linéaire

10. Définition (Ensemble totale) :

Une partie F de H est dite totale si I’ensemble des combinaisons
linéaires finies des éléments de F est dense dans H.

11.Définition (Equipotence):

Deux ensembles sont dites équipotense s’il existe une bijection de I’un

sur |’autre.

12. Définition (Ensembles dénombrables):

Un ensemble est dit dénombrable s’il équipotent aN, et au plus

dénombrable s’il est fini ou dénombrable.
13. Définition (Espace métrique est séparable) :

Un espace métrique est séparable s’il posséde un sous-ensemble

dénombrable dense.
14. Définition : (Ensemble convexe)

Un ensemble U E(espace vectoriel), est convexe si
x,y U, 2 [01l]lJonalx+(1—-A)y U.

<
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Chapitre Il : Rappel sur lathéorie é émentaire des distributions

I[I- INTRODUCTION:

En physique, on utilise souvent des fonctions singulieres dont les propriétés sont

contradictoire, ainsi par exemple, lafonction introduite par Dirac qui est définie par

0 six#0
+oo six=0

5(x) ={

| §()p(x)dx = ¢(0)

R
¢ Une fonction réguliere (Bonne fonction).
En particulier lorsque p(x) =1, x R f §(x)dx = 1.

Cette définition n’aucun sens, car la fonction § étant nulle presque partout son intégrale

doit étre nulle.
1. Fonctions de base (Espace de fonctionstests) :
Danstout lasuiten N.
1.1 Définition (Support d’une fonction) :
Soit /:Q R" - CouR,
Le support de f, noté suppf, est I’ensemble fermé suivant :
supp f ={x Q;f(x)# 0}
Remarque:

supp f étant ferme par définition, donc par la suite on remplace support borné par support

compact.
1.2 Définition (Fonctions de base) « Espacetest »:

On appelle espace test sur Q  R™ qui I’on note D(Q), I’espace des fonctions réelles

ou complexes définie sur Q indéfiniment dérivable a support compact clest-a-dire:
DQ)={f:Q - CouR;f C*(Q),suppf = K compact}

f D(Q) estappeléefonction test.
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Remarque:

D(Q) #
_1
) =R si x <1
0 si non
fR*" - R
suppf ={x R™f(x)#0}={x R" |x| <1} = B(0,1) compact.

Commef C®(R™ f D(R") D(R") =

x R™ |x| =/x2++x,2 Normeeuclidienne,
1.3 Définition (Convergence dansD(L)) :
Soit (¢,,) une suite de D(Q). On dit que ¢,, - 0 dansD(Q) s :

o Kcompact (K Q), n N:suppe, K.

o a N un multi-indice: D%p, - 0 uniformément Cc'est-adire:

sup|D%@n ()l o - 0.

Remarque:

Soit (¢,,) une suite de D(Q). On dit que ¢,, - @ dansD(Q) s et seulement si
@, — @ - 0dansD(Q).
1.4 Définition (Fonctionnelle continue) :

Unefonctionnelle T: D(Q) - K, est continue si et seulement Si :

(¢n) D(Q)

S ¢y - @dansD(Q) T(¢n) - T(p)
Remarque:

Si @, > 0dansD(Q) dors '@ N:D%p, - 0dansD(Q).
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2. Définition (Distribution) :
On désigne par D'(Q) le dua topologique de D(Q), c.-ad. :
D'(Q) ={T:D(Q) - K linéaire et continue}
Exemple: (Distribution de Dirac)
¢ D(Q):6u(9) = bup =¢(a)a Q
&, est une distribution appel ée distribution de Dirac au point a.
Exemple: (Distribution réguliére)

Soit f:Q - RouC localement intégrable (c.-a-d. intégrable sur toute partie bornée de Q)
L .(Q).

On pose

T(p)= Tro = fio = | fD) e(x)dx, ¢ D(Q)
a

Alors Ty est une distribution sur D(Q) appel ée distribution réguliére associée alafonction f .
Remarque:

Les distributions singuliéres sont des distributions que ne sont pas réguliére.

Proposition :

La distribution de Dirac au point a est une distribution singuliére, c.-a.-d. il n’existe pas une

fonction f localement intégrable telle que:

Sap = | fD) o) dx = p(a), ¢ D(Q)
Q

3. Multiplication par unefonction C* :
Soit f:Q - K(RouC)/f C* etsoitT D'(Q),alors I’application fT définie par :
o DQ: fT.o =T fop

est bien définie une distribution sur Q.

&
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supp(f.g) ={x Q;f(x).g(x) # O} = suppf n suppg

4. Dérivéedesdistributions:
Définition :

SoitT D'(Q),a N" ladérivée DT est définie par :

¢ D(Q): DT,¢ =(-1)\*T,D%

Proposition :
ST D(Q),a N ladérivée DT D'(Q).
5. Fonction de Heaviside :

On appelle fonction de Heaviside lafonction
H:R - R Définie par

_(1,x=0
H(x)_{O,x<0

H est localement intégrable sur R donc :

» D)
+00
Ho = [ HX)o)dx=| @(x)dx
R 0
Onveut calculer H' =?
o D(Q)
+00
Ho=—He =—| ¢@di=—-p@®}"

0

= —@(+) +@(0)= 6,¢ .

s
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6. Distributions associées a une fonction discontinue :
Soit f une fonction indéfiniment différentiable sauf en un nombre finie de points

xj,j =1,..,m s enchacun de ces pointsf est discontinue et si on désigne par h; I’oscillation

de faux points x;

hi=f(x%) = f(x7)
Alors

m

(1) =Ty + ) sy,
j=1

7. Support d’une distribution :

Soit Q un ouvert de R™

7.1 Définition (distribution nulle) :

On dit qu’une distribution T D'(Q) est nulledans Q si et seulement si
‘0 DQ): T, =0.

Exemple:

8, estnulledans R — {a} car :

¢ DR—A{a}): 6.9 =¢(a)=0.(a suppp R-—{a}
7.2 Définition (distributions égaux):
T.,.T, D'(Q);T,=T,dansQ - T, — T, = 0dansQ.

Exemple

1 x=0
H(x)={0 x<O0

fx)=1 x R

Ty =Ty T, =T




Chapitre Il : Rappel sur lathéorie é émentaire des distributions

Nous allons
T, =T, dans R’ = ]0, +oo[ car :
» D(RY)

T,—Tyo = Ti,o — Ty

+oo + e 400

| H@eWX)dx—| [fe)dx=| o¢x)dx—| ¢(x)dx=0.
0 0 0 0

Remarque:

SoitT D'(Q)

SST=0dansQ;, i [ =« T=0dansQ; = U Q;
7.3 Définition « support de T »:

Soit Q un ouvert de R™.

T D'(Q),onposeQ; =U;e;Q;/T=0dansQ;;i I
On appelle support de T, leferméde Q — Q,
suppT=Q—Q,.

Exemple:

supp 8, =?, supp 8, ={a}

Nousavons ¢ D(R—{a}):

T.¢ =¢(a)=0 (a supp o)

Q, = R—{a}, supp §, = R—Q, ={a}

supp Ty =7

x=0

H(x)={é x<0

f(x) =O0presque partout x R, T, =0dansR, supp Ty =
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Ty = | Hx)e(x)dx=0 ‘¢ D(RL)
R

Ty =0 dans R-

supp Ty = R— RL =R,

7.4 Propriétés:

e T D'(Q),¢ DQ)telque suppp nsuppT = Alors T, =0.
e T.,T, D'(Q), a Ka=#0.

Nous avons

% supp (T, +T,) suppT, suppT,.
% supp (aT;) = supp T,.

Remarque:
T D'(Q) supp T estcompact = supp Test borné.
Exemple:
supp 6, = {a} Compact.
8. ConvergencedansD’'(Q) :
Sait (T;,) une suite des distributions sur Q.
T, - TDansD'(Q) = ¢ D(Q): T,,,¢ - T,¢@ simplement.
9. Distributionstempérées:
9.1 L’espace J (espace desfonctions a décr oissance rapide) :
S={p:Q-K; ¢ C°Q)et k=0 'a N" |x|*D%p(x) -~ 0,|x| - oo}
Exemples:

x2 x*

1
p1(x)=e™,  @y(x)=e™", <p3(x)=m
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9.2 Convergencedans J :
Soit (¢,,) une suite de,
Onditque ¢,, - 0dansJI(Q) s et seulement s :

k=0 'a N" [x|¥D%p,(x) - 0 Uniformement.

Lemme:
D(R™)  J(R™)
9.3 Distributions tempér ées :
S'(R™) = {T:3(R™) - K, linéaire et continue}
T estcontinue = (@,):¢, JI(R™):s ¢, - 0dansF(R™") T(¢,) - 0.
Nousavons §'(R™) D’'(R").
9.4 Définition (fonctions a croissance lente a I’infinie) :
Unefonction f: R - R, est dite a croissance lente al’infini s :
m=>0, A>0:|f(x)] <A|x|"si|x] - oo
Pour toute fonction a croissance lente a I’infinie on associe la distribution tempeérée T définie

par :

@ IMRM):Tr,@ =Te() = | f()e(x)dx.
R

Remarque:
L’inclusion §' D' est strictecest-adire T D'etT ',
Si f unefonction localement intégrable T, @ = Tr(¢) =ij(x)(p(x)dx.

T, D'(R)ymaisTy J'(R).
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Contreexemple:

f(x) =e* Lloc(R)

1
p(x) = hx I(R)

e*+e”
R

2 X
| f)p(x)dx = f%dx - o,
R

)
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[11- INTRODUCTION :

Dans ce paragraphe, nous introduisons I’espace de Hilbert avec ses propriétes
élémentaires. Nous caractériserons les normes qui sont déduites d’un produit scalaire. S’il n’y

a pas de spécification le corps K est, comme auparavant, R ou C.
1. Définitions, propriétés genérales
1.1 Définitions (produit scalaire) :

Soit E un espace vectoriel sur le corpsiK. Un produit scalaire sur E est une application
@.E x E - Ktellequepour tout x, x,,x,,y E,etA K ona:

1. @(x,x) =0 etp(x,x) =0s et seulement si x = 0.

N

@(x,x) = (¥, x).
3. @(x; +x2,7) = o(x1,y) + o(x2,y)

4. o(Ax,y) = 19(x,y).

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace prehilbertien.
Remarque:
Les propriétés suivantes d’un produit scalaire induit par les axiomes 1) a4) :
i) 0,x = x,0 =0, pourtoutx E.
) im1 dixi, 2050 Yy = iz 2yea Ay X0 Yj s
Pour toutx;, y;, E, A, u; Ki=1. nj=1. m.
Exemple:
Considéronsles suites X = (¢4, ..., &5, ... ) tellesquepour unp  [1, ) fixélasérie

D &P

n=1
Converge.

L’ensemble de ces suite est noté par €,,.
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Pour p = 2, I’application , ; €, x £, - K donnée par

co

xy = lfn%

n=1
OuX =(&,&;,...)etY = (ny,m,, ...) estun produit scalaire.

Lasérie Y o, &, 77,, converge absolument puisque

1
|€nm| < E(lfnlz + |77n|2)

Et que lesséries 30, 1&,1% et 3.5,]n,|? sont convergentes.
Exemple (*):
Soit Q unouvertde K*etp [1,+oo]
Rappelons que I’on définit
LP(Q) = {f Lebesgue mesurablesur Q |f|? est Lebesgueintégrable sur Q},

Pour p=2, L?(Q) muni de I’application
fig =1 f©)-g() dt
Q

est un produit scalaire. Et on a

1/p

Wflloy = | 1£1Pdx |
Q

Exemple (**) :

Soit E I’ensemble de fonction continues et bornées sur R.
1 T -

f,.g = lim — t) - g(t) dt
fig = Jim szl f0-90

est un produit scalaire sur E.




Chapitre I11: Espace de Hilbert

Théoréme (1) (Inégalité de Cauchy-Schwarz) :
Soit E un espace préhilbertien. Alors pour tout x,y  E,
| xy|l< xx?. yyt2
Démonstration :

On procede comme d’habitude, pour cette inégalité, on introduit un parametre 1 R. De la

positivité du produit scalaire, on déduit
x—Ay,x—A1y =0 x,y E,1 R
Mais, delabilinéarité, on déduit :
x—Ay,x—Aly = x,x —21x,y +2%2y,y =0 x,y EA1 R
Ce trinbme du second degreé en A reste toujours positif. Nécessairement, son discriminant est
négatif ;
lxy P< xx - yy.
Ceci conduit a I’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Théoréme (2) :
Dans un espace préhilbertien E, I’application Il. IIl: E - R, donnée par
lxll = x,x Y2 pourtoutx E, estunenorme pour E.
Démonstration :
Nousavons llxll = 0 et llxll =0 si et seulementsi x = 0.

Deplus
Wxll = Ax, Ax Y2 = (A1 x, x )2 = (A% x, % )2 = |A| x,x Y2 = |A|lx]l.

Enfin
||x+y||2= x+yx+y = xx +xy +yx +yy
=lxl?+ x,y +(x,y) + |lyll?

= llxll2 + 2Re x,y + llyll?
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< x>+ 2| x,y | + llyll?
< lixlIZ + 2lixIyll + Nyll?
= (lixll + llyl)?,
D’ou
llx + yll < lxll + liyll
Lanorme Il. Il ainsi définie s’appelle la norme induite par le produit scalaire.
Remarque:

En utilisant la norme induite par le produit scalaire, les inégalités (1) et (2) deviennent

respectivement

| %,y | < lxlliyll

1
| xy|< E(lell2 + lIyl12).
Théoréme (3) (Loi du paralléogramme) :
La norme induite par le produit scalaire satisfait I’égalité
3 lx + yl2 + llx — yll2 = 2(lx11% + llyll?)

Démonstration :

En effet,
lx +yll2+llx—yll?= x+yx+y + x—y,x—y
=xx +xy +yx +yy+xx - xy - yx+yy
= 2(lxl1Z + liyli?) .
Les égalités

llx + yll2 +llx —yl?=2(x,y + y,x ) =4Re x,y

lx + iyll2 + llx — iyl = 4Im x,y
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Nous ameénent a
4 4x,y =lx+ylz—lx—ylz+i(llx+ iyll? — llx — iyll?)

Cette équation nous montre que deux produits scalaires différents sur E entrainent
deux normes induites différentes.
Théoréme (4) :

Un produit scalaire est une fonction continuée sur E x E, par apport ala norme induite.
Démonstration :

Soient xy,y, FE etlessuites{x,,;n N} FEet{y,;n N} Etelesque

I I
Xn, — X et y, — yo.Alors

| X0V — X0 Y0 | = | X — X0, + X0, Y0 — Yo |
= | jxn — X0 Yn I + | ij:yn — Yo |
< llx, — xg Iy, 11 + Ny lHly,, — I
d’ou
nIJTOO X Yn = X0, Yo -

1.2 Définition : (Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace complet par rapport ala norme induite par un produit
scalaire. En d’autres mots, un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est
induite par un produit scalaire.

Exemple:
L’exemple (*) est un espace de Hilbert.
Exemple:

L’espace préhilbertien de I’exemple (**) n’est pas un espace de Hilbert.

&
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Dans le prochain théoréme, nous alons caractériser les normes qui sont induites par un

produit scalaire.
Théoréme (5) :

Soit E un espace de Banach. E est un espace de Hilbert (i.e. sa norme est induite par un

produit scalaire) si et seulement si pour tout x,y  E,ona
(5) lix + ylIZ + llx — ylIZ2 = 2(lixl1? + liyll?)
Le produit scalaire est unique, et on a
6) xy = i(llx + ylI2 — llx — ylIZ + illx + iyll2 — illx — iyll?)
Démonstration :
La condition nécessaire est montrée dans le theoreme (3) par les égalités (3) et (4).
Supposons donc qu’on ait (5) et soit x,y donné par (6).

a) Montrons d’abord que llxll = x,x /2.

En posons x = y dans (6), alors pour tout x  E,
x,x = 7 (12212 = N0I2 + il (1 + i)xll? — ill(1 — i)xlIZ)
= < (AllxlZ + ] (1 + D)2 — i (1 = ) [IxlZ) = Nxli2,

b) Montrons maintenant que I’application ¢ = , :E x E - K. donnée par (6) vérifieles
conditions du produit scalaire.

1) Evidemment x,x = 0s et seulementsi x = 0.

2) X,y = i(llx + yll2 — llx — ylIZ + illx + iyll2 — illx — iyll?)

1
= 2y + 12— lly = xI12 = illy + ixli2 + ily — ixlI?)

1
=2 Uly + x> = lly = xlI +tlly + x|l — tlly —1x]|?)

= (y,x)
Puisque d’apres (6)

Im x,y = Re x,iy
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il suffit de montrer lalinéarité de lapremiére variablede ¢(x,y) = x,y pour lapartierédle.
3) Soientx;,x, ety Eetposonsu; = (x; +x,)/2 etu, = (x; —x,)/2
et nous avons, en utilisant (5),

Re x;,y +Re x5,y =Re uy +u,,y +Reu, —u,,y

1
= Z{"ul —+ u2 + y"z - "u1 —+ u2 - yIIZ =+ ||u1 - uz + yIIZ - "u1 - uz - yIIZ}

1
= Z s+ up + Y12 + g —w, + 112}

1
— Z{Ilu1 +uy, — ylI% + llu; —u, — yll?}
1 1
= E{Ilul + ylIZ + lly,lI?} — z{"u1 — ylIZ + llu, 1%}

X1 t+x
= {llu, + yI%2 —llu, — ylI2} = 2Re u;,y = 2Re = 5 2y,

D’autre part, en posant u; = u, nous obtenons
Re 2uy,y =2Re uy,y
ce qui entraine I’additivité de ¢ par rapport alapremiere variable
4) De I’additivité, nous obtenons pour toutn N
nx,y =nxy €t
x/In,y = x,y/n
cequi entrainepour A n,/n,, ny,n, Nque
(7 Ax,y =1x,y.
D’autre part puisque d’apres (6)
—X,y ==Xy
(7) reste vrai pour 2 Q et en utilisant la continuité de ¢ (respectivement des
normes) auss pour 4  R.
Il nous reste amontrer (7) pour A C. Il suffit dele montrer pour 1 = i
puisgue nous avons montréque A = a + Bi, a,f R,
(a+Bdxy =axy +pixy.
D’apres (6)

1
ix,y = Z(Ilix + ylIZ2 — llix — ylI% + illix + iyll? — illix — iyll?)
1
= Z(le + iyllZ — llx — iyl + illx + ylIZ — illx — ylI?)

=ixy et le théoréme est établi.
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2. Orthogonalité, décompositions orthogonales d’un espace de Hilbert :

Ce paragraphe est dédie a I’orthogonalité et la projection orthogonale qui sont
caractéristiques d’un espace de Hilbert. Plusieurs résultats de la premiere partie de ce
paragraphe s’appliqueraient aussi a des espaces préhilbertiens. S’il n’y a pas de spécifications

I’espace H est un espace de Hilbert sur R ou C.
2.1 Définition (vecteursorthogonales) :

Soit H un espace de Hilbert. De vecteurs x,y H sont orthogonades s x,y =0. On

notex .
Exemple:

Dans I’espace de HilbertC™, les vecteurs (1,0,...,0) et (0,1,...,0) sont orthogonaux.
Exemple:

Dans I’espace de Hilbert L? (j—;) sur |-, |, les déments e™ete™ nm 7 et

n #Z m sont orthogonaux. En effet,

Vs .
Linx eimx :i( 0 S!n;tm
! 1 sin=m.

)] 0O xpourtoutx H.

i) X y=y xSymérie

iii) x x x=0

iv) x x;etld Ki=1..,n x rAdixg

[
V) X Xpet X,—Xy, X X

Vi) Soit x;,x; =0,i#j, i,j=1,..,n dors

o, + -+ x, 112 = e 12 + oo+ Nl 12,
Si on prend n = 2, dans vi) on obtient
IIx1 + le|2 = "x1"2+"x2"2 si X1 Xz

Dans I’espace vectoriel R?, c’est le théoréme de Pythagore.

&
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2.2 Définition
Soient H un espace de Hilbert sur R etx,y H.L’angle 6 entre les deux vecteurs x et y
et donné par
X,y

cos 6 = {||x|/llyll
0 six=0o0uy=0,

si x#0ety#0

ou0=0=<m.
D’apres (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
on abien
—1<cosf <+1.

S x,y =0,x yetcos8 =0, d’oub =mn/2.
Théoréme (6) :

Dans un espace de Hilbert H sur R, laloi du cosinus vérifiée, i.e.

llx — ylI2 = lxl? + llyll2 — 2lxlyll cos 6,

ou @ est I’angle entre les deux vecteurs x et y.
Démonstration :

D’aprés 2.2ona x,y = cosé lixlliyll
et on dauss
lx—yll?=x—yx—y = x,x +y,y —2x,y
donc

llx — ylIZ = L2 + llyli2 = 21Nyl cos 6
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2.3 Définition :

Considérons deux ensembles A, et A, non vides d’un espace de Hilbert H. Nous dirons
gue A; est orthogonale a A,, noté par A; A,, Si pour tout x A, et pourtout y A, ona

x ycad x,y =0.
Théoreme (7) :

Soit A un ensemble non vide d’un espace de Hilbert H et soit A la cloture de A. S'il

exiseunx A tel quex A, aorsx =0.
Démonstration :

Soitx  A. Il existe une suite {x,;n N} A qui converge en norme vers x. Donc,

Xp,x =0,pourtoutn Netaorslim, o x,,x = llxll? =0, cest-a-dire x = 0.
Corollaire:

Soit A un ensemble dense dans un espace de Hilbert Hsi x  H est orthogonale a A, alors

x =0.
Théoréme (8) :

Si Aest un ensemble non vide d’un espace de Hilbert H, alors

At ={x;x Hetx A}

est un sous-espace vectoriel fermé de H. A+ s’appelle le complémentaire orthogonale de A.
Démonstration :

Observons d’abord que A+ # ¢, puisque au moins0 A+,
Soient x;,x, AL, 1,1, Kety A. Alors

Axy + A%,y = X,y + 2, x5,y =0, donc A;x;+4,x, Atet A1 est un sous

espace vectoriel de H. Soit maintenant x, A%, alorsil existe une suite {x,;n N} A4,

[
telle que x,, — x,. Nous avons pour tout y A,

X0,y = lim x,,y =0
n-+o

=
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Doncx, ALet Al estun sousespace vectoriel fermé.
Remarque:

a Sip#A, A, HadorsA; Af.
b) OnaAt = [A]*.

0 At =A%
d 4 (4H~
En effet,

() Comme B BY Al.Ona AL A Montrons I’inégalité inverse soit x AL par

définition x,a =0 a A

Soit b A4, il existe une suite {a,;n N} Atd que lim, .., a, =b par continuité du

produit scalaire

x,b = x,lima, =Ilimx,a, =0.
n n

Donc x AL,
(d)Soita A donc x,a =0 x At donca (A4Y)L1
Remarque:

L’inclusion en générale est stricte. En effet

L’orthogonalité d’une partie A quelcongue est un sous-espace vectoriel fermé I’orthogonalité
de cet orthogonale sera aussi un sous-espace vectoriel fermé, si A n’est pas un sous-espace

vectoriel fermé, on aura nécessairement A #= (41)*.
Théoréme (9)

Soient H un espace de Hilbert, A H un ensemble non vide convexe et fermé et x,

H\ A. Alorsil existeun et seulement un y, A, tel que

lxy — yoll = inf, 4llxy — yll.
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Démonstration :

a) Montrons d’abord I’existence de y,. Soit d = inf,, 4llxy — yll > 0. choisissons une
suite {yn; llxg — yull < d +%;n Nt c A. D’aprés la loi du parallélogramme, nous

obtenons

":Vm - :anlz = "(ym - xO) - (yn - xo)"2
2

= 2lly,, — xl12 + 21y, — xl2 — 4 222 )

2
< 2(d+£)2 +2(d+l)2 — 4d*
- m n
4 2 _
=—d+—2+—d+—2<sSLm,n>n0(s).
m m2 n n

2
. + +
Puisgue A est un ensemble convexe, X2 A et ”%—xon > d2,

Donc {y,;n N} A est une suite de Cauchy et il existe un y, H tel que y, - .
Parce que Aest fermé, y, A.

b) Montrons que llx, — y,Il = d. Nousavons

1
d <llxy — yoll < llxy — y, Il + lly, — yoll < d +£+ g sin > ny(e),
D’ou

llxy — yoll = d.

c) Il reste a montrer I’unicité de y,. Soitz, A, tel que
llzy — yoll = d. Enutilisant laloi du parallélogramme,
Ona
lzg = yoll? = l1(zp — x0) — (¥o — x0)II
= 2llzy — xol1% + 21y, — xo 12 — llzy + yo — 2x, 112

Zy + Yo
2

= 4d? — 4| _x0||2§4d2—4d2=0,
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D’ou
Zy = Yo-

Corollaire:

Soit H, un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H. Alors il existe pour tout x

H fixé unsaul y,(x) H,,tel que
ly, — xll = inf, y lly — xII.
Exemple:

Dans I’espace vectoriel H = L2(dt) sur [0,1] muni du produit scalaire

1
fig =1 F© g
0
Considérons le sous-espace vectoriel H, H ou
H, ={P L?(dt), P étant un polynéme de degré plus petit ou égal an }.

Alors H,est un sous-espace fermé de H.  Pour chague f L%(dt) fixé il existe un

polynébmeunique P, H,, tel que
IIf — Pyll, < IIf —PIl,, Pourtout P H,.
Théoreme (10) :

Soient H un espace de Hilbert et H; un sous-espace fermé de H. Un éément y, H;

satisfait a I’inégalite

llx — yoll < llx — yll, pour tout y  H;
Sietseulementsi x —y, Hi.
Corollaire:

Soit H; un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H, et soient x H. Alors il existe
un et seulementuny, H;td quex—1vy, H,; et llx—1y,ll <llx—yll pourtouty H,.

On appelle cet éément la projection orthogonale de x sur H; et I’on note y, = Px.

Nous avons donc une application P de H sur H; qui s’appelle I’opérateur de la projection

orthogonale, ou tout simplement la projection orthogonale de H sur H;. Notons que Py =y,
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pour tout y H;. De plus I’opérateur de la projection orthogonale de H sur H, satisfait les

propriétés suivante :
Théoréme (11) :

Soient H un espace de Hilbert, H; un sous-espace fermé de H et P la projection

orthogonale de H sur H;. Alors

i) P(ax, + Bx,) = aPx, + fPx,, pourtoutx;,x, Heta,f K,

C.-&d. P est une application linéaire de H surH,.

i) PoP=PpP2=P

i) WPxll < llxll, pour tout x H.
Démonstration :
i) Puisquepourtout x Hety H;, x—Px,y =0,
nous avons d’une part

ax; — aPxy + fx, — BPxy,y = axy + fx, — (aPx; + fPx;),y =0
et d’autre part
axy + Bx; — P(ax, + fx;),y =0.
L’unicité de la projection orthogonale de ax; + Bx, entraine que
P(ax; + Bx,) = aPx,; + BPx,.

ii) PuisquePx H,etPy=ysiy H;,ona(Po.P)x=P(Px)= Px, pourtout
x H,DouP?=P.

iii) est une consequence immédiate de
llxlI?2 = lx — PxlIZ + lIPxII?Z = lIPxIIZ,
Théoreme (12) :

Soit H; un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H, et soit P la projection

orthogonale de H surH;. Alors
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kerP ={x H;Px=0}=H{.

De plus (I — P) est I’opérateur de la projection orthogonale de sur Hi. L’application |

signifie I’identité, i.e., Ix = x, Pour tout x H.
Démonstration :
a) Soitx Hi, cest-adire x,y =0,pourtouty H,.

D’autre part x—Px,y =0, e donc Px,y =0,pourtouty H,;. Pour y=
Px, IPxll? = 0,c-ad.,x kerP.

b) Si x kerP,dorspourtouty H;,0= x—Px,y = x,y.doncx H;.

c) Parce que Hi est un sous-espace fermé de H , la projection orthogonale
P, de H sur Hi existe. Soity Hi. Alors
x— (I —P)x,y = Px,y =0,pourtoutx H,Cequi montrequeP, =1—P.

Théoréme (13) (Décomposition orthogonale) :

Si H, est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H, alorstout x H se décompose

d’une maniére unique ;
x=y+zouy H,, z H;.
Démonstration :
L’existence d’une telle décomposition vient du fait que
x=Px+ (I —P)x,
ou P est laprojection orthogonale de H sur H;. Supposons maintenant que
x=y+zoly H;, z Hj AlorsPx=Py+Pz=y¢et
(I—=P)x =({ —P)y+ (I — P)z = z. Cette décomposition est donc unique.
Corollaire:
Soit H; est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H. Alors

H, n Hf ={0} De plus H=H, H{, cest-adire H admet une décomposition

orthogonale.
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Démonstration :

S x=Px+(—P)x H,nH dors x,Px = x,(I—P)x ce qui entraine que

x,Px+ (I—P)x = x,x = lIxll> =0,donc x = 0. En utilisant |le théoréme (13), on a
H=H, H{.
Théoréme (14)
Soit H, un sous-espace (pas nécessairement fermé) d’un espace de Hilbert H. Alorsona
(H{)* = H,.
3. Bases orthonormales d’un espace de Hilbert :

Ce paragraphe est dédié essentiellement a la représentation d’un élément d’un espace de

Hilbert H sur R ou C par rapport a une base orthonormale.
3.1 Définition (systeme orthogonale) :

Un ensemble non vide A d’un espace de Hilbert est un systeme orthogonale si pour tout

x,y A xZyonax y.
Exemple:
L’ensemble {e;;k N} £, est un systeme orthogonale.

Exemple:

Dans I’espace de Hilbert L?(dt) sur |- m, 7|, ’ensemble A = {1,sinnt,cosnt; n N}

est un systeme orthogonal.
3.2 Définition (systeme orthonormal) :
Unensemble E = {¢;;i I} d’un espace de Hilbert H est un systéme orthonormal si

1 sii=j

e =8y =1g g =]

i.e. E est un ensemble orthogonal dont chaque élément e; posséde une norme égale a 1.
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Remarque:
Un systéme orthonormal d’un espace de Hilbert H est linéairement indépendant.
Eneffet, s E = {¢;;i I} est un systéme orthonormal dans H,

ets Y -1 Ake, =0,

alors, nous avons, pour toutp =1, ..., n,

n n n
0= 0, = ) A€y €, = > A €€, = D Ay = Ay
k=1 k=1 k=1
Exemple:
Soit H un espace de Hilbert et H # {0}, et soit x H,x #0. Alors {ﬁ = e} est un
systéme orthonormal.
Exemple:

Dans I’espace de Hilbert L? (j—;) sur |-, |, ensemble E = {e™;n  Z} est un systéme

orthonormal.

Nous allons utiliser le prochain lemme pour la représentation d’un élément d’un espace

de Hilbert par une série de Fourier.
Lemme:

Soit {x;k N} un systeme orthogonal dans I’espace de Hilbert H. Alorslasuite

n

Jyn =) xun N,
k=1

Converge en norme s et seulement s

00 2
5% Nl < oo,

|
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Théoréme (15) :
Soient H un espace de Hilbert et H, définie par
Hy={x;x= ) &ew ) |&l* < °°} =(ex;k N.
k=1 k=1
Alors

)] H, est un sous espace de H.

i) H, est isomorphe &€, et donc lui-méme un espace de Hilbert.
3.3 Définition (L e coefficient de Fourier) :
Soit H un espace de Hilbert nontrivia i.e. H # {0} et soitx, H, x, # 0.
Le coefficient de Fourier d’un élément x  H par rapport ax,, Noté c, (x) se définie par

_ :xax()
€% () =

Théoréme (16)

Soit {e,, ..., e, } un systéme orthonormal fini dans I’espace de Hilbert H , alors, pour tout
x H,

n

), lc (0)]? < lixli?,

k=1
Ou ¢, (x) = x,e4 ,i.e lecoefficient de Fourier de x par rapport ae,, k=1, ...,n.
Théoréme (17) (Inégalité de Bessdl et égalité de Parseval) :
Soit E ={ey;k N} un systéme orthonormal dans un espace de Hilbert H.

Alorspourtout x H,ona

oo

Y e ®)? < xl12, (Inégalité de Bessel)
k=1

Et on aégalité s et seulement s

H = H, = E (Egalité de Parseval).
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Théoréme (18) :

Soit E ={e,;k N} un systéme orthonormal dans un espace de Hilbert H, et soit P la

projection orthogonalede H sur H; = E . Alorspourtoutx H,ona

[}

Px= ) cpe
k=1

Nous alons maintenant établir les résultats analogues pour un systéme orthonormal
quelconque. Soit E = {e;;i I} un systéme orthonormal dans un espace de Hilbert H, ou | est

une famille d’indices.

Considérons {@; = 0; i I}. Nous introduisons },; ; @; comme étant le supremum de

toutes |es sommes formées par des sous-ensemblesfinisdel, i.e.

n

Y a;=sup}) a;;n N

Ui k=1

Cette somme peut étre considérée comme I'intégrale f a(t)du(t), ou u est la mesure

dénombrant et « = 0.
Lemme:

i1 a; <oo alorsil n’yaqu’un nombre dénombrables d’élément «; différents de zéro.
Théoreme (19) (Inégalité de Bessel)

Soit E = {e;;i I} un systéme orthonormal dans un espace de Hilbert H et soit, pour

x H c(x)= x,e ,i I Alors

Y lei(x)]? < lixli?

i
Théoréme (20) :
Soit E ={e;;i I} un systéme orthonormal dans un espace de Hilbert H et soit
H,={x= ) &e; ) [&]7 < oof.
i T

Alors
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)] H, est un sous espace de H.
i) H, est un espace de Hilbert.
iii) Si P est la projection orthogonale de H sur H, , aors

Px=) ) e

i

NPxl? = ) |c;(x)]? < lxlZ,
T

Corollaire (Egalité de Parseval) :

Ona

Y lei(x)]? = lixli?

i
S etseulementsi x  H,.

Soit maintenant H un espace de Hilbert non trivia, i.e. H# {0}. On peut, par la

relation d’inclusion des ensembles, ordonner I’ensemble des systemes orthonormaux de H.
3.4 Définition (Base orthonormale) :

On appelle Base orthonormae dans un espace de Hilbert H # {0}, un systéme
orthonormal maximal, i.e. on ne peut plus ajouter un vecteur non nul qui est orthogonal a une

base orthonormale.

Autrement dit, un systéme orthonormal {e;;i I} d’un espace de Hilbert est une base

orthonormale si et seulementsiona{ x,e; =0, pourtouti I} x=0.

Une base orthonormale s’appelle aussi systeme orthonormal complet ou encore systeme

orthonormal total.

L’existence des base orthonormales dans un espace de Hilbert non trivial est assurée par :

=
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Théoréme (21) :
Dans tout espace de Hilbert non trivial, H # {0}, il y ades bases orthonormales .
Corollaire:

Soit H # {0} un espace de Hilbert et soit { ={H;; i I} I’ensemble des parties

orthonormales de H.
La réunion des éléments d’une chaine maximale de ¢ est une base orthonormale de H.

De plus, tout ensemble orthonorma de H est contenu dans une base orthonormale,

puisqu’un tel ensemble est élément d’une chaine de .
Théoréme (22)

Soit E ={e;;i I} un systéme orthonormal dans un espace de Hilbert H. les énoncés

suivants sont équivalentes :

)] E est une base orthonormale.

i) [E]i.e. I’ensemble des combinaisons linéaires finies sur E, est dense dans H, c.-&
d. [E] =H.
iii) Chaquex H possede une représentation unique

x= ) ¢(x) e,

i

gui converge en norme, C.-a-d.

H=H,et IPxlIZ = 3 |c;(x)]?
i

Exemple:
Soit I’espace de Hilbert €, o0 x,y = Y%, &7, pour x = (§,,&,,...) et
y = (1,712, ...). Alors I’ensemble

E ={ex = (641,0k2,...); k N} £, est unebase orthonormalede €.
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Exemple:

Dans I’espace de Hilbert €,, ou x,y = 372, &, ensemble E ={e,; k N} est une

base orthonormale, ou
e; = (e91,00,...)

e, = (0,e%2,0,..)

e, = (0,0,0,...,e",0,..)

Une autre base orthonormale pour €, est E = {e;,; k N} ou
e, = (cosé,,sinb,,00,...)

e, = (—sin#,,c0s6,,00,...)

e; = (0,0,cos8,,sinb,,0,...)

64 = (0,0, - SII’I 92 ,COS 92 ,O, )

Montrons maintenant que dans tout espace de Hilbert, on peut construire des systeme
orthonormaux a partir d’un ensemble de vecteurs linéairement indépendants. La procédure

est connue sous le nom de I’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
Théoréme (23) (Procédure de Gram-Schmidt) :

Soit H un espace de Hilbert et soit {x;; i I} H un ensemble au plus dénombrable
linéairement indépendant. Alors on peut construire un systéme orthonormal {e;; i I} H,

tel que chague e; est une combinaison linéaire de

{ej; j=i}.
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Théoréme (24) :

Un espace de Hilbert H # {0} admet une base orthonormale au plus dénombrable si et
seulement si H est séparable.

4. 1 somor phisme des espaces de Hilbert, dimension hilbertienne:

Aprés avoir introduit la dimension hilbertienne d’un espace de Hilbert nous allons
montrer que deux espaces de Hilbert sur méme corps qui ont la méme dimension hilbertienne

sont isomorphes.
Théoréme (25) :

Dans un espace de Hilbert non trivial, H # {0}, toutes les bases orthonormales sont

équivalentes, i.e. ont laméme cardinalité.
4.1 Définition (dimension hilbertienne) :
Soit H un espace de Hilbert non trivid, i.e. H # {0}.
On appelle dimension hilbertienne de H le nombre cardina attaché aux bases orthonormales.
Par convention la dimension hilbertienne de I’espace de Hilbert trivial H = {0} est zéro.
4.2 Définition :

Soient H, et H, deux espaces de Hilbert sur le méme corps K. On dit que H, et H, sont

isomorphes comme espaces de Hilbert s

)] H,; et H, sont isomorphes comme espaces vectorielsi.e. il existe un isomorphisme
algébrique ¢: H; - H,.

i) H, et H, sont isotones, i.e. le produit scalaire est préservé,
xy = @) () pourtoutx,y H.

On dit que ¢ est un isomorphisme d’espaces de Hilbert.
Théoréme (26) :

Deux espace de Hilbert sur le méme corps K et de méme dimension hilbertienne sont

isomorphes comme espace de Hilbert.




CONCLUSION

Les espaces de Hilbert sont des espaces de Banach munis d’un
produit scalaire. Ce concept permet d’étendre a des espaces
fonctionnels de dimension infinie les résonnements de la géométrie

euclidienne classique.
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