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Merci beaucoup à mes frères et ma belle soeur pour leur patience et leur soutien moral.

Finalement, rien de tout cela n’aurait été possible sans mes parents, qui m’ont donné
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de norme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.7 Résultats numériques de AALSS et CPLEX pour les problèmes-test SPIN-
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Introduction

La programmation mathématique est une branche des mathématiques appliquées ayant

pour objet l’étude théorique des problèmes d’optimisation, ainsi que la conception et la

mise en oeuvre des algorithmes de résolution.

La présence du terme “programmation” dans le nom donné à cette discipline peut s’ex-

pliquer historiquement par le fait que les premières recherches et les premières applications

se sont développées dans le contexte de l’économie et de la recherche opérationnelle.

La programmation quadratique concave consiste à minimiser une fonction quadratique

concave sur un certain domaine convexe. Il s’agit d’un problème NP-difficile [90], cepen-

dant il est connu que le minimum d’une fonction quadratique concave sur un ensemble

convexe compact est atteint en un de ses points extrêmes [70], ce qui le rend plus fa-

cile à résoudre qu’un problème d’optimisation non-convexe général. La programmation

quadratique concave est aujourd’hui une branche particulièrement active de la program-

mation mathématique, et il y a, à cela, de nombreuses raisons. La première est peut-être

le nombre, la variété, et l’importance de ses applications, que ce soit dans les sciences

de l’ingénieur, ou dans d’autres domaines des mathématiques appliquées. Sans prétendre

être exhaustif, on peut citer : l’optimisation des systèmes électriques [77], l’évaluation des

risques-clients (credit scoring) [6, 68], l’évaluation des diagnostiques médicaux [71], etc.

En particulier, si le domaine de la fonction concave à optimiser est polyédral, alors

il possède un nombre fini de points extrêmes, ainsi la technique d’énumération pourra

être utilisée pour la résolution du problème de programmation quadratique concave si la

dimension de celui-ci est petite. Dans le cas contraire, il faudrait appliquer un algorithme

itératif pour sa résolution. Plusieurs algorithmes sont développés pour la résolution du

problème de minimisation d’une fonction concave sous contraintes linéaires, on cite : les

techniques de coupe [95] qui n’assurent pas la convergence par fois [105], les méthodes d’ap-
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Introduction 2

proximation [31], les méthodes branch-and-bound [29, 88], les techniques qui transforment

le problème en un problème linéaire en nombres entiers équivalent, puis le résoudre par

des algorithmes de branch-and-bound [103], les techniques de programmation semi-définie

[104], etc.

Dans [31], une nouvelle approche pour la recherche du minimum global approché d’un

problème d’optimisation d’une fonction quadratique concave sous contraintes linéaires

d’inégalité a été proposée. Cet algorithme consiste à commencer d’un minimum local puis

de passer à un point extrême amélioré en calculant d’abord des ensembles d’approximation

du premier ordre et du second ordre, puis en résolvant plusieurs programmes linéaires.

Cependant, l’algorithme proposé se limite à la minimisation d’une fonction quadratique

strictement concave sous contraintes linéaires d’inégalité et des variables non-négatives.

De plus, les ensembles d’approximation construits, contiennent des points qui doivent être

réalisables, ce qui rend coûteux le calcul de ces ensembles.

Notre contribution essentielle dans cette thèse est le développement d’un nouvel algo-

rithme qui généralise l’algorithme proposé dans [31]. En effet, notre algorithme permet de

minimiser une fonction quadratique concave quelconque sous contraintes linéaires d’égalité

et d’inégalité avec des variables qui peuvent être non-négatives et/ou bornées. Il per-

met également de résoudre des problèmes de minimisation quadratique concave sous des

contraintes de bornes uniquement. Notons que les ensembles d’approximation construits

dans notre algorithme contiennent des points qui ne sont pas forcément réalisables, par

conséquent les conditions qui doivent être vérifiées par ces points sont plus faibles que

celles utilisées dans [31], ce qui nous assure un gain de temps considérable.

Ce travail est constitué d’une introduction, de cinq chapitres et d’une conclusion,

le premier chapitre est consacré à des rappels sur quelques notions classiques d’algèbre

linéaire, de convexité, ainsi que des conditions d’optimalité locales pour un problème

d’optimisation non linéaire avec contraintes linéaires.

Le deuxième chapitre est consacré aux méthodes de résolution des programmes qua-

dratiques convexes. Le troisième chapitre est consacré à la programmation quadratique

concave. Nous présentons d’abord quelques approches utilisées pour la résolution des

problèmes quadratiques concaves. Par la suite, on présentera une variété d’applications
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des problèmes d’optimisation quadratique concave.

Dans le quatrième chapitre, qui est le noyau de cette thèse représentant notre contribu-

tion, nous allons décrire et justifier l’algorithme proposé et l’illustrer avec deux exemples

numériques. Dans le dernier chapitre, nous allons présenter les résultats expérimentaux

des comparaisons numériques de notre algorithme avec l’algorithme branch-and-bound

implémenté dans CPLEX12.8 [59], l’algorithme de Rusakov [88] et l’algorithme des en-

sembles d’approximation développé dans [31]. Enfin, nous clôturons cette thèse par une

conclusion générale et quelques perspectives de recherche.



Chapitre 1

Outils de base

1.1 Introduction

En se basant sur les références [10, 37, 47, 49, 60, 75, 86], dans ce chapitre, nous

allons rappeler un certain nombre de notions et de résultats relatifs à l’algèbre linéaire

(les matrices, les espaces vectoriels de dimension finie, les formes linéaires, les formes

bilinéaires et les formes quadratiques), l’analyse convexe et l’optimisation, et dont un

usage constant sera fait dans toute la suite de cette thèse.

1.2 Rappels d’algèbre linéaire

1.2.1 Vecteurs et matrices

Soit V = {v1, v2, . . . , vk} un ensemble de k vecteurs de Rn.

• Un vecteur x ∈ Rn est une combinaison linéaire des vecteurs de V si

x =
k∑
i=1

λivi, λi ∈ R, i = 1, 2, . . . , k.

• L’espace vectoriel engendré par les vecteurs de V , noté V ect(V ), est l’ensemble des

vecteurs de Rn qui sont des combinaisons linéaires des vecteurs de V .

• Les vecteurs de V sont dits linéairement indépendants si aucun des vecteurs de V ne

peut être une combinaison linéaire des autres vecteurs de V .

• Un espace vectoriel E est de dimensionm, noté dim E, s’il existem vecteurs linéairement

indépendants de E, tels que tout vecteur de E peut s’écrire comme une combinaison

4



1.2 Rappels d’algèbre linéaire 5

linéaire unique de ces vecteurs.

• Une combinaison affine est une combinaison linéaire
∑k

i=1 λivi où les coefficients λi

vérifient la relation
∑k

i=1 λi = 1.

• L’espace affine engendré par les vecteurs de V , noté Aff(V ), est l’ensemble des vecteurs

de Rn qui sont des combinaisons affines des éléments de V .

• Les vecteurs de V sont dits affinement indépendants si les vecteurs vj − v1 (1 ≤ j ≤ k)

sont linéairement indépendants.

• Un espace affine A est de dimension m, noté dim A, s’il existe m+ 1 points de A, tels

que tout élément de A peut s’écrire comme une combinaison affine unique de ces points.

• Soient deux ensembles d’indices :

I = {1, 2, . . . , i, . . . ,m}, J = {1, 2, . . . , j, . . . , n}, m ≤ n.

La base canonique de Rn se compose de vecteurs {ej, j ∈ J}, définis par :

ej =


δ1j

δ2j

...

δnj

 ,

où δij désigne le symbole de Kronecker :

δij =

 1, si i = j;

0, si i 6= j.

Tout vecteur v ∈ Rn admet alors une décomposition unique

v =
∑
j∈J

vjej.

En notation matricielle, le vecteur v =
∑
j∈J

vjej sera toujours représenté par le vecteur

colonne

v =


v1

v2

...

vn

 ,

et on désignera par vT le vecteur ligne suivant :

vT = (v1, v2, . . . , vn).
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Le vecteur ligne vT et le vecteur transposé du vecteur colonne v.

• Une application linéaire

A : Rn → Rm

est représentée par la matrice à m lignes et n colonnes

A = A(I, J) = (aij, i ∈ I, j ∈ J) =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...

am1 am2 . . . amn

 ,

où i est l’indice de la ligne et j celui de la colonne. Pour des calculs pratiques, la matrice

A se note aussi

A = (a1, a2, . . . , aj, . . . , an) =



AT1

AT2
...

ATj
...

ATm


,

où

aj = A(I, j) =


a1j

a2j

...

amj


est un vecteur-colonne de dimension m, et

ATi = A(i, J) = (ai1, ai2, . . . , ain)

est un vecteur-ligne de dimension n. On note AT = (aji = aij, j ∈ J, i ∈ I) la transposée

de A.

• La matrice A est dite carrée si on a n = m, les éléments aii sont appelés éléments

diagonaux, et les éléments aij, i 6= j, sont appelés élément hors-diagonaux, de plus, si

A = AT , la matrice est dite symétrique.

• La matrice identité d’ordre n est la matrice

In = (δij, i, j ∈ J).
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• Une matrice A est inversible s’il existe une matrice (unique si elle existe) notée A−1

et appelée matrice inverse de la matrice A, telle que AA−1 = A−1A = In. Dans le cas

contraire, on dit que la matrice est singulière.

1.2.2 Formes bilinéaires et quadratiques

• Une application f de Rm×Rn dans Rk est dite bilinéaire si pour tout y ∈ Rn l’application

x 7→ f(x, y) est linéaire de Rm dans Rk et pour tout x ∈ Rm, l’application y 7→ f(x, y)

est linéaire de Rn dans Rk.

• On appelle forme bilinéaire sur Rn tout application bilinéaire de Rn × Rn dans R.

• Une forme bilinéaire f : Rn × Rn −→ R est dite symétrique si elle vérifie :

∀(x, y) ∈ Rn × Rn, f(x, y) = f(y, x).

• Soit f est une forme bilinéaire symétrique sur Rn. On appelle forme quadratique associée

à f , l’application de Rn dans R, notée qf , définie par

qf (x) = f(x, x), pour tout x ∈ Rn.

qf (x) est un polynôme homogène de degré 2 en x1, x2, . . . , xn, i.e., une combinaison linéaire

d’expressions de la forme x2
i ou xixj, i 6= j :

qf (x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

xixjf(ei, ej).

Posons qij = f(ei, ej), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n. La matrice Q = (qij, 1 ≤ i, j ≤ n) est

appelée la matrice de qf dans la base canonique de Rn. On a alors

qf (x) = xTQx. (1.1)

En écrivant la matrice Q sous la forme de vecteurs-colonnes :

Q = (q1, q2, . . . , qn),
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l’expression (1.1) peut se mettre sous la forme suivante :

qf (x) = (x1, x2, . . . , xj, . . . , xn)



qT1 x

qT2 x
...

qTj x
...

qTnx


=

n∑
j=1

xjq
T
j x.

• Le gradient d’une forme quadratique qf au point x est donné par :

∇qf (x) =


∂qf
∂x1
∂qf
∂x2
...
∂qf
∂xn

 = 2Qx.

• Le hessien d’une forme quadratique qf au point x est donné par :

∇2qf (x) = (∇∂qf
∂x1

,∇∂qf
∂x2

, . . . ,∇ ∂qf
∂xn

) =


∂2qf
∂2x1

∂2qf
∂x1∂x2

· · · ∂2qf
∂x1∂xn

∂2qf
∂x2∂x1

∂2qf
∂2x2

· · · ∂2qf
∂x2∂xn

...
...

. . .
...

∂2qf
∂xn∂x1

∂2qf
∂xn∂x2

· · · ∂2qf
∂2xn

 = 2Q.

• qf est dite définie positive si qf (x) > 0, ∀x ∈ Rn et x 6= 0. Elle est dite semi-définie

positive ou définie non négative si qf (x) ≥ 0,∀x ∈ Rn.

• qf est dite définie négative si qf (x) < 0,∀x ∈ Rn et x 6= 0. Elle est dite semi-définie

négative ou définie non positive si qf (x) ≤ 0,∀x ∈ Rn.

• Une matrice symétrique Q est dite matrice définie positive (non négative) et on note

Q > 0 (Q ≥ 0) si elle est associée à une forme quadratique définie positive (non négative).

• Les éléments de la diagonale d’une matrice symétriqueQ semi-définie positive ne peuvent

s’annuler que si les autres éléments de la même ligne et colonne s’annulent aussi. De plus,

si pour x ∈ Rn, xTQx = 0 alors on aura : Qx = 0.
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1.3 Rappels d’analyse convexe

1.3.1 Ensembles convexes

A l’école on a appris qu’une figure s’appelle convexe si elle contient, pour n’importe

quelle paire de ses points x, y, le segment entier [x, y] liant ces points. C’est exactement

la définition d’un ensemble convexe dans le cas multidimensionnel ; il suffit d’exprimer en

langage mathématique le sens de la phrase � le segment [x, y] liant les points x, y ∈ Rn �.

• Soient x, y deux points dans Rn. L’ensemble

[x, y] = {z = λx+ (1− λ)y : 0 ≤ λ ≤ 1},

est appelé segment avec les extrémités x, y.

• Un sous-ensemble C de Rn est appelé convexe, s’il contient pour toute paire de points

x, y, le segment entier [x, y] :

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ C.

Soit V = {v1, v2, . . . , vk} un ensemble de k vecteurs de Rn.

• Un vecteur x ∈ Rn est une combinaison convexe des vecteurs de V si

x =
k∑
i=1

λivi,
k∑
i=1

λi = 1, λi ∈ R+, i = 1, 2, . . . , k.

• Un ensemble convexe C est dit de dimention m si l’espace affine engendré par C est de

dimension m.

• On définit l’enveloppe convexe des vecteurs de V , notée Conv(V ), comme étant l’en-

semble de tous les vecteurs de Rn qui sont des combinaisons convexes des vecteurs de

V .

Les exemples les plus simples d’ensemble convexe sont des singletons (points) et l’es-

pace entier Rn. Des exemples beaucoup plus intéressants sont les suivants :

• L’ensemble des solutions d’un système d’inégalités linéaires à n variables réelles xj et

m inégalités :
n∑
j=1

aijxj ≤ bi avec aij, bi ∈ R pour 1 ≤ i ≤ m

est convexe. Ce système s’écrit aussi sous la forme matricielle Ax ≤ b, où A ∈ Rm×n, b ∈

Rm). Ce type d’ensemble porte le nom de polyèdre. Remarquez que tout polyèdre est
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aussi fermé. S’il est de plus borné, on l’appelle polytope.

• Un sous-ensemble non vide C de Rn s’appelle conique, s’il contient, pour chaque point

x ∈ C, le rayon Rx = {tx : t ≥ 0} engendré par le point x :

x ∈ C ⇒ tx ∈ C, ∀t ≥ 0.

Un ensemble conique convexe s’appelle cône.

• L’ensemble des solutions d’un système homogène fini de m inégalités linéaires Ax ≤ 0

(A est une matrice m× n) est un cône ; un cône de ce type s’appelle polyhèdral.

1.3.2 Propriétés algébriques des ensembles convexes

• Les opérations de la somme et la multiplication par des réels préservent la convexité des

ensembles :

Si C1, C2, . . . , Ck sont convexes dans Rn et λ1, λ2, . . . , λk sont des réels, alors l’ensemble

λ1C1 + λ2C2 + · · ·+ λkCk = {
k∑
j=1

λjx
j : xj ∈ Cj, j = 1, 2, . . . , k}

est convexe.

• L’ensemble
k⋂
j=1

Cj est convexe.

Theorème 1.1 (Théorème de Carathéodory [10]). Soit S ⊂ Rn. Si x ∈ Conv(S), alors

x ∈ Conv(x1, x2, . . . , xn+1), où xj ∈ S, j = 1, 2, . . . , n+ 1.

1.3.3 Points extrêmes

Géométriquement, un point extrême d’un ensemble convexe C est un point de C qui

ne peut pas être une combinaison convexe d’autres points de l’ensemble. La définition

exacte d’un point extrême est comme suit :

• Un point x ∈ C est dit point extrême de C, s’il n’existe aucun segment [u, v] ⊂ C de

longueur positive pour qui x est un point intérieur, c’est-à-dire, si la relation

x = λu+ (1− λ)v,
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avec un certain λ ∈]0, 1[ et u, v ∈ C est possible si et seulement si u = v = x. Autrement

dit x est un point extrême de C si on ne peut pas l’exprimer comme une combinaison

convexe de deux autres points différents de C.

• Un point x d’un ensemble convexe C est extrême si et seulement si l’ensemble C \ {x}

est convexe.

• Le nombre de points extrêmes d’un polytope est fini.

• L’enveloppe convexe de r + 1 points affinement indépendants dans Rn, est appelée

r−simplexe. Les r−simplexes sont donc exactement les polytopes de dimension r avec

r + 1 sommets (i.e., points extrêmes).

Figure 1.1 – Les simplexes.

1.3.4 Fonctions convexes

• Une fonction f définie sur un sous-ensemble convexe C de Rn et à valeurs dans R et

dite convexe si pour tous les couples (x, y) ∈ C2 et pour tout λ ∈ [0, 1], on a l’inégalité

de convexité suivante :

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

• Une fonction f est dite concave si −f est convexe.

• Une forme quadratique q(x) = xTQx, où Q est une matrice symétrique est convexe si

et seulement si la matrice Q est semi-définie positive (Q ≥ 0).

• Soient f est une fonction de C ⊂ Rn dans R et z ∈ C. L’ensemble

Ef(z)(f) = {x ∈ C : f(x) = f(z)}

est appellé ligne de niveau de f au point z.

Soient f une fonction définie de C ⊂ Rn dans R et D son domaine (l’ensemble des x ∈ C
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où f(x) < +∞).

• Un vecteur η ∈ Rn est appelé sous-gradient de f au point x0 ∈ D si

∀x ∈ D, ηT (x− x0) ≤ f(x)− f(x0).

• L’ensemble de tous les sous-gradients en x0 est appelé sous-différentiel de f . Il est noté

∂f(x0).

• La conjuguée de f (non nécessairement convexe) en y ∈ Rn est définie par :

f ∗(y) = sup
x∈C

(
yTx− f(x)

)
.

1.4 Optimisation non linéaire

Un problème de minimisation d’une fonction non linéaire f définie de Rn dans R sur

un ensemble S ⊂ Rn se présente sous la forme suivante :

min
x∈S

f(x). (1.2)

Dans ce qui suit, on suppose que S est non vide, convexe et fermé et que f est continue

et differentiable sur S.

• Tout vecteur x ∈ S est appelé une solution réalisable (ou admissible) du problème (1.2).

• Une direction admissible de S en x0 ∈ S est un vecteur d, tel que

d 6= 0 et x0 + θd ∈ S, ∀θ ∈]0, θ̄] pour un certain θ̄ > 0.

• Si x0 est un point intérieur de S, alors toutes les directions de S en x0 sont admissibles.

• Soit un vecteur d ∈ Rn une direction admissible en un point x ∈ S. Le vecteur d est dit

une direction de descente si

∃δ > 0,∀θ ∈]0, δ] : f(x+ θd) < f(x).

Les minima locaux et globaux de f sur S sont définis de la manière suivante :

• Le vecteur x̃ est un minimum (solution optimale) local du problème (1.2), si

∃ε > 0 : f(x̃) ≤ f(x), ∀x ∈ S, avec ‖x− x̃‖ ≤ ε.
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Figure 1.2 – Optimum local et global.

• Le vecteur x∗ est un minimum global du problème (1.2), si

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ S.

Theorème 1.2. Soient S un sous-ensemble convexe et compact de Rn, f : S → R une

fonction concave et continue sur S. Alors le minimum global de f sur S est atteint en un

point extrême de S.

Preuve. Puisque f est continue sur S et que S est un ensemble compact, d’après le

théorème de Weierstrass, le minimum global de f sur S existe. Il suffit de montrer que

pour tout point x de S, il existe un point extrême x∗ de S tel que f(x) ≥ f(x∗). En effet,

d’après le théorème de Carathéodory, il existe n+ 1 points extrêmes xi de S tels que :

x =
n+1∑
i=1

λix
i,

n+1∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n+ 1.

Soit x∗ un point extrême satisfaisant f(x∗) = min{f(xi) : i = 1, 2, . . . , n+ 1}. Puisque f

est concave, on obtient

f(x) = f(
n+1∑
i=1

λix
i) ≥

n+1∑
i=1

λif(xi) ≥
n+1∑
i=1

λif(x∗) = f(x∗).
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Remarque 1.1. Dans un problème de programmation non linéaire où la fonction f est

convexe, l’optimum peut être atteint en un point quelconque de S (en un point extrême,

point frontière ou encore point intérieur).

Exemple 1.1. Considérons le programme quadratique suivant :

min f(x) = (x1 − 4)2 + (x2 − 6)2,

s.c. −x1 − x2 ≤ −1,

2x1 + 3x2 ≤ 12,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

L’ensemble S est un polytope et il est représenté géométriquement sur la figure 1.3

Figure 1.3 – Représentation géométrique de l’ensemble S de l’exemple 1.1.

L’équation f(x) = α = constante > 0 représente un cercle de centre M(4, 6) et de

rayon R =
√
α. En faisant diminuer le nombre α, la valeur de f(x) diminue. Il s’ensuit

alors que le point x∗, qui est l’intersection des droites perpendiculaires BC et Mx∗, réalise

le minimum de la fonction f sur l’ensemble S. De plus, le point x∗ se trouve sur l’arête

BC du polyèdre S. Ici, on trouve

x∗ = (
24

13
,
36

13
)T , f(x∗) =

196

13
.

Exemple 1.2. Considérons la fonction f(x) = (x1 − 4)2 + (x2 − 1)2, et cherchons son

minimum sur le même polyèdre précédent S. Cette fois-ci le minimum sera atteint au

point intérieur x∗ = (4, 1)T , f(x∗) = 0.
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Exemple 1.3. Soit la fonction f(x) = (x1 − 8)2 + x2
2, et cherchons son minimum sur

le même polyèdre précédent S. Cette fois-ci le minimum sera atteint au point extrême

x∗ = (6, 0)T , f(x∗) = 4.

Afin d’anlyser ou résoudre de manière efficace un problème d’optimisation, il est fon-

damental de pouvoir disposer de conditions d’optimalité. En effet, celles-ci nous servent

non seulement à verifier la validité des solutions obtenues, mais souvent l’étude de ces

conditions aboutit au développement des algorithmes de résolution eux-mêmes.

Des conditions équivalentes peuvent être obtenues de diverses manières, en procédant

à des analyses suivant différentes lignes directrices. L’approche considérée ici pour l’ob-

tention de ces conditions est basée sur les notions de direction de descente et de direction

admissible.

1.4.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Theorème 1.3. (Condition nécessaire d’optimalité) Soit f une fonction non linéaire,

définie de Rn dans R et de classe C1. Si x0 est un minimum (local ou global) du problème

(1.2), alors pour toute direction admissible d en x0, on a

[∇f(x0)]Td ≥ 0. (1.3)

Preuve. Soit d une direction admissible en x0. Il existe alors θ̄ > 0 tel que x0 + θd ∈ S

pour tout θ ∈ [0, θ̄]. Considérons la fonction ϕ(θ) = f(x0 + θd).

Comme x0 est un minimum local, il existe ε > 0 tel que

f(x0) ≤ f(x),∀x ∈ S ∩ B(x0, ε) 1.

Considérons

Sθ̄ =
{
x0 + θd, θ ∈ [0, θ̄]

}
.

∀x ∈ Sθ̄ ∩ S ∩ B(x0, ε), on aura f(x0) ≤ f(x).

Soit [0, θ̃] =
{
θ ∈ [0, θ̄] : x0 + θd ∈ Sθ̄ ∩ S ∩ B(x0, ε)

}
, et ϕ(θ) ≥ ϕ(0),∀θ ∈ [0, θ̃].

D’où θ0 = 0 est un minimum local de ϕ(θ) sur [0, θ̃].

On a

ϕ(θ) = ϕ(0) + θϕ′+(0) + o(α)

1. B(x0, ε) = {x ∈ Rn :
∥∥x− x0∥∥ ≤ ε}
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où

ϕ′+(0) = lim
θ→0+

ϕ(θ)− ϕ(0)

θ
.

Si ϕ′+(0) était négative, alors pour un nombre θ assez petit, on aurait eu ϕ(θ) < ϕ(0),

ce qui contredirait le fait que ϕ possède un minimum local en θ = 0. On a donc bien

ϕ′+(0) ≥ 0.

Par conséquent, comme

ϕ′(θ) = [∇f(x0 + θd)]Td,

on obteint

ϕ′+(0) = [∇f(x0)]Td ≥ 0.

La relation (1.3) est alors démontrée.

Remarque 1.2.

• Si ∇f(x) 6= 0 et [∇f(x)]Td < 0, alors d est une direction de descente.

• Si d est une direction de descente, alors [∇f(x)]Td ≤ 0.

Dans [21], le théorème 1.3 s’énonce de la façon suivante :

Theorème 1.4. Soit f une fonction définie de Rn à R, qui est de classe C1 sur S un

sous-ensemble non vide, convexe et fermé de Rn et soit x∗ ∈ S.

(a) Si x∗ est un minimum local de f sur S, alors

(x− x∗)T∇f(x∗) ≥ 0,∀x ∈ S. (1.4)

(b) Si f est convexe sur S, alors la condition de la partie (a) est également suffisante

pour que x∗ minimise f sur S.

1.4.2 Conditions d’optimalité pour le cas de contraintes linéaires

de type égalités

Considèrons le problème suivant :

min f(x), (1.5)

g(x) = Ax− b = 0, (1.6)
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où f est une fonction non linéaire définie de Rn dans R et de classe C1 ; A est une matrice

réelle de dimension m× n, b ∈ Rm, x ∈ Rn.

Pour que l’ensemble des solutions réalisables

S = {x ∈ Rn : g(x) = 0} = {x ∈ Rn : gi(x) = ATi x− bi = 0, i = 1, 2, . . . ,m},

ne soit pas vide ou ne soit pas réduit à un point isolé, on cosidérera que rangA = m < n.

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Proposition 1.1. Soit x une solution réalisable du problème (1.5)-(1.6). Un vecteur

d ∈ Rn est alors une direction admissible en x si et seulement si

Ad = 0. (1.7)

De plus, pour un tel vecteur, on a x(θ) = x+ θd ∈ S, ∀θ ∈ R.

Démonstration. Soit x ∈ S et d une direction admissible en x, alors ∃δ > 0, ∀θ ∈

]0, δ], x+ θd ∈ S.

On a alors ∀θ ∈]0, δ], A(x+ θd) = b⇒ Ax+ θAd = b⇒ θAd = 0⇒ Ad = 0.

Inversement, soit d ∈ Rn, tel que Ad = 0 et considérons les points x(θ) = x+ θd, θ ∈ R.

On a

∀θ ∈ R∗, g(x(θ)) = Ax(θ)− b = Ax+ θAd− b = 0.

Pour θ = 0, x(θ) se réduit à x qui vérifie g(x) = 0. Par conséquent, d est une direction

admissible, de plus ∀θ ∈ R, x(θ) ∈ S.

Pour le problème (1.5)-(1.6), introduisons la fonction L(x, λ), avec x ∈ Rn et λ =

(λj, j = 1, 2, . . . ,m) ∈ Rm, appelée fonction de Lagrange :

L(x, λ) = f(x) + λTg(x) = f(x) +
m∑
i=1

λigi(x) = f(x) + λTAx− λT b. (1.8)

Notons par

∇L(x, λ) =

(
∇xL(x, λ)

∇λL(x, λ)

)
.
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Theorème 1.5 (Multiplicateurs de Lagrange). Si x0 est un minimum local (ou global)

pour le problème (1.5)-(1.6), alors il existe un vecteur unique λ0 ∈ Rm, appelé vecteur des

multiplicateurs de Lagrange, tel que

∇L(x0, λ0) = 0. (1.9)

Preuve. Soit x0 un minimum pour le problème (1.5)-(1.6), alors la fonction ϕ(θ) = f(x0 +

θd) pour Ad = 0 admet aussi un minimum au point θ = 0.

On en déduit que

ϕ′(0) = [∇f(x0)]Td = 0. (1.10)

L’égalité (1.10) montre que le vecteur d est orthogonal au gradient de f au point x0. Il

est aussi orthogonal à chacun des vecteurs-lignes de la matrice A car Ad = 0. Ceci n’est

possible que s’il existe un vecteur λ0 = (λj, j = 1, . . . ,m) ∈ Rm, tel que

∇f(x0) = −
m∑
i=1

λ0
iAi = −ATλ0. (1.11)

En effet, dans le cas contraire, pour tout vecteur λ ∈ Rm, on aura ∇f(x0) 6= −
∑m

i=1 λ
0
iAi.

Donc le vecteur∇f(x0) n’appartient pas au sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs-

lignes de la matrice A. Il existe alors un vecteur d0 6= 0 tel que :

ATi d
0 = 0, 1 ≤ i ≤ m, [∇f(x0)]Td0 6= 0.

Ce qui contredit le critère d’optimalité (1.10). Donc

∇f(x0) +
m∑
i=1

λ0
iAi = 0⇒ ∇f(x0) +

m∑
i=1

λ0
i∇(gi)(x

0) = 0⇒ ∇xL(x0, λ0) = 0. (1.12)

Comme x0 est réalisable,

∇λL(x0, λ0) =


g1(x0)

g2(x0)
...

gm(x0)

 = g(x0) = 0.

Donc si x0 est un minimum du problème (1.5)-(1.6), alors le couple (x0, λ0) est un point

stationnaire de la fonction de Lagrange (1.8).
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Theorème 1.6. Le vecteur des multiplicateurs de Lagrange λ0 est unique si et seulement

si rangA = m.

Preuve. Soit rangA = m et supposons que pour le minimum x0, il correspond deux

vecteurs λ0 et λ0′ , tels que

∇f(x0) +
m∑
i=1

λ0
iAi = 0, ∇f(x0) +

m∑
i=1

λ0′

i Ai = 0.

On en déduit que
m∑
i=1

(λ0
i − λ0′

i )Ai = 0.

Comme rangA = m, alors les vecteurs Ai, 1 ≤ i ≤ m sont linéairement indépendants.

Donc, λi = λ′i, 1 ≤ i ≤ m, d’où λ0 = λ0′ .

Inversement, soit λ0 un vecteur unique correspondant au minimum x0 et considérons la

combinaison linéaire nulle suivante :

m∑
i=1

αiAi = 0.

De la relation (1.12)

∇f(x0) +
m∑
i=1

λ0
iAi −

m∑
i=1

αiAi = ∇f(x0) +
m∑
i=1

(λ0
i − αi)Ai = 0.

Donc si λ0
i − αi = λ′i, on aura ∇f(x0) +

m∑
i=1

λ′iAi = 0. Le vecteur λ′ vérifie aussi, comme

λ, la relation (1.12). En vertu de l’unicité du vecteur des multiplicateurs de Lagrange, on

aura λ0 = λ′, on déduit alors que αi = 0, 1 ≤ i ≤ m, et que les vecteurs Ai, 1 ≤ i ≤ m

sont linéairement indépendants. Par conséquent, rangA = m.

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Considérons le problème (1.5)-(1.6) et supposons de plus que la fonction f est de classe

C2. On a alors la condition nécessaire suivante de second ordre.

Theorème 1.7. Si x0 est un minimum du problème (1.5)-(1.6) et λ0 le vecteur des

multiplicateurs de Lagrange correspondant, alors la forme quadratique ∇2
xL(x0, λ0) est

semi-définie positive sur l’ensemble des points vérifiant :

Ad = 0. (1.13)
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Preuve. Soit d un vecteur de Rn vérifiant (1.13). On sait déja que le vecteur x(θ) = x0+θd

est une solution réalisable du problème (1.5)-(1.6) pour tout θ ∈ R.

Posons ϕ(θ) = f(x(θ)) = f(x0 +θd). Puisque le point x0 est un minimum pour la fonction

f , alors la fonction ϕ(θ) admet un minimum en θ = 0. D’où

ϕ′(0) = dT∇f(x0) = 0 et ϕ′′(0) = dT∇2f(x0)d ≥ 0.

D’autre part, on a

L(x, λ0) = f(x) + λ0T g(x) = f(x) +
m∑
i=1

λ0
i (A

T
i x− bi).

On en déduit que

∇xL(x, λ0) = ∇f(x) +
m∑
i=1

λ0
iAi, et ∇2L(x, λ0) = ∇2f(x).

En vertu de la dernière égalité et la dernière inégalité, on obtient finalement

dT∇2L(x0, λ0)d ≥ 0.

Condition suffisante d’optimalité du second ordre

Theorème 1.8. Soit (x0, λ0) un couple de vecteurs virifiant la condition nécessaire d’opt-

malité du premier ordre pour le problème (1.5)-(1.6), i.e., ∇xL(x0, λ0) = 0. Pour que x0

soit un minimum local du problème (1.5)-(1.6), il est alors suffisant que la forme quadra-

tique dT∇2
xL(x0, λ0)d soit définie positive sur l’ensemble {d ∈ Rn : Ad = 0}.

Preuve. Soit d un vecteur de Rn vérifiant Ad = 0. Donc x(θ) = x0 + θd est une solution

réalisable pour tout θ ∈ R.

Soit ϕ(θ) = f(x(θ)) = f(x0 + θd), θ ∈ R, on a alors

ϕ′(θ) = ∇f(x0 + θd)⇒ ϕ′(0) = ∇f(x0)d,

ϕ′′(θ) = dT∇2f(x0 + θd)d⇒ ϕ′′(0) = dT∇2f(x0)d.

En outre, de la condition nécessaire du premier ordre (1.11), on déduit que

∇f(x0) = −ATλ0.
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D’où

ϕ′(0) = −ATλ0d = 0, et ϕ′′(0) = dT∇2f(x0)d > 0.

La fonction ϕ admet un minimum local en θ = 0.

Soit maintenant un vecteur x̄, solution réalisable du problème (1.5)-(1.6) telle que ‖x̄− x0‖ ≤

ε > 0. Il existe donc un vecteur d tel que ‖d‖ = 1, Ad = 0, x̄ = x0 + εd.

Il s’ensuit alors que f(x̄) = f(x0 + εd) = ϕ(ε) > ϕ(0) = f(x0). Le point x0 constitue donc

bien un minimum local pour le problème (1.5)-(1.6).

Cas d’une fonction convexe

Considérons le problème (1.5)-(1.6) où f est une fonction convexe (i.e., D ≥ 0).

Soit x0 ∈ S et λ0 un m-vecteur tels que le couple (x0, λ0) vérifie la condition nécessaire

d’optimalité du premier ordre, i.e.,

∇xL(x0, λ0) = ∇f(x0) + ATλ0 = 0. (1.14)

Cette dernière relation est aussi suffisante pour l’optimalité du vecteur x0 dans le problème

(1.5)-(1.6).

En effet, puisque S est aussi convexe, on peut écrire

f(x)− f(x0) ≥ [∇f(x0)]T (x− x0)T , ∀x ∈ S.

D’où

∀x ∈ S, f(x)− f(x0) ≥ [∇f(x0)]T (x− x0)T = −λ0TA(x− x0).

Comme A(x− x0) = 0, on déduit que f(x) ≥ f(x0), ∀x ∈ S. Ce qui prouve que x0 est un

minimum global pour le problème (1.5)-(1.6).

1.4.3 Conditions d’optimalité pour le cas de contraintes linéaires

de type inégalités

Avant d’aborder le problème, rappelons un lemme, appelé lemme de Farkas, qui joue

un rôle très important en optimisation mathématique.

Lemma 1.1 (Lemme de Farkas). Soient (m+1) vecteurs de Rn, c, Ai, i = 1, 2, . . . ,m,m <

n. Si pour chaque vecteur x vérifiant ATi x ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m, on a cTx ≤ 0, alors il existe

des coefficients λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, tels que c =
m∑
i=1

λiAi.
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Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que les vecteurs Ai, 1 ≤ i ≤ m, sont

linéairement indépendants. Montrons alors que le vecteur c appartient au sous-espace

engendré par les vecteurs Ai, 1 ≤ i ≤ m, i.e.,

c =
m∑
i=1

λiAi. (1.15)

Si ce n’était pas le cas, il existerait alors un vecteur x̄ orthogonal à tous les vecteurs

Ai, 1 ≤ i ≤ m, tel que

ATi x̄ = 0, 1 ≤ i ≤ m, cT x̄ = α > 0. (1.16)

Soit x0 un certain vecteur satisfaisant aux conditions du théorème :

ATi x
0 ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m, cTx0 = β ≤ 0. (1.17)

Considérons ensuite le vecteur x = x̄+ θx0, où 0 < θ < α
|β| , si β 6= 0;

θ > 0, si β = 0.

En vertu des relations (1.16) et (1.17), on aura alors

ATi x = ATi x̄+ θATi x
0 ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m,

cTx = cT x̄+ θcTx0 = α + θβ > 0.

Cette dernière relation contredit l’hypothèse du lemme, l’égalité (1.15) est donc vraie.

Supposons maintenant que dans la relation (1.15), les coefficients λi ne sont pas tous

positifs ou nuls, par exemple λk < 0. Il existe alors un vecteur x̄, tel que

ATi x̄ = 0, i 6= k, 1 ≤ i ≤ m, ATk x̄ = αk < 0.

Soit aussi un certain vecteur x0, satisfaisant aux inégalités ATi x
0 = βi < 0, 1 ≤ i ≤ m. On

construit le vecteur

x = x̄+ θx0, 0 < θ <
αkλk

|
∑m

i=1 λiβi|
.

On aura donc

ATi x = ATi x̄+ θATi x
0 = θβi < 0, 1 ≤ i ≤ m, i 6= k;

ATk x = ATk x̄+ θATk x
0 = αk + θβk < 0;
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mais

cTx =
m∑
i=1

λiA
T
i x

= λkA
T
k x+

m∑
i=1,i 6=k

λiA
T
i x

= λk(αk + θβk) +
m∑

i=1,i 6=k

θλiβi

= λkαk + θ
m∑
i=1

λiβi.

Cette dernière relation contredit l’hypothèse du lemme pour un nombre θ positif assez

petit. Notre supposition sur un certain λk < 0 est donc fausse. Le lemme de Farkas est

ainsi démontré.

Remarque 1.3. Ici, la preuve est faite pour m vecteurs linéairement indépendants, où

m < n. Ce lemme reste vrai, même pour m ≥ n. Il suffit alors de prendre les λi égaux à

zéro pour les vecteurs linéairement dépendants.

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Soit f une fonction non linéaire définie de Rn dans R et de classe C1. Considérons

le problème de minimisation de la fonction f sur l’ensemble S défini par les inégalités

linéaires suivantes :

S = {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0} = {x ∈ Rn : gi(x) = ATi x− bi ≤ 0, i ∈ I}, I = {1, 2, . . . ,m},

où A est une matrice réelle de dimension m× n, b ∈ Rm. On notera ici que le nombre m

peut être plus grand que n.

Le problème de minimisation d’une fonction f avec des contraintes linéaires de type

inégalités se résume comme suit :

min f(x), (1.18)

g(x) = Ax− b ≤ 0. (1.19)

• Une contrainte i ∈ I est dite active ou (saturée) au point x si ATi x = bi. L’ensemble des

indices des contraintes actives au point x, noté I0(x), est défini comme suit :

I0(x) = {i ∈ I : ATi x = bi}.
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Lemma 1.2. Un vecteur d ∈ Rn est une direction admissible au point x ∈ S pour le

problème (1.18)-(1.19) si et seulement si ATi d ≤ 0, i ∈ I0(x).

Preuve. Soit d une direction admissible au point x. Il existe alors un nombre θ̄ > 0 assez

petit, tel que

x(θ) = x+ θd ∈ S,∀θ ∈]0, θ̄].

On aura donc

Ax− b+ θAd ≤ 0.

D’où

ATi x− bi + θATi d ≤ 0, i ∈ I,

ATi x− bi = 0,∀i ∈ I0(x).

Comme θ > 0, on obtient ATi d ≤ 0,∀i ∈ I0(x).

Inversement, soit d un vecteur tel que

ATi d ≤ 0,∀i ∈ I0(x).

Soit le vecteur x(θ) = x+ θd, où x est une solution réalisable du problème (1.18)-(1.19).

On peut alors écrire

gi(x(θ)) = ATi x− bi + θATi d = θATi d ≤ 0,∀i ∈ I0(x),∀θ ≥ 0,

gi(x(θ)) = ATi x− bi + θATi d = gi(x) + θATi d,∀i ∈ I\I0(x).

Comme gi(x) < 0,∀i ∈ I\I0(x), on peut alors trouver un nombre θ̄ > 0 assez petit, tel

que

gi(x(θ)) = gi(x) + θATi d ≤ 0,∀i ∈ I\I0(x),∀θ ∈ [0, θ̄].

Donc

gi(x(θ)) ≤ 0,∀i ∈ I\I0(x), ∀θ ∈ [0, θ̄].

Ce qui revient à dire que

x(θ) = x+ θd ∈ S.

Le vecteur d considéré est, par conséquent, une direction admissible au point x.
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Theorème 1.9 (Théorème de Karush-Kuhn-Tucker “K.K.T”). Soit x0 un minimum du

problème (1.18)-(1.19). Il existe alors un m−vecteur λ0 ≥ 0, tel que :

i) Pour la fonction de Lagrange L(x, λ) = f(x)+λTg(x), la condition de stationnarité

est satisfaite :

∇xL(x0, λ0) = 0.

ii) La condition de complémentarité est remplie :

λ0
i gi(x

0) = 0, i ∈ I.

Preuve. Le vecteur x0 étant un minimum, alors pour toute direction admissible d en x0,

on aura

∇f(x0)Td ≥ 0,

et ce, en vertu du théorème 1.3. En utilisant le lemme 1.2, on peut écrire

ATi d ≤ 0,∀i ∈ I0(x0)⇒ −∇f(x0)Td ≤ 0.

En vertu du lemme de Farkas, il existe alors des coefficients λ0
i ≥ 0, i ∈ I0(x0), tels que

−∇f(x0) =
∑

i∈I0(x0)

λ0
iAi.

Posons λ0
i = 0 pour i ∈ I\I0(x0). On obtient alors

−∇f(x0) =
∑
i∈I

λ0
iAi ⇔ ∇xL(x0, λ0) = 0, λ0

i gi(x
0) = 0, i ∈ I.

Le théorème de K.K.T est ainsi démontré.

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Theorème 1.10. Soit f une fonction de classe C2. Si x0 est un minimum du problème

(1.18)-(1.19), alors la forme quadratique dT∇2f(x0)d est semi-définie positive sur l’en-

semble des points :

ATi d = 0, i ∈ I0(x0), (1.20)

où I0(x0) est l’ensemble des indices des contraintes actives en x0.
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Preuve. Supposons qu’il existe un vecteur d vérifiant (1.20), tel que dT∇2f(x0)d < 0.

Considérons le vecteur x(θ) = x0 + θd, pour θ > 0 assez petit, le vecteur x(θ) est une

solution réalisable du problème (1.18)-(1.19).

On peut alors écrire

f(x(θ))− f(x0) = θ[∇f(x0)]Td+
1

2
θ2dT∇2f(x0)d+ o(θ2).

En vertu du théorème de K.K.T (théorème 1.9), on a

∇f(x0) = −
∑

i∈I0(x0)

λ0
iAi, λ

0
i ≥ 0, i ∈ I0(x0).

D’où

[∇f(x0)]Td = −
∑

i∈I0(x0)

λ0
iA

T
i d = 0.

Donc

f(x(θ))− f(x0) = θ2

(
1

2
dT∇2f(x0)d+

o(θ2)

θ2

)
< 0,

si θ est un nombre positif assez petit.

Cette dernière inégalité contredit le fait que x0 soit un minimum local de f . Par conséquent,

la matrice ∇2f(x0) est semi-définie positive sur l’ensemble des points vérifiant (1.20).

Condition suffisante d’optimalité du second ordre

Theorème 1.11. Soit x0 une solution réalisable du problème (1.18)-(1.19) vérifiant les

conditions nécessaire de K.K.T. Si la matrice ∇2f(x0) est définie positive sur l’ensemble

(1.20), alors x0 est un minimum du problème (1.18)-(1.19).

Preuve. La démonstration se fait de la même façon que pour le théorème 1.8.

Cas de fonction convexe

Considérons le problème (1.18)-(1.19) où f est une fonction convexe.

Soit (x0, λ0) un couple de vecteurs vérifiant le théorème de K.K.T :

∇xL(x0, λ0) = 0⇔ ∇f(x0) = −
m∑
i=1

λ0
iAi, λ

0
i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m;

λ0
i gi(x

0) = 0, 1 ≤ i ≤ m.
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Alors le vecteur x0 constitue un minimum global du problème (1.18)-(1.19).

En effet, on peut écrire, du fait que f est convexe et S est convexe,

f(x)− f(x0) ≥ [∇f(x0)]T (x− x0), ∀x ∈ S.

D’où

f(x)− f(x0) ≥ −
m∑
i=1

λ0
iA

T
i (x− x0), ∀x ∈ S.

Puisque λ0
i = 0, pour i ∈ I\I0(x0), alors on aura

f(x)− f(x0) ≥ −
∑

i∈I0(x0)

λ0
i (A

T
i x− ATi x0), ∀x ∈ S.

D’où

f(x)− f(x0) ≥ −
∑

i∈I0(x0)

λ0
i (A

T
i x− bi), ∀x ∈ S.

Par conséquent, x0 est un minimum global du problème (1.18)-(1.19). Pour une fonc-

tion convexe, les conditions de K.K.T sont donc à la fois nécessaires et suffisantes pour

l’optimalité de x0.



Chapitre 2

Méthodes de résolution en

programmation quadratique convexe

2.1 Introduction

En se basant sur les références [25, 57, 58, 89], nous présentons dans ce chapitre

les différentes approches développées pour la résolution des problèmes de programma-

tion quadratique convexe sous contraintes linéaires, et ce, en donnant leurs principes et

leurs algorithmes de base. Il existe plusieurs méthodes pour la résolution des problèmes

quadratiques convexes avec contraintes linéaires. Nous citons, par exemple, la méthode

du simplexe quadratique de Wolfe [102], la méthode d’activation des contraintes [45], la

méthode des points intérieurs [98], etc.

2.2 La méthode du simplexe quadratique de Wolfe

La méthode classique de Wolfe (1959) n’est que la méthode du simplexe légèrement

modifiée. Le principe de cette méthode consiste à résoudre le système de Kuhn-Tucker qui

se réduit à trouver une solution basique positive ou nulle d’un système linéaire, qui doit

vérifier une condition supplémentaire non linéaire appelée condition de complémentarité.

28
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2.2.1 Position du problème

Soit le problème suivant :

min f(x) =
1

2
xTDx+ cTx, (2.1)

Ax = b, (2.2)

x ≥ 0, (2.3)

où D est une matrice réelle semi-définie positive et symétrique d’ordre n; c, x sont des

n−vecteurs, A est une matrice réelle de dimension m × n, avec rangA = m, et b est un

m−vecteur.

Formulons le théorème de KKT pour le problème (2.1)-(2.3), qui peut s’écrire sous la

forme équivalent suivante :

min f(x) =
1

2
xTDx+ cTx, (2.4)

Ax− b ≤ 0, (2.5)

−Ax+ b ≤ 0, (2.6)

−x ≤ 0. (2.7)

Le point minimum x∗ ≥ 0 est alors caractérisé par les équations et les inégalités suivantes :

il existe deux m-vecteurs λ∗1 ≥ 0, λ∗2 ≥ 0, ainsi qu’un n-vecteur δ∗ ≥ 0 tels que :

∂L
∂x

(x∗, λ∗1, λ∗2, δ∗) = 0,

λ
∗1T (Ax∗ − b) = 0,

λ∗2
T
(−Ax∗ + b) = 0,

δ∗
T
x∗ = 0,

Ax∗ − b = 0,

où

L(x, λ1, λ2, δ) =
1

2
xTDx+ cTx+ λ1T (Ax− b) + λ2T (−Ax+ b)− δTx,

∂L

∂x
(x, λ1, λ2, δ) = Dx+ c+ ATλ1 − ATλ2 − δ.
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En posant λ = λ1 − λ2, λ ∈ Rm, le point x∗ est défini par le système suivant :

Dx∗ + ATλ∗ − δ∗ = −c, (L1)

Ax∗ = b, (L2)

δ∗
T
x∗, = 0, (L3)

λ∗
T
(Ax∗ − b) = 0, (L4)

x∗ ≥ 0, λ ∈ Rm, δ∗ ≥ 0. (L5)

Comme l’équation (L4) est tout le temps vérifiée, le système se réduit au système :
Dx∗ + ATλ∗ − δ∗ = −c, (L1)

Ax∗ = b, (L2)

δ∗
T
x∗, = 0, (L3)

x∗ ≥ 0, λ ∈ Rm, δ∗ ≥ 0. (L5)

Un tel système n’est pas linéaire par rapport au multivecteur (x∗, λ∗, δ∗) à cause de

l’équation (L3). On obtient donc un système linéaire de (n + m) équations à (2n + m)

inconnues, constitué des équations (L1) et (L2), avec n équations non linéaires δjxj =

0, j = 1, 2, . . . , n. Donc il suffit d’obtenir une solution basique du système linéaire (L1)-

(L2) vérifiant les contraintes (L5), avec xj basique et δj non basique ou vice-versa.

Pour ce faire, il suffit d’appliquer la méthode du simplexe pour trouver une solution

réalisable optimale pour le programme linéaire auxiliaire suivant :

min z = c̃T x̃,

Ãx̃+ v = b̃,

x̃ = (x, λ, δ, v), x ≥ 0, λ ∈ Rm, δ ≥ 0, v ≥ 0,

où

Ã =

(
D AT −In
A 0Rm×m 0Rm×n

)
, b̃ =

(
−c
b

)
, c̃ = (0Rn , 0Rm , 0Rn , e), e =


1

1
...

1

 ∈ Rn+m.

On suppose sans perte de généralité que b̃ ≥ 0. Alors la solution de base réalisable initiale

est (0Rn , 0Rm , 0Rn , b̃).
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2.2.2 Algorithme

Le schéma général de l’algorithme de Wolfe se résume de la manière suivante :

Algorithme 2.1 : Algorithme du simplexe quadratique de Wolfe

Entrées : Les matrices A et D, les vecteurs b et c;

Sortie : Une solution optimale x∗ du problème (2.1)-(2.3);

1 Appliquer les conditions de K.K.T au problème;

2 Déterminer les équations de K.K.T;

3 Déterminer les paramètres du programme linéaire

— Introduire les variables artificielles vi ;

— Construire la matrice des contraintes Ã ;

— Construire le vecteur du second membre b̃ ;

— Construire le vecteur des couûts c̃ ;

4 Initialisation : poser k = 0, Stop = 0, soit (x, λ, δ, v) une solution de base

réalisable initiale vérifiant δTx = 0;

5 Déterminer l’ensemble des indices JB et JN ;

6 tant que STOP=0 faire

7 Calculer le vecteur πT = c̃TBÃ
−1
B ;

8 Calculer le vecteur ∆T
N = πT ÃN − c̃TN ;

9 si ∆N ≥ 0 alors

10 la solution actuelle est optimale x∗ = x;

11 STOP = 1;

sinon

12 Déterminer la variable entrante et celle sortante de la base tout en

vérifiant la condition

δjxj = 0, j = 1, 2, . . . , n;

13 Mettre à jour JB, JN , ÃB, ÃN , c̃B, c̃N , xB, xN ;

fin

fin
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2.2.3 Exemple numérique

Exemple 2.1. Soit le problème quadratique convexe suivant :

min f(x) = x2
1 + x1x2 + 6x2

2 − 2x1 + 8x2,

s.c. x1 + 2x2 ≤ 4,

2x1 + x2 ≤ 5,

x1, x2 ≥ 0.

En ajoutant deux variables d’écart x3 et x4, ce problème peut être transformé en un

problème écrit sous forme standard :

min f(x) = x2
1 + x1x2 + 6x2

2 − 2x1 + 8x2,

s.c. x1 + 2x2 + x3 = 4,

2x1 + x2 + x4 = 5,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

(2.8)

Si x = (x1, x2, x3, x4)T est un minimum du problème (2.8), alors ∃λ ∈ R2; δ1, δ2, δ3, δ4 ≥ 0

tels que :

∂L

∂x1

(x, λ, δ) = 0,

∂L

∂x2

(x, λ, δ) = 0,

∂L

∂x3

(x, λ, δ) = 0,

∂L

∂x4

(x, λ, δ) = 0,

x1 + 2x2 + x3 = 4,

2x1 + x2 + x4 = 5,

δjxj = 0,

xj ≥ 0, δj ≥ 0 , j = 1, 2, 3, 4,

où

L(x, λ, δ) = x2
1 + x1x2 + 6x2

2 − 2x1 + 8x2 + λ1(x1 + 2x2 + x3 − 4)

+λ2(2x1 + x2 + x4 − 5)− δ1x1 − δ2x2 − δ3x3 − δ4x4.
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Alors on obtient le système suivant :

∂L

∂x1

(x, λ, δ) = 2x1 + x2 − 2 + λ1 + 2λ2 − δ1 = 0,

∂L

∂x2

(x, λ, δ) = x1 + 12x2 + 8 + 2λ1 + λ2 − δ2 = 0,

∂L

∂x3

(x, λ, δ) = λ1 − δ3 = 0,

∂L

∂x4

(x, λ, δ) = λ2 − δ4 = 0,

x1 + 2x2 + x3 = 4,

2x1 + x2 + x4 = 5,

δjxj = 0,

xj ≥ 0, δj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4.

Ce dernier système est équivalent au système suivant :

2x1 + x2 + δ3 + 2δ4 − δ1 = 2, (L1)

−x1 − 12x2 + δ2 − 2δ3 − δ4 = 8, (L2)

x1 + 2x2 + x3 = 4, (L3)

2x1 + x2 + x4 = 5, (L4)

δjxj = 0, (L5)

xj ≥ 0, δj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4.

Nous avons obtenu un système de 4 équations linéaires avec 8 inconnues et 4 équations

non linéaires. Pour trouver une solution telle que δjxj = 0 avec j = 1, 2, 3, 4, il suffit

d’obtenir une solution basique (x, δ) du système linéaire, vérifiant x ≥ 0, δ ≥ 0, avec xj

basique et δj hors base ou vice versa. Pour ce faire, il faut choisir l’indice j0 entrant dans

la base de telle sorte que les vecteurs-colonnes correspondants à xj0 et δj0 ne se trouvent

pas en même temps dans la base.

Appliquons la 1er phase du simplexe en considérant le problème de programmation linéaire

auxiliaire suivant :

max z = −v1,

s.c. 2x1 + x2 − δ1 + δ3 + 2δ4 + v1 = 2,

−x1 − 12x2 + δ2 − 2δ3 − δ4 = 8,

x1 + 2x2 + x3 = 4,

2x1 + x2 + x4 = 5,

xj, δj, v1 ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4.

(2.9)
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Le vecteur (xT , δT , vT1 ) = (0, 0, 4, 5, 0, 8, 0, 0, 2)T est une solution réalisable initiale basique

du problème (2.9). Dressons alors les tableaux du simplexe :

1ère itération :

x x1 x2 x3 x4 δ1 δ2 δ3 δ4 v1

c 0 0 0 0 0 0 0 0 -1

cB base b a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 θ

-1 a9 2 2 1 0 0 -1 0 1 2 1 1 → j1 = 9

0 a6 8 -1 -12 0 0 0 1 -2 -1 0 ∞
0 a3 4 1 2 2 0 0 0 0 0 0 4

0 a4 5 2 1 0 1 0 0 0 0 0 5/2

z = −2 ∆ -2 -1 0 0 1 0 -1 -2 0

↑ j0 = 1

Remarquons que j0 = 1 est l’indice qui entre dans la base et j1 = 9 celui qui sort, et que

l’idice j = 8 ne peut pas être choisi car nous avons a4 dans la base ce qui signifie que a8

doit être hors base.

2ème itération :

x x1 x2 x3 x4 δ1 δ2 δ3 δ4 v1

c 0 0 0 0 0 0 0 0 -1

cB base b a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 θ

0 a1 1 12 1/2 0 0 -1/2 0 1/2 1 1/2

0 a6 10 0 -13 0 0 -1 1 -1 1 1

0 a3 3 0 3/2 1 0 1/2 0 -1/2 -1 -1/2

0 a4 3 0 0 0 1 1 0 -1 -2 -1

z = 0 ∆ 0 0 0 0 1 0 0 0 1

On a ∆ ≥ 0, donc la solution basique positive ou nulle du système linéaire est :

x∗ = (1, 0, 3, 3)T , δ∗ = (0, 10, 0, 0)T .

Donc le minimum de f est le vecteur x∗ = (1, 0, 3, 3)T , avec f(x∗) = −1.

2.3 La méthode d’activation des contraintes

La méthode d’activation des contraintes (ASM : Active Set Method) est une méthode

calssique dévloppée au début des années soixante-dix pour la résolution des problèmes
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linéaires et quadratiques ; elle s’applique pour des problèmes d’optimisation avec contraintes

linéaires de types inégalités ou mixtes.

Il existe trois type de méthodes d’activation de contraintes : méthode primale, méthode

duale et méthode primale-duale. Dans cette partie, on ne présentera que la méthode

primale, cette dernière est itérative et s’exécute en deux phase :

— La première phase consiste à trouver une solution réalisable de départ, qui est

obtenue en exécutant la première phase d’un solveur de programmation linéaire.

— La deuxième phase consiste à appliquer la méthode ASM proprement dite. Son

principe général est de résoudre à chaque itération un programme quadratqique

avec contraintes d’égalité, correspondants aux indices actifs. Par la suite, elle ajuste

cet ensemble pour identifier les contarintes active à l’optimum.

2.3.1 Position du problème

Sans perte de généralité, on peut présenter un programme quadratique convexe sous

la forme suivante :

min f(x) =
1

2
xTDx+ cTx, (2.10)

ATi x = bi, i ∈ E , (2.11)

ATi x ≤ bi, i ∈ I, (2.12)

où D est une matrice réelle définie positive et symétrique d’ordre n ; I = E ∪ I =

{1, 2, . . . ,m} est un ensemble fini d’indices des contraintes du problème ; Ai, i ∈ I, c, x

sont des n−vecteurs et b est un m−vecteur.

2.3.2 Critère d’optimalité

En associant aux contraintes du problème (2.10)-(2.12) le m-vecteur multiplicateur λ,

la fonction de Lagrange s’écrit :

L(x, λ) =
1

2
xTDx+ cTx+

m∑
i=1

λi(A
T
i x− bi). (2.13)
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La condition nécessaire d’optimalité de KKT du premier ordre est la suivante :

Dx0 + c+
m∑
i=1

λ0
i (A

T
i x

0 − bi) = 0,

λ0
i ≥ 0, ∀i ∈ I,

λ0
i (A

T
i x

0 − bi) = 0, ∀i ∈ I.

2.3.3 Une itération de la méthode

A une itération k de l’algorithme, notons par xk la solution courante et Wk l’ensemble

des indices des contraintes actives au point xk. Une itération k de l’algorithme consiste à

exécuter les opérations suivantes :

Étape 1. On résout le sous-problème quadratique suivant :

min f(d) =
1

2
dTDd+ [∇f(xk)]Td, (2.14)

ATi d = 0, i ∈ Wk. (2.15)

Deux cas peuvent se présenter :

— Si dk = 0, alors poser xk+1 = xk ; aller à l’étape (2).

— Sinon, posons :

xk+1 = xk + θdk, (2.16)

Le pas θ doit être choisi de telle sorte que la nouvelle solution x̄ soit réalisable.

Donc toutes les contraintes non saturées doivent vérifier :

ATi (xk + θdk) ≤ bi, ∀i ∈ I/Wk.

Alors la valeur optimale du pas θ est donnée par :

θk = min{1, θi0}, (2.17)

où

θi0 = min{θi, i ∈ I/Wk}, avec θi =

{
bi−ATi xk

ATi d
k , si ATi d

k > 0,

+∞, si ATi d
k ≤ 0,

i ∈ I\Wk.

Si θk = 1, alors dans ce cas l’ensemble Wk ne change pas, et on aura :

xk+1 = xk + dk.

Sinon, la contrainte i0 est ajoutée à l’ensemble Wk : Wk := Wk ∪ {i0}.
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Étape 2. Cette étape consiste à vérifier si la nouvelle solution obtenue xk+1 est optimale

ou non pour le problème (2.10)-(2.12). Ceci se fait en calculant les multiplicateurs de

Lagrange λi correspondants aux contrainte i ∈ Wk. Rappelons que pour i ∈ I\Wk, λi = 0.

— Si λi ≥ 0, ∀i ∈ Wk, alors la condition d’optimalité de KKT est remplie pour le

problème (2.10)-(2.12). Donc la solution optimale est trouvée, et on arrête l’algo-

rithme.

— Sinon, il existe une composante du vecteur λ vérifiant λi1 < 0, avec i1 ∈ Wk, alors

on peut améliorer la valeur de la fonction objectif en supprimant la contrainte i1

de l’ensemble Wk. Si plusieurs contraintes ne vérifient pas le critère d’optimalité,

alors la contrainte à supprimer doit vérifier la relation suivante :

λi1 = min{λi : λi < 0, i ∈ Wk},

donc Wk+1 := Wk\{i1}.

On répète le processus de résolution jusqu’à ce que l’optimum soit trouvé.
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2.3.4 Algorithme

L’algorithme d’activation des contraintes est donc donné comme suit :

Algorithme 2.2 : ASM

Entrées : Les matrices A et D, les vecteurs b et c, les ensembles d’indices des

contraintes E et I;

Sortie : Une solution optimale x∗ du problème (2.10)-(2.12);

1 Initialisation Poser k = 0, Stop=0, trouver une solution réalisable de départ x0;

2 tant que Stop = 0 faire

3 Calculer dk en résolvant le programme quadratique (2.14)-(2.15);

4 si dk = 0 alors

5 On pose xk+1 = xk;

6 Aller à la ligne 11;

sinon

7 Calculer le pas optimal θk avec la relation (2.17);

8 Calculer xk+1 = xk + θkdk;

fin

9 si θk 6= 1 alors

10 On pose : Wk := Wk ∪ {i0};
fin

11 Calculer les multiplicateurs de Lagrange λi, i ∈ Wk;

12 si λi ≥ 0, ∀i ∈ Wk alors

13 Stop = 1;

14 x∗ = xk+1;

sinon

15 Déterminer λi1 = min{λi : λi < 0, i ∈ Wk};
16 Poser Wk := Wk\{i1} et k := k + 1;

fin

fin

2.3.5 Exemple numérique

Exemple 2.2. Considérons le programme quadratique convexe suivant :

min f(x) = 2x2
1 + x1x2 + x2

2 − 12x1 − 10x2,

s.c. x1 + x2 ≤ 4,

x1, x2 ≥ 0.

(2.18)
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On a

D =

(
4 1

1 2

)
, c =

(
−12

−10

)
, A =


1 1

−1 0

0 −1

 , b =


4

0

0

 .

Itération 1 :

Soit x0 = (0, 0)T la solution réalisable de départ pour ce problème. L’ensemble des indices

actifs en ce point est W0 = {2, 3}. Alors pour le problème (2.14)-(2.15), on a

A0 = (Ai, i ∈ W0) =

(
−1 0

0 −1

)
.

Il est clair que d0 = (0, 0)T est optimal pour le problème (2.14)-(2.15), puisque aucun

autre point n’est réalisable pour ce problème. Donc x1 = x0.

Le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associé est :

λ1 = −A0−1∇f(x1) =

(
−1 0

0 −1

)(
−12

−10

)
=

(
−12

−10

)
.

Aucun indice actif n’est optimal et par conséquent la deuxième contrainte sera supprimée

de l’ensemble W0. Donc, on aura :

W0 := W0/{2} = {3}.

Itération 2 :

La solution du problème (2.14)-(2.15), avec W1 = {3}, A1 = (Ai, i ∈ W1) = (0,−1), est

d1 = (3, 0)T . Le pas optimal est θ1 = 1, donc le nouveau point réalisable est

x2 = x1 + d1 = (3, 0)T .

Le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte saturée est : λ3 = −10 < 0. Par

conséquent, la troisième contrainte est supprimée de l’ensemble des contraintes actives :

W2 = W1/{3} = ∅.

Itération 3 :

La solution du problème (2.14)-(2.15), avec W2 = ∅, est la solution du problème sans

contraintes mind∈Rn f(d) = 1
2
dTDd+ [∇f(x2)]Td est

d2 = −D−1∇f(x2) = −

(
2/7 −1/7

−1/7 4/7

)(
0

−7

)
=

(
−1

4

)
.
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Calcul de θ2 :

AT1 d
2 =

(
1 1

)( −1

4

)
= 3 > 0⇒ θ1 =

b1 − AT1 x2

AT1 d
2

=
1

3
;

AT2 d
2 =

(
−1 0

)( −1

4

)
= 1 > 0⇒ θ2 =

b2 − AT2 x2

AT2 d
2

= 3;

AT3 d
2 =

(
0 −1

)( −1

4

)
= −4 ≤ 0⇒ θ3 =∞;

θi0 = min{θ1, θ2, θ3} = θ1 =
1

3
⇒ i0 = 1.

Alors

θ2 = min{1, θi0} = θi0 =
1

3
.

La nouvelle solution obtenue, ainsi que l’ensemble W3 correspondant sont :

x3 = x2 + θ2d2 =

(
3

0

)
+

1

3

(
−1

4

)
=

(
8/3

4/3

)
; W3 = W2 ∪ {1} = {1}.

Itération 4 :

Résoulution du problème (2.14)-(2.15) avec les paramètres suivants :

W3 = {1}, A3 =
(

1 1
)
, ∇f(x3) =

(
0

−14/3

)
.

La solution optimale du problème (2.14)-(2.15) nous donne la direction suivante :

d3 =

(
−7/6

7/6

)
.

Calcul de θ3 :

AT2 d
3 =

(
−1 0

)( −7/6

7/6

)
=

7

6
> 0⇒ θ2 =

16

7
;

AT3 d
3 =

(
0 −1

)( −7/6

7/6

)
= −7

6
≤ 0⇒ θ3 =∞;

θi0 = min{θ2, θ3} = θ2 =
16

7
⇒ θ0 = min{1, θi0} = 1.
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Alors on aura :

x4 = x3 + d3 =

(
8/3

1

)
+

(
−7/6

7/6

)
=

(
3/2

5/2

)
.

La valeur du multiplicateur de Lagrange associé à la première contrainte est : λ1 = 7
2
≥ 0.

Donc x4 est la solution optimale pour le problème (2.18).

2.4 La méthode des points intérieurs primale-duale

En 1984, Karmarkar a mis au point une Méthode de Points Intérieurs ”MPI” qui peut

résoudre des programmes linéaires en un temps polynomial [61]. Plusieurs chercheurs

par la suite ont développé des MPIs pour la résolution des problèmes de programmation

quadratique convexe [97].

Les MPIs ont des caractéristiques communes qui se distinguent de celles de la méthode

du simplexe. Chaque itération est coûteuse en temps de calcul mais peut faire un progrès

significatif vers la solution. Par contre, la méthode du simplexe demande généralemnet

un plus grand nombre d’itérations non coûteuses.

La méthode du simplexe passe d’un point extrême à un autre point extrême meilleur

jusqu’à ce qu’elle trouve un point optimal, tandis que les MPIs s’approchent de la solution

de l’intérieur du domaine réalisable et ne s’approchent de la frontière qu’en limite.

2.4.1 Position du problème

En se basant sur [98], dans cette section, nous présentons la méthode des points

intérieurs, dite primale-duale, pour la résolution du problème quadratique convexe sui-

vant :

min f(x) =
1

2
xTDx+ cTx, (2.19)

Ax ≥ b, (2.20)

x ≥ 0, (2.21)

où D est une matrice réelle semi-définie positive et symétrique d’ordre n; c, x sont des

n−vecteurs, A est une matrice réelle de dimension m × n (rangA = m), et b est un
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m−vecteur.

2.4.2 Une itération de la méthode

La méthode des points intérieurs primale-duale consiste à résoudre le problème de

programmation non linéaire convexe, dit problème-barrière, suivant :

min
1

2
xTDx+ cTx− µ

n∑
i=1

log(xi)− µ
m∑
i=1

log(wi), (2.22)

Ax− w = b, (2.23)

où µ est un paramètre de barrière positif. Ici w est un vecteur de variables d’écart utilisé

pour transformer les contraintes d’inégalité en contraintes d’égalité.

Le Lagrangien associé à ce problème est donné par :

L(x,w, λ) =
1

2
xTDx+ cTx− µ

n∑
i=1

log(xi)− µ
m∑
i=1

log(w) + λT (b− Ax+ w).

Les conditions d’optimalité du premier ordre pour le problème (2.22)-(2.23) sont

c+Dx− µX−1e− ATλ = 0,

−µW−1e+ λ = 0,

b− Ax+ w = 0,

où

e = (1, 1, . . . , 1)T ∈ Rn, X =


x1 0 . . . 0

0 x2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . xn

 , W =


w1 0 . . . 0

0 w2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . wm

 .

Ce problème s’écrit aussi comme suit :

ATλ+ z −Dx = c, (2.24)

Ax− w = b, (2.25)

XZe = µe, (2.26)

ΛWe = µe, (2.27)
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où

z = µX−1e, Λ =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λm

 .

A une itération donnée, soit (x,w, λ, z) > 0 le multi-vecteur correspondant au point

intérieur courant. Pour calculer les directions de déplacement dx, dw, dλ et dz, nous rem-

plaçons (x,w, λ, z) par (x+dx, w+dw, λ+dλ, z+dz) dans le système (2.24). Nous obtenons

alors le système non linéaire suivant :

ATdλ + dz −Ddx = c− ATλ− z +Dx,

Adx − dw = b− Ax+ w,

Zdx +Xdz + dxdZe = µe−XZe,

Wdλ + Λdw + dλdW e = µe− YWe.

Ensuite, nous supprimons les termes non linéaires pour obtenir le système linéaire suivant :

ATdλ + dz −Ddx = c− ATλ− z +Dx,

Adx − dw = b− Ax+ w,

Zdx +Xdz = µe−XZe,

Wdλ + Λdw = µe− ΛWe.

Des deux dernières équations, on obtient

dz = X−1(µe−XZe− Zdx),

dw = Λ−1(µe− ΛWe−Wdλ).

Nous utilisons ensuite ces expressions pour éliminer dz et dw des deux équations restantes

dans le système. Après élimination, nous arrivons au système KKT réduit suivant :

ATdλ + (X−1Z +D)dx = c− ATλ+Dx− µX−1e,

Adx + Λ−1Wdλ = b− Ax+ µΛ−1e.

Ce système s’écrit sous la forme matricielle suivante :(
−(X−1Z +D) AT

A Λ−1W

)(
dx

dλ

)
=

(
c− ATλ+Dx− µX−1e

b− Ax+ µΛ−1e

)
.



2.4 La méthode des points intérieurs primale-duale 44

2.4.3 Algorithme

L’algorithme correspondant est décrit comme suit [98] :

Algorithme 2.3 : MPI

Entrées : Les matrices A et D, les vecteurs b et c;

Sortie : Une solution optimale x∗ du problème (2.19)-(2.21);

1 Initialisation : Soit (x,w, λ, z) > 0, δ un paramètre entre 0 et 1 et 0 ≤ r < 1 un

paramètre très proche de 1;

2 tant que non optimal faire

3 Calculer ρ = b− Ax+ w;

4 Calculer σ = c− ATλ− z +Dx;

5 Calculer γ = zTx+ λTw;

6 Calculer µ = δ γ
n+m

;

7 Résoudre :(
−(X−1Z +D) AT

A Y −1W

)(
dx

dλ

)
=

(
c− ATλ+Dx− µX−1e

b− Ax+ µΛ−1e

)
.

8 Calculer dz = X−1(µe−XZe− Zdx);
9 Calculer dw = λ−1(µe− ΛWe−Wdλ);

10 Calculer le nombre θ1 comme suit :

θ1 = r

(
max
i,j

{
−
dxj
xj
,−dwi

wi
,−dλi

λi
,−

dzj
zj

})−1

;

11 Calculer θ = min {θ1, 1};
12 Poser x = x+ θdx, w = w + θdw, λ = λ+ θdλ et z = z + θdz;

fin

Remarque 2.1. La notation max
i,j

est utilisée pour désigner le maximum de tous les ratios

de l’ensemble
{
−dxj

xj
,−dwi

wi
,−dλi

λi
,−dzj

zj

}
.

Critère d’arrêt.

Soient ε > 0 une tolérance et M < ∞ une tolérance finie très grande. Si ||x||∞ > M ,

alors on arrête l’algorithme, le problème primal est non borné. Si ||y||∞ > M , alors on

arrête l’algorithme, le problème dual est non borné. Si ||ρ||1 < ε, ||σ||1 < ε et γ < ε,
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alors on arrête l’algorithme, la solution courante est ε-optimale. Pour plus de détails sur

la justification du critère d’arrêt et le choix empirique des différents paramètres, voir [98].



Chapitre 3

Méthodes de résolution en

programmation quadratique concave

3.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre les différentes approches développées pour la re-

cherche de solutions locales et globales des problèmes de programmation quadratique

concave sous contraintes linéaires, en donnant brièvement leurs principes et leurs algo-

rithmes de base.

Il existe plusieurs méthodes pour la résolution locale et globale de ce type de problème,

mais nous nous contentons uniquement de la description des méthodes les plus connues,

à savoir deux algorithmes pour la recherche de solutions locales (l’algorithme du gradient

conditionnel [43] et l’algorithme DCA : Difference of Convex Functions Algorithm [85])

ainsi que deux autres algorithmes pour la recherche de solutions globales (l’algorithme

de Branch and Bound [12] et l’algorithme des ensembles d’approximation [31]). Enfin,

nous terminons ce chapitre par la présentation de quelques applications pratiques des

problèmes de programmation quadratique concave.

46
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3.2 Recherche de solutions locales

3.2.1 Méthode du gradient conditionnel

Consédérons le problème quadratique concave suivant :

min f(x) =
1

2
xTDx+ cTx, (3.1)

A1x ≤ b1, (3.2)

A2x = b2, (3.3)

l ≤ x ≤ u, (3.4)

où D est une matrice réelle semi-définie négative et symétrique d’ordre n ; c, x, l, u sont

des vecteurs de Rn, les composantes de l et u peuvent prendre des valeurs finies ou infinies ;

A1 est une matrice réelle de dimension m1 × n, A2 est une matrice réelle de dimension

m2 × n, b1 ∈ Rm1 et b2 ∈ Rm2 .

La méthode du gradient conditionnel est développée par Frank et Wolfe en 1956 pour

la résolution des programmes quadratiques convexes avec contraintes linéaires [43]. Cette

méthode est basée sur les conditions d’optimalité locales du théorème 1.4.

Cet algorithme consiste à commencer d’un point réalisable initial, puis il passe d’un

point courant xk à un nouveau point réalisable xk+1, où xk+1 = xk + λ∗(yk − xk), avec yk

une solution du programme linéaire minx∈S[∇f(xk)]Tx et le pas λ∗ est calculé de telle sorte

à minimiser la fonction ψ(λ) = f(xk + λ(yk − xk)) par rapport à λ sur l’intervalle [0, 1].

L’algorithme s’arrête lorsque ∇f(xk)(yk − xk) ≥ 0. Cette méthode est particulièrement

utile pour la recherche d’un point stationnaire pour les problèmes d’optimisation d’une

fonction non linéaire de classe C1 sur un polytope.

Pour notre programme quadratique concave (3.1)-(3.4), la méthode du gradient condi-

tionnel passe d’un point extrême de l’ensemble réalisable à un nouveau point extrême

ayant une meilleure valeur de la fonction objectif. Notons que la valeur du pas λ∗ qui

minimise la fonction quadratique concave d’une variable réelle f(xk + λ(yk − xk)), avec

0 ≤ λ ≤ 1 et yk est une solution du programme linéaire minx∈S x
T∇f(xk), est égale à un.

En effet, soit d = yk−xk, alors minimiser f(xk+λd) équivaut à minimiser l’accroissement :

f(xk + λd)− f(xk) = λdT∇f(xk) +
λ2

2
dTDd.
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Définissons la fonction réelle d’une variable réelle ψ(λ) = λdT∇f(xk) + λ2

2
dTDd. Puisque

dTDd ≤ 0 (D est semi-défini négative), la fonction ψ est concave, donc le minimum est

atteint en l’une des bornes de l’intervalle [0, 1]. Pour un point xk non stationnaire, on a

dT∇f(xk) < 0. Donc

ψ(1) = dT∇f(xk) +
1

2
dTDd < 0 = ψ(0).

Par conséquent, λ∗ = 1 et le nouveau point xk+1 = xk +λ∗(yk− xk) = yk, avec f(xk+1) <

f(xk).

L’algorithme du gradient conditionnel pour trouver un minimum local du programme

quadratique concave (3.1)-(3.4) est donc décrit comme suit [43, 93] :

Algorithme 3.1 : Gradient conditionnel

Entrées : Les matrices A1, A2 et D, les vecteurs b1, b2, l, u et c;

Sortie : Une solution optimale locale x∗ du problème (3.1)-(3.4);

1 Initialisation : Poser k = 0, Stop = 0. Soit x0 une solution réalisable de départ;

2 tant que Stop=0 faire

3 Calculer yk ∈ arg min
x∈S

xT∇f(xk);

4 Poser dk = yk − xk;

5 si ∇f(xk)Tdk < 0 alors

6 Poser xk+1 = yk et k = k + 1;

sinon

7 La solution x∗ = xk est un minimum local;

8 Stop = 1;

fin

fin

Remarque 3.1. Pour une preuve détaillée de la convergence globale de la méthode du gra-

dient conditionnel vers un point stationnaire du problème de minimisation d’une fonction

de classe C1 sur un ensemble compact et convexe non vide, voir [21].
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Exemple numérique

Exemple 3.1. Considérons le programme quadratique concave suivant :

min f(x) = −x2
1 − 1

2
x1x2 − 3

2
x2

2 − x1 + 2x2,

s.c. −6x1 + 2x2 ≤ 6,

−x1 − x2 ≤ 2,

2x1 − x2 ≤ 2,

3x1 + x2 ≤ 3.

On a D =

(
−2 −1/2

−1/2 −3

)
; c =

(
−1

2

)
; A =


−6 2

−1 −1

2 −1

3 1

 ; b =


6

2

2

3

 .

Posons k = 0 et soit x0 = (−1,−1)T la solution réalisable de départ pour ce problème,

avec f(x0) = −4.

Itération 1 :

Nous avons ∇f(x0) = Dx0 + c = (3/2, 11/2)T .

La solution optimale du PL minx∈S x
T∇f(x0) est y0 = (0,−2)T , avec f(y0) = −10.

On a d0 = y0 − x0 = (1,−1)T et [∇f(x0)]Td = −4 < 0. Donc x1 = y0 = (0,−2)T , k = 1.

Itération 2 :

Nous avons ∇f(x1) = Dx1 + c = (0, 8)T .

La solution optimale du PL minx∈S x
T∇f(x1) est y1 = (0,−2)T , avec f(y1) = −10.

On a d1 = y1 − x1 = (0, 0)T et [∇f(x1)]Td1 = 0. Donc le minimum local de f sur S est

le vecteur x∗ = x1 = (0,−2)T , avec f(x∗) = −10.

3.2.2 Algorithme DCA

L’algorithme de la différence de deux fonctions convexes (DCA) est une méthode

itérative d’optimisation locale basée sur l’optimalité locale et la dualité en programma-

tion DC. Cet algorithme a été introduit par Pham Dinh Tao [83, 82] en 1984 et puis

intensivement développé par plusieurs chercheurs par la suite [67, 66].

Pour minimiser une fonction f(x) = g(x)− h(x), avec g et h deux fonctions convexes

définies de Rn dans R sur un domaine convexe S ⊂ Rn, cet algorithme résous un problème
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qui minimise sur Rn la fonction φ(x)− h(x), où φ(x) = g(x) + χS(x), avec

χS(x) =

{
0, si x ∈ S;

+∞, Sinon.

L’algorithme commence alors par un point de départ x0 ∈ Rn, puis il construit deux suites

{xk} et {yk} de la manière suivante :

yk ∈ ∂h(xk)

et xk+1 est une solution du programme convexe suivant :

inf{φ(x)− h(xk)− ykT (x− xk), x ∈ Rn}.

L’algorithme s’arrête lorsqu’un certain critère d’arrêt est vérifié, par exemple lorsque∥∥xk+1 − xk
∥∥ ≤ ε ou |f(xk+1)− f(xk)| ≤ ε, où ε > 0 est une précision fixée à l’avance.

Consédérons le problème quadratique suivant :

min f(x) =
1

2
xTDx+ cTx, (3.5)

Ax ≤ b, (3.6)

où D est une matrice réelle symétrique d’ordre n ; A est une matrice réelle de dimension

m× n, c, x ∈ Rn et b ∈ Rm.

Ce problème peut s’écrire comme suit :

inf{f(x), x ∈ S}, où S = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}.

Construisons le problème PDC [85] :

inf{φ(x)− h(x), x ∈ Rn},

où

φ(x) =
1

2
ρ ‖x‖2 + cTx+ χS(x),

h(x) =
1

2
xT (ρIn −D)x,

avec ρ un nombre réel positif ou nul pour lequel la matrice (ρIn −D) est définie positive

ou bien semi-définie positive. Pour vérifier cette propriété, ρ doit être choisit supérieur ou

égal à la plus grande valeur propre de D [85].
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L’algorithme DCA appliqué au problème (3.5)-(3.6) consiste à construire deux suites

{xk} et {yk} de la manière suivante :

yk ∈ ∂h(xk)⇒ yk = ∇h(xk) = (ρIn −D)xk

et xk+1 est une solution optimale du programme quadratique convexe suivant :

min
x∈Rn

{
φ(x)− h(xk)− ykT (x− xk)

}
.

Comme −h(xk) + yk
T
xk est une constante qui ne dépend pas de x, alors le problème

précédent est équivalent au problème suivant :

min
x∈Rn

{
φ(x)− ykTx =

1

2
ρ ‖x‖2 + (c− yk)Tx+ χS(x)

}
. (3.7)

Le problème (3.7) est équivalent au problème d’optimisation quadratique suivant [85, 44] :

min
x∈S

∥∥x− zk∥∥2
, (3.8)

où

zk =
1

ρ
(yk − c) =

1

ρ

(
(ρIn −D)xk − c

)
= xk −

1

ρ
(Dxk + c).

Notons que la solution optimale du problème (3.8) n’est que la projection orthogonale du

point zk sur le polyèdre S.

Finalement, le problème (3.8) est équivalent au problème d’optimisation quadratique

convexe suivant :

min
x∈S

1

2
xTx− zkTx. (3.9)

On peut alors décrire l’algorithme DCA projectif pour trouver un minimum local au

problème (3.5)-(3.5) [85, 44] :
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Algorithme 3.2 : DCA projectif

Entrées : Les matrices A et D, les vecteurs b et c;

Sortie : Une solution optimale locale x∗ du problème (3.5)-(3.6);

1 Initialisation : soit ε > 0 une précision donnée et x0 ∈ Rn, poser k = 0 et Stop = 0;

2 tant que Stop=0 faire

3 zk = xk − 1
ρ
(Dxk + c);

4 si zk ∈ S alors

5 Poser xk+1 = zk;

sinon

6 Résoudre le problème (3.9). Notons la solution optimale par pk;

7 Poser xk+1 = pk;

fin

8 si
∥∥xk+1 − xk

∥∥ ≤ ε alors

9 Stop = 1;

10 x∗ = xk+1;

sinon

11 Poser k := k + 1;

fin

fin

Remarque 3.2. La décomposition DC n’est pas unique.

En effet, on peut prendre par exemple la décomposition suivante de f :

g(x) =
1

2
xT (D + ρIn)x+ cTx,

h(x) =
1

2
ρxTx,

où ρ est un nombre réel positif ou nul pour lequel la matrice (D+ ρIn) est définie positive

ou bien semi-définie positive, i.e., ρ ≥ −λ1, où λ1 est la plus petite valeur propre de D.

Pour cette décomposition, on arrive à la suite DCA suivante [85] :

yk = ρxk et xk+1 ∈ arg min{1

2
xT (D + ρIn)x+ (c− ρxk)Tx, x ∈ S}.

Exemple 3.2. Considérons le programme quadratique convexe suivant :

min f(x) = −x2
1 − x2

2,

s.c. 0 ≤ x1 ≤ 4,

0 ≤ x2 ≤ 4.



3.3 Recherche de solutions globales 53

On a

D =

(
−2 0

0 −2

)
; c =

(
0

0

)
; A = I2; b =

(
4

4

)
.

Posons ρ = 3, ε = 0.0001 et k = 0.

Soit x0 = (12/5, 12/5)T un point de départ pour ce problème, avec f(x0) = −288
25

.

Itération 1 :

On a

z0 = x0 − 1

ρ
(Dx0 + c) =

(
4

4

)
∈ S ⇒ x1 = z0.

On a ‖x1 − x0‖ = 2.2627 > ε. Donc on pose k = 1.

Itération 2 :

On a

z1 = x1 − 1

ρ
(Dx1 + c) =

(
20/3

20/3

)
/∈ S.

La projection du point z1 sur S est le point p1 = (4, 4)T , donc on pose x2 = p1.

On a ‖x2 − x1‖ = 0. Par conséquent, le minimum de f sur S est le vecteur x∗ = x2 =

(4, 4)T , avec f(x∗) = −32.

3.3 Recherche de solutions globales

3.3.1 La méthode Branch & Bound

Principe général de la méthode

Un algorithme par séparation et évaluation, plus connu sous son nom anglais Branch

and Bound “B&B”, est une méthode générique de résolution de problèmes d’optimisa-

tion, et plus particulièrement d’optimisation combinatoire discrète. Dans les méthodes par

séparation et évaluation, la séparation permet d’obtenir une méthode générique pour loca-

liser toutes les solutions optimales tandis que l’évaluation évite l’énumération systématique

de toutes les solutions.

Séparation

La phase de séparation consiste à diviser le problème en un certain nombre de sous-

problèmes qui ont chacun leur ensemble de solutions réalisables de telle sorte que tous

ces ensembles forment une partition de l’ensemble de toutes les solutions possibles. Ainsi,
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en résolvant tous les sous-problèmes et en prenant la meilleure solution trouvée, on est

assuré d’avoir résolu le problème initial.

Ce principe de séparation peut être appliqué de manière récursive à chacun des sous-

ensembles de solutions obtenus, et ceci tant qu’il y a des ensembles contenant plusieurs

solutions. Les ensembles de solutions (et leurs sous-problèmes associés) construits ont une

hiérarchie naturelle en arbre, souvent appelée arbre de recherche ou arbre de décision.

Evaluation

L’évaluation d’un nœud de l’arbre de recherche a pour but de déterminer la meilleure

solution de l’ensemble des solutions réalisables associé au nœud en question, ou au contraire,

de prouver mathématiquement que cet ensemble ne contient pas de solution intéressante

pour la résolution du problème. Lorsqu’un tel nœud est identifié dans l’arbre de recherche,

il est donc inutile d’effectuer la séparation de son espace de solutions.

La méthode B&B appliquée à la minimisation d’une fonction concave avec

contraintes

En se basant sur [12], nous présentons la méthode de Branch and Bound pour la

résolution globale du problème de minimisation concave suivant :

(P ) : min
x∈D

f(x),

où f est une fonction concave, pas nécessairement séparable, définie de Rn dans R et

D = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m}, où pour chaque i = 1, 2, . . . ,m, gi est une

fonction convexe finie sur Rn. Nous supposerons que D est non vide, compact, et il existe

un point p ∈ Rn tels que gi(p) < 0, i = 1, 2, . . . ,m.

En introduisant la fonction convexe g(x) = max{gi(x), i = 1, 2, . . . ,m, } on réécrit le

problème (P ) sous la forme suivante :

(P ) : min f(x),

s.c. g(x) ≤ 0.

Le problème (P ) peut avoir plusieurs solutions optimales locales qui ne sont pas des

solutions optimales globales. Il est bien connu qu’une solution optimale globale pour le

problème (P ) existe, de plus elle est atteinte en un point extrême de D. Soit m̄ la valeur

optimale de la fonction objectif du problème (P ).
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Definition 3.1. Soient S un ensemble compact de Rn et S1, S2, . . . , Sq des sous-ensembles

compacts de S. L’ensemble {S1, S2, . . . , Sq} est une partition de S, si

S =

q⋃
i=1

Si, Si ∩ Sj = FrS(Si) ∩ FrS(Sj), ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , q}, i 6= j,

où FrS(Si) dénote la frontière relative à S de Si (FrS(Si) = (Adh 1(Si)\Int 2(Si)) ∩ S).

Definition 3.2. L’enveloppe convexe d’une fonction f sur un sous-ensemble non vide T

de son domaine est une fonction g, telle que

1. g est une fonction convexe définie sur l’enveloppe convexe Conv(T ) ;

2. g(x) ≤ f(x) pour tout x ∈ T ;

3. Si h est une fonction convexe définie sur Conv(T ), et si h(x) ≤ f(x) pour tout

x ∈ T , alors h(x) ≤ g(x) pour tout x ∈ T .

Pour lancer l’algorithme de Branch and Bound, un polyèdre compact X0 contenant

D est construit et un simplexe S01 qui contient X0 est trouvé. Les étapes suivantes de

l’algorithme créent des polyèdres compacts X1, X2, . . . , Xk, . . . , de telle sorte que

X0 ⊇ X1 ⊇ . . . ⊇ Xk ⊇ . . . ⊇ D.

À chaque étape k (k ≥ 1), la technique d’évaluation est utilisée pour calculer une

borne inférieure de m̄ par le calcul d’une borne inférieure pour la valeur optimale de la

fonction objectif du problème relaxé Pk :

(Pk) : min
x∈Xk

f(x).

Pour ce faire, à une étape donnée k (k ≥ 1), on utilise le polyèdre Xk−1 et le point xk−1 ∈

Xk−1 obtenus à l’étape précédente pour créer le nouveau polyèdre Xk dans un premier

temps ; puis, étant donnée une partition de S01 obtenue à partir de l’étape précédente, la

séparation est utilisée pour créer une partition plus raffinée Sk,1, Sk,2, . . . , Sk,k+1 de S01,

où Sk,j, j = 1, 2, . . . , k + 1, sont des simplexes de dimension n.

Pour tout j = 1, 2, . . . , k + 1, l’enveloppe convexe gkj de f sur Sk,j, comme nous le

verrons, est une fonction affine qui est disponible à partir de l’étape précédente ou est

1. L’adhérence ou la fermeture d’un ensemble

2. L’intérieur d’un ensemble
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calculée. Le problème Pk est séparé en k + 1 programmes linéaires sous-estimés Pkj, j =

1, 2, . . . , k + 1, qui consistent à minimiser gkj sur Xk ∩ Sk,j.

L’algorithme calcule ensuite la valeur minimale parmi les valeurs optimales des fonc-

tions objectif des programmes linéaires Pkj, j = 1, 2, . . . , k + 1. Cette valeur, notée LB,

correspond à une borne inférieure de la valeur optimale de la fonction objectif du problème

Pk et par conséquent, c’est un minorant de m̄.

Pour toute étape k, xk ∈ Xk ⊇ D représente la solution optimale du programme

linéaire dont la valeur optimale de la fonction objectif est égale à LB. Notons que xk peut

se trouver ou pas dans D. Si xk ∈ D, alors l’algorithme calcule la valeur de f(xk), qui est

une borne supérieure pour m̄.

À chaque étape, on enregistre la plus petite borne supérieure UB rencontrée ainsi

que le point xc vérifiant f(xc) = UB. Si pour un ε ≥ 0 choisi, l’inégalité UB − LB ≤ ε

est satisfaite, alors l’algorithme se termine. Lorsque cela se produit, xc est une solution

ε−optimale pour le problème P en ce sens que xc ∈ D et m̄ ≤ f(xc) ≤ m̄+ ε.

Pour calculer l’enveloppe convexe gkj de f sur Sk,j, l’algorithme résout les (n + 1)

équations linéaires suivantes :

aTvi + α = f(vi), i = 0, 1, . . . , n, (3.10)

où vi, i = 0, 1, . . . , n, sont les sommets de Sk,j et a ∈ Rn, α ∈ R sont des inconnues à

calculer. On aura alors

gkj(x) = aTx+ α. (3.11)

Etant donnée une partition {Sk−1,1, Sk−1,2, . . . , Sk−1,k} de S01 de l’étape k − 1, pour

chaque j = 1, 2, . . . , k, Sk−1,j est un simplexe de dimension n. Pour créer une partition

plus raffinée de S01, l’algorithme utilise une technique dite ”procédure de bissection” :

Tout d’abord, un simplexe Sk−1,j̄ contenant xk−1 est trouvé. Soient v0, v1, . . . , vn les points

représentant les sommets de ce simplexe.

Ensuite, le point milieu v de l’une des plus longue arrêtes de Sk−1,j̄ est trouvé. Soient

vd et ve les points extrêmes de cette arrête. Les deux simplexes Sk,1, Sk,2, avec des sommets

v0, v1, . . . , vd−1, v, vd+1, . . . , vn et v0, v1, . . . , ve−1, v, ve+1, . . . , vn
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respectivement, sont ensuite formés. La paire {Sk,1, Sk,2} est une partition de Sk−1,j̄ [53].

La partition la plus raffinée de S01 est alors obtenue par le remplacement de Sk−1,j̄, dans

la partition {Sk−1,1, Sk−1,2, . . . , Sk−1,k} avec Sk,1 et Sk,2.

Nous pouvons maintenant résumer les différentes étapes décrites précédemment dans

l’algorithme 3.3 [12].

Remarque 3.3. Dans [12], la convergence de l’algorithme 3.3 est justifiée et un exemple

numérique est résolu d’une façon détaillée.
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Algorithme 3.3 : B&B
1 Initialisation k = 1 et Stop = 0;

2 Choisir ε ≥ 0, trouver un point p, tel que g(p) < 0. Soient F = ∅, UB = f(p) et x0 = p;

3 Trouver le polyèdre compact X0, tel que D ⊆ X0. Exprimer X0 comme l’ensemble {x ∈ Rn : Ax ≤ b}, où A est une (m× n)-matrice et b ∈ Rm;

4 Trouver le simplexe S01 de sorte que X0 ⊆ S01, où S01 est décrit par les sommets v00 , v
1
0 , . . . , v

n
0 ∈ Rn;

5 Trouver l’enveloppe convexe g01 : S01 → R de f sur S01, par la résolution du système d’équations linéaires (3.10) avec vi = vi0, i = 0, 1, . . . , n;

6 Trouver le point extrême x01, solution optimale du programme linéaire : P01 : min g01(x), s.c. x ∈ X0 ∩ S01;

7 Soit LB = g01(x
01), g∗0 = g01 et x0 = x01;

8 tant que Stop=0 faire

Supposons sans perte de généralité que xk−1 ∈ Sk−1,k. Supposons également que vik−1, i = 1, 2, . . . , n, sont les sommets de Sk−1,k .

9 si xk−1 /∈ D alors

10 aller à la ligne 19;

sinon

11 si f(xk−1) < UB alors

12 on pose UB = f(xk−1) et xc = xk−1;

fin

13 si UB − LB ≤ ε alors

14 Stop = 1;

15 x∗ = xc est une solution ε-optimale pour le problème (P);

16 aller à la ligne 8;

fin

fin

17 si xk−1 ∈ D alors

18 on pose Xk = Xk−1 et aller à la ligne 28;

sinon

19 Trouver le point zk−1 ∈ D sur le segment de ligne [p, xk−1], tel que g(zk−1) = 0;

20 si f(zk−1) ≥ UB alors

21 aller à la ligne 27;

sinon

22 On pose UB = f(zk−1) et xc = zk−1;

23 si UB − LB ≤ ε alors

24 Stop = 1;

25 x∗ = xc est une solution ε-optimale pour le problème (P);

26 aller à la ligne 8;

fin

fin

fin

27 On pose Xk = Xk−1 ∩ {x ∈ Rn :
[
tk−1

]T
(x− zk−1) ≤ 0}, où tk−1 est le sous-gradient de g en zk−1;

28 Utiliser la bisection pour former la partition {Sk,1, Sk,2} de Sk−1,k , où Sk,1 et Sk,2 sont des simplexes;

29 pour j = 1, 2, faire

30 Trouver l’enveloppe convexe gkj : Sk,j → R de f sur Sk,j par la résolution du système d’équations linéaires (3.10);

31 Trouver la solution optimale xkj pour le problème de PL : (Pkj) min gkj(x), s.c. x ∈ Xk ∩ Sk,j .

fin

32 si k 6= 1 alors

33 pour j = 1, 2, . . . , k − 1 faire

34 Renommer Sk−1,j par Sk,j+2 et gk−1,j par gk,j+2;

fin

35 pour j = 3, 2, . . . , k + 1 faire

36 si Sk,j /∈ F alors

37 Trouver la solution optimale xkj pour le problème de programmation linéaire (Pkj);

fin

fin

fin

38 pour j = 1, 2, . . . , k + 1 faire

39 si Sk,j /∈ F et gkj(x
kj) > LB alors

40 F = F ∪ {Sk,j};

fin

fin

41 Calculer LB = min{gkj : j = 1, 2, . . . , k + 1 et Sk,j /∈ F};

42 Soit xk = xkj∗ et g∗k = gkj∗ , où LB = gkj∗ (xkj∗ ) et poser k := k + 1;

fin
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3.3.2 La méthode des ensembles d’approximation

Dans cette section, nous présentons la méthode des ensembles d’approximation développée

dans [31] pour la minimisation d’une fonction objectif quadratique strictement concave

sur un domaine délimité par des contraintes linéaires d’inégalité. Cet algorithme construit

des ensembles d’approximation du premier et du second ordre de l’ensemble niveau de

la fonction objectif au point courant, et ce, pour générer une série de minima locaux qui

convergent vers un minimum global approché.

Position du problème

Soit le problème suivant :

min f(x) =
1

2
xTDx+ cTx, (3.12)

Ax ≤ b, (3.13)

oùD est une matrice réelle définie négative et symétrique d’ordre n ; c, x sont des n−vecteurs,

A est une matrice réelle de dimension m×n et b est un m−vecteur. On note S l’ensemble

des solutions réalisables.

Definition 3.3. [34] Le sous-ensemble fini de Ef(z)(f)

Rz = {y1, y2, . . . , yr : yj ∈ Ef(z)(f), j = 1, 2, . . . , r},

où r est un entier strictement positif, est appelé l’ensemble d’approximation du premier

ordre de l’ensemble Ef(z)(f).

Lemma 3.1. [31] Soient z ∈ S et h ∈ Rn vérifiant hT∇f(z) > 0. Supposons qu’il existe

un indice i ∈ {1, 2, . . . ,m}, tel que ATi h > 0 et bi − ATi z > 0, où Ai est la ième ligne de

la matrice A. Si

−2hT (Dz + c)

hTDh
≤ min

ATi h>0

bi − ATi z
ATi h

, (3.14)

alors il existe un nombre positif γ, tel que y = z + γh ∈ S ∩ Ef(z)(f).

Considérons un point réalisable z ∈ S. Dans cette méthode, l’ensemble d’approxima-

tion du premier ordre Rz est construit comme suit : D’abord r vecteurs hj ∈ Rn sont

choisis de telle sorte à vérifier les conditions :

hj
T∇f(z) > 0, ∃i ∈ {1, 2, . . . ,m}, tel que ATi h

j > 0 et bi − ATi z > 0
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et

γj = −2hj
T

(Dz + c)

hjTDhj
≤ min

ATi h
j>0

bi − ATi z
ATi h

j
.

Puis, l’ensemble Rz est formé de la manière suivante :

Rz = {y1, y2, . . . , yr : yj = z + γjh
j, j = 1, 2, . . . , r}.

Lemma 3.2. [31] Soit z ∈ S. S’il existe un point yi ∈ Rz, tel que (ui − yi)T∇f(yi) < 0,

où ui est une solution du programme linéaire minx∈S x
T∇f(yi), alors f(ui) < f(z).

S’il n’existe aucun point yi de Rz vérifiant la condition (ui − yi)T∇f(yi) < 0, alors

l’ensemble d’approximation du second ordre est construit grâce au lemme suivant :

Lemma 3.3. [31] Soient x̂ = −D−1c le point maximisant f sur Rn et z ∈ S vérifiant

f(z) 6= f(x̂). Alors les points

ȳj = x̂+ αj(u
j − x̂) ∈ Ef(z)(f), j = 1, 2, . . . , r, (3.15)

où

αj =

(
2(f(z)− f(x̂))

(uj − x̂)TD(uj − x̂)

) 1
2

(3.16)

et uj, j = 1, 2 . . . , r sont des solutions optimales des programmes linéaires (4.11).

Definition 3.4. L’ensemble

R̄z = {ȳj, j = 1, 2 . . . , r},

où ȳj est défini par (3.15)-(3.16), est appelé un ensemble d’approximation du second ordre.

Algorithme des ensembles d’approximation ”AEA”

L’algorithme des ensembles d’approximation se présente alors de la manière suivante

[31] :
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Algorithme 3.4 : AEA

Entrées : Les matrices A et D, les vecteurs b et c;

Sortie : Une solution optimale globale approchée x∗ du problème (3.12)-(3.13);

1 Initialisation : Poser k = 0, Stop = 0. Soit x0 une solution réalisable de départ;

2 tant que Stop=0 faire

3 Trouver un minimal local zk ∈ S en utilisant la méthode du gradient conditionnel

initialisée par le point xk;

4 Construire l’ensemble d’approximation du premier ordre Azk ;

5 pour yi ∈ Rzk faire

6 Calculer ui ∈ arg min
x∈S

xT∇f(yi);

fin

7 Déterminer l’indice p ∈ {1, 2, . . . , r}, tel que

θk = (up − yp)T∇f(yp) = min
i=1,2,...,r

θi = (ui − yi)T∇f(yi);

8 si θk < 0 alors

9 Poser xk+1 = up et k = k + 1;

10 Aller à la ligne 3;

sinon

11 Construire l’ensemble d’approximation du second ordre R̄zk ;

12 pour ȳi ∈ R̄zk faire

13 Calculer vi ∈ arg min
x∈S

xT∇f(ȳi);

fin

14 Déterminer l’indice q ∈ {1, 2, . . . , r}, tel que

θ̄k = (vq − ȳq)T∇f(ȳq) = min
i=1,2,...,r

θ̄i = (vi − ȳi)T∇f(ȳi);

15 si θ̄k < 0 alors

16 Poser xk+1 = vq et k = k + 1;

sinon

17 La solution x∗ = zk est un minimum global approché;

18 Stop = 1;

fin

fin

fin
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Exemple numérique

Exemple 3.3. Considérons le programme quadratique concave suivant :

min f(x) = −x2
1 − 1

2
x1x2 − 3

2
x2

2 − x1 + 2x2,

s.c. −6x1 + 2x2 ≤ 6,

−x1 − x2 ≤ 2,

2x1 − x2 ≤ 2,

3x1 + x2 ≤ 3.

On a D =

(
−2 −1/2

−1/2 −3

)
; c =

(
−1

2

)
; A =


−6 2

−1 −1

2 −1

3 1

 ; b =


6

2

2

3

 .

Le maximum de la fonction f sur R2 est donné par :

x̂ = (−16/23, 18/23)T , f̂ = f(x̂) = 26/23.

Soit x0 = (−1,−1)T la solution réalisable de départ pour ce problème, avec f(x0) = −4.

Itération 1 :

En commençant par le point initial x0, la méthode de gradient conditionnel nous donne

le minimum local suivant :

z0 = (0,−2)T , f(z0) = −10.

Posons r = n = 2 et construisons l’ensemble d’approximation d’ordre 1, Rz0.

Pour j = 1, 2 on pose h1 = (1, 1/5) et h2 = (2, 1/3). On aura alors :

h1T∇f(z0) =
8

5
> 0, γ1 = −2h1T (Dz0 + c)

h1TDh1
=

40

29
≤ min

ATi h
1>0

bi − ATi z0

ATi h
1

=
b4 − AT4 z0

AT4 h
1

=
25

16
.

h2T∇f(z0) =
8

3
> 0, γ2 = −2h2T (Dz0 + c)

h2TDh2
=

16

27
≤ min

ATi h
2>0

bi − ATi z0

ATi h
2

=
b4 − AT4 z0

AT4 h
2

=
15

19
.

Calcul des vecteurs yj = z0 + γjh
j :

y1 = (40/29,−50/29)T , y2 = (32/27,−146/81)T .

On a

∇f(y1) = (−84/29, 188/29)T , ∇f(y2) = (−200/81, 184/27)T .
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Les solutions optimales des PL minx∈S x
T∇f(yj), j = 1, 2 sont

u1 = (0,−2)T , u2 = (0,−2).

Le nombre θ0 est donné par

θ0 = (up−yp)T∇f(yp) = min
j=1,2

(uj−yj)T∇f(yj) = min{64/29, 128/81} = 128/81⇒ p = 2.

On a θ0 = θ2 > 0, donc on construit l’ensemble d’approximation du second ordre R̄z0 :

α1 =

(
2(f(z0)− f(x̂))

(u1 − x̂)TD(u1 − x̂)

)1/2

= 1, α2 = α1 = 1.

Donc

ȳ1 = ȳ2 = x̂+ α1(u1 − x̂) = (0,−2)T , ∇f(ȳ1) = ∇f(ȳ2) = (0, 8)T .

Les solutions des programmes linéaires min
x∈S

xT∇f(ȳ1) sont

v1 = v2 = (0,−2)T .

Le nombre θ̄0 est

θ̄0 = min
j=1,2
{(vj − ȳj)T∇f(ȳj)} = 0.

Par conséquent, la solution globale approchée et l’optimum global approché sont donnés

par :

x∗ = z0 = (0,−2)T et f(x∗) = f(z0) = −10.

3.4 Problèmes pratiques modélisés sous forme de pro-

grammes quadratiques concaves

La plupart des problèmes pratiques d’optimisation sont généralement très complexes,

cependant certains d’entre eux peuvent se modéliser sous forme de problèmes de mini-

misation concave ou y être réduits. Parmi ces derniers, nous allons présenter quelques

exemples [79].
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3.4.1 Problèmes à charge fixe

Le problème à charge fixe a été formulé à l’origine par G. B. Dantzig et W. Hirsch en

1954 [51], puis il est étudié par la suite par plusieurs chercheurs [7, 100, 78]. La charge fixe,

par exemple un coût d’installation, survient pour un problème de transport dans lequel

chaque origine a un coefficient de charge fixe en plus du coefficient de coût habituel. La

charge fixe se produit uniquement lorsque la variable apparâıt dans la solution avec un

niveau positif.

Généralement, le problème à charge fixe se présente sous la forme suivante :

min f(x) =
n∑
j=1

fj(xj),

Ax = b,

x ≥ 0,

où c, x ∈ Rn, A est une matrice réelle de dimension m×n, b ∈ Rm et pour j = 1, 1, . . . , n,

fj(xj) = cjxj + kjσj, avec kj ∈ R, σj =

{
0, si xj = 0,

1, si xj > 0.

Si certaines ou toutes les charges kj sont positives, alors la fonction objectif f est concave.

3.4.2 Problèmes à variables binaires

Considérons le problème de programmation 0− 1 suivant :

min z(x) = cTx, (3.17)

Ax ≤ b, (3.18)

x ∈ {0, 1}n, (3.19)

où c est un n-vecteur, A est une matrice réelle de dimension m×n et b est un m−vecteur.

De nombreux algorithmes existent pour résoudre le problème (3.17)-(3.19), nous pouvons

citer B&B, les méthodes des coupes, etc. Toutefois, lorsque la dimension du problème

est grande, le temps d’exécution des différents algorithmes augmente considérablement.

Sous des hypothèses convenables, on peut transformer le problème (3.17)-(3.19) en un

problème de programmation quadratique concave.
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Pour ce faire, nous procédons à la relaxation du problème discret, et ce, en remplaçant

les variables binaires x ∈ {0, 1}n par des variables continues x ∈ [0, 1]n. Ainsi, le problème

(3.17)-(3.19) sera équivalent au problème de minimisation concave suivant :

minFµ = z(x) + µxT (e− x), (3.20)

Ax ≤ b, (3.21)

x ∈ [0, 1]n, (3.22)

où e est le vecteur des uns et µ est un paramètre choisit de telle sorte à assurer l’équvalence

entre (3.17)-(3.19) et (3.20)-(3.22) et Fµ soit une fonction concave. Cependant, la minimi-

sation de Fµ (qui est non-convexe) est un problème NP-difficile [90] même si elle porte sur

des variables continues. À notre connaissance, il n’existe pas de méthodes efficace pour la

détermination d’une valeur optimale pour le paramètre µ [4].

3.4.3 Problèmes de production et transport avec coût de pro-

duction concave

Etant données m usines U1, U2, . . . , Um fabriquant un certain produit et n entrepôts

E1, E2, . . . , En. On cherche à déterminer le niveau de production yi de l’usine U i, i =

1, 2, . . . ,m et la quantité du produit xij transportée de l’usine U i à l’entrepôt Ej de façon

à satisfaire la demande bj de chaque entrepôt, tout en minimisant le coût total. Ce coût est

la somme du coût de production g(y) des différentes usines et des coûts de transport cij,

supposés linéaires, entre l’usine U i et l’entrepôt Ej pour i = 1, 2, . . . ,m et j = 1, 2, . . . , n.

La fonction g est supposée concave, ce qui permet de modéliser les économies d’échelle.

Contrairement à la plupart des autres modèles semblables de la littérature, g n’est pas

supposée séparable, ce qui permet de prendre en compte des situations telles que l’achat

groupé de matériaux bruts par les usines auprès d’un même fournisseur. Ce problème
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d’optimisation revient à minimiser une fonction concave sur un polytope :

min g(y) +
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij,

n∑
j=1

xij = yi, i = 1, 2, . . . ,m,

m∑
i=1

xij = bj, j = 1, 2, . . . , n,

yi ≤ si, i = 1, 2, . . . ,m,

yi, xij ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n,

où si est la capacité de production de l’usine U i, i = 1, 2, . . . ,m.

3.4.4 Problèmes d’affectation quadratique

Le problème d’affectation quadratique ”PAQ” est formulé initialement par Koopmans

et Beckmann [65], puis ce modèle est généralisé plus tard par plusieurs chercheurs. On

désire affecter n installations à n emplacements différents, de telle sorte à minimiser le

coût total d’affectation. Le problème d’affectation quadratique PAQ1 se formule alors de

la manière suivante [9] :

minxTDx,
n∑
i=1

xij = 1, j = 1, 2, . . . , n,

n∑
j=1

xij = 1, i = 1, 2, . . . , n,

xij ∈ {0, 1}, i, j = 1, 2, . . . , n.

où x = (xij, i, j = 1, 2, . . . , n) est le vecteur des variables binaires, avec xij = 1 si l’instal-

lation i est placée à l’emplacement j et xij = 0, sinon. La matrice carrée symétrique S est

une matrice des coefficients entiers non négatifs sijkl qui représentent le coût d’affectations

simultanées de l’installation i à l’emplacement j et de l’installation k à l’emplacement l.

Notons par XA le domaine admissible du problème PAQ1.

Remarquons que si nous remplaçons la fonction objectif du problème PAQ1 par la

fonction xTDx, où D = S − ρI (I étant la matrice identité d’ordre n2 et ρ un scalaire),
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alors le problème obtenu sera équivalent au problème original, puisque xTMx = nρ est

une constante pour toute solution réalisable du problème original PAQ1. De plus, on peut

démontrer que si ρ est choisit te telle sorte qu’il soit supérieur à la plus grande sommes

des éléments de chaque ligne de S, alors D devient définie négative et par conséquent

xTDx devient strictement concave [9]. Enfin, puisque les points extrêmes de

X = {x ∈ Rn,

n∑
i=1

xij = 1, j = 1, 2, . . . , n,
n∑
j=1

xij = 1, i = 1, 2, . . . , n, x ≥ 0}

sont en correspondance bijective avec les points du domaine XA, et comme le minimum

d’une fonction strictement concave sur un polytope est atteint en un point extrême, il

s’ensuit que le problème PAQ1 peut être résolu d’une façon équivalente :

PAQ 2 : min{xTDx : x ∈ X}.

Notons qu’une solution optimale locale du problème PAQ2 peut ne pas être globale. Aussi

nous pouvons démontrer que tout point extreme du problème PAQ2 est un point KKT.

Une variété de problèmes pratiques sont également abordés dans le dernier chapitre de

cette thèse. Ces problèmes sont pris de plusieurs références et sont utilisés comme étant

des problèmes-test pour comparer les performances de l’algorithme proposé dans cette

thèse avec les différents algorithmes existants de la programmation quadratique concave.



Chapitre 4

L’algorithme des approximations

linéaires successives pour la

minimisation globale d’un PQ

concave

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter l’algorithme dit ”Algorithme des Approxima-

tions Linéaires Successives (AALS)”, que nous avons proposé dans [17, 93]. Cet algo-

rithme généralise ceux proposés dans Enkhbat (2003) [34], Chinchuluun et al. (2005)[31]

et Bayartugs et al. (2014) [8]. En effet, notre algorithme minimise une fonction qua-

dratique concave générale soumise à des contraintes linéaires qui peuvent être soit des

égalités ou des inégalités et les variables sont bornées par des bornes finies ou infinies. Il

permet également de résoudre les programmes quadratiques concaves avec des contraintes

de bornes sur les variables (box-constrained concave quadratic programs).

AALS commence par un point extrême initial, puis il se déplace du point extrême

courant, qui n’est pas forcément une solution locale, à un point ayant une meilleure

valeur de la fonction objectif. Le passage d’une solution réalisable de base vers une autre

est effectuée par la construction de certains ensembles d’approximation et la résolution

d’une suite de programmes linéaires.

Afin de prendre en considération le fait que la matrice de la forme quadratique est

68
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semi-définie, les ensembles d’approximation dans notre algorithme sont construits d’une

manière appropriée. De plus, notre algorithme est initialisé par un point extrême cor-

respondant à la solution du problème d’optimisation de la partie linéaire de la fonction

objectif sur le domaine réalisable du problème original.

4.2 Position du problème

Le problème de programmation quadratique concave se présente sous la forme générale

suivante :

min f(x) =
1

2
xTDx+ cTx, (4.1)

A1x ≤ b1, (4.2)

A2x = b2, (4.3)

l ≤ x ≤ u, (4.4)

où D est une matrice réelle semi-définie négative et symétrique d’ordre n ; c, x, l, u sont

des vecteurs de Rn, les composantes de l et u peuvent prendre des valeurs finies ou infinies ;

A1 est une matrice réelle de dimension m1 × n, A2 est une matrice réelle de dimension

m2 × n, b1 ∈ Rm1 et b2 ∈ Rm2 .

Notons l’ensemble admissible par

S = {x ∈ Rn : A1x ≤ b1, A2x = b2 et l ≤ x ≤ u}.

Dan ce qui suit, on suppose que S est non vide et borné, ce qui garantira l’existence d’une

solution optimale finie pour le problème (4.1)-(4.4). Rappelons les théorèmes suivants :

Theorème 4.1. (Hiriart-Urruty et Ledyav 1996 [50]) Soit z ∈ S vérifiant les inégalités

−∞ ≤ inf
S
f(x) < f(z). Alors, z est une solution du problème (4.1)-(4.4) si et seulement

si

(x− y)T∇f(y) ≥ 0,∀y ∈ Ef(z)(f) ∩ S et x ∈ S. (4.5)

Theorème 4.2. (Strekalovsky 1998 [91]) Soit z ∈ S vérifiant les inégalités −∞ ≤

inf
Rn
f(x) < f(z). Alors, z est une solution du problème (4.1)-(4.4) si et seulement si

(x− y)T∇f(y) ≥ 0,∀y ∈ Ef(z)(f) et x ∈ S. (4.6)
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4.3 Une itération de l’algorithme

Soit z un point de S. Les conditions d’optimalité globale (4.5) ou (4.6) sont diffi-

ciles à vérifier pour le point z car la ligne de niveau Ef(z)(f) est un ensemble qui n’est

pas fini, c’est pourquoi à chaque itération de notre algorithme, on construit l’ensemble

d’approximation du premier ordre noté Rz.

L’algorithme des ensembles d’approximation [31], décrit dans le chapitre 3, construit

cet ensemble avec des points yj ∈ S, puis les conditions d’optimalité globale du théorème

4.1 sont utilisées pour passer à un point réalisable meilleur. Dans ce chapitre, nous

construisons l’ensemble Rz avec des points yj qui ne sont pas nécessairement réalisables,

donc afin d’améliorer le point réalisable courant z, on utilise les conditions d’optimalité

du théorème 4.2.

Le lemme suivant nous permet de construire l’ensemble d’approximation du premier

ordre avec des points qui n’appartiennent pas nécessairement à S.

Lemma 4.1. Soit h ∈ Rn, tel que hTDh 6= 0. Considérons le nombre réel γ calculé comme

suit :

γ = −2hT (Dz + c)

hTDh
. (4.7)

Alors le point

yγ = z + γh ∈ Ef(z)(f).

Preuve. Soit h un vecteur non nul de Rn, tel que hTDh 6= 0. On a

f(z + γh)− f(z) =
1

2
(z + γh)TD(z + γh) + cT (z + γh)− 1

2
zTDz − cT z

= γzTDh+
1

2
γ2hTDh+ γcTh

= −2hT (Dz + c)

hTDh

[
zTDh− hT (Dz + c)

hTDh
hTDh+ cTh

]
= −2hT (Dz + c)

hTDh

[
zTDh− hTDz − hT c+ cTh

]
= 0.

Donc f(z + γh) = f(z). Par conséquent, le point yγ = z + γh ∈ Ef(z)(f).

Dans [35], un algorithme pour la résolution des programmes quadratiques concaves à

variables bornées (box-constrained concave quadratic programs) est proposé. L’ensemble
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d’approximation du premier ordre est construit avec n + 1 vecteurs yj = z + γjh
j, j =

1, . . . , n+ 1 (n est le nombre de variables), avec γj = −2hj
T

(Dz+c)

hjTDhj
et hj sont des vecteurs

calculés en utilisant les composantes de z et les bornes inférieures et supérieures des

variables.

Dans [34, 31, 8], les auteurs résolvent le problème de minimization d’une fonction

quadratique strictement concave soumise à des contraintes linéaires d’inégalité. Dans [34],

l’ensemble Rz est construit avec 2n vecteurs yj = z + γjh
j, j = 1, . . . , 2n, où n est le

nombre de variables et hj est calculé en utilisant les vecteurs propres de la matrice de la

forme quadratique.

Dans [31], les vecteurs hj sont générés aléatoirement de telle sorte à vérifier les condi-

tions hj
T∇f(z) > 0 et yj = z+γjh

j ∈ S. Par conséquent, le choix des vecteurs hj nécessite

la résolution de plusieurs inégalités à chaque itération. Donc l’étape de calcul des vecteurs

hj consomme beaucoup de temps d’exécution et d’espace mémoire. Finalement, dans [8],

l’ensemble Rz est construit avec m vecteurs yj = z + γjh
j, j = 1, . . . ,m, où m est le

nombre de contraintes et hj
T

est égal la jème ligne de la matrice des contraintes, qui doit

vérifier l’inégalité hj
T∇f(z) > 0.

Dans ce travail, l’ensemble d’approximation du premier ordre est construit sans sup-

poser aucune condition sur les vecteurs hj. De plus, la construction prend en considération

le fait que la matrice D soit semi-définie. Soit r un entier positif choisit judicieusement.

Nous construisons l’ensemble Rz avec la procédure suivante :
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Algorithme 4.1 : Construction de l’ensemble d’approximation du premier ordre

1 Poser Rz = ∅, J = ∅, r1 = 0 et j = 1;

2 tant que j ≤ r faire

3 Choisir un vecteur hj ∈ Rn;

4 si hj
T
Dhj 6= 0 alors

5 Calculer

γj = −2hj
T

(Dz + c)

hjTDhj
; (4.8)

6 Calculer

yj = z + γjh
j; (4.9)

7 Poser Rz = Rz ∪ {yj}, J = J ∪ {j}, r1 = r1 + 1 et j = j + 1;

sinon

8 j = j + 1;

fin

fin

Remarque 4.1. Les vecteurs hj, j = 1, 2, . . . , r peuvent être choisit d’une façon appro-

priée ou générés aléatoirement.

Considérons le problème d’optimisation quadratique suivant :

max
x∈Rn

f(x). (4.10)

Notons par f̂ l’optimum de ce problème. Si f̂ < ∞, alors on note par x̂ l’une de ses

solutions optimales. Remarquons que si le problème (4.10) est non borné, alors ∀x ∈

Rn, ∇f(x) 6= 0. Donc ∇f(z) = Dz + c 6= 0, ainsi pour hj
T
Dhj 6= 0, on obtient γj 6= 0 et

yj 6= z, sinon yj = z. Si f̂ < ∞, dans ce cas on suppose que le point initial z vérifie la

condition f(z) 6= f̂ .

Remarque 4.2. Lorsque la matrice D est définie négative (f est strictement concave),

on a det(D) 6= 0, donc x̂ = −D−1c est la solution optimale unique du problème (4.10)

et f̂ = f(x̂) < ∞. Si la fonction f n’est pas strictement concave, alors au moins l’une

des valeurs propres de la matrice D est nulle, donc det(D) = 0 et rang(D) < n. Par

conséquent, deux cas se présentent :



4.3 Une itération de l’algorithme 73

— Cas 1. Le vecteur −c appartient au sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs-

colonnes de la matrice D, i.e., le système ∇f(x) = Dx + c = 0 a une infinité de

solutions. Dans ce cas, la function f possède un nombre infini de points critiques,

qui sont des solutions du problème (4.10) et la valeur de la fonction objectif en ces

points est égale à f̂ <∞.

— Cas 2. Le vecteur −c n’appartient pas au sous-espace vectoriel engendré par les

vecteurs-colonnes de la matrice D, i.e., le système ∇f(x) = Dx+ c = 0 n’a pas de

solutions. Dans ce cas, on a f̂ =∞.

Maintenant supposons que Rz est déjà calculé. Pour tout yj ∈ Rz, on résout le pro-

gramme linéaire suivant [34, 31, 8] :

min
x∈S

xT∇f(yj). (4.11)

Notons par uj, j ∈ J, les points extrêmes correspondant aux solutions du programme

linéaire (4.11).

Supposons que f̂ <∞. On a alors le lemme suivant :

Lemma 4.2. Si (uj − x̂)TD(uj − x̂) 6= 0, alors les points

ȳj = x̂+ αj(u
j − x̂) ∈ Ef(z)(f), (4.12)

où

αj =

(
2(f(z)− f(x̂))

(uj − x̂)TD(uj − x̂)

) 1
2

(4.13)

et les vecteurs uj sont des solutions optimales des programmes linéaires (4.11).

Preuve. Pour (uj − x̂)TD(uj − x̂) 6= 0, on a

f(ȳj) = f(x̂+ αj(u
j − x̂)) = cT (x̂+ αj(u

j − x̂)) +
1

2
(x̂+ αi(u

j − x̂))TD(x̂+ αj(u
j − x̂))

= αj(u
j − x̂)T (Dx̂+ c) +

1

2
α2
j (u

j − x̂)TD(uj − x̂) + f(x̂)

=
1

2
α2
j (u

j − x̂)TD(uj − x̂) + f(x̂)

= f(z)− f(x̂) + f(x̂)

= f(z).

Par conséquent, ȳj ∈ Ef(z)(f).
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Le lemme précédent nous permet de construire l’ensemble d’approximation du second

ordre.

Definition 4.1. Soit r2 un entier positif tel que r2 = r1 − s, avec s égal au nombre de

vecteurs uj qui vérifient (uj − x̂)TD(uj − x̂) = 0. Alors, l’ensemble

R̄z = {ȳj, j = 1, 2 . . . , r2},

où ȳj est défini par (4.12)-(4.13), est appelé un ensemble d’approximation du second ordre.

Dans [34, 31], la focntion quadratique f est supposée être strictement concave, i.e., le

dénominateur des nombres αj est supposé être strictement négatif. Dans notre algorithme,

on travaille avec une matrice semi-définie négativeD, donc le dénominateur peut s’annuler.

Afin de prendre en considération ce cas, l’ensemble R̄z est construit uniquement avec des

points ȳj vérifiant (uj− x̂)TD(uj− x̂) 6= 0. Si f̂ =∞, on pose R̄z = ∅. Sinon, on construit

l’ensemble d’approximation du second ordre avec la pocédure suivante :

Algorithme 4.2 : Construction de l’ensemble d’approximation du second ordre

1 Poser R̄z = ∅, J̄ = ∅ et r2 = 0;

2 tant que j ∈ J faire

3 Calculer dj = (uj − x̂)TD(uj − x̂);

4 si dj 6= 0 alors

5 Calculer αj avec (4.13) et ȳj = x̂+ αj(u
j − x̂);

6 Poser R̄z = R̄z ∪ {ȳj}, J̄ = J̄ ∪ {j} et r2 = r2 + 1;

fin

fin

En remplaçant l’ensemble Ef(z)(f) par l’ensemble d’approximation Rz ∪ R̄z dans la

condition d’optimalité globale (4.6), on peut donner la définition suivante pour une solu-

tion globale approchée :

Definition 4.2. [93] Une solution réalisable z est appelée une solution globale approchée

si

(x− y)T∇f(y) ≥ 0,∀y ∈ Rz ∪ R̄z et x ∈ S. (4.14)

Remarque 4.3. Notez que le concept de solution globale approchée utilisé dans cette thèse

est différent du concept de solution globale connu en optimisation globale. Cependant,
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lorsqu’un bon ensemble d’approximation est construit, la solution globale approchée peut

être une solution ε-globale.

Afin d’améliorer la solution réalisable courante z, nous calculons les nombres réels

θj, j ∈ J et θp comme suit :

θj = (uj − yj)T∇f(yj) et θp = min{θj, j ∈ J}. (4.15)

Remarquons que si θp = (up − yp)∇f(yp) < 0, alors f(up) < f(z). En effet, comme

yp ∈ Ef(z)(f) et f est concave, on a

f(up)− f(z) = f(up)− f(yp) ≤ (up − yp)∇f(yp) < 0⇒ f(up) < f(z).

Dans ce cas, on recommence une nouvelle iteration avec z = up. Sinon, deux cas peuvent

se présenter :

Cas 1. Si f̂ = ∞, alors on arrête l’ algorithme avec z une solution optimale globale

approchée.

Cas 2. Si f̂ <∞, alors pour tout ȳj ∈ R̄z, on détermine le vecteur vj et les nombres θ̄j,

θ̄q comme suit :

vj
T∇f(ȳj) = min

x∈S
xT∇f(ȳj), (4.16)

θ̄j = (vj − yj)T∇f(ȳj) et θ̄q = min{θ̄j, j ∈ J̄}. (4.17)

Si θ̄q < 0, alors f(vq) < f(z) ; donc on recommence une nouvelle itération avec z = vq.

Sinon, on arrête l’algorithme avec x∗ = vq une solution optimale globale approchée pour

le problème (4.1)-(4.4).

4.4 Algorithme

Soit z0 la solution du programme linéaire minx∈S c
Tx ; f̂ le maximum de la function

f sur Rn et x̂ une solution optimale du problème (4.10) si elle existe ; ∇f(z0) le gradient

de f au point z0. Supposons que f(z0) 6= f̂ . Les différentes étapes de l’algorithme des

approximations linéaires successives pour la résolution du programme quadratique concave
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(4.1)-(4.4) sont résumées dans l’algorithme suivant :

Algorithme 4.3 : AALS

Entrées : Les matrices A1, A2 et D, les vecteurs b1, b2, l, u et c;

Sortie : Une solution globale approchée z∗ du problème (4.1)-(4.4);

1 Poser r = n, k = 0 et Stop = 0;

2 tant que Stop=0 faire

3 Construire l’ensemble Rzk avec l’algorithme 4.1;

4 tant que yj ∈ Rzk faire

5 calculer uj ∈ arg min
x∈S

xT∇f(yj);

6 Déterminer l’indice p et le nombre θp avec (4.15);

7 si θp < 0 alors

8 poser k := k + 1, zk = up et aller à la ligne 3;

sinon

9 si f̂ <∞ alors

10 construire l’ensemble R̄zk avec l’algorithme 4.2;

sinon

11 le point zk est une solution optimale globale apprchée pour le

problème (4.1)-(4.4), Stop = 1;

12 aller à la ligne 2;

fin

fin

13 tant que ȳj ∈ R̄zk faire

14 calculer vj ∈ arg min
x∈S

xT∇f(ȳj);

15 Déterminer l’indice q et le nombre θ̄q avec (4.17);

16 si θ̄q < 0 alors

17 poser k := k + 1, zk = vq et aller à la ligne 3;

sinon

18 le point z∗ = zk est une solution globale approchée pour le problème

(4.1)-(4.4), Stop = 1;

fin

fin

fin

fin
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Remarque 4.4.

AALS peut être initialisé par une solution réalisable arbitraire z0, telle que f(z0) 6= f̂ .

Cependant, les résultats numériques obtenus dans ce travail montrent qu’il est judicieux

de choisir z0 égal à la solution optimale du programme linéaire minx∈S c
Tx. Lorsque c = 0,

on génère aléatoirement un vecteur c̃, puis on initialise notre algorithme avec la solution

du PL minx∈S c̃
Tx.

Notons que différents choix des vecteurs hj peuvent aboutir à de différentes solutions

globales approchées. C’est pourquoi, nous effectuons plusieurs exécutions de AALS, et ce,

dans le but d’atteindre des solutions globales approchées d’une meilleure qualité. Notons

par NE l’entier positif qui désigne le nombre d’exécutions de AALS et ej le jème vecteur

de la matrice identité d’ordre n. Afin de trouver une solution globale approchée améliorée,

on propose l’algorithme appelé ”Algorithme des Approximations Linéaires Successives

Stochastique (AALSS)” :

Algorithme 4.4 : AALSS

Entrées : Les matrices A1, A2 et D, les vecteurs b1, b2, l, u et c, le nombre

d’exécutions NE;

Sortie : Une solution globale approchée x∗ du problème (3.1)-(3.4);

1 Poser k = 1;

2 tant que k ≤ NE + 1 faire

3 si k = 1 alors

4 appliquer AALS (Algorithme 4.3) avec hj = ej, j = 1, 2, . . . , n;

5 Soit x1 la solution globale approchée et f 1 = f(x1);

sinon

6 appliquer AALS avec des composantes des vecteurs hj générées aléatoirement

avec la distribution uniforme dans l’intervalle [−1, 1];

7 Soit xk la solution globale approchée obtenue et fk = f(xk);

fin

fin

8 Calculer la solution globale approchée améliorée x̄, telle que

f(x̄) = min{fk, k = 1, 2, . . . , NE + 1};
9 Appliquez la méthode du gradient conditionnel pour atteindre un point stationnaire

x∗ en commençant par le point x̄.
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4.5 Convergence de l’algorithme

Theorème 4.3. Chaque exécution i de AALSS (Algorithme 4.4 décrit ci-dessus) trouve

un minimum global approché x̄ en un nombre fini d’itérations. De plus, la linge 9 de

l’algorithme 4.4 s’arrête avec un point stationnaire x∗ qui vérifie f(x∗) ≤ min{f(xi) : i =

1, 2, . . . , NE + 1}.

Preuve. Dans la kième itération de la ième exécution, on note zik le point extrême courant.

Alors deux cas peuvent se présenter :

Cas 1 il existe un indice p ∈ J , tel que θp = (up − yp)T∇f(yp) < 0. Puisque f est

concave et yp ∈ Ef(zik)(f), on a

f(up)−f(zik) = f(up)−f(yp) ≤ (up−yp)T∇f(yp) < 0⇒ f(zik+1) < f(zik), zik+1 = up.

Cas 2 θp ≥ 0, f̂ <∞ et il existe q ∈ J̄ , tel que θ̄q = (vq − ȳq)T∇f(ȳq) < 0. Puisque f

est concave et yp ∈ Ef(zik)(f), on a

f(vq)−f(zik) = f(vq)−f(ȳq) ≤ (vq−ȳq)T∇f(ȳq) < 0⇒ f(zik+1) < f(zik), zik+1 = vq.

Dans tous les cas, on recommence une nouvelle itération avec un nouveau point extrême

zik+1, qui améliore strictement la valeur de la fonction objectif, i.e., f(zik+1) < f(zik).

Puisque le nombre de points extrêmes de l’ensemble polyédrique compact S est fini, la ième

exécution de l’algorithme AALSS s’arrête en un nombre fini d’itérations avec un point xi

qui vérifie : θp ≥ 0. Par conséquent,

∀yj ∈ Rxi ,∀x ∈ S, (x− yj)T∇f(yj) ≥ (uj − yj)T∇f(yj) = θj ≥ θp ≥ 0.

De plus, si f̂ =∞, alors R̄z = ∅. Donc

∀y ∈ Rxi ∪ R̄xi ,∀x ∈ S, (x− y)T∇f(y) ≥ 0.

Par conséquent, xi est un minimum global approché.

Si f̂ <∞, alors xi vérifie également la condition θ̄q ≥ 0. Donc

∀ȳj ∈ Rxi ,∀x ∈ S, (x− ȳj)T∇f(ȳj) ≥ (vj − ȳj)T∇f(ȳj) = θ̄j ≥ θ̄q ≥ 0.
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D’où

∀y ∈ Rxi ∪ R̄xi ,∀x ∈ S, (x− y)T∇f(y) ≥ 0.

Par conséquent, xi est un minimum global approché.

Enfin, on applique la méthode du gradient conditionnel en commençant par le point

extrême initial x̄ qui vérifie f(x̄) = min{f(xi) : i = 1, 2, . . . , NE + 1}. Si x̄ est un

point stationnaire, alors la méthode du gradient conditionnel se termine en une itération

avec x∗ = x̄ et f(x∗) = f(x̄). Cependant, si x̄ n’est pas un point stationnaire, alors la

méthode du gradient conditionnel construit une suite de points extrêmes {xk}, telle que

f(xk+1) < f(xk), qui converge vers un point stationnaire x∗, avec f(x∗) < f(x̄).

Remarque 4.5. Dans [34, 31, 35, 8], un algorithme local est appliqué à chaque itération

pour obtenir un minimum local. Notre algorithme commence par un point extrême initial

qui est une solution du programme linéaire minx∈S c
Tx et il se déplace, à chaque itération,

d’un point extrême à un autre meilleur, qui n’est pas nécessairement un minimum local.

Cependant, pour atteindre un point stationnaire, nous appliquons la méthode du gradient

conditionnel une fois que toutes les exécutions sont effectuées. Cela économise beaucoup de

temps de calcul, car appliquer un algorithme local à chaque itération et à chaque exécution

peut affecter les performances de l’algorithme global.

4.6 Exemples numériques

Exemple 4.1. Considérons le programme quadratique concave suivant :

min f(x) = 2x1 − x3 − 2x2
1 − 2x2

3 + 2x1x3,

s.c. x1 + 3x2 + x3 ≤ 2,

3x1 − x2 + x3 ≤ 0,

2x1 − x2 − x3 = 0,

0 ≤ x1 ≤ +∞, 0 ≤ x2 ≤ 1, −∞ ≤ x3 ≤ 1.

On a

A1 =

(
1 3 1

3 −1 1

)
, b1 =

(
2

0

)
, A2 =

(
2 −1 −1

)
, b2 = 0,
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l =


0

0

−∞

 , u =


+∞

1

1

 , c =


2

0

−1

 , D =


−4 0 2

0 0 0

2 0 −4

 .

Premièrement, on calcule le maximum de f sur R3. Comme les valeurs propres de la

matrice D sont respectivement −6, −2 et 0, donc D est semi-définie négative et det(D) =

0. De plus, nous avons rang(D) = rang(D| − c) = 2, donc le vecteur −c appartient au

sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de D. Par conséquent, le système linéaire

∇f(x) = Dx+ c = 0 possède une infinité de solutions, qui sont de la forme (1
2
, β, 0), β ∈

R. Nous pouvons prendre par exemple le point x̂ = (1
2
, 0, 0). La fonction f a une infinité

de points critiques avec une valeur de la fonction objectif égale à f̂ = f(x̂) = 1
2
.

La solution du programme linéaire min
x∈S

cTx est

z0 = (0, 0, 0)T , f(z0) = 0.

Appliquons l’algorithme 4.4 avec NE = 0 (nous effectuons une exécution de AALSS avec

hj = ej).

Posons r = n = 3 et k = 0.

Itération 1 :

Le gradient de la fonction f au point initial z0 est

∇f(z0) = Dz0 + c = (2, 0,−1)T .

Construisons l’ensemble d’approximation du premier ordre Rz0 :

Pour j = 1, 2, 3, on pose hj = ej ∈ R3. On a

h1TDh1 = −4, h2TDh2 = 0, h3TDh3 = −4⇒ Rz0 = {y1, y3},

où

γ1 = −2h1T∇f(z0)

h1TDh1
= 1, γ3 = −2h3T∇f(z0)

h3TDh3
= −1/2,

y1 = z0 + γ1h
1 =


1

0

0

 , y3 = z0 + γ3h
3


0

0

−1/2

 .

On a

∇f(y1) = (−2, 0, 1)T , ∇f(y3) = (1, 0, 1)T .
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Les solutions optimales des PL min
x∈S

xT∇f(yj), j = 1, 3 sont

u1 = u3 = (0, 1,−1)T .

Le nombre θp est donné par

θp = min{θ1, θ3} = min{(uj − yj)T∇f(yj), j = 1, 3} = min{1,−1

2
} = −1

2
.

On a θp = θ3 < 0, donc le nouveau point extrême est

z1 = u3 = (0, 1,−1)T , f(z1) = −1 < f(z0) = 0.

Itération 2 :

Le gradient de la fonction f au point z1 est

∇f(z1) = Dz1 + c = (0, 0, 3)T .

Posons hj = ej, j = 1, 2, 3 et construisons les éléments de l’ensemble Rz1 :

γ1 = 0, γ3 =
3

2
, y1 =


0

1

−1

 , y3 =


0

1

1/2

 , Rz1 = {y1, y3}.

On a

∇f(y1) = (0, 0, 3)T , ∇f(y3) = (3, 0,−3)T .

Les solutions optimales des programmes linéaires min
x∈S

xT∇f(yj), j = 1, 3 sont

u1 = (0, 1,−1)T , u3 = (0, 0, 0)T .

Le nombre θp est calculé comme suit :

θp = min{θ1, θ3} = min{0, 3

2
} = 0.

On a θp = θ1 = 0 et f̂ < ∞, donc on construit l’ensemble d’approximation du second

ordre R̄z1 :

(u1 − x̂)TD(u1 − x̂) = −3, (u3 − x̂)TD(u3 − x̂) = −1,

α1 =

(
2(f(z1)− f(x̂))

(u1 − x̂)TD(u1 − x̂)

) 1
2

= 1, α3 =

(
2(f(z1)− f(x̂))

(u3 − x̂)TD(u3 − x̂)

) 1
2

=
√

3.
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Donc

ȳ1 =


0

1

−1

 , ȳ3 =


1−
√

3
2

0

0

 , R̄z1 = {ȳ1, ȳ3}.

Nous avons

∇f(ȳ1) = (0, 0, 3)T , ∇f(ȳ3) = (2
√

3, 0,−
√

3)T .

Les solutions des programmes linéaires min
x∈S

xT∇f(ȳj), j = 1, 3 sont

v1 = (0, 1,−1)T , v3 = (0, 0, 0)T .

Le nombre θ̄q est

θ̄q = min{θ̄1, θ̄3} = min{(vj − ȳj)T∇f(ȳj), j = 1, 3} = min{0, 3−
√

3} = 0.

Par conséquent, la solution globale approchée et l’optimum global approché sont donnés

par

x∗ = z1 = (0, 1,−1)T et f(x∗) = f(z1) = −1.

La première itération de la méthode du gradient conditionnel n’a pas amélioré le point x∗,

il est donc un point stationnaire.

Remarque 4.6. Pour cet exemple, nous avons trouvé le même minimum global que celui

trouvé par la méthode d’énumération des points extrêmes et celle du solveur CPLEX12.8.

Notons que les algorithmes proposés dans [34, 31, 8] pour la résolution des programmes

quadratiques concaves ne peuvent pas être appliquées pour la résolution du problème de cet

exemple car la fonction f n’est pas strictement concave, i.e.,la matrice D est semi-définie

négative.

Exemple 4.2. Considérons le programme quadratique concave à variable bornées (Chin-

chuluun et al. 2005) :

min f(x) = −x2
1 − x2

2 − x2
3 − (x3 − x4)2,

s.c. −23/10 ≤ xi ≤ 27/10, j = 1, 2, 3, 4.

On a

l =


−23/10

−23/10

−23/10

−23/10

 , u =


27/10

27/10

27/10

27/10

 , c =


0

0

0

0

 , D =


−2 0 0 0

0 −2 0 0

0 0 −4 2

0 0 2 −2

 .
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Dans cet exemple, la matrice D est définie négative (f est strictement concave), donc le

maximum de la fonction f sur R4 est donné par

x̂ = −D−1c = (0, 0, 0, 0)T , f̂ = f(x̂) = 0.

La solution optimale du programme linéaire min
x∈S

cTx est

z0 = (−23/10,−23/10,−23/10,−23/10)T , f(z0) = −1587

100
.

Appliquons AALSS avec NE = 0.

Posons r = n = 4 et k = 0.

Itération 1 :

Le gradient de la fonction f au point z0 est

∇f(z0) = Dz0 + c = (23/5, 23/5, 23/5, 0)T .

Construction de l’ensemble d’approximation du premier ordre Rz0 :

Pour j = 1, 2, 3, 4, on pose hj = ej ∈ R4. On a

h1TDh1 = −2, h2TDh2 = −2, h3TDh3 = −4, h4TDh4 = −2⇒ Rz0 = {y1, y2, y3, y4}.

Les vecteurs γ = (γj, j = 1, 2, 3, 4), yj, j = 1, 2, 3, 4 sont

γ = (23/5, 23/5, 23/10, 0)T ,

y1 = (23/10,−23/10,−23/10,−23/10)T , y2 = (−23/10, 23/10,−23/10,−23/10)T ,

y3 = (−23/10,−23/10, 0,−23/10)T , y4 = (−23/10,−23/10,−23/10,−23/10).

Les vecteurs gradients ∇f(yj) sont

∇f(y1) = (−23/5, 23/5, 23/5, 0)T , ∇f(y2) = (23/5,−23/5, 23/5, 0)T ,

∇f(y3) = (23/5, 23/5,−23/5, 23/5)T , ∇f(y4) = (23/5, 23/5, 23/5, 0).

Les solutions optimales des programmes linéaires min
x∈S

xT∇f(yj), j = 1, 2, 3, 4 sont

u1 = (27/10,−23/10,−23/10,−23/10)T , u2 = (−23/10, 27/10,−23/10,−23/10)T ,

u3 = (−23/10,−23/10, 27/10,−23/10)T , u4 = (−23/10,−23/10,−23/10,−23/10)T .
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Le nombre θp est calculé comme suit :

θp = min{θj, j = 1, 2, 3, 4} = min{−46

25
,−46

25
,−621

50
, 0} = −621

50
.

On a θp = θ3 < 0, donc le nouveau point extrême est

z1 = u3 = (−23/10,−23/10, 27/10,−23/10)T , f(z1) = −4287

100
< f(z0) = −1587

100
.

À la quatrième itération, la solution courante est

z3 = (27/10, 27/10, 27/10,−23/10)T , f(z3) = −4687

100
.

Les vecteurs uj, j = 1, 2, 3, 4 sont

u1 = (−23/10, 27/10, 27/10,−23/10)T , u2 = (27/10,−23/10, 27/10,−23/10)T ,

u3 = u4 = (27/10, 27/10,−23/10, 27/10)T .

On a θp = 54
25
> 0 et f̂ <∞. Donc

v1 = (−23/10, 27/10, 27/10,−23/10)T , v2 = (27/10,−23/10, 27/10,−23/10)T ,

v3 = v4 = (27/10, 27/10,−23/10, 27/10)T et θ̄q =
2040

1009
> 0.

Par conséquent, la solution globale approchée et le minimum global approché sont donnés

par :

x∗ = z3 = (27/10, 27/10, 27/10,−23/10)T and f(x∗) = −46.87.

La première itération de l’algorithme du gradient conditionel n’a pas amélioré le point x∗,

il est donc un point stationnaire.

Remarque 4.7. Pour cet exemple, nous avons trouvé le même minimum global que ce-

lui obtenu par la méthode d’énumération des sommets et celui obtenu par l’algorithme

de branch-and-bound implémenté dans CPLEX12.8 [59]. Cependant, le minimum global

approché trouvé par l’algorithme proposé dans [31] est -39.58.



Chapitre 5

Résultats expérimentaux

5.1 Introduction

L’évolution des outils informatiques a profondément influencé les méthodes de tra-

vail des ingénieurs et chercheurs sans oublier l’enseignement. Le traitement numérique

des données, leur visualisation, ainsi que les techniques de modélisation et de simulation

se sont notamment généralisés. Afin de comparer notre algorithme avec les algorithmes

existants pour la résolution des problèmes de programmation quadratique concave : l’Al-

gorithme des Ensembles d’Approximation (AEA) [31], l’algorithme de branch-and-bound

de Rusakov (ABBR) [88], l’algorithme de branch-and-bound de CPLEX12.8 (CPLEX)

[59], nous avons implémenté notre algorithme (AALSS) avec le langage de programma-

tion Matlab2018b [72].

5.2 Les problèmes-test

Dans l’étude expérimentale que nous avons effectuée, nous avons comparé les différents

algorithmes sur 156 problèmes-test divisés en plusieurs classes :

A. Douze programmes quadratiques concaves avec des variables bornées (box-constrained

concave quadratic programs) [31] :

• Six problèmes-test de dimension n = 10, 50, 100, 200, 500, 1000, où n est le nombre de

variables du problème :

85
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Problème 1

min f(x) = −
n∑
i=1

(n− 1− 0.1i)x2
i ,

s.c. −1− i ≤ xi ≤ 1 + 5i, i = 1, 2, . . . , n.

• Six problèmes-test de dimension n = 10, 50, 100, 200, 500, 1000, où n est le nombre de

variables du problème :

Problème 2

min f(x) = −‖x‖2 ,

s.c. −(n− i+ 1) ≤ xi ≤ n+ 0.5i, i = 1, 2, . . . , n.

Les caractéristiques de ces problèmes-test sont résumées dans la table 5.1, où f ∗ désigne

l’optimum global connu du problème-test.

Table 5.1 – Caractéristiques des problèmes-test de norme [31]

Nom Problème n f∗ f(AEA)

norm-qp1 1 10 -83712 -83712

norm-qp2 1 50 -49103210 -49103210

norm-qp3 1 100 -778330545 -778330545

norm-qp4 1 200 -12393657590 -12393657590

norm-qp5 1 500 -482716617725 -482716617725

norm-qp6 1 1000 -7715908147950 -7715908147950

norm-qp7 2 10 -1646,25 -1636

norm-qp8 2 50 -199481,25 -199431

norm-qp9 2 100 -1589587,5 -1578020,25

norm-qp10 2 200 -12691675 -11460835

norm-qp11 2 500 -198072937,5 -178801974

norm-qp12 2 1000 -1583958375 -1429690604

Notons que pour l’algorithme AEA, de nombreux détails d’implémentation, qui per-

mettent le développement de son code, ne sont pas donnés dans [31], comme le nombre

d’éléments de l’ensemble d’approximation du premier ordre (r), la manière de choi-

sir le point initial et la manière de calculer les vecteurs hj pour vèrifier les inègalités

hj
T∇f(z) > 0 et z + γjh

j ∈ S. Par conséquent, nous n’avons rapporté que les valeurs
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globales approchées obtenues par AEA [31] dans la dernière colonne du tableau 5.1 ; puis

nous avons calculé l’erreur ∆f et nous l’avons rapportée dans la table 5.6.

B. Les problèmes-test dits ”SPIN-GLASS” [84] : ces modèles permettent de formuler un

problème issu de la physique statistique. Le modèle mathématique discret de ce problème

est donné par [23, 62] :

min

{
n∑
i=1

gijxixj : xi ∈ {−1, 1}

}
, (5.1)

où x = (x1, x2, . . . , xn)T représente le vecteur des états des spin, G = (gij, i, j = 1, 2, . . . , n)

est la matrice des interactions. Pour résoudre le problème (5.1), il est écrit d’abord sous

la forme

min{xT (G− 4In)x+ 4 : x ∈ {−1, 1}n}. (5.2)

Ce problème est équivalent au programme quadratique concave suivant :

Problème 3

min f(x) = xT (G− 4In)x+ 4, (5.3)

s.c. −1 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n. (5.4)

On considère cinq problèmes-test de dimension n = 20, 40, 60, 80, 100, où n est le nombre

de variables du problème 3. Les caractéristiques de ces problèmes-test sont résumées dans

la table 5.2.

C. Les problèmes-test dits ”Difficult Class of Test Quadratic Problems (DCTQP)” [81] :

ces problèmes sont écrits sous la forme :

Problème 4

min f(x) = −n(n− 1)
n∑
i=1

xi −
n/2∑
i=1

xi + n
∑
i<j

xixj + n
∑
i>j

xixj, (5.5)

s.c. xi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . , n. (5.6)

Dans [81], les auteurs ont considéré ces problèmes discrets comme étant des problèmes

difficiles, vu leurs nombre exponentiel de minimum locaux discrets. Pour n choisi, la

solution globale du problème 4 est le point x = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0)T avec exactement n/2

uns, suivis de n/2 zéros. Pour résoudre ces problèmes, ils sont écrits sous la forme (4.1)-

(4.4) où D, c, l et u sont définis comme suit :

D = −2n2In + 2neeT ; li = 0, ui = 1, i = 1, 2, . . . , n;
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ci = −1, i = 1, . . . , n/2, ci = 0, i = (n/2) + 1, . . . , n.

Nous pouvons facilement voir que la plus grande valeur propre de D est nulle. Ainsi D

est une matrice semi-définie négative.

Nous avons considéré six problèmes-test de dimension n = 4, 8, 12, 16, 20, 24, où n est

le nombre de variables du problème 4. Les caractéristiques de ces problèmes-test sont

résumées dans la table 5.2.

Table 5.2 – Caractéristiques des problèmes-test SPIN-GLASS [84] et DCTQP [81]

Nom Problème n f∗ Nom Problème n f∗

SpinGlass-qp1 3 20 -120 dctqp1 4 4 -18

SpinGlass-qp2 3 40 -240 dctqp2 4 8 -132

SpinGlass-qp3 3 60 -360 dctqp3 4 12 -438

SpinGlass-qp4 3 80 -480 dctqp4 04 16 -1032

SpinGlass-qp5 3 100 -600 dctqp5 4 20 -2010

dctqp6 4 24 -3468

D. Quatres problèmes-test pris de l’article de Rusakov [88] :n = 5, 10, 15, 20, où n

représente le nombre de variables du problème suivant :

Problème 5

min f(x) =
n∑
i=1

−2xi −
i

n
x2
i ,

s.c.
n∑
i=1

ixi = n2,

0 ≤ xi ≤ i, i = 1, 2, . . . , n.

Les caractéristiques de ces problèmes-test sont résumées dans la table 5.3.

E. Neuf problèmes d’optimisation quadratique concave tirés du livre [42] :

Problème 6

min f(x) = cTx− 0.5xTDx,

s.c. 20x1 + 12x2 + 11x3 + 7x4 + 4x5 ≤ 40,

0 ≤ xj ≤ 1, j = 1, 5,
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Table 5.3 – Caractéristiques des problèmes-test de Rusakov [88]

Nom Problème m n f∗

Rusakov-qp1 5 1 5 -35

Rusakov-qp2 5 1 10 -120

Rusakov-qp3 5 1 15 -255

Rusakov-qp4 5 1 20 -440

avec

c = (42, 44, 45, 47, 47.5)T , D = 100I5.

Problème 7

min
x,y

f(x, y) = cTx− 0.5xTDx+ dy,

s.c. 6x1 + 3x2 + 3x3 + 2x4 + x5 ≤ 6.5,

10x1 + 10x3 + y ≤ 20,

0 ≤ xj ≤ 1, j = 1, 5,

0 ≤ y,

avec

c = (−10.5,−7.5,−3.5,−2.5,−1.5)T , d = −10, D = 100I5.
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Problème 8

min
x,y

f(x, y) = cTx− 0.5xTDx+ dy,

s.c. 2x1 + 2x2 + y6 + y7 ≤ 10,

2x1 + 2x3 + y6 + y8 ≤ 10,

2x2 + 2x3 + y7 + y8 ≤ 10,

−8x1 + y6 ≤ 0,

−8x2 + y7 ≤ 0,

−8x3 + y8 ≤ 0,

−2x4 − y1 + y6 ≤ 0,

−2y2 − y3 + y7 ≤ 0,

−2y4 − y5 + y8 ≤ 0,

0 ≤ xj ≤ 1, j = 1, 4,

0 ≤ yj ≤ 1, j = 1, 2, 3, 4, 5, 9,

0 ≤ yj ≤ 3, j = 6, 7, 8,

avec

c = (−5,−5,−5,−5)T , dj = −10, j = 1, 9, D = 100I4.

Problème 9

min
x,y

f(x, y) = 6.5x− 0.5x2 − y1 − 2y2 − 3y3 − 2y4 − y5,

s.c. Az ≤ b, z = (x, y)T ,

0 ≤ x ≤ 1,

yj ≤ 1, j = 3, 4,

y5 ≤ 2,

avec

A =



1 2 8 1 3 5

−8 −4 −2 2 4 −1

2 0.5 0.2 −3 −1 −4

0.2 2 0.1 −4 2 2

−0.1 −0.5 2 5 −5 3


, b =



16

−1

24

12

3


.
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Problème 10

min
x,y

f(x, y) = cTx− 0.5xTDx+ dTy,

s.c. Az ≤ b, z = (x, y)T ,

0 ≤ z ≤ 1,

avec

A =



−2 −6 −1 0 −3 −3 −2 −6 −2 −2

6 −5 8 −3 0 1 3 8 9 −3

−5 6 5 3 8 −8 9 2 0 −9

9 5 0 −9 1 −8 3 −9 −9 −3

−8 7 −4 −5 −9 1 −7 −1 3 −2

−7 −5 −2 0 −6 −6 −7 −6 7 7

1 −3 −3 −4 −1 0 −4 1 6 0

1 −2 6 9 0 −7 9 −9 −6 4

−4 6 7 2 2 0 6 6 −7 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1



, b =



−4

22

−6

−23

−12

−3

1

12

15

9

−1



,

c = (−20,−80,−20,−50,−60, 90, 0)T , d = (10, 10, 10, 10)T , D = 10I7.

Problème 11

min f(x) = cTx− 0.5xTDx,

s.c. Ax ≤ b, 0 ≤ x ≤ 1, x ∈ R10,

avec

A =



−2 −6 −1 0 −3 −3 −2 −6 −2 −2

6 −5 8 −3 0 1 3 8 9 −3

−5 6 5 3 8 −8 9 2 0 −9

9 5 0 −9 1 −8 3 −9 −9 −3

−8 7 −4 −5 −9 1 −7 −1 3 −2


, b =



−4

22

−6

−23

−12


,

c = (48, 42, 48, 45, 44, 41, 47, 42, 45, 46)T , D = 100I10.

Considérons le programme quadratique concave suivant :

min f(x) = −0.5
∑20

i=1 λi(xi − αi)2,

s.c. Ax ≤ b, x ≥ 0, x ∈ R20,
(5.7)
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où

b = (−5, 2,−1,−3, 5, 4,−1, 0, 9, 40)T ,

A = (A1, A2), avec

A1 =



−9 3 5 0 0 1 7 −7 −4 −6

3 5 0 0 1 7 −7 −4 −6 −3

5 0 0 1 7 −7 −4 −6 −3 7

0 0 1 7 −7 −4 −6 −3 7 0

0 1 7 −7 −4 −6 −3 7 0 −5

1 7 −7 −4 −6 −3 7 0 −5 1

7 −7 −4 −6 −3 7 0 −5 1 1

−7 −4 −6 −3 7 0 −5 1 1 0

−4 −6 −3 7 0 −5 1 1 0 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



,

A2 =



−3 7 0 −5 1 1 0 2 −1 −1

7 0 −5 1 1 0 2 −1 −1 −9

0 −5 1 1 0 2 −1 −1 −9 3

−5 1 1 0 2 −1 −1 −9 3 5

1 1 0 2 −1 −1 −9 3 5 0

1 0 2 −1 −1 −9 3 5 0 0

0 2 −1 −1 −9 3 5 0 0 1

2 −1 −1 −9 3 5 0 0 1 7

−1 −1 −9 3 5 0 0 1 7 −7

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



.

Ce problème est équivalent au problème suivant :

Problème 12

min f(x) = cTx− 0.5xTDx,

s.c. Ax ≤ b, x ≥ 0, x ∈ R20,

où c = (λiαi, i = 1, . . . , 20), D = (dij, i, j = 1, . . . , 20), avec

dij =

{
−λi, si i = j ;

0, sinon.
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Si l’on note l’optimum global du problème (5.7), donné dans [42], par f̄ et celui du

problème 12 par f ∗, alors on a

f ∗ = f̄ +
1

2

20∑
i=1

λiα
2
i .

Les caractéristiques de ces problèmes-test sont résumées dans la table 5.4.

Table 5.4 – Caractéristiques des problèmes-test de Floudas [42]

Nom Problème m n λi αi f̄ 0.5
∑20

i=1 λiα
2
i f∗

Floudas-qp1 5 1 5 - - -17 - -17

Floudas-qp2 6 2 6 - - -361.5 - -36105

Floudas-qp3 7 9 13 - - -195 - -195

Floudas-qp4 8 6 5 - - -15.49 - -15049

Floudas-qp5 9 11 10 - - -268.01 - -268.01

Floudas-qp6 10 5 10 - - -39 - -39

Floudas-qp7 11 10 20 1 2 -394.7506 40 -354.7506

Floudas-qp8 11 10 20 1 -5 -884.7506 250 -634.7506

Floudas-qp9 11 10 20 1 8 -754.7506 640 -114.7506

F. Vingt problèmes-test correspondant au programmes quadratiques concaves de la

librairie Globallib [46] qui représente une collection de problèmes d’optimisation globale.

Les caractéristiques de ces problèmes-test sont résumées dans la table 5.5.

Table 5.5 – Caractéristiques des problèmes-test Globallib [46]

No. Nom m n f∗ No. Nom m n f∗

1 ex2-1-5 11 10 -268,015 11 st-qpc-m1 5 5 -473,778

2 ex2-1-7 10 20 -3730,410 12 st-qpc-m3b 10 10 0

3 ex2-1-8 10 24 15639 13 st-qpc-m3c 10 10 0

4 st-fp7a 10 20 -354,75 14 st-qpc-m4 10 10 0

5 st-fp7b 10 20 -634,75 15 st-rv1 5 10 -59,944

6 st-fp7c 10 20 -8695,012 16 st-rv2 10 20 -64,481

7 st-fp7d 10 20 -114,75 17 st-rv3 20 20 -35,761

8 st-fp7e 10 20 -3730,41 18 st-rv7 20 30 -138,187

9 st-m1 11 20 -461356,939 19 st-rv8 20 40 -132,662

10 st-m2 21 30 -856648,819 20 st-rv9 20 50 -120,153
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G. Cinquante problèmes générés aléatoirement en utilisant la procédure de génération

décrite comme suit [94] : Soit S = {x ∈ Rn : aTi x ≤ bi, i = 1, . . . ,m}, où ai ∈ Rn,

bi ∈ R. Soit v un point frontière de S, et I(v) = {i : aTi v = bi}. On définit l(x) = aTx,

où a =
∑

i∈I(v) λiai, 0 ≤ λi ≤ 1, i ∈ I(v),
∑

i∈I(v) λi = 1. Soit w la solution du problème

linéaire suivant minx∈S a
Tx. Le problème minx∈S −(ax)2 a une solution globale u ∈ {v, w}.

H. Cinquante problèmes-test générés avec l’algorithme présenté dans [92] qui sont de la

forme : min f(x) = cTx + 0.5xTQx, s.c. Ax ≤ b, x ≥ 0, où A ∈ R(n+1)×n, b ∈ Rn+1,

c, x ∈ Rn, Q ∈ Rn×n est symérique semi-définie négative.

5.3 Comparaison numérique

Nous avons comparé AALSS, avec le paramètre NE = 10, aux algorithmes suivants :

AEA : l’algorithme basé sur les ensembles d’approximation proposé dans [31].

ABBR : l’algorithme de branch-and-bound développé par Rusakov dans [88].

CPLEX : l’algorithme de branch-and-bound implémenté dans CPLEX12.8 (la fonction

“cplexqp” avec les paramètres “optimalitytarget” et “timelimit” réglés à 3 et 10800 s,

respectivement) [59].

Nous avons exécuté les différents solveurs sur un PC Intel Core i7-4790, CPU @3.60

Ghz, 8GO RAM, qui fonctionne sous le système d’exploitation Windows 10. Pour résoudre

les programmes linéaires intermédiaires, l’algorithme du simplexe [33] ou les algorithmes

présentés dans [15, 22, 39] peuvent être utilisés. Cependant, nous avons utilisé l’algorithme

des points intérieurs (la fonction “cplexlp” avec le paramètre lpmethod=4) et la fonction

“cplexqp” pour trouver le maximum de f sur Rn.

La signification des paramètres mentionnés dans les différentes tables est comme

suit : m et n désignent le nombre de contraintes ainsi que le nombre de variables du

problème-test ; f ∗ représente l’optimum global connu du problème test ; f0 désigne l’opti-

mum du programme linéaire minx∈S c
Tx ; f désigne l’optimum global approché obtenu

par l’algorithme exécuté ; 4f désigne la valeur absolue de la différence entre l’opti-

mum global connu et l’optimum global approché obtenu par l’algorithme exécuté, i.e.,

4f = |f ∗−f | ; ”IT” désigne le nombre d’itérations de l’algorithme exécuté ; NE∗ désigne

le numéro de l’exécution au cours de laquelle AALSS a trouvé l’optimum global f ∗, i.e.,
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fNE = min{f i : i = 1, 2, . . . , NE+1}, où f i représente l’optimum global approché trouvé

dans la ième exécution. ”CPU” représente le temps d’exécution de l’algorithme considéré.

Notons que pour AALSS, ”CPU” et ”IT” représentent respectivement la somme des temps

d’exécution et la somme des nombres d’itérations des NE + 1 exécutions effectuées de

l’algorithme 4.3. Lorsque le temps CPU de AALSS est meilleur que celui de CPLEX, nous

le mettons en évidence par le caractère foncé.

Nous avons résolu les 156 problèmes-test listés dans la section 5.2 avec les solveurs

mentionnés ci-dessus. Les résultats numériques obtenus sont présentés dans de différents

tables et ils sont représentés graphiquement dans plusieurs figures, et ce, selon le tableau

suivant :

Classe du problème-test Nom Tableau des résultas Figure

A Norme 5.6 5.1

B SPIN-GLASS 5.7 5.2

C DCTQP 5.8 5.2

D Rusakov 5.9 5.3

E Floudas 5.10 5.4

F Globallib 5.11 5.4

G Thoai 5.12 5.5

H Rosen 5.13 5.5

A partir des différentes tables et graphes, nous pouvons remarquer ce qui suit :

— Pour les problèmes-test à variables bornées (tables 5.6 et 5.7), CPLEX est plus ra-

pide que AALSS, en particulier pour les problèmes-test de norme avec une dimen-

sion supérieure à 200 variables (voir la table 5.6). Cependant, pour les problèmes

test ”DCTQP” présentés dans la table 5.8, nous remarquons que notre algorithme

est plus précis et plus rapide que CPLEX, en particulier pour les problèmes-test

de dimension n ≥ 20. Par exemple, le problème-test ”dctqp5” de dimension 20

est résolu en 0,250 s avec AALSS et en 86,609 s avec CPLEX et le problème-test

”dctqp6” avec 24 variables est résolu en 0,211 s avec AALSS, tandis que CPLEX a

été interrompu après 3 heures. La performance de notre algorithme pour ce genre de

problèmes vient du fait que la solution du programme linéaire minx∈S c
Tx cöıncide

avec la solution optimale globale du problème (f 0 = f ∗).
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— De plus, nous remarquons que AALSS a réussi à trouver l’optimum global connu

pour tous les problèmes à variables bornées, et ce, lors de la première exécution (les

vecteurs hj sont égaux aux vecteurs unitaires ej), après aucune amélioration n’a été

constatée au cours des dix autres exécutions (NE∗ = 1). Enfin, nous constatons

que l’algorithme AEA a trouvé des valeurs avec 4f variant entre 1.0E + 01 et

1.5E+ 08 pour les problèmes-test ”norm-qp7” ,. . ., “norm-qp12”. Cela montre que

les techniques utilisées dans notre algorithme ont considérablement amélioré la

précision de l’algorithme proposé dans [31]. à savoir :

1. La technique d’initialisation qui consiste à partir d’un point extrême correspon-

dant à une solution optimale du programme linéaire minx∈S c
Tx ;

2. La technique de choix du nombre d’éléments de l’ensemble d’approximation du

premier ordre. Ce nombre est posé égal au nombre de variables du problème

considéré ;

3. La technique de choix des vecteurs hj, qui consiste à les générer de manière à

obtenir des vecteurs yj ∈ Ef(z)(f), qui n’appartiennent pas nécessairement à S,

tout en prenant en compte le fait que la matrice D est semi-définie ;

4. La technique stochastique qui consiste à exécuter l’algorithme 11 fois, où dans

la première exécution, les vecteurs hj sont pris égaux aux vecteurs de la ma-

trice identité. Cette technique stochastique a permis de trouver de meilleures

approximations pour l’ensemble niveau de la fonction objectif au point courant.

— Pour les problèmes-test de Rusakov (voir les tables 5.3 et 5.9), nous remarquons que

AALSS a réussi à trouver les valeurs globales exactes connues pour les problèmes-

test ”Rusakov-qp1” et ”Rusakov-qp3” (NE∗ = 3), ”Rusakov-qp2” (NE∗ = 2) et

”Rusakov-qp4” (NE∗ = 5). En termes de temps de calcul, nous remarquons que

CPLEX est plus rapide que AALSS et ABBR. De plus, AALSS est plus rapide que

l’algorithme de branch-and-bound de Rusakov (voir le graphe de la figure 5.3).

— Pour les problèmes-test de Floudas présentés dans les tables 5.4 et 5.10, nous

remarquons que tous les problèmes-test sont résolus avec une bonne précision et

un temps de calcul court par AALSS et CPLEX. De plus, toutes les valeurs globales

des problèmes-test de Floudas ont été retrouvées lors de la première exécution de
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AALSS, à l’exception du problème ”Floudas-qp6‘”, l’optimum global connu était

trouvé lors de la quatrième exécution (NE∗ = 4). En termes de temps de calcul,

on note que AALSS est plus rapide que CPLEX sur les problèmes 1, 4 et 5, mais

il est plus lent que CPLEX sur les six autres problèmes-test (voir le graphe de la

figure 5.4).

— Pour les problèmes-test de la bibliothèque Globallib (voir les tables 5.5 et 5.11),

nous notons que CPLEX et AALSS ont réussi à trouver l’optimum global connu

des problèmes-test. En termes de temps de calcul, on note que CPLEX est plus

rapide que AALSS, sauf pour les trois problèmes st m1, st rv1 et st rv2, AALSS

est plus rapide que CPLEX (voir le graphe de la figure 5.4).

— Pour les problèmes-test de Thoai générés aléatoirement (voir la table 5.12), CPLEX

est plus rapide que AALSS. Cependant, pour les problèmes-test de Rosen indiqués

dans la table 5.13, notre algorithme est plus précis et plus rapide que CPLEX,

en particulier dans la résolution des problèmes de grandes dimensions. En effet,

AALSS a trouvé des valeurs globales approchées avec une erreur entre 8, 6E − 10

et 2, 7E − 08, alors que CPLEX a trouvé des valeurs approchées avec une erreur

entre 3, 7E − 08 et 2, 6E − 06. De plus, le temps de calcul de AALSS varie entre

0, 288 s et 2, 227 s, tandis que le temps CPU de CPLEX varie entre 0, 403 s et

363, 250 s pour les problèmes-test avec n ≤ 30. Pour les problèmes-test avec une

dimension supérieure à 30 variables, CPLEX a atteint le temps limite de 3 heures

et AALSS les a résolu en moins de 3s.

— Parmi les 156 problèmes-test, AALSS est plus rapide que CPLEX dans 61 problèmes

(5 problèmes de DCTQP, 3 problèmes de Globallib, 3 problèmes de Floudas et

les 50 problèmes-test de Rosen), soit 39,10% des problèmes-test. De plus, l’er-

reur moyenne de AALSS est meilleur que celle de CPLEX pour cinq classes de

problèmes-test (norme, DCTQP, Rusakov, Thoai et Rosen) et l’erreur moyenne

des deux solveurs est égale pour les trois autres classes (SPIN-GLASS, Floudas et

Globallib).

— Le temps de calcul de la méthode du gradient conditionnel est très petit (inférieur

à 0, 08s) pour tous les problèmes-test. De plus, son nombre d’itérations est égal
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à un pour tous les problèmes-test, sauf pour les problèmes de Thoai, il est égal

à 2. Cela signifie que le les solutions globales approchées obtenues par les deux

premières étapes de AALSS sont des points stationnaires pour tous les problèmes-

test, à l’exception des problèmes de Thoai, qui ont un vecteur c égal au vecteur nul,

la méthode du gradient conditionnel a amélioré le point non stationnaire obtenu

en deux itérations pour atteindre un point stationnaire.

— Parmi les 156 problèmes test, 147 problèmes (94,23%) ont été résolus jusqu’à l’op-

timalité ε−globale lors de la première exécution (NE∗ = 1). Cela signifie que

l’application de l’algorithme 4.4 avec hj choisi comme vecteurs de la matrice iden-

tité est efficace et précis, en particulier pour les problèmes à variables bornées, mais

il est moins précis que AALSS (avec NE = 10) pour les problèmes-test Floudas,

Rusakov et Globallib.

— Bien que la convergence de AALSS vers une solution ε-globale ne soit pas garantie

(par exemple, si nous appliquons AALSS avec NE = 5 ou avec r = [n/2], nous

n’obtiendrons pas la solution globale pour certains problèmes), on peut remarquer

que la solution globale approchée trouvée par notre méthode (AALSS avec NE =

10 et r = n) est aussi ε-globale pour tous les problèmes-test et c’est une solution

globale exacte (4f = 0) pour les problèmes-test : norme, SPIN-GLASS, DCTQP,

Rusakov et certains des problèmes-test de Floudas et Globallib.
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Table 5.6 – Résultats numériques de AALSS, CPLEX et AEA pour les problèmes-test

de norme
AALSS CPLEX AEA

Problème IT CPU ∆f NE∗ CPU ∆f ∆f

norm-qp1 64 0.461 0 1 0.063 0 0

norm-qp2 143 3.903 0 1 0.016 0 0

norm-qp3 241 15.218 0 1 0.016 0 0

norm-qp4 417 50.609 0 1 0.015 0 0

norm-qp5 1388 516.709 0 1 0.000 6.1E-05 0

norm-qp6 1485 2371.026 0 1 0.015 0 0

norm-qp7 58 0.429 0 1 0.016 0 1.0E+01

norm-qp8 159 4.297 0 1 0.016 0 5.0E+01

norm-qp9 253 15.361 0 1 0.015 0 1.2E+04

norm-qp10 398 45.278 0 1 0.000 0 1.2E+06

norm-qp11 785 239.065 0 1 0.015 0 1.9E+07

norm-qp12 1287 1830.461 0 1 0.000 0 1.5E+08

Moy 556.5 424.401 0 1 0.016 5.1E-06 1.5E+07
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Figure 5.1 – Comparaison de AALSS et CPLEX pour les problèmes-test de norme
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Table 5.7 – Résultats numériques de AALSS et CPLEX pour les problèmes-test SPIN-

GLASS
AALSS CPLEX

Problème n f ∗ f0 IT CPU ∆f NE∗ CPU ∆f

SpinGlass-qp1 20 -120 -40 54 0.778 0 1 0.219 0

SpinGlass-qp2 40 -240 -80 68 1.679 0 1 0.016 0

SpinGlass-qp3 60 -360 -120 94 3.314 0 1 0.015 0

SpinGlass-qp4 80 -480 -160 116 5.354 0 1 0.016 0

SpinGlass-qp5 100 -600 -200 106 6.651 0 1 0.015 0

Moy 87.6 3.555 0 1 0.056 0

Table 5.8 – Résultats numériques de AALSS et CPLEX pour les problèmes-test DCTQP

AALSS CPLEX

Problème n f ∗ f0 IT CPU ∆f NE∗ CPU ∆f

dctqp1 4 -18 -18 11 0.174 0 1 0.031 0.0E+00

dctqp2 8 -132 -132 11 0.152 0 1 0.219 0.0E+00

dctqp3 12 -438 -438 11 0.178 0 1 0.203 2.4E-09

dctqp4 16 -1032 -1032 11 0.196 0 1 3.594 2.2E-08

dctqp5 20 -2010 -2010 11 0.250 0 1 86.609 1.6E-07

dctqp6 24 -3468 -3468 11 0.211 0 1 ¿10800 9.3E-09

Moy 11 0.194 0 18.131 3.2E-08

Table 5.9 – Résultats numériques de AALSS, CPLEX et ABBR pour les problèmes-test

de Rusakov
AALSS CPLEX ABBR

Problème IT CPU ∆f NE∗ CPU ∆f CPU ∆f

Rusakov-qp1 28 0.233 0 3 0.140 0.0E+00 0.412 0

Rusakov-qp2 38 0.390 0 2 0.187 1.6E-13 0.849 0

Rusakov-qp3 39 0.549 0 3 0.031 0.0E+00 1.184 0

Rusakov-qp4 37 0.673 0 5 0.188 0.0E+00 1.313 0

Moy 35.50 0.461 0 3.25 0.137 3.9E-14 0.940 0
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Figure 5.2 – Comparaison de AALSS et CPLEX pour les problèmes-test SPIN-GLASS

et DCTQP
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Figure 5.3 – Comparaison de AALSS, CPLEX et ABBR pour les problèmes-test de

Rusakov
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Table 5.10 – Résultats numériques de AALSS et CPLEX pour les problèmes-test de

Floudas
AALSS CPLEX

Problème f ∗ f0 IT CPU ∆f NE∗ CPU ∆f

Floudas-qp1 -17.00 0.00 28 0.212 0.0E+00 1 0.719 0.0E+00

Floudas-qp2 -361.50 -361.50 11 0.160 0.0E+00 1 0.016 0.0E+00

Floudas-qp3 -195.00 -23.47 25 0.236 0.0E+00 1 0.031 0.0E+00

Floudas-qp4 -15.49 -15.49 11 0.140 8.6E-05 1 0.453 8.6E-05

Floudas-qp5 -268.01 -268.01 11 0.174 1.5E-06 1 0.203 1.5E-06

Floudas-qp6 -39.00 6.73 38 0.360 0.0E+00 4 0.203 0.0E+00

Floudas-qp7 -354.75 1.48 36 0.609 8.4E-05 1 0.172 8.4E-05

Floudas-qp8 -634.75 -360.55 43 0.657 3.2E-05 1 0.188 3.2E-05

Floudas-qp9 -114.75 6.55 16 0.364 6.8E-04 1 0.172 6.8E-04

Moy 24.33 0.324 9.9E-05 1.33 0.240 9.9E-05
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Figure 5.4 – Comparaison de AALSS et CPLEX pour les problèmes-test de Floudas et

Globallib
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Table 5.11 – Résultats numériques de AALSS et CPLEX pour les problèmes-test de

Globallib
AALSS CPLEX

Problème f0 IT CPU ∆f NE∗ CPU ∆f

ex2 1 5 -268.01 11 0.175 4.7E-10 1 0.031 4.7E-10

ex2 1 7 12.75 36 0.603 1.7E-09 2 0.218 1.7E-09

ex2 1 8 18423.00 25 0.573 0.0E+00 1 0.078 0.0E+00

st fp7a 1.48 36 0.627 6.1E-04 1 0.297 6.1E-04

st fp7b -360.55 47 0.739 6.1E-04 1 0.125 6.1E-04

st fp7c -3.16 43 0.654 3.2E-04 11 0.187 3.2E-04

st fp7d 6.55 16 0.355 6.1E-04 1 0.297 6.1E-04

st fp7e 12.75 52 0.841 1.3E-04 2 0.250 1.3E-04

st m1 -461356.94 11 0.324 0.0E+00 1 0.344 3.5E-10

st m2 -856648.82 11 0.475 0.0E+00 1 0.297 8.1E-10

st qpc-m1 55.32 22 0.203 0.0E+00 1 0.032 4.5E-09

st qpc-m3b 0.00 11 0.219 0.0E+00 1 0.016 0.0E+00

st qpc-m3c 0.00 11 0.215 0.0E+00 1 0.016 0.0E+00

st qpc-m4 0.00 11 0.196 0.0E+00 1 0.016 0.0E+00

st rv1 -59.90 20 0.270 0.0E+00 1 0.437 1.4E-14

st rv2 -64.48 11 0.299 0.0E+00 1 0.375 1.4E-14

st rv3 -35.38 27 0.530 0.0E+00 1 0.281 0.0E+00

st rv7 -131.70 32 0.794 0.0E+00 1 0.297 7.9E-10

st rv8 -128.80 34 1.218 0.0E+00 1 0.187 0.0E+00

st rv9 -118.03 39 1.861 0.0E+00 3 0.469 0.0E+00

Moy 25.30 0.559 1.1E-04 1.70 0.213 1.1E-04
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Table 5.12 – Résultats numériques de AALSS et CPLEX pour les problèmes-test de

Thoai
AALSS CPLEX

Problème m n IT CPU ∆f NE∗ CPU ∆f

Thoai-qp1 10 15 11 0.198 1.7E-15 1 0.011 6.0E-15

Thoai-qp2 20 30 11 0.270 1.1E-14 1 0.013 1.6E-14

Thoai-qp3 30 45 11 0.369 2.6E-14 1 0.015 1.4E-14

Thoai-qp4 40 60 11 0.487 2.8E-14 1 0.016 2.2E-13

Thoai-qp5 50 75 11 0.652 8.5E-14 1 0.024 2.6E-13

Moy 11 0.395 3.0E-14 1 0.016 1.0E-13

Table 5.13 – Résultats numériques de AALSS et CPLEX pour les problèmes-test de

Rosen
AALSS CPLEX

Problème m n IT CPU ∆f NE∗ CPU ∆f

Rosen-qp1 11 10 22.00 0.288 9.2E-10 1 0.403 3.7E-08

Rosen-qp2 21 20 26.50 0.571 8.6E-10 1 9.438 7.1E-07

Rosen-qp3 31 30 25.90 0.916 2.3E-09 1 363.250 5.2E-07

Rosen-qp4 41 40 36.70 1.887 2.7E-08 1 ¿10800 6.3E-07

Rosen-qp5 51 50 25.50 2.227 1.6E-08 1 ¿10800 2.6E-06

Moy 27.32 1.178 9.4E-09 1.00 124.364 9.0E-07
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Figure 5.5 – Comparaison de AALSS et CPLEX pour les problèmes-test de Thoai et

Rosen
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Dans ce travail, en se basant sur les algorithmes proposés dans [34, 31, 8, 17], nous

avons proposé un nouvel algorithme appelé algorithme des approximations linéaires suc-

cessives pour la résolution des problèmes de programmation quadratique concave qui se

présentent sous la forme générale (la matrice de la forme quadratique est semi-définie

négative, les contraintes du problème sont du type égalité et/ou inégalité, les variables

sont bornées par des bornes qui peuvent être finies ou infinies).

Dans le but de réduire le temps d’execution et d’améliorer la précision des algorithmes

développés dans [34, 31, 8], nous avons proposé plusieurs techniques, à savoir

1. la technique d’initialisation qui consiste à partir du point extrême correspondant

à une solution optimale du programme linéaire minimisant la partie linéaire de la

fonction objectif minx∈S c
Tx ;

2. la technique qui consiste à fixer le nombre d’éléments de l’ensemble d’approxima-

tion du premier ordre égal au nombre de variables du problème considéré ;

3. la technique de choix des vecteurs hj, qui consiste à les générer de telle sorte à

obtenir des vecteurs yj de la ligne niveau de la fonction objectif au point courant,

qui ne sont pas forcément réalisables, toute en prenant en considération le fait que

la matrice D est semi-définie négative ;

4. la technique stochastique qui consiste à exécuter l’algorithme plusieurs fois, où

dans le première exécution, les vecteurs hj sont pris égaux aux vecteurs de la

matrice identité. Cette technique stochastique a permis de trouver de meilleures

approximations pour l’ensemble niveau de la fonction objectif au point courant.

Afin de tester l’efficacité de notre approche, nous avons développé une implémentation

avec le langage de programmation MATLAB ; puis nous avons comparé les performances

105
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de notre algorithme avec celles de trois algorithmes existants : l’algorithme de branch-and-

bound implémenté dans � CPLEX12.8 �, l’algorithme de branch-and-bound de Rusakov

implémenté dans le solveur � CONCAVE � et l’algorithme des ensembles d’approxima-

tion, et ce, sur plusieurs classes de problèmes de programmation quadratique concave.

Les résultats numériques obtenus montrent bien que notre algorithme est plus rapide

que l’algorithme de Rusakov ; il est plus précis que l’algorithme des ensembles d’approxi-

mation et il est compétitif avec l’algorithme de branch-and-bound de CPLEX [59] que ça

soit en terme de précision ou bien en terme de temps d’exécution, particulièrement pour la

résolution des problèmes DCTQP et les problèmes-test de ROSEN. De plus, la supériorité

de notre algorithme par rapport à CPLEX, pour ce type de problèmes, augmente avec

l’augmentation de la dimension du problème.

Néanmoins, il reste à accomplir d’autres travaux dans le futur, à savoir :

— la généralisation de AALS pour la résolution des problèmes de programmation

quadratique concave en nombres entiers.

— la généralisation de AALS pour la résolution des problèmes de programmation

quadratique non-convexe.

— l’application de l’algorithme local développée dans [18] pour passer d’un point

extrême non local à un point extrême vérifiant les conditions d’optimalité locale.
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 ملخص
 

البرمجة    جديدة   خوارزمية  بتطوير  قمنا  ،العمل  هذا  في   تبدأ .  خطية  قيود  تحت  المقعرة   التربيعيةلحل مشكل 
 من  الانتقال  يتم .  الهدف  دالةل   أفضل  قيمةحل جديد ذات    إلى  تنتقل  ثم   ،أولي حل تقريبي  ب  المقترحة  الخوارزمية

 مقارنة   أجل  من.  الخطية  البرامج  من  سلسلة  وحل  معينة  تقريبية  مجموعات  بناء  طريق  عن  ر أخ  حل    إلى  حل
  ات الخوارزمي  مختلف  قارنا  ثم   ،بالماتلاب   نات طريق  ببرمجة  قمنا  ،ات الأخرى بالخوارزمي  المقترحة  الخوارزمية

 وفعالية  دقة  بوضوح  ا تبينالمتحصل عليهالمقارنة    نتائج   .مقعرة لتربيعية اال  مشاكلال  من  مجموعات  عدة   على
 . تناخوارزمي

 
 . مستوىالخط   ،يةالتقريب مجموعةال ،البرمجة الخطية ،المقعرة  التربيعية البرمجة  :المفتاحية  الكلمات

 

 
Résumé 

 
Dans cette thèse, nous proposons un nouvel algorithme pour la recherche d'un minimum 
global d'une fonction quadratique concave sous contraintes linéaires d'égalité et d'inégalité 
avec des variables non-négatives et/ou bornées. L'algorithme proposé commence par un 
sommet initial quelconque, puis il passe à un nouveau sommet ayant une meilleure valeur 
de la fonction objectif. Le passage d'un sommet à autre sommet s'effectue par la 
construction de certains ensembles d'approximation et la résolution d'une série de 
programmes linéaires. Afin de comparer notre algorithme avec les approches existantes, 
nous avons implémenté notre méthode avec MATLAB; puis nous avons comparé les 
différents algorithmes sur plusieurs collections de problèmes-test. Les résultats numériques 
obtenus montrent bien la précision et l'efficacité de notre algorithme. 
 
Mots clés : Programmation quadratique concave, Optimisation globale, Programmation 
linéaire, Ensemble d'approximation, Ligne de niveau. 

 

 
Abstract 

 
In this thesis, we propose a new algorithm for finding an approximate global minimum of a 
concave quadratic function subject to linear equality and inequality constraints, where the 
variables are bounded with finite or infinite bounds. The proposed algorithm starts with an 
initial extreme point, then it moves from the current extreme point to a new one with a better 
objective function value. The passage from one basic feasible solution to a new one is done 
by the construction of certain approximation sets and solving a sequence of linear 
programming problems. In order to compare our algorithm with the existing approaches, we 
have developed an implementation with MATLAB and conducted numerical experiments on 
numerous collections of test problems. The obtained numerical results show the accuracy 
and the efficiency of our approach. 
 
Keywords: Concave quadratic programming, Global optimization, Linear programming, 
Approximation sets, Level curve. 

 


