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Résumé

Dans ce mémoire, on a essayé de regrouper tous les résultats obtenus a partir de
l'article de J. Esterle paru en 1981 [7], ou il démontre que :

Si A est une algebre de Banach commutative ne possedant aucun idempotent non
nul. Alors

inf ||2* — 2| > 1/4.
[[=]|>1/2
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Abstract

In this thesis, we tried to combine all results obtained from the article J. Esterle
[7], where he shows that:

If A be a commutative Banach algebra has no nonzero idempotent. Then

inf ||z? — x| > 1/4.
llzl|>1/2 | I=1/
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0.1 Introduction

Ce mémoire est consacré a l’étude de quelques inégalités dans les algebres de
Banach. Dans la suite A désigne une algebre de Banach complexe.

Notre travail a été effectué selon le plan suivant :

Dans le premier chapitre on a rappellé les principaux résultats aux quels on a eu
recours dans notre travail :
les espaces vectoriels normés, les espaces métriques, les idéaux, transformation de

Gelfand ---

Le deuxieme chapitre porte sur les inégalites dans les algebres de Banach ou on
introduit les résultats suivants :

e Si l'algebre de Banach commutative A ne posseéde aucun idempotent non nul

alors

inf || — | > 1/4.
[[=[|=1/2

En particulier on a I'idempotent

P(z) = % + (z — %)(e — 4z + 4x2)_1/2 #0,

dans toute algebre de Banach contenant un élément z tel que ||z|| > 1/2
et

lo* — ]| < 1/4,16]

e Si l'algebre de Banach commutative A tel que :

2
lo° — 2l > ——

3v/3

on a l'idempotent

e V3, e V3 3v3 33
P =4+ LT (- — Ve oN20, 3y—1/2
(x) 2—|— 2(:1: \/g)(e—l— 2:1:) (e 5 T+ 5 x”) # 0
: » 2v/3
dans toute algebre de Banach contenant un élément x de norme < 3 [11]

e pour p et g deux entiers positifs, il a été démontré dans [5] que :
dans toute algebre de Banach contenant un élément x de norme superieur ou
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1 1/4
éoale & [ —— tel que
" (q+ 1) q

q

1+
Hac—x qHZW

on a l'idempotent

1

Jog = €= |pga” =Pt — (p+ q)g(a? — ar TPt
% [ C§+q(x _ g(a:p _ mp+q))k—1g($p _ xp-i—q)p-i—q—k]
2<k<p+q
_ Z Czlf(x _ g(xp _ xp+q))k—lg<xp _ xp+q)p—k
2<k<p

e pour n entier il a été démontré dans [8] que :
dans toute algebre de Banach contenant un élément x de norme superieur ou

) . 1
égale a —— tel que
n+1)»

n

r—2" > —
o=t >

en particulier on a I'idempotent

J = (I—(n+1)h"(x—x"+1))_1< > C’SH(x—h(x—x"“))k_lh(x—x”+1)”+1_k>.

2<k<n+1

e pour v réel il a été démontré dans [2] que :
dans toute algebre de Banach contenant un élément x de norme superieur ou

égale a 1 — tel que

(v+1)

2=

v

1+ 2z — (1+x)7+1|\ >
(v+ 1)1

en particulier on a I'idempotent

o0 n 6176(’Y+1)I
J = gl(ex—e('YJrl)ﬂ”)eg(ez*e(WH)z) Z (fy + 1) et -1

n=2

' (Jz_g(ex_e(erl)x))nfl
n.



Dans le troixieme chapitre, on a exposé 'application des résultats précédents aux
semigroupes :

e Si (T'(t))¢>o un semi-groupe non nul dans une algebre de Banach. et Si

lim sup (T() = T((n+ 1) < TR

pour un entier n > 1 alors :
I'algebre de Banach engendrée par le semigroupe (7'(t));~o posseéde une unité

e, et
lim |T(t) — || =0,

t—0t

de sorte que,
lim ||T(t) — T((n+ 1)t)|| =0,

t—0t

n
et la constante ——— est optimal (on notera que ce résultat ne nécessite

1+
(n+1) 7
aucune condition de continuité pour le semigroupe).

e Soit (T'(t))¢>0 un semi-groupe non quasinilpotent dans une algebre de Banach.
Soit A l'algebre fermée engendrée par (7'(t))i~o et soit v > 0. Si

limsup p(T'(t) — T((v + 1)t)) < %,
t—00 (’}/ + 1) gl

alors A/Rad(A) est unitaire, et il existe un idempotent J de A, un élément
u de JA et une application r : t — (t) de RT dans Rad(JA) possédant les
propriétés suivantes :

(i) ¢(J) =1 pour tout ¢ € A,
(ii) r(s+1t) =r(s) +r(t) pour s,t € R,
(iii) JT(t) = Je*® pour t € RF,
(iv) (T'(t) — JT(t))er+ est un semi-groupe quasinilpotent.



Chapitre 1

Rappels

Dans cette partie de ce chapitre on va donner quelques définitions et notions
utilisées dans toute la suite.

1.1 Rappels et résultats généraux

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps K (R ou C) , une norme

sur B est une application :
E — R

vérifiant les axiomes suivantes :

1. ||lz]| >0 six#0, |z[|=0&2=0;
2. |[\x|| = |A|||x|| pour tout z € E et A € K;

3. e+ yll < ||zl + ||yll,pour tout x,y € E (inégalité triangulaire).

On dit que (E, ||.||) est un espace vectoriel normé qui sera noté e.v.n ou simplement
espace norme.
L’espace vectoriel normé (F, ||.||) est un espace métrique, en définissant la distance
d sur F par :

d(z,y) = |z —yl, =yekE,

E sera muni de la topologie définie par cette norme.

Un espace normé complet (E, ||.||) (i.e :toute suite de Cauchy de (E, ||.||) converge
dans (E,||.||)) s’appelle espace de Banach .

rappelons qu’une suite (u,) est dite suite de Cauchy si elle vérifie :

Ve>0,3dng e N:in>m>ng=|lu, —uyl <c¢.
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Définition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel. Une partic F # () de E est un sous-
espace vectoriel de E si et seulement si :

Ve,y € FNa,f e K:ax+ Py € F

Définition 1.1.3 On appelle algébre A sur C tout espace vectoriel A sur le corps C,
muni d’une troisiéme opération, nommée multiplication et satisfaisant aux axiomes
sutvants :

L (ry)z = x(yz);
2. x(y+z)=axy+uxz (y+z2)r=yxr+z2x;

3. a(ry) = (ax)y = z(ay),
pour tout x,y et z € A et tout scalaire a € C.

— Sl existe un élément e € A et ||e]| = 1 tel que
ex =ze=ux

pour tout x € A, alors A est un algebre unitaire, e est dit élément unité.
— Si la multiplication est commutative, c-a-d :

pour tous x,y € A, on dit que l'algebre A est commutative.
— Si A est une algebre unitaire sur C avec élément unité e. Un élément x de A
est dit inversible s’il existe un élément noté ! dans A tel que

On note inv(A) Iensemble des éléments inversibles dans 1'algebre A.

— Siz,y € inv(A) alors y~ 'z est U'inverse de x 7'y € A d’ott inv(A) est un groupe.
Noter que si z € A admet un inverse, il est unique, car :
si xy = e = xz alors

y=ye=y(rz) = (yx)z = ez = 2.

Définition 1.1.4 Soit A une algébre sur C munie d’une norme qu’en fait un espace
vectoriel normé. Si A est non unitaire , on dit que (A, ||.||) est une algébre normée
st on a

eyl < [lllly]

pour tout couple (x,y) d’éléments de A.
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On dit qu'une algebre normée A est une algebre de Banach quand (A, ||.||) est un
espace de Banach .

Si A est unitaire d’unité e, on dit que A est une algebre normée si on a de plus

lefl =1
Remarque 1
Si |le]] # 1, on obtient ||€'|| = 1 en posant la norme initiale
ol — sup J
v |y

Remarque 2

Si l'algebre A n’admet pas un élément unité, on peut se ramener au cas unitaire en
adjoignant une unité, par un procédé élémentaire classique; ainsi I’algebre obtenue,
A# = A x C qui est munie des opérations suivantes :

(z,0) + (y,8) = (x+y,a+pP)
a(z,B) = (az,aB)
(z,0)(y,8) = (vy+ay+ Bz, ab)

est une algebre unitaire d'unité e = (0, 1) et normée pour la norme
|z + el = ||z||+ |o); z€ A aecC
Dans le cas oul A est unitaire, on pose A% = A. voir [13]

Définition 1.1.5 Soit x un élément d’une algebre unitaire A. On appelle spectre de
x l’ensemble suivant :

Specta(z) = {X € C: (e — x)~! n'existe pas}.
On posera o(x) = Specta(x) quand il n’y a pas risque de confusion.

Définition 1.1.6 On appelle caractere d’une algébre normée A un homomorphisme
d’algére non nul de A dans C. On notera A l’ensemble des caractéres x de A, xo est
une forme linéaire et

—

A#:AUXO

A = keryo.
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Théoréme 1.1.1 1. Tout caractére x de A est continu, et ||x|| = 1.

2. Le spectre o(x) de x est un composant non vide de C pour tout x € A.
Si A est commutative, on a o(z) = {x(z)}, € A pour tout x € A

Remarque 3

Si A n’est pas unitaire, alors pour tout élément de A on a
o(z) = {x(x): x € A} u{0}.

Définition 1.1.7 Un sous-ensemble I d’une algébre commutative A, est dit un idéal
St

1. I est sous-espace de l’espace vectoriel A.
2. xy € I pour tout x € A ety € I.

Ualgébre A et {0} sont des idéaux triviauz.
Un idéal est dit maximal, s’il n’est contenu dans aucun autre idéal non trivial.

Définition 1.1.8 Soit A une algébre commutative et unitaire. On appelle radical de
A Dintersection de tous les ideauzr maximaux de A et on note

RadA = {x € A:x(x)=0,Vx € /Al}

L’algébre A est semi-simple si RadA = {0} ; et si RadA = A. On remarquera que
RadA# = RadA.

Définition 1.1.9 Soient A une algébre normée. Alors pour tout x € A,

lim ||z"||"" = inf

n——+00 meN*

Cette limite est appelée rayon spectral et notée p(x); notons que si A est unitaire,
alors

= Al
p(x) Jnax Al

Définition 1.1.10 On dit qu’un élément x, d’une algébre de Banach A, est quasinilpo-
tent si p(x) = 0. Posons N (A) l’ensemble de tous les éléments quasinilpotents de A,
c’est a dire

N(A)={zx e A:p(x) =0}
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1.1.1 Transformation de Gelfand

Soit A une algebre de Banach commutative unitaire, Soit A Pensemble des car-
acteres de A et soit A* le dual topologique de A. Notons par B la boule unité de A*.

Il est clair que A est faiblement fermé dans B. Donc ﬁ, muni de la topologie
faible, est compact et I'application

z:x — x(x) avec y € A

est continu pour tout x € A comme restriction a A d'une application faiblement
continue sur A*, ceci par définition méme de la topologie faible.
L’application

A— C(A,C

est appelée transformation de Gelfand.
Propriétés :
G(x) est un homomorphisme d’algebre contractant, et on a :

KerG = {r€A:2=0}={zxe€A:x(x)=0, Vz}
= ﬂKerX:RadA

X€EA

Donc si A est semi simple G est injective.

Si A n’est pas unitaire, on définit la transformée de Gelfand :

—

A — G(A#,C)
r—Gx)=%

comme étant la restriction & A de la transformée de Gelfand sur A#.



Chapitre 2

Les inégalités dans les algebres de
Banach

1 1
2.1 L’inégalité ||2° — z|| > , pour ||| > 5

2.1.1 Distance entre éléments dans un espace de Banach
sans idempotent non nul

Dans cette partie on va rappeler des résultats obtenus dans [3], [4], [7].
Soit x un élément d’une algebre de Banach A tel que ||z|| < 1 et soit e 1'élément

unité de A#.
Posons :

> 1/2(1/2=1)---(1/2—n+1)

-0 = % - ()"
o

les deux séries sont absolument convergentes et telles que
2
[(e - x)l/ﬂ =e—z,
et

(e —z)"V2 = {(e - :17)1/2] -
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2.1. L’INEGALITE ||z* — z| > = POUR ||z|| >

L 10
4 2
On a,
e B A S meamty
_ I|Z1/2 1/2 — )7-1;(1/2—714—1)(_@”“
< i1/2(1/2—1)~7~1;(1/2—n+1)(_‘|_x”)n
= [ llz¥ = 1]
— 11— 1] (2.1.1)
Et,
L I D e ol
. 1+Z _1/2(— 1/2—1)?-1-!-(—1/2—n+1)<_”x”)n
_ #_ (2.1.2)
1= el

Définition 2.1.1 Soit A une algébre unitaire d’unité e. Un élément x de A est dit

tdempotent si
=z
1l est dit non trivial si x est non nul et s’il est différent de e.
Lemme 2.1.1  Soit A une algébre de Banach, et soit x € A tel que
|22 — z|| < 1/4.

On pose

Alors
1. P(x) est un idempotent de A,
1 1/2 + |||

2. |P(@)] <5+
2 1 — 42?2 — x|

. De plus P(x) # 0 si ||| > 1/2.
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DO | —

, , 1
2.1. L’INEGALITE ||z? — z|| > 7 POUR x| >

Preuve : On pose y = 4z — 42?%; alors ||y < 1 et on a :

2
Pi(z) = g + (z — g)(e — 4z +42%) 7?2
= (- De-y @5 ey
comme
Ce_¢_Y
=5 =174
on a alors

P?(x) = g + (z — g)(e — 4x + 422)7Y2 = P(x).
Si A est unitaire, on a P(x) € A. Sinon on a :
A# = AUxo ott Keryo = A.

Comme xo(P(z)) =0, on a P(z) € A d’ou (1).

D’autre part on a, d’aprés 2.1.2

(& (& _
IP@I = 15+~ $)e -9

1 e
< = € L oN—1)2
< 2l = Dlile -y
< -2
< sHlr—Sll——=

2 2" 1Tl

1

1 _
< 5 (el + )01 — 14 — 42?72,

On suppose P(z) = 0. On a dans ce cas

5= = Se—y
donc

e=—(2z—1)(e—y) "2
et

2t = e — (e —y)"/2
On déduit de 2.1.1 que I'on a

20zl <1—=y1 =1yl <1, etfjzf| < 1/2.

Donc P(x) # 0 si ||z|| > 1/2, ce qui démontre (2). O
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DO | —

, , 1
2.1. L’INEGALITE ||z? — z|| > 7 POUR x| >

Théoréme 2.1.1 Soit A une algebre de Banach commutative ne possedant aucun
idempotent non nul. Alors

inf ||2% — 2| > 1/4.
llzl|>1/2 | =1/

Preuve : Dansle cas on inf ||2? — z| < 1/4, il existe
llzll>1/2

P(z) = % + (x — %)(e — 4z + 42%)7V2 £ 0,

idempotent non nul de A ce qui entraine une contradiction. [J

On a aussi le corollaire suivant :

Corollere 2.1.1 Soit A une algebre de Banach radicale. Alors

inf ||z? — x| > 1/4.
llzl|>1/2 | I=1/



2.2. APPLICATION AUX ALGEBRES DE BANACH POSSEDANT UNE U.A.B.S 13

2.2 Application aux algebres de Banach possédant
une u.a.b.s

2.2.1 Rappels et définitions

Définition 2.2.1 Soit A une algébre de Banach. On dira qu’une suite (e,),>1 d’élé-
ments de A est une unité approchée Bornée séquentielle (u.a.b.s) de A si et seulement
st les deux conditions suivantes sont vérifiées

1. il existe k > 0 tel que |le,|| < k pour tout n > 1,

2. on ax = lim e,x = lim xe, pour tout élément v € A.
n—oo n—oo

Quand A possede une u.a.b.s. formée d’idempotents, on a le résultat élémentaire
suivant,démontrer dans [3] et [4],

Proposition 2.2.1 Soit A une algébre de Banach commutative possédant une unité
approchée Bornée séquentielle (e,,)n>1 formée d’idempotents.

(i) 1l existe une autre unité aprochée bornée séquentielle (f,)n>1 de A formée
d’idempotents telle que f,fm = fn pour m,n >1, n > m.

disjoint deux a deux de A tels que A= Un.

m

(ii) Si A est non unitaire, il existe une suite (Up,)m>1 d’ouverts compacts non vide
1

Le résultat suivant, démontrer dans [4], donne une condition suffisante (et néces-
saires) pour qu'une algeébre de Banach commutative A posseéde une u.a.b.s. formée
d’idempotents.

Théoréme 2.2.1 Soit A une algébre de Banach commutative. Si A possédant une
unité approchée bornée séquentielle (e,)n>1 telle que

liminf || — e, | < 1/4;
n—-+00
alors A posséde une unité approchée Bornée séquentielle formée d’idempotents.

preuve : Soit A € |liminf ||e2 —e,]|,1/4] .
n——+00
On peut construire une suite strictement croissante (p,),>1 d’entiers telle que

2

llez — e,|l < A pour tout n.

Alors (ep, )n>1 est une unité approchée bornée séquentielle de A, et dans ce cas
(P(ep,))n>1, o P est le polynome défini dans le lemme 2.1.1, est une unité approchée
bornée de A formée d’idempotents. [J
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3\/_

2.3 L’inégalité ||2° — z|| <

B\f

Lemme 2.3.1 Soit A une algebre de Banach commutative, et soit v € A tel que

2 2
o < 222t ol < 2 om pose :
e V3 e V3 3v3  3v3 )\
P e Vi e Vo OV vV 3
() 2+2<x ﬁ)(“z‘*) EEEIRE
Alors P(z) € A, P*(z) = P(x), et
1P < -+ 3l + ) 1
V3 Jl_H?nf o H
23
P : Soit ¢ € A tel < ——et —z| <
reuve : Soit x el que [jz]| < 3 et [|a® — x| 3\/_

€+ —=x '
n=1 n:

est absolument convergente

la série Z ©1/2(1/2—=1)---(1/2 —=n+1) <\2§x>n

n=1 Tl'

car H\fﬂcH < 1; donc (e + ?m) v est bien définie.

B R e e L

+oo —1/2(—=1/2—-1)---(—1/2 — 1) (3v3 3v3
la série > /A=Y ) ' (=1/ n )< \2/_x3 — \2/_x est absolument
n=1 n:

est bien

3\/3373 3\/_ ‘

e+ %f’ — %x o
2 2 2

convergente puisque H ’ <1,
définie.

Donc P(z) est bien défini dans A%.
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3v/3

Pa) = N?(:E_;g)(ﬁfx) /2<6+3\2/§x3—3\2/§> ",
S ) )
- e B (o- ) (e %) /2(e+3fx3_3f> .
i<x_3>+<+fg§)<+3ﬁ_3fﬂ;)

1< 1++ZOIO_1/2(_1/2_1)7;!'(_1/2_71“)

(|2 sy
SR
1

3v3 . 33 |
i
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3f
1/2 00 . —n n
|<e+\g§x> . 1++1 1/2(1/2 = 1) n!(1/2 +1)(_1),%1 \éﬁx
>1/21/2-1)---(1/2—=n+1 3 "
_ g /2(1/ )n!(/ )(_‘QI)

(R
- 1

| 3 )1/2
= —||—==
2
D’ou
e \/— e \/g 1/2 3\/5 3\/§ , —-1/2
|P(z)|| = 2+2<x—\/§><e+2x> e-— Tt T

; \2F<” I+ f)J ‘3[2 3\/§xH
>

Théoreme 2.3.1 Soit A une algébre de Banach commutative possédant une unité

23
approchée bornée séquentielle (e,)n>1 telle que |le,| < \3/_ et [le2 — en|| < A pour

2
tout n, avec \ € ]O, W l Alors (P(ey)) est une unité approchée bornée séquentielle
pour A.
Preuve :
1/2 ~1/2
3 3 3vV3 3v3
2 79 /3 2 2 2

D’aprés le lemme 2.3.1,

1 1 1
Ple, §+¢%en+>.
1P(en)ll < 5 H\I\/g e
1——A
2
On pose :
e \/§ 1
=€, — —F—=, t,=|e+ —e, ]|, ets,=(e+uv, /2
V3 ( 2 ) ( )
3V3 ., 3V3
avec v, = —e> — ——e€,
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3v/3

3V3

n

™ _1/2(=-1/2=-1)---(—1/2 — 1
Iswu —ul| = |3 /2(=1/ ) ' (-1/2—-p+ >vﬁu|
p=1 p:
[Juvn|| X pP
< Z —1/2(—1/2—1)---(—1/2—p+1)—'
(-] b
donc s,,u — u.
n—-+oo
Y2 e 1/2(1/2=1)---(1/2—p+1 P
O 2 p=1 p‘ 2
na
1/2(1/2 —=1)---(1/2 — 1 3
Z‘ / (/ ) '(/ p+ )‘ <+OO, ||£en||p<1>
—1 p: 2
p
et comme

ePu ——— wu pour tout p, on obtient

n—-+4o0o

n—-+o0o n—-+oo

\/— 1/2 1
thou —— |14+ — u, et on a aussi r,u — (1 — — |u.
2 V3

t,, S, et r, sont bornées, et on a
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3\/_

2

HP(BTL)U—U == '|2’l“ntn8nu—g
1/2
3 1 3
= gy”wW‘<“\@>@+é> u
1/2
3 1 3
< Blrtusin—ratuad] + Lt~ (1- L) (14 2)
2 \/§ 5
1/2
3 3
SXGMWMWHW+me Y3
2 2
1/2 1/2
3
(45 - (1-5) (14 5)
2
1/2
< Bttt + Ll (1+22)

#2214 )1/2

)

Donc P(e,)u — u, et (P(e,)) est une u.a.b.s pour A. [

n——+0o

Théoréme 2.3.2 Soit A une algébre de Banach commutative possédant une unité
approchée bornée séquentielle (e,) de borne 1. On suppose que

2
. . 3 o e
lrlzr—l}l&fne” enl| < 33
Alors A posséde une unité approchée bornée séquentielle formée d’idempotents.
Preuve : Quitte a extraire une sous-suite de la suite (e,),>1, on peut supposer
2
3V/3

P(ey)u o upour tout u € A, et (P(ey))n est une u.a.b.s. Formée d’idempotents.[]
n—-+0o0

que |le3 — e,|| < X pour tout n, avec \ € ]O, [ D’aprés le théoreme 2.3.1,

Corollére 2.3.1 Soit A une algébre de Banach commutative possédant une unité
approchée bornée séquentielle (e,) de borne 1. Si A ne posséde aucun idempotent non
nul, alors
2
lim inf fle), — en]| = 375
Preuve : Dans le cas contraire on a :

liminf ||} — e, || <

2
n—-+0o 3\/37
et on peut former P(e,). O
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2.4 Distance entre puissances d’éléments d’une u.a.b.s.

Plus généralement considérons deux entiers positifs p et ¢. On va étudier le cas
ou une u.a.b.s.(ep, ),>1 vérifie la condition

P p/q q
liminf |[e? — e?t?|| < ; voir [5].
n+oo p+a) ptq

On remarque que pour p = g = 1 on retrouve les résultats précédents. Pour p = 1 et
q = 2, Mothtari introduit dans [10], I'idempotent

J(z) = g + ?(w — \%) <e - f&:) - <e —~ 3\2/555 + 3\2/3:53>1/2,

pour démontrer que si A possede une u.a.b.s.(e,),>1 qui vérifie

2V/3

enll < 5

et

les, — enll < A pour A €

02[
7\3/37

alors A admet une u.a.b.s formée d’idempotents.

2v/3
Ce résultat (sans hypothese restrective ||e,| < \3/_) a été généralisé dans [5]

pour p et ¢ quelquonques.

Le point de départ des auteurs de [5] est le résultat élémentaire d’analyse com-
plexe suivant :

Lemme 2.4.1 Soient p et q deux entiers positifs, et soit

P _( D )p/q q
Pq — .
p+q p+q

Il existe une fonction analytique,

g:D(0,R,,) — C
telle que g(0) =1 et telle que

9(2)" = g(2)""" = z pourlz| < Ry,
De plus
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1/q
p
2) > —— ourlz| < R

|9( )‘ (p—i—q) p ‘ ’ D,q
Preuve : voir [14].

On note p(x) = lirf |z™||*/™ le rayon spectral d'un élément x d'une algebre de
n—-—+0o0
Banach A. Si A est unitaire, d’unité e, et si

plo) < (2 )p/q g

p+q) p+dq
on pose
k
. g (O> k
E>1
on a alors

g9(x)’ = g(z)"™ = .

Lemme 2.4.2 Soit x un élément d’une algébre de Banach, soit A la sous-algébre
fermée engendrée par x, soit A* l'algébre obtenue en adjoignant une unité e a A,

soient p et q deux entiers positifs et soit g la fonction analytique associée a p et q au
lemme précédent.
St

P/q
p(xp—a:p+q><( P ) ‘_
p+q) p+q

alors
pg(e? = PP (p -+ q)g(ar — ar

est inversible dans A™ et

-1
Jpg = €— {pg(mp — 2Pt P (p 4 g)g(a® — xp-ﬁ-q)p—i—q—l}
X [ C£+q(1' — g(a? — xp+q))k—1g(xp _ ‘,L,p+q)p+q—k‘|
2<k<ptq
_ Z C]’j(x _ g(x” _ xp+q))k—lg(xp _ xp+q)p—k
2<k<p

est un idempotent de A. De plus

Jp,q(x)x = Jp,q(x)g(xp - xp—l—q)’
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et

1/q

ou g désigne la composante connexe de 1 dans l’ouvert

p/q
Q= zeC:|zp—zp+q|<< b ) 7\
p+q p+q

La preuve de ce lemme, ainsi que les résultats suivant sont donnés dans [5].

On énonce le résultat suivant [8],[5], qui a été évoqué précédement dans le cas
des algebres de Banach radicales.

Théoréme 2.4.1 Soit A une algébre de Banach sans idempotent non nul, soit g > 1.

St
_ pqtl q
o =41 <
alors
]| < !
T — .
~ (g+ 1)t

On note I aplication identité z — = sur un espace de Banach A, et ®B(A) I'ensemble
des opérateurs bornés de A dans lui-méme. Dans [4], on déduit des lemmes précédents
le résultat suivant

Lemme 2.4.3 Soit (T},),>1 une suite d’opérateurs bornés sur un espace de Banach
A convergent fortement vers I, et soient p et q deux entiers positifs. S’il existe

p/q
6 < ( P ) 1 ;
P+q P+q
que ||T? = TP < § pour n > 1, alors la suite (Jp4(T5))n>1 converge fortement vers

I.

On obtient alors dans [5] le résultat général suivant

Théoréme 2.4.2 Soit A une algébre commutative, et soient p et q deux entiers
positifs. Si A posséde une u.a.b.s.(e,)n>1 telle que

p/q
liminf ||e? — e/t < b 1 :
n—-+00 pt+a) p+aq

alors A posséde une u.a.b.s formée d’idempotents.
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On sait que, (théoréme 4.4 de [8] pour p = 1), si un élément x d’une algebre de
Banach est quasinilpotent, et si
1 1/q
Jz]f <|{—=]
q+1

q
(g + 1)

Par conséquent si une suite d’opérateurs quasinilpotents (7},)),>1 converge fortement
vers I et si ¢ est un positif alors

alors
|l — &' >

q

1+
HTn -7, qH > m po

ur n assez grand.

Par contre on ne peut estimer ||z|| en fonction de |[2? — 2P*?|| pour p > 2, puisqu’il
existe des algebres de Banach radicales triviales ou le produit de deux éléments quel-

conques est nul. D’ou l'intérét du résultat suivant pour p > 2, également démontré
dans [5]

Théoréme 2.4.3 Soit (T,,)n,>1 une suite d’opérateurs bornés quasinilpotents sur un
espace de Banach A # {0} qui converge fortement vers I. Alors

p/q
lim inf | 7% — T2 > (L i,
n—+oo pP+q pP+q

pour tout couple (p,q) d’entiers positifs.
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2.5 Idempotents et inégalités dans les algebres de
Banach

Si z est un élément d’une algebre de Banach commutative A, p(x) son rayon
spéctral, et o(z) son spectre.

on va donner ici une formule explicite de J, , en utilisant un principe général, que
I’on pourrait appeler principe de I'idempotent, qui découle de la formule de Taylor
avec reste intégral.

Théoréme 2.5.1 Soit x un élément d’une algébre de Banach, soit A la sous-algébre
fermée engendrée par x, soit A% ’algébre obtenue en adjoignant une unité e a A, soit
U un ouvert connexe de C contenant 0, soit R > 0, soient

f:U—=C
et
g:D(0,R)—U
deux fonctions analytiques telles que
flg(2)) ==

pour |z| < R, soit
Q={zeU:[f(2)] < R},

soit Qg la composante connexe de g(0) dans Q, et soit Qqle complémentaire de €
dans €.
Sio(x) CU, et p(f(z)) < R, posons

J(@) = (9(f@) = 2)g (f@) [(1 =0tz + (1 = Og(f(@)dl
s g(f(0)) =0, et
J(@) = e~ (g(f(@)) = 2)g'(F(2)) [(L=0)f"(tx + (1= Dg(f(x)))at

si g(f(0)) # 0.
Alors J est un idempotent de A. De plus

0 = g(D(0, R)) ={z € Q:9(f(2)) = 2},

et dans le premier cas

{xeAd:x(J(x) =1} ={x e Ad:x(x) e},

alors que dans le deuxieme cas

{xeA:x(J(2)) =1} ={x € A: x(z) € %}



2.5. IDEMPOTENTS ET INEGALITES DANS LES ALGEBRES DE BANACH 24

Preuve : Ici f(x) et g(f(z)) se calculent au moyen du calcul fonctionnel holomorphe
en une variable usuel, qul commute avec les caracteres

(en it g(7(e) = LW sy et gy = £ LW

arrive souvent dans les apphcatlons)
U étant convexe, on a, d’aprés la formule de Taylor, puisque f(z) — f(g(f(x))) =0,

x™ si f est entiere, ce qui

(@ —g(f (@) f"(9(f () + )? [ te 4+ (1= t)g(f(x)))dt = 0.

O\H

Comme

Flg(f(2)g'(f(2) =1
pour |z| < R on a

fg(f(2)g' (f(z)) =e
et ¢'(f(x)) est Vinverse de f'(g(f(x))) dans A%. Posons

y = g(f(x)) —=z,
v o= g(f@) [ = t)f w4 (1= g ()t
J = yv '

On a y = y?v,donc
J? =R =yv = J,

et J(z) est idempotent de A%.
Soit x un caractere de A#. Posons :

de sorte que |u| < R. On a :

() = o) [ (L= x+ (1= g(p))t.

Si g(p) = A alors x(J) = 0. Si g(u) # A, on obtient par integration par parties :

x(J) = g’(u)([—(l =) f' (A + (1 - t)Q(M))]é) - g’(u)/f’(ffA + (1 —t)g(p))dt

= G — LY — Fa).
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(y+D™ v
Comme
g (1) f'(g(w) = (fog)(n) =1
et

)
(). En particulier, si kery, = A

on a x(J) = 0 si et seulement si g(f(x(z))) = x
alors xo(J) = 0si g(f(0)) =0 et xo(J) =1si g(f(0)) #0. Donc J(z) € A. O
2.6 L’inégalité ||e* — (V7| > 1 pour |[z]| >
(y+1)
log(y + 1)
Y

Pour a € R, r > 0, on pose

D(a,r)={z€C:|z—a| <1}
Le lemme suivant est une reformulation du lemme 2.2 de [6]. Avec les notations de

[6], la fonction g du lemme ci-dessous est la fonction g = 9o aveca =~ + 1.
Y

Lemme 2.6.1 Soit v > 0, soit

U= D0, ——)

(y+ 1)
et sott
v = Do, 80 1)y
Y
1l existe une unique fonction analytique
g:U—V

telle que g(0) = 0 vérifiant
e9() _ o D9(z) — o

pour z € U, et on a g™ (0) < 0 pour n > 1. De plus,

k
_ log(v+1)

- v

.
(y+ 1)1

E:g(m
k!
k=1




i
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Lemme 2.6.2 Soit A une algébre de Banach, soit v > 0, soit u € A et soit g la
fonction analytique construite au lemme 2.1. Si

,y
1

lul € ———~
(v+1) 7

9™ (0)
alors la série ' u¥ converge dans A.
k>1 '

Si l’on pose

o) = 3 220 e

= K
on a
e9W — o g(w) — o
et
log(y +1)
lg(w)]l < lg(llull] <
Y
Preuve : Soit g la fonction introduite au lemme précédent. Alors g est décroissante
sur 0,% , et on a
(v+1)"
g™ ), g™ ©0) 1
lg)l < > =—F "l < - el = —g(llull)
= =t
1 1
< —y< T 1>=:Og7+_). 0
(v+1) v
Dans toute la suite on désigne par
plx) = lim [l

n—-+o00

le rayon spectral d’un élément x d’une algebre de Banach A. Si A est unitaire on
pose A% = A. Sinon on note A#* = A@ C1 l'algebre obtenue en ajoutant une unité
1a A

Lemme 2.6.3 Soit A une algébre de Banach, soit v > 0, et soit x € A tel que

ple” — D7) < %
(v+1)"

Soit
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et soit g la fonction analytique sur U définie au lemme 2.6.1. Alors la formule

Sl n e _e(y+1)z
J = g/(ex — €(7+1)$)eg(e$_e(7+1)x) Z (”y —+ 1) @'Yg( ) 1

n=2

W (Z‘ . g(ez _ €(7+1)m))n—1

définit un idempotent de A vérifiant
J(x —g(e® — ewﬂ)x) =z —g(e®— e(7+1)w).
Preuve : Posons

u=e® — e

et
y=2z—g(u)
ou g est la fonction définie au lemme 2.6.1. On a

e —ethT g = 0

= VeI _ Oty (vt )g(w) _ p9(w) 4 o(y+1)g(w)

9 [e¥ — 1] — O FD9(w) {6(7+1)y _ 1}

=y {eg(U) — (v + 1)6(7+1)9(u)]

—y’ [e”“)g‘“) ( > Wy"‘2> — et ( > W)] . (26.1)

e n! e n!
Posons de nouveau f(z) = e* — e"*Y? pour z € C. On a

(f(9(2)) = f'(9(2)d'(z) = 1 pour z € U.

(4_17)1+1/w’ g'(u) est bien définie dans A et f'(g(u))g'(u) = 1.
v _
On voit que €9 — (7 + 1)eTD9®) est inversible dans A, et on a

Donc comme p(u) <

g (u) = (eg(U) —(v+ 1)e(7+1)9(“))*1.

L’équation (2.6.1) donne

ou

1)rere) — 1
n!

n—2

V= g/eg(u) Z (7 + y

n>2
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Ainsi I’élément J = yv est un idempotent de A donné par la formule

0 n et —e(yt)z
J = g/(ex — 6(7"‘1)1")69(6”—6(7‘*1)%) Z (7 + ].) 679( ) 1

n=2

w (I_g(ez_e('y+1)x))n—1‘

De plus on a
Théoréme 2.6.1 Soit A une algébre de Banach et soit x € A tel que

I 1
||| > M‘

~
(i) Si A ne posséde aucun idempotent non nul alors

e — e > —T
(y+1)
11 1T €St quUasSINuporent on a pLlus precisemen e’ — e > S —
) S " nilpotent ] , ., £ lle® (y+1)z Y 1
(y+1)'"

Preuve : Supposons que

log(y +1)
||| >
Y
et
||6z . 6(’Y+1)$|| < 7 )
(y+ 1)
Posons
u=e" —0the
et
y=1z—g(u).

Il résulte du lemme 2.6.2 que

v+1)

log(
lg(w)]| < T < |lzl],

donc y # 0, et il resulte du lemme 2.6.3 que A contient un idempotent J = yv ou

1)71679(%) -1
n!

n—2

Y

v =g (u)ed™ > O+

n>2



, , 1 1
2.6. L’INEGALITE ||e® — 07| > % POUR |[|z]| > log(y +1)
(y+D™ v

29

vérifiant y = Jy = y?v. Donc J # 0, et dans ce cas A posséde un idempotent non
nul. Ceci prouve (7).

Supposons maintenant que x est quasinilpotent et que

lle® — e(7+1)z|| < %
(v+1)

Posons

Y+1)z

u=e" — el et y = g(u).

Alors u et y sont quasinilpotents et vérifient

ef — ¥ = Otz _ 6(7+1)y7
et
L akyn 1ok (v+1 k. n—1—k
) [1+ 3 Zi = (H)(a—y) |1+ 3 T — Zx
n>2 \ k=0 ! n>2
d’ou
(z—y)[y+v]=0

avec

E(E ) 5(E25)

|
n>2 \ k=0 n.

Comme v € RadA alors © = .

Comme tous les coefficients de Taylor d’ordre > 1 de g en 0 sont strictement
négatifs, et comme

lim [ju"]|" =0,
n—+oo

n
~y
< ()
(v + 1)+
pour tout n > p, et on a

2 9"0) = 97(0) v "
Z n! ]l < Z ( )1+§> '

n=p : n=p

il existe p > 1 tel que
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On obtient

o ,(n) 0 (n) n
ol <=3 E O < —3 2 (‘”(( ”)H)

n=1 : n=p n! v+ 1
)
(y+ 1)
1 1
_ logv+1)
v

Pour z € D(0,1), t € R on pose

tt—1)-(t—n+1)
n!

(1_|_2)t:z

n>0

2",

_1\nt+1l.n
et log(1+2) = Vi

, de sorte que (1 + z)! = etlos(1+2),
n>1 n

Lemme 2.6.4 Soit v > 0, et soit g: U — V la fonction définie au lemme 2.6.2.
Posons h = e9 — 1, de sorte que h(0) = g(0) = 0. Soit § > 0 tel que |h(z)| < 1 pour
|z| < 0. Alors

14 h(2) = (1+ k()™ =2 pour |z| <6, h™(0) <0 pour n>1,

et

h(vll):_ull
(y+1)™ (y+1)~

Preuve : De méme qu’au lemme 2.6.1 on considere la fonction

f(Z) — 7 — 6(’74—1)2

qui vérifie f(g(z)) = z pour z € U. Notons que le réel positif §, de méme que la
fonction g, dépend du réel positif ~.

Pour |z| < § on a €9 = 1 + h(z), avec |h(z)| < 1, donc

9(2) _ Jlog(1+h(2))

Il existe donc k € Z tel que

g(z) =log(1 + h(z)) + 2kmi.
Comme ¢(0) = 0 = log(1 4 h(0)) on a k = 0. Donc

9(z) = log(1 + h(2)).
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(y+ 1™ i
On a
(14 h(2))! = etlos+h() — o) pour 2] < 6, t €R,
donc
14+ h(2) — (1 + h(z))" = 2.
On a
B(z) — (v + 1A (2)(1+ h(2)) = 1. (2.6.2)
Posons
P(2):=1—(y+1)(1+ h(2)). (2.6.3)
On a
B(0) = — et W(2)ib(2) = 1 et done '(0) = —i <0
On obtient

W'(2)¢(z) = —H ()" (2);
d’autre part on déduit de I’équation (2.6.2) que

(14 h(2))¢'(2) = v [=h'(2) +1],

donc

(1+h(2))Y"(2) = =H(2)¢(2) — vh"(2).
On montre alors par récurrence qu’il existe pour n > 2 deux familles (agn)1<k<n
et (bgn)1<k<n de réels strictements positifs telles que

B (0(2) = — 3 apnh® ()60 (),
k=1
et
(1+h(z))0" (2 Zbk R ()9 (2) — yR™)(2).

Supposons que n > 1 et que pour 1 < k < n on a h®(0) < 0 et *)(0) > 0.
On a alors

—yh D (0) = KD (0)4p(0) = — 2": g 1B (0) "R (0) > 0,



I 1
" - POUR ||z|| > 7Og(7+ )

2.6. L INEGALITE [le” — 07| > —————
(y+1)™ v

32

et h"*1(0) < 0. De plus

YD 0) = (14 h(0)P"D(0) = = 3 brna AP (0)9 79 (0) — yhT D (0) > 0.

k=1
On voit donc que h™(0) < 0 pour tout n > 1.
D’aprés le lemme 2.6.1 on a
g( ; ) - i )
(y+ 1) W

Comme ¢(z) = log(1 + h(z)) on a

() = (10 ) (07

et donc

(v+1) 7 (v+ 1)~

Remarque : On a ici h = e9 — 1, g désignant la fonction introduite au lemme 2.6.1.
Notons que si on pose u(z) = —z et v = " — 1, alors u(0) = v(0) = 0 et u™(0) <0
pour tout n > 1, alors que v(™(0) < 0 pour n pair, v™ > 0 pour n impair.

Par contre si deux fonctions u et v, définies au voisinage de 0 vérifient la relation
v=-e"*—1,avec u(0) =v(0) =0 on a

n>1

Donc si v™(0) < 0 (respectivement v (0) < 0) pour tout n > 1, on a ™ (0) < 0
(respectivement, u(")(O) < 0) pour tout n > 1.
Par conséquent le fait que la fonction i du lemme 2.6.4 vérifie (™ (0) < 0 pour tout
n > 1 implique que la fonction g du lemme 2.6.2 vérifie g™ (0) < 0 pour tout n > 1,
mais l'inverse n’est pas vrai et le lemme ci-dessus apporte plus d’informations que le
lemme 2.6.2.

Soit x un élément d’une algebre de Banach A. On note Spec(zx) le spectre de x
dans 'algebre obtenue en ajoutant si nécessaire une unité 1 a A%,
On note Ress () la composante connexe non bornée de C\ Spec(x). Si 0 € Resq (),
il existe un voisinage ouvert U de Spec(z) et une détermination du logarithme de 2z
sur U, c’est a dire une fonction z — log z tel que €'°8* = z pour z € U. On pose alors
zt = '8 pour t € R. On notera que 2! dépent évidemment de la détermination du
logarithme choisie sur U.
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Théoréme 2.6.2 Soit A une algébre de Banach, soit v > 0, et soit x € A tel que

1
el =1 = ——=
(y+1)7
et tel que
—1 € Resoo(x).

(i) Si A ne posséde aucun idempotent non nul alors

1
e e
(y+1)
(ii) Si X est quasinilpotent on a plus précisement
1
11+z—(1+2) > — T
(y+1)"

Preuve : Soit z € A tel que —1 € Reso(z). On pose a = log(1l + z), avec une
détermination convenable du logarithme complexe sur un voisinage de Spec(1 + x),
de sorte que 1+ z = e.

Posons

u=e*— et — 1 4 o — (14 )7
et supposons que

T
.
(v+1)'
Soit ¢ la fonction analytique introduite au lemme 2.6.2. Il résulte du lemme 2.6.4
que si 'on pose

[E4IRS

(7 + 1)nerglem =D _ g
n!

J = g/(ea — 6(7+1)a)€g(ea—e("/+l)a) Z

n>2

(a _ g(ea _ e(v-&-l)a))n—l

alors J est un idempotent de A, qui commute avec x, telque
a—g(u)e H:={veA: Ju=u}.

Il est claire que H est un idéal & droite fermé de A. Soit h = e — 1 la fonction
introduite au lemme 2.6.5. On a

k

r—h(u) = e*—1—(e9W—1) = (a—g(u)) {Z (Ti ag(u)nl)] € (a—g(u))A C H.

|
n>1 \ k=0 n:

(2.6.4)
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Y+ v

Donc

J(z — h(u)) =z — h(u).

Si A ne contient aucun idempotent non nul, on a

J=0, z = h(u)

y 1
K = A vy
= (7 +1)* (v+1)3
Ceci prouve (1).

Supposons maintenant que z est quasinilpotent. Il résulte d’une propriété stan-
dard du calcul fonctionnel holomorphe que

Spec(a) = {log(1 + A) : X € Spec(z)} = {0},

donc a est quasinilpotent. Donc

u= et — 0t

est aussi quasinilpotent, et il résulte de méme que plus haut du lemme 2.6.4 que la
formule 2.6.4 définit un idempotent J de A tel que
J(x = h(u)) =z — h(u),

et J € RadA car a — g(u) € RadA. Donc J = 0, et x = h(u). Comme tous les
coefficients de Taylor d’ordre > 1 de h en 0 sont strictement négatifs, et comme u
est quasinilpotent, il existe p > 1 tel que

[u]| < (HZ)”I> pour tout n > p,
’y Y

et on a

i h(”)(O) ( v )".
= = \(y+
Si
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(v + 1) ¥
On aurait
o0 h(n)(()) .
Izl < >0 ——— "
n=1 n:

Ceci prourve (7). O



Chapitre 3

Application aux semigroupes

Dans ce chapitre on va exposer les résultats démontrés dans [6] et [8]. En un
premier temps on va rappeler quelques notions et resultats importants sur les semi-
groupes.

3.1 Semigroupe dans une algebre de Banach

Définition 3.1.1 Soit A une algébre de Banach. On appelle Cy-semi-groupe d’opéra-
teurs linéaires borné sur A, la famille (T(t));>0 d’éléments de A vérifiant les pro-
priétés suivantes :

i) T(0)=1;
i) T(t+s)=T@)T(s), Vt,s>0;
i) lim T(t)x =z, (V)r€A.
t—0t
On notera Ar la sous algébre fermée de A engendrée par le semigroupe (T (t))i>o-

On dira qu’un semigroupe (T'(t))i=o est continu en norme si

lim | T(t+ h) = T(t)|| = 0 pour tout t > 0,
h—0+

et on dira que (T(t));—0 admet une limite en norme d Uorigine s’il existe J € A tel

que
lim ||T'(t) — J|| = 0.
Jim [|7°(2) = J|
Notons que si le semigroupe (7(t));~0 admet une limite en norme J a l'origine
alors J est un idempotent de A, et I’algebre de Banach A est unitaire d’unité J.
De plus dans ce cas on sait qu’il existe u € Ar tel que 'on ait, pour t > 0,

+o0 run
T(t) = exp(tu) == J + >
n=1

nl
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On obtient alors une extension analytique (7(2)).ec du semigroupe en posant
T(z) = exp(tz) pour z € C.

Autrement dit le semigroupe (7T'(t));~0 est la restriction a ]0, +o00[ d'un groupe ana-
lytique de Ar.[8]

On définit de méme des semigroupes (7(t));c K+, K désignant un sous-corps quel-
conque de R et K7 désignant 'ensemble des éléments strictement positifs de K.

Un cas particulier important est celui ot A = L(F), L(F) désignant 1'algebre
de Banach des endomorphismes bornés d'un espace de Banach E. On dit alors que
(T'(t))t=0 est un semigroupe d’opérateurs bornés sur £. On a alors les notions suiv-
antes

Définition 3.1.2 Soit (T'(t))~o un semigroupe d’opérateurs bornés sur un espace de
Banach E.

1. On dit que (T(t))i=0 est d’image dense si Uyso T(t)(E) est dense dans E.

2. On dit que (T(t))i>o0 est fortement continu si hliI(I)l+ T+ h)x —T(t)z|| =0
—
pour tout x € E et pour tout t > 0.

3. On dit que (T(t))i0 est fortement continu a l'origine si 11135r IT(t)x —z|| =0
t—
pour tout x € K

Notons que si on pose

F=UT®(E),

t>0

UTWE) = U T+ s)(E) = | TO)(E) = F.

t>0 t>0,s>0 t>0

alors

Donc si on note T la restriction de T(t) & F, le semigroupe (T(t))i>o est un semi-
groupe d’opérateurs bornés sur F qui est d’image dense. D’autre part il est bien
connu que si (T(t))>o est fortement continu & 'origine alors il est fortement con-
tinu; on peut alors poser 1'(0) = I, I désignant l'application identité x — x sur FE,
et dans ce cas 'aplication ¢t — T'(t)z est une application continue de [0, +oo[ dans £
pour tout x € FE.

Il résulte immédiatement du théoreme de Banach-Steinhaus que si (7))o est
fortement continu & l'origine, alors lim sup ||T(t)]| < +oo.
t—0t
Réciproquement si lim sup ||7°(¢)]] < 400, et si (T'(f))¢=0 est d'image dense, une véri-
t—0+

.
fication de routine montre que (7'(t));~o est fortement continu a ’origine.
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Proposition 3.1.1 Soit (T'(t))i>0 un semi groupe fortement continu sur x. Alors :

1.t — ||T'(t)| est borné sur tout lintervalle compact [0, a ;

2. il existe des constantes réelles w et M > telles que
IT#)] < Me*t, t e RT

Définition 3.1.3 Un semigroupe fortement continu (T(t))i~o est appelé contractant
si l'on a :
IT)| <1 pourt >0

Définition 3.1.4 Le type du semigroupe fortement continu (T'(t))i>o est la borne
inferieur W l'ensemble des w tels qu’il existe un nombre M,, vérifiant

IT@) < Mo, t >0

Proposition 3.1.2 Soit (T(t))i~0 un semi groupe fortement continu et W son type,
Alors on a

L1
(i) @ = lim_log |T(0)]|

(ii) p(T(t)) = e*, ot p(T(t)) est le rayon spectral de 'opérateur T(t).

3.1.1 Générateur infinitésimal d’un semigroupe

L’opérateur linéaire A défini par :

t—0t

D(A) = {:U € A: lim Wexiste}

t—0+ t dt

pour z € D(A).

t=0

est le générateur infinitisimal du semigroupe 7'(t), D(A) est le domaine de A.

Si le semigroupe est fortement continu et d’image dense, alors le domaine D(A)
est dense dans A car il contient tous les éléments y de E de la forme y = [ f T(t)xdt,
avec f >a > 0,x € E.

On a alors, T'(t) = e, et montrer que le semigroupe admet une limite en norme
a lorigine revient a montrer que son générateur infinitésimal est borné.

Notons également que si le semigroupe est fortement continu a l'origine, alors
son générteur infinitésimal est un opérateur fermé, c’est a dire que son graphe
G = {z, Az}, p(a) est fermé dans E X E.
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3.2 Distance entre éléments d’un semigroupe dans
une algebre de Banach

Soit n > 0 un entier, et soit (7(¢)):~o un semigroupe dans une algebre de Banach.
On démontre que si

n
li ) —T((vy+1))|| < ———,
11{;83119” (t) = T((v+ D)l (nt 1)

alors ou bien T'(t) = 0, ou bien la sous algebre fermée A engendrée par (T'(t))so est
unitaire, et qu’il existe u € A tel que T'(t) = Je' pour t > 0 ou J designe I'unité
de A. Ceci est une généralisation des résultats obtenus par Mokhtari dans [11] pour
n = 1, ou il supposait le semigroupe (7'(t));~o continu en norme pour ¢ > 0 et borné
a l'origine, et de résultats obtenus dans sa these pour n = 1 et n = 2, ou supposait
seulement que le semigroupe (7'(t));~0 étais continu en norme pour ¢ > 0.

Pour démontrer ce résultat, les auteurs de [5] ont commencé par discuter les
semigroupes dans C c’est a dire les applications

0: K™ —=C

telles que

O(s+1t) =0(s)0(t)

pour s,t € KT, K+ désignant ’ensemble des éléments strictement positif d’un sous-
corps K de R. Ils vérifient que si 6 n’est pas continu alors ou bien

lim sup [0(t) — 0(t(y + 1))] = 2,
t—0t

ou bien
limsup |0(t) — 0(t(y+ 1))| = +o0

t—0t

pour tout 7 € K. Ensuite ils considérent un semigroupe (7'(t));cx+, dans une
algebre de Banach commutative A. Ils remarquent que si v € K, et si

limsup p(T'(t) — T(t(y + 1)) < 2,

t—0t

alors Iapplication t — ¢(T'(t)) est continue sur K+ pour tout ¢ € A.

Le deuxieme point important était I'etude de la fonction

f:x—>x—x7+1
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sur l'intervalle [0, 1] pour v > 0. Il est a remarqué que si

o€ O,%
(v+ 1)

alors f1([0,4]) est la réunion de deux intervalles disjoints [0, s;] et [sq,1], ce qui
permis de déduire que si

limsup p(T'(t) — T((y+ 1)t)) < #’
t—0+ (v+1) "

et que si le semigroupe (7'(t));~0 n’est pas quasinilpotent alors A/Rad(A) est unitaire,
et d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1 Soit K un sous-corps de R, soit (T(t))icx+ un semi-groupe non
quasinilpotent dans une algébre de Banach. Soit A la algébre fermée engendrée par
(T(t))tex+ et soity € K. Si

tim sup p(T(t) = T((7 + 1)t)) < ——.
t—0 (’Y + 1) v

alors A/Rad(A) est unitaire, et il existe un idempotent J de A, un élément u de
JA et une application r : t — x(t) de K+ dans Rad(JA) possédant les propriétés
sutvantes :

(i) ¢(J) =1 pour tout ¢ € A,
(ii) r(s+t) =r(s)+r(t) pour s,t € KT,
(iii) JT(t) = Je"*™® pourt € KT,
(v) (T(t) — JT(t))iex+ est un semi-groupe quasinilpotent.

Ce qui a permis d’obtenir le corollaire suivant :

Corollere 3.2.1 Soit (T'(t))iex+ un semi-groupe non nul dans une algébre de Ba-
nach commutative semi-simple soit A la sous algébre fermée engendrée par (T'(t))e -+
et soit v € K+. Si

limsup p(T(t) — T((y + 1)t) < ————
=0 (v+1) "

alors A est unitaire et il existe un élément u de A tel que T(t) = e™ pourt € K+.

Posons

U, = D(0, ) pour v > 0.

(v+ 1)1+

La démonstration du théoréme suivant se base sur le fait que

gy:U, = C
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tel que g,(0) = 0 et telle que

pour z € U,.

Théoréme 3.2.2 Soit K un sous-corps de R, soit (T (t))ex+ un semi-groupe non
quasinilpotent dans une algebre de Banach. Soit A la sous algebre fermée engendrée
par (T(t))iex+ et soit v € KT, Si

limsup [(7(¢) — T(( + 1)) | < ——.
t—0 (’7 + 1) v

alors il existe un idempotent J de A et u € JA vérifiant les propriétés suivantes :
(i) (J) =1 pour ¢ € A
(ii) (T(t) — JT(t))ier+ est un semi-groupe quasinilpotent,

(iii) JT(t) = e™ pourt € KT

Avec les conditions ci-dessus, tu + r(t) = g(JT(t) — JT(t(v + 1))) pour ¢ assez
petit, ce qui permet de déduire que

lim sup ||r(¢)|| < +o0
t—0

c’est a dire que r est continue. Ce qui ramene le travail au cas des semigroupes
quasinilpotents et donne les résultats suivants.

Théoréeme 3.2.3 Soit K un sous-corps de R, soit (T'(t))icx+ un semi-groupe non
quasinilpotent dans une algebre de Banach. Soit A la sous algebre fermée engendrée
par (T(t))ier+ et soit n > 1 un entier. Si

n

lim sup [|(T'(t) = T((n + 11| < CESIEE

alors :
- ou bien T(t) =0 pourt € KT,

- ou bien A est unitaire, et il existe un élément u de A tel que T(t) = ™ pour
te K.

Soit n > 1 un entier, et soit x un élément d’une algebre de Banach commutative
A tel que
1

Bl E—
(n+ 1)

et
n

x_xn-‘rl > -
A B
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On déduit qu’il existe un idempotent non nul J de A tel que
. -~ 1
ceA:p(J)=1; = eA:|p(x)) > —F 7.
o diom —1p={oediowl> —|
le résultat suivant donne une formule explicite pour calculer un tel idempotent,

valable pour tout entier positif n.

Théoréme 3.2.4 Soit A une algébre de Banach, soit n > 1 un entier, et soit x € A
tel que

1
2] = ——=-
(n+ 1)
et n
lo = 2" > s
(n+1)"n
Soit U le disque de centre O et de rayon
n
(n+1)%
et soit h la fonction analytique définie sur U et contruite plus haut. Alors
1
o(x)| # ——=
6] # o

pour ¢ € A et

J = (I—(n+1)h”(x—x”+1))_1< > C’,’jﬂ(x—h(x—x”+1))k_1h(x—x”“)”“‘k)

2<k<n+1

est un idempotent non nul de A vérifiant

x—h(x — ") = J(x — h(z — 2™)).

De plus sip € A on a ¢(J) =1 si|¢(z)] %, et p(J) =0 si|p(x)| < %
(n+1)=» (n+1)n
Dans la derniere partie, les auteurs se limitent aux semigroupes localement bornés,
c’est a dire aux semigroupes tels que
sup [|[T(#)|| < 400
a<t<fg
pour 0 < a < < 400 et montrent que si la condition ci-dessus est vérifiée par un
semigroupe localement borné non nul alors la sous algebre férmée A engendrée par
le semigroupe contient une suite croissante (.J,),>1 d’idempotents telle que U.J,A est
dense dans A.
Si T'(t)¢>0 est continu en norme, il y a des résultats plus précis :
- ou bien A est unitaire, et dans ce cas il existe u € A tel que T'(t) = e™ pour
t>0.
- ou bien il existe une suite croissante (.J,),>1 d’idempotents non nul de A telle
que Up>,4 est dense dans A et telle que pour p > 1 il existe u, € J,A vérifiant

J,T(t) = €™ pour p > 1.



3.3. DISTANCE PRES DE L’ORIGINE ENTRE ELEMENTS D’UN SEMIGROUPE
FORTEMENT CONTINU 43

3.3 Distance pres de 'origine entre éléments d’un
semigroupe fortement continu

Dans [6] auteur s’est interessé au voisinage de ||T'(t) — T'(s)|| prés de 'origine
quand le générateur infinitésimal A du semigroupe fortement continu d’opérateurs

bornés (T'(t));=o sur un espace de Banach X n’est pas borné sur son domaine D 4.

On pose

oo

t
s b= te—t
0ls/t) = (T = (5= ) e
si0 <t < s, valeur qui va jouer un réle important pour le voisinage de ||7°(t) —T'(s)||
quand le générateur infinitésimal du semigroupe n’est pas borné.
Soit Ar D'espace des caractéres de la sous algébre fermée Ay de B(X) engendrée par
le semigroupe (7'(t));>o. Posons

or = {|(T(1))[} .5 U{0}.

Dans le cas ou

—

AT:®7

le semigroupe est quasinilpotent.

On pourra distinguer quatre cas :
1. 0 est un point isolé de or, et le semigroupe n’est pas quasinilpotent ;

2. il existe § > 0 tel que [0,6] C o7, et dans ce cas il est clair qu’il existe n > 0
tel que
|T(t) —T(s)]| > 6(s/t) pour 0 <t <s<m;

3. 0 n’est pas un point isolé de o

4. op = {0} et le semigroupe est quasinilpotent.

Le résultat important suivant a été démontré dans le cas (4) :

Théoréme 3.3.1 Soit (T'(t))i~0 un semigroupe fortement continu, non nul d’opéra-
teurs bornés sur un espace de Banach X. Si (T(t))i>0 est quasinilpotent, alors il
existe 0 > 0 tel que

| T(t) —T(s)]] > 6(s/t) pour 0 <t <s<9d
Ce résultat est essentiellement optimal, comme le montre le résultat suivant :

Théoréme 3.3.2 Soit € : (0,1) — (0,00) une fonction continue. Il existe alors un
semigroupe quasinilpotent, continu en norme, non nul (T.(t))so d’opérateurs sur un
espace de Hilbert séparable qui vérifie, pour 0 <t < s <1,

IT2() = Te(s)]| < 0(s/t) + (s — t)e(s).
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Dans les cas (1) et (3), J.Esterle a démontré, en utilisant les théoremes précédents,
les résultats suivant :

1. Si l'algere n’admet pas d’idempotents non nul, alors il existe n > 0 tel que
|T(t) —T(s)|| > 6(s/t) pour 0 < t,s <.

2. Plus précisément, s'il existe deux suites (s,)n>1 €t (t,)n>1 de nombres réels
vérifiant
0 <ty <Ssn [Tt —T(sn)| <0(sn/tn)
et liIP s, = 0, alors il existe des suites (p,),>1 d’idempotent de Ar tel que
n—-+00 -
®(P,) = 1 quand n assez grand, pour tout ¢ € Az. Si en plus le semigroupe
est continu en norme, alors la suite (p,),>; vérifie les conditions suivante :

(i) U P, Ar est dense dans Ay ;
1

n>

(ii) h%ﬁ |P.T(t) — P,|| = 0 pour n > 0, et le générateur infinitésimal du
t—
semigroupe (P,T'(t))s0 est borné pour n > 1.

3. Soit (T'(t))s0 un semigroupe fortement continu non nul, d’opérateurs bornés
sur un espace de Banach X. S’il existe § > 0 et une fonctin continue

s:[0,6] = (0,+00)

tel que 0 <t < s(t) et

| T(t) —T(s(t)| < H(szt)) pour 0 < t <,

alors le générateur infinitisimal du semigroupe (7'(t));~0 est borné, et on a
IT(t) = T(s@))]l = [s = tl(llull + M(s, )]s —t]),

ou
sup |M(s,t)| < +oo.
0<s,t<1

Pour les semigroupes fortement continus (voir [12] pour la théorie générale des
semigroupes) on a des résultats tres généraux, qui étendent en particulier le résultat
ci-dessus au cas ou n est non entier [6]. En fait s'il existe ¢ > 0 tel que T'(t) # 0, et
s’il existe une fonction

t— x(t)
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définie et continue sur un intervalle [0, d] telle que
z(0) =0, 0<t<ux(t)

et

IT(t) — T(x(t))]| < (a(t) —t)— L

pour ¢t € ]0, 6], alors 'algebre engendrée par le semigroupe posseéde une unité e et

lim |T(t) —e| = 0.

t—0t
Des résultats analogues concernant la distance entre puissances d’une unité ap-

prochée bornée dans les algebres de Banach ont été obtenus dans [3].

Un principe général qui sous-tend ces résultat, ainsi que les résultats obtenu par
Kalton, Montgomery-Smith, Oleszkiewicz et Tomilov dans [9], est suivant :

soit f une fonction entiére vérifiant f(0) =0, f'(0) # 0, soit R > 0 tel que
f : fﬁl(D(07R)) — D<07R>

soit injective et soit

g9:D(0,R) — f1(D(0, R))

la fonction analytique vérifiant g(f(z)) = 2z pour tout z € f~1(D(0, R)). Si g™ (0)
est de signe constant pour n > 1 alors

C O
o)l < 3 R gl" = lg(lylh] - pour ] < .

n>1

D’autre part si x € A, et si

1f ()]l <R,
z=g[f(z)],
donc
2l < |g(llf (@)[)]

quand A ne possede aucun idempotent non nul(voir le théoreme 3.1 de [5] pour une
version tres générale de ce résultat).

Ceci permet d'une part d’établir des inégalités dans les algebres de Banach ne
possédant pas d’idempotent non nul, et d’autre part de construire explicitement des
idempotents dans les algebres de Banach ou ces inégalités ne sont pas vérifiées.
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Par exemple les résultats de [8] sont basés sur ce principe appliqué a la fonction
entiere

fiz—z—2""

avec .
R——" .
(n+1)

Dans [2] 'auteur obtenu les inégalités liées au comportement de la méme fonction
au voisinage de 1 € f71(0), ou en d’autres termes appliquer le principe ci-dessus a
la fonction
z—=14+z—(1+2)"

- La réponse a cette question, a été donné dans [2] au théoréme 2.6.2 ou il
a été montré plus généralement, moyennant une hypothése spectrale sur x
permettant de définir le logarithme complexe au voisinage de Spec(1 + ), que
si A ne possede aucun idempotent non trivial, et si

1
el =1 = ——,
(y+1)7
~ désignant un réel positif quelconque, alors
I I [t —
1+—
(y+1) 7

ou
(1+ $)7+1 — o(y+1)log(1+z)

- Si A ne possede aucun idempotent non nul, et si

lzl| > log(v+1)
- 7
alors
i [p—
(y+ 1)

Ce résultat se déduit du fait, établi dans [2], que les dérivées successives en 0 de
la fonction analytique ¢ vérifiant

g(0) =0 et e9(2) _ o g(z) —

au voisinage de 0 sont toutes négatives.
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Remarque :

Le théoréme 2.6.2 est basé sur le fait que h™(0) < 0 pour n > 1, ot h =e9 — 1
(lemme 2.6.4). On notera que si u = e — 1, avec v(0) = 0, alors le fait que les dérivées
successives en 0 de u soient négatives entraine que celles de v le sont aussi, alors que
la réciproque est fausse. On voit donc que le théoreme 2.6.2 ne peut se déduire du
théoreme 2.6.1.

Le théoreme suivant [1], explicite I'idempotent dans le cas ot la suite des (p,)n>1
existe (I'existance a été démontré dans [6]).

Théoréme 3.3.3 Soit T(t)i~o un semi-goupe d’opérateurs fortement continu non
nul. On suppose qu’il deux suites(t,)n>1, €t (sp)n>1 de réels vérifiant

0 < s, <ty lim s, =0
n—-+o00o

et

I7(ta) = T(sa)ll < 6(2),

de sorte que (T(t))i>0 n'est pas quasinilpotent.
Soit a > p(T(1)), et posons T(t) = e~ ™T'(t) pour t > 0. Alors il existe deux suites
(t)n>1, €t (tn)n>1 de réels positifs tels que

0<t,<5,<s,pourn>1 t,/3,<5s,=5,/tn

vérifiant

e

T (tn) = T(50)) < 0(3),

k=1 k
W, = g%nUnnt"n
e 1 (-0 55) [y (31 0Tt

on a les propriétés suivantes :

1. (P,)n>1 est une suite d’idempotents de  Ap telle que P,(V, = Wy) =V, — W
pour n > 1, et pour tout compact K C AT, il existe ng > 1 tel que x(P,) =
pour tout x € K et pour tout n > ng.

2. L’algébre fermée engendrée par (P,T(t))n>o0 est unitaire d’unité P, pour tout
n > 1.
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