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Résumé
Dans ce mémoire, on a essayé de regrouper tous les résultats obtenus à partir de

l’article de J. Esterle paru en 1981 [7], où il démontre que :

Si A est une algèbre de Banach commutative ne possèdant aucun idempotent non
nul. Alors

inf
‖x‖≥1/2

‖x2 − x‖ ≥ 1/4.

Mots-clés

idempotents, semigroupes fortements continus, semigroupes, algèbres de Banach.

Abstract
In this thesis, we tried to combine all results obtained from the article J. Esterle

[7], where he shows that:

If A be a commutative Banach algebra has no nonzero idempotent. Then

inf
‖x‖≥1/2

‖x2 − x‖ ≥ 1/4.
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0.1 Introduction
Ce mémoire est consacré à l’étude de quelques inégalités dans les algèbres de

Banach. Dans la suite A désigne une algèbre de Banach complexe.

Notre travail a été effectué selon le plan suivant :

Dans le premier chapitre on a rappellé les principaux résultats aux quels on a eu
recours dans notre travail :
les espaces vectoriels normés, les espaces métriques, les idéaux, transformation de
Gelfand · · ·

Le deuxième chapitre porte sur les inégalites dans les algèbres de Banach où on
introduit les résultats suivants :

• Si l’algèbre de Banach commutative A ne possède aucun idempotent non nul
alors

inf
‖x‖≥1/2

‖x2 − x‖ ≥ 1/4.

En particulier on a l’idempotent

P (x) = e

2 + (x− e

2)(e− 4x+ 4x2)−1/2 6= 0,

dans toute algèbre de Banach contenant un élément x tel que ‖x‖ ≥ 1/2
et

‖x2 − x‖ < 1/4, [6]

• Si l’algèbre de Banach commutative A tel que :

‖x3 − x‖ ≥ 2
3
√

3

on a l’idempotent

P (x) = e

2 +
√

3
2 (x− e√

3
)(e+

√
3

2 x)1/2(e− 3
√

3
2 x+ 3

√
3

2 x3)−1/2 6= 0

dans toute algèbre de Banach contenant un élément x de norme ≤ 2
√

3
3 [11]

• pour p et q deux entiers positifs, il a été démontré dans [5] que :
dans toute algèbre de Banach contenant un élément x de norme superieur ou
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égale à
(

1
q + 1

)1/q

tel que

‖x− x1+q‖ ≥ q

(q + 1)1+1/q

on a l’idempotent

Jp,q := e−
[
pg(xp − xp+q)p−1 − (p+ q)g(xp − xp+q)p+q−1

]−1

×
[ ∑

2≤k≤p+q
Ck
p+q(x− g(xp − xp+q))k−1g(xp − xp+q)p+q−k

]

−
∑

2≤k≤p
Ck
p (x− g(xp − xp+q))k−1g(xp − xp+q)p−k

• pour n entier il a été démontré dans [8] que :
dans toute algèbre de Banach contenant un élément x de norme superieur ou
égale à 1

(n+ 1) 1
n

tel que

‖x− xn+1‖ ≥ n

(n+ 1)1+ 1
n

en particulier on a l’idempotent

J := (I−(n+1)hn(x−xn+1))−1
( ∑

2≤k≤n+1
Ck
n+1(x−h(x−xn+1))k−1h(x−xn+1)n+1−k

)
.

• pour γ réel il a été démontré dans [2] que :
dans toute algèbre de Banach contenant un élément x de norme superieur ou
égale à 1− 1

(γ + 1)
1
γ

tel que

‖1 + x− (1 + x)γ+1‖ ≥ γ

(γ + 1)1+ 1
γ

en particulier on a l’idempotent

J := g′(ex−e(γ+1)x)eg(ex−e(γ+1)x)
∞∑
n=2

(γ + 1)neγg(ex−e(γ+1)x) − 1
n! (x−g(ex−e(γ+1)x))n−1



Dans le troixième chapitre, on a exposé l’application des résultats précédents aux
semigroupes :

• Si (T (t))t>0 un semi-groupe non nul dans une algèbre de Banach. et Si

lim sup
t→0

‖(T (t)− T ((n+ 1)t)‖ < n

(n+ 1)1+ 1
n

pour un entier n ≥ 1 alors :
l’algèbre de Banach engendrée par le semigroupe (T (t))t>0 possède une unité
e, et

lim
t→0+
‖T (t)− e‖ = 0,

de sorte que,
lim
t→0+
‖T (t)− T ((n+ 1)t)‖ = 0,

et la constante n

(n+ 1)
1+

1
n

est optimal (on notera que ce résultat ne nécessite

aucune condition de continuité pour le semigroupe).

• Soit (T (t))t>0 un semi-groupe non quasinilpotent dans une algèbre de Banach.
Soit A l’algèbre fermée engendrée par (T (t))t>0 et soit γ > 0. Si

lim sup
t→00

ρ(T (t)− T ((γ + 1)t)) < γ

(γ + 1)1+ 1
γ

,

alors A/Rad(A) est unitaire, et il existe un idempotent J de A, un élément
u de JA et une application r : t → (t) de R+ dans Rad(JA) possédant les
propriétés suivantes :
(i) φ(J) = 1 pour tout φ ∈ Â,
(ii) r(s+ t) = r(s) + r(t) pour s, t ∈ R+,
(iii) JT (t) = Jetu+r(t) pour t ∈ R+,
(iv) (T (t)− JT (t))t∈R+ est un semi-groupe quasinilpotent.



Chapitre 1

Rappels

Dans cette partie de ce chapitre on va donner quelques définitions et notions
utilisées dans toute la suite.

1.1 Rappels et résultats généraux

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps K (R ou C) , une norme
sur E est une application :

E −→ R+

x 7−→ ‖x‖

vérifiant les axiomes suivantes :
1. ‖x‖ > 0 si x 6= 0, ‖x‖ = 0⇔ x = 0 ;

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ pour tout x ∈ E et λ ∈ K ;

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,pour tout x, y ∈ E(inégalité triangulaire).

On dit que (E, ‖.‖) est un espace vectoriel normé qui sera noté e.v.n ou simplement
espace normé.
L’espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est un espace métrique, en définissant la distance
d sur E par :

d(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ E,

E sera muni de la topologie définie par cette norme.
Un espace normé complet (E, ‖.‖) (i.e :toute suite de Cauchy de (E, ‖.‖) converge
dans (E, ‖.‖)) s’appelle espace de Banach .
rappelons qu’une suite (un) est dite suite de Cauchy si elle vérifie :

∀ε > 0 ,∃n0 ∈ N : n > m ≥ n0 ⇒ ‖un − um‖ < ε .
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Définition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel. Une partie F 6= ∅ de E est un sous-
espace vectoriel de E si et seulement si :

∀x, y ∈ F, ∀α, β ∈ K : αx+ βy ∈ F

Définition 1.1.3 On appelle algèbre A sur C tout espace vectoriel A sur le corps C,
muni d’une troisième opération, nommée multiplication et satisfaisant aux axiomes
suivants :

1. (xy)z = x(yz) ;

2. x(y + z) = xy + xz; (y + z)x = yx+ zx ;

3. α(xy) = (αx)y = x(αy),
pour tout x, y et z ∈ A et tout scalaire α ∈ C.

– S ’il existe un élément e ∈ A et ‖e‖ = 1 tel que

ex = xe = x

pour tout x ∈ A, alors A est un algèbre unitaire, e est dit élément unité.
– Si la multiplication est commutative, c-à-d :

xy = yx

pour tous x, y ∈ A, on dit que l’algèbre A est commutative.
– Si A est une algèbre unitaire sur C avec élément unité e. Un élément x de A
est dit inversible s’il existe un élément noté x−1 dans A tel que

x−1x = xx−1 = e.

On note inv(A) l’ensemble des éléments inversibles dans l’algèbre A.

– Si x, y ∈ inv(A) alors y−1x est l’inverse de x−1y ∈ A d’où inv(A) est un groupe.
Noter que si x ∈ A admet un inverse, il est unique, car :
si xy = e = xz alors

y = ye = y(xz) = (yx)z = ez = z.

Définition 1.1.4 Soit A une algèbre sur C munie d’une norme qu’en fait un espace
vectoriel normé. Si A est non unitaire , on dit que (A, ‖.‖) est une algèbre normée
si on a

‖xy‖ 6 ‖x‖‖y‖

pour tout couple (x, y) d’éléments de A.
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On dit qu’une algèbre normée A est une algèbre de Banach quand (A, ‖.‖) est un
espace de Banach .

Si A est unitaire d’unité e, on dit que A est une algèbre normée si on a de plus

‖e‖ = 1

Remarque 1

Si ‖e‖ 6= 1, on obtient ‖e′‖ = 1 en posant la norme initiale

‖x‖′ = sup
y 6=0

‖xy‖
‖y‖

Remarque 2

Si l’algèbre A n’admet pas un élément unité, on peut se ramener au cas unitaire en
adjoignant une unité, par un procédé élémentaire classique ; ainsi l’algèbre obtenue,
A# = A× C qui est munie des opérations suivantes :

(x, α) + (y, β) = (x+ y, α + β)
α(x, β) = (αx, αβ)

(x, α)(y, β) = (xy + αy + βx, αβ)

est une algèbre unitaire d’unité e = (0, 1) et normée pour la norme

‖x+ αe‖ = ‖x‖+ |α|; x ∈ A,α ∈ C

Dans le cas où A est unitaire, on pose A# = A. voir [13]

Définition 1.1.5 Soit x un élément d’une algèbre unitaire A. On appelle spectre de
x l’ensemble suivant :

SpectA(x) = {λ ∈ C : (λe− x)−1 n′existe pas}.

On posera σ(x) = SpectA(x) quand il n’y a pas risque de confusion.

Définition 1.1.6 On appelle caractère d’une algèbre normée A un homomorphisme
d’algère non nul de A dans C. On notera Â l’ensemble des caractères χ de A, χ0 est
une forme linéaire et

Â# = Â ∪ χ0

où

A = kerχ0.



1.1. Rappels et résultats généraux 7

Théorème 1.1.1 1. Tout caractère χ de Â est continu, et ‖χ‖ = 1.
2. Le spectre σ(x) de x est un composant non vide de C pour tout x ∈ A.
Si A est commutative, on a σ(x) = {χ(x)}χ ∈ Â pour tout x ∈ A

Remarque 3

Si A n’est pas unitaire, alors pour tout élément de A on a

σ(x) =
{
χ(x) : χ ∈ Â

}
∪ {0}.

Définition 1.1.7 Un sous-ensemble I d’une algèbre commutative A, est dit un idéal
si

1. I est sous-espace de l’espace vectoriel A.
2. xy ∈ I pour tout x ∈ A et y ∈ I.

l’algèbre A et {0} sont des idéaux triviaux.
Un idéal est dit maximal, s’il n’est contenu dans aucun autre idéal non trivial.

Définition 1.1.8 Soit A une algèbre commutative et unitaire. On appelle radical de
A l’intersection de tous les ideaux maximaux de A et on note

RadA =
{
x ∈ A : χ(x) = 0,∀χ ∈ Â

}
.

L’algèbre A est semi-simple si RadA = {0} ; et si RadA = A. On remarquera que
RadA# = RadA.

Définition 1.1.9 Soient A une algèbre normée. Alors pour tout x ∈ A,

lim
n→+∞

‖xn‖1/n = inf
m∈N∗

‖xm‖1/m.

Cette limite est appelée rayon spectral et notée ρ(x) ; notons que si A est unitaire,
alors

ρ(x) = max
λ∈σ(x)

|λ|.

Définition 1.1.10 On dit qu’un élément x, d’une algèbre de Banach A, est quasinilpo-
tent si ρ(x) = 0. Posons N (A) l’ensemble de tous les éléments quasinilpotents de A,
c’est à dire

N (A) = {x ∈ A : ρ(x) = 0}.
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1.1.1 Transformation de Gelfand

Soit A une algèbre de Banach commutative unitaire, Soit Â l’ensemble des car-
actères de A et soit A∗ le dual topologique de A. Notons par B la boule unité de A∗.

Il est clair que Â est faiblement fermé dans B. Donc Â, muni de la topologie
faible, est compact et l’application

x̂ : χ→ χ(x) avec χ ∈ Â

est continu pour tout x ∈ A comme restriction à Â d’une application faiblement
continue sur A∗, ceci par définition même de la topologie faible.
L’application

A→ C(Â,C)
x→ G(x) = x̂

est appelée transformation de Gelfand.

Propriétés :

G(x) est un homomorphisme d’algèbre contractant, et on a :

KerG = {x ∈ A : x̂ = 0} = {x ∈ A : χ(x) = 0, ∀x}
=

⋂
χ∈Â

Kerχ = RadA

Donc si A est semi simple G est injective.

Si A n’est pas unitaire, on définit la transformée de Gelfand :

A→ G(Â#,C)
x→ G(x) = x̂

comme étant la restriction à A de la transformée de Gelfand sur A#.



Chapitre 2

Les inégalités dans les algèbres de
Banach

2.1 L’inégalité ‖x2 − x‖ ≥ 1
4
pour ‖x‖ ≥ 1

2
2.1.1 Distance entre éléments dans un espace de Banach

sans idempotent non nul

Dans cette partie on va rappeler des résultats obtenus dans [3], [4], [7].

Soit x un élément d’une algèbre de Banach A tel que ‖x‖ < 1 et soit e l’élément
unité de A#.
Posons :

(e− x)1/2 =
∞∑
n=0

1/2(1/2− 1) · · · (1/2− n+ 1)
n! (−x)n

(e− x)−1/2 =
∞∑
n=0

−1/2(−1/2− 1) · · · (−1/2− n+ 1)
n! (−x)n

les deux séries sont absolument convergentes et telles que[
(e− x)1/2

]2
= e− x,

et

(e− x)−1/2 =
[
(e− x)1/2

]−1
.
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On a,

‖e− (e− x)1/2‖ = ‖e−
∞∑
n=0

1/2(1/2− 1) · · · (1/2− n+ 1)
n! (−x)n‖

= ‖
∞∑
n=1

1/2(1/2− 1) · · · (1/2− n+ 1)
n! (−x)n‖

≤
∞∑
n=1

1/2(1/2− 1) · · · (1/2− n+ 1)
n! (−‖ − x‖)n

= −
[
(1− ‖x‖)1/2 − 1

]
= 1−

√
1− ‖x‖. (2.1.1)

Et,

‖(e− x)−1/2‖ = ‖e+
∞∑
n=1

−1/2(−1/2− 1) · · · (−1/2− n+ 1)
n! (−x)n‖

≤ 1 +
∞∑
n=1

−1/2(−1/2− 1) · · · (−1/2− n+ 1)
n! (−‖x‖)n

= 1√
1− ‖x‖

. (2.1.2)

Définition 2.1.1 Soit A une algèbre unitaire d’unité e. Un élément x de A est dit
idempotent si

x2 = x

Il est dit non trivial si x est non nul et s’il est différent de e.

Lemme 2.1.1 Soit A une algèbre de Banach, et soit x ∈ A tel que

‖x2 − x‖ < 1/4.

On pose

P (x) = e

2 + (x− e

2)(e− 4x+ 4x2)−1/2.

Alors
1. P (x) est un idempotent de A,

2. ‖P (x)‖ ≤ 1
2 + 1/2 + ‖x‖√

1− 4‖x2 − x‖
. De plus P (x) 6= 0 si ‖x‖ ≥ 1/2.
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Preuve : On pose y = 4x− 4x2 ; alors ‖y‖ < 1 et on a :

P 2(x) =
[
e

2 + (x− e

2)(e− 4x+ 4x2)−1/2
]2

= e

4 + (x− e

2)(e− y)−1/2 + (x− e

2)2(e− y)−1;

comme

(x− e

2)2 = e

4 −
y

4
on a alors

P 2(x) = e

2 + (x− e

2)(e− 4x+ 4x2)−1/2 = P (x).

Si A est unitaire, on a P (x) ∈ A. Sinon on a :

Â# = Â
⋃
χ0 où Kerχ0 = A.

Comme χ0(P (x)) = 0, on a P (x) ∈ A d’où (1).

D’autre part on a, d’aprés 2.1.2

‖P (x)‖ = ‖e2 + (x− e

2)(e− y)−1/2‖

≤ 1
2 + ‖(x− e

2)‖‖(e− y)−1/2‖

≤ 1
2 + ‖x− e

2‖
1√

1− ‖y‖

≤ 1
2 + (‖x‖+ 1

2)(1− ‖4x− 4x2‖)−1/2.

On suppose P (x) = 0. On a dans ce cas
e

2 = −(x− e

2)(e− y)−1/2,

donc
e = −(2x− 1)(e− y)−1/2,

et
2x = e− (e− y)1/2.

On déduit de 2.1.1 que l’on a

2‖x‖ ≤ 1−
√

1− ‖y‖ < 1, et‖x‖ < 1/2.

Donc P (x) 6= 0 si ‖x‖ ≥ 1/2, ce qui démontre (2). �
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Théorème 2.1.1 Soit A une algèbre de Banach commutative ne possèdant aucun
idempotent non nul. Alors

inf
‖x‖≥1/2

‖x2 − x‖ ≥ 1/4.

Preuve : Dans le cas où inf
‖x‖≥1/2

‖x2 − x‖ < 1/4, il existe

P (x) = e

2 + (x− e

2)(e− 4x+ 4x2)−1/2 6= 0,

idempotent non nul de A ce qui entraine une contradiction. �

On a aussi le corollaire suivant :

Corollère 2.1.1 Soit A une algèbre de Banach radicale. Alors

inf
‖x‖≥1/2

‖x2 − x‖ ≥ 1/4.
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2.2 Application aux algèbres de Banach possédant
une u.a.b.s

2.2.1 Rappels et définitions
Définition 2.2.1 Soit A une algèbre de Banach. On dira qu’une suite (en)n≥1 d’élé-
ments de A est une unité approchée Bornée séquentielle (u.a.b.s) de A si et seulement
si les deux conditions suivantes sont vérifiées

1. il existe k > 0 tel que ‖en‖ ≤ k pour tout n ≥ 1,

2. on a x = lim
n→∞

enx = lim
n→∞

xen pour tout élément x ∈ A.

Quand A possède une u.a.b.s. formée d’idempotents, on a le résultat élémentaire
suivant,démontrer dans [3] et [4],

Proposition 2.2.1 Soit A une algèbre de Banach commutative possédant une unité
approchée Bornée séquentielle (en)n≥1 formée d’idempotents.

(i) Il existe une autre unité aprochée bornée séquentielle (fn)n≥1 de A formée
d’idempotents telle que fnfm = fn pour m,n ≥ 1, n ≥ m.

(ii) Si A est non unitaire, il existe une suite (Um)m≥1 d’ouverts compacts non vide
disjoint deux à deux de Â tels que Â = ⋃

m≥1
Um.

Le résultat suivant, démontrer dans [4], donne une condition suffisante (et néces-
saires) pour qu’une algèbre de Banach commutative A possède une u.a.b.s. formée
d’idempotents.

Théorème 2.2.1 Soit A une algèbre de Banach commutative. Si A possèdant une
unité approchée bornée séquentielle (en)n≥1 telle que

lim inf
n→+∞

‖e2
n − en‖ < 1/4 ;

alors A posséde une unité approchée Bornée séquentielle formée d’idempotents.

preuve : Soit λ ∈
]
lim inf
n→+∞

‖e2
n − en‖, 1/4

[
.

On peut construire une suite strictement croissante (pn)n≥1 d’entiers telle que

‖e2
n − en‖ < λ pour tout n.

Alors (epn)n≥1 est une unité approchée bornée séquentielle de A, et dans ce cas
(P (epn))n≥1, où P est le polynome défini dans le lemme 2.1.1, est une unité approchée
bornée de A formée d’idempotents. �
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2.3 L’inégalité ‖x3 − x‖ < 2
3
√

3
Lemme 2.3.1 Soit A une algèbre de Banach commutative, et soit x ∈ A tel que

‖x‖ ≤ 2
√

3
3 et ‖x3 − x‖ < 2

3
√

3
on pose :

P (x) = e

2 +
√

3
2

(
x− e√

3

)(
e+
√

3
2 x

)1/2(
e− 3

√
3

2 x+ 3
√

3
2 x3

)−1/2

Alors P (x) ∈ A, P 2(x) = P (x), et

‖P (x)‖ ≤ 1
2 +
√

3
(
‖x‖+ 1√

3

)
1√√√√1−

∥∥∥∥∥3
√

3
2 x3 − 3

√
3

2 x

∥∥∥∥∥
Preuve : Soit x ∈ A tel que ‖x‖ ≤ 2

√
3

3 et ‖x3 − x‖ < 2
3
√

3
,

(
e+
√

3
2 x

)1/2

= 1 +
+∞∑
n=1

1/2(1/2− 1) · · · (1/2− n+ 1)
n!

(√
3

2 x

)n
.

la série
+∞∑
n=1

1/2(1/2− 1) · · · (1/2− n+ 1)
n!

(√
3

2 x

)n
est absolument convergente

car
∥∥∥√3

2 x
∥∥∥ ≤ 1 ; donc

(
e+
√

3
2 x

)1/2

est bien définie.

(
e+3
√

3
2 x3−3

√
3

2 x

)−1/2

= 1+
+∞∑
n=1

−1/2(−1/2− 1) · · · (−1/2− n+ 1)
n!

(
3
√

3
2 x3−3

√
3

2 x

)n
,

la série
+∞∑
n=1

−1/2(−1/2− 1) · · · (−1/2− n+ 1)
n!

(
3
√

3
2 x3 − 3

√
3

2 x

)n
est absolument

convergente puisque
∥∥∥3
√

3
2 x3 − 3

√
3

2 x
∥∥∥ < 1, et

(
e + 3

√
3

2 x3 − 3
√

3
2 x

)−1/2

est bien

définie.

Donc P (x) est bien défini dans A#.



2.3. L’inégalité ‖x3 − x‖ < 2
3
√

3
15

Comme χ0(P (x)) = 0, alors P (x) ∈ A.

P 2(x) = e

4 +
√

3
2

(
x− e√

3

)(
e+
√

3
2 x

)1/2(
e+ 3

√
3

2 x3 − 3
√

3
2 x

)−1/2

+√3
2

(
x− e√

3

)(
e+
√

3
2 x

)1/2(
e+ 3

√
3

2 x3 − 3
√

3
2 x

)−1/2
2

= e

4 +
√

3
2

(
x− e√

3

)(
e+
√

3
2 x

)1/2(
e+ 3

√
3

2 x3 − 3
√

3
2 x

)−1/2

+

3
4

(
x− e√

3

)2

+
(
e+
√

3
2 x

)(
e+ 3

√
3

2 x3 − 3
√

3
2 x

)−1

.

Comme

e+ 3
√

3
2 x3 − 3

√
3

2 x = 3
(
x− e√

3

)2(
e+
√

3
2 x

)

on a :

3
4

(
x− e√

3

)(
e+
√

3
2 x

)(
e+ 3

√
3

2 x3 − 3
√

3
2 x

)−1

= e

4 ,

donc P 2(x) = P (x).

∥∥∥∥∥
(
e+ 3

√
3

2 x3 − 3
√

3
2 x

)−1/2∥∥∥∥∥ ≤ 1 +
+∞∑
n=1

−1/2(−1/2− 1) · · · (−1/2− n+ 1)
n!(

−
∥∥∥∥∥3
√

3
2 x3 − 3

√
3

2 x

∥∥∥∥∥
)n

= 1 +
(

1−
∥∥∥∥∥3
√

3
2 x3 − 3

√
3

2 x

∥∥∥∥∥
)−1/2

− 1

= 1√√√√1−
∥∥∥∥∥3
√

3
2 x3 − 3

√
3

2 x

∥∥∥∥∥
.
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∥∥∥∥∥
(
e+
√

3
2 x

)1/2∥∥∥∥∥ ≤ 1 +
+∞∑
n=1

1/2(1/2− 1) · · · (1/2− n+ 1)
n! (−1)n−1

∥∥∥∥∥
√

3
2 x

∥∥∥∥∥
n

= 1−
+∞∑
n=1

1/2(1/2− 1) · · · (1/2− n+ 1)
n!

(
−
∥∥∥∥∥
√

3
2 x

∥∥∥∥∥
)n

= 1−
(1−

∥∥∥∥∥
√

3
2 x

∥∥∥∥∥
)1/2

− 1


= 2−
(

1−
∥∥∥∥∥
√

3
2 x

∥∥∥∥∥
)1/2

≤ 2.

D’où

‖P (x)‖ =
∥∥∥∥∥e2 +

√
3

2

(
x− e√

3

)(
e+
√

3
2 x

)1/2(
e− 3

√
3

2 x+ 3
√

3
2 x3

)−1/2∥∥∥∥∥
≤ 1

2 +
√

3
2

(
‖x‖+ 1√

3

)
2√√√√1−

∥∥∥∥∥3
√

3
2 x3 − 3

√
3

2 x

∥∥∥∥∥
. �

Théorème 2.3.1 Soit A une algèbre de Banach commutative possédant une unité

approchée bornée séquentielle (en)n≥1 telle que ‖en‖ ≤
2
√

3
3 et ‖e3

n − en‖ ≤ λ pour

tout n, avec λ ∈
]
0, 2

3
√

3

[
. Alors (P (en)) est une unité approchée bornée séquentielle

pour A.

Preuve :

P (en) = e

2 +
√

3
2

(
en −

e√
3

)(
e+
√

3
2 en

)1/2(
e− 3

√
3

2 en + 3
√

3
2 e3

n

)−1/2

.

D’aprés le lemme 2.3.1,

‖P (en)‖ ≤ 1
2 +
√

3
(
‖en‖+ 1√

3

)
1√

1− 3
√

3
2 λ

.

On pose :

rn = en −
e√
3
, tn =

(
e+
√

3
2 en

)
, et sn = (e+ vn)−1/2

avec vn = 3
√

3
2 e3

n −
3
√

3
2 en.
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Soit u ∈ A ; ‖vpn‖ ≤ µp, µ = 3
√

3
2 λ < 1, et uvn −−−−→

n→+∞
0.

‖snu− u‖ =
∥∥∥∥∥

+∞∑
p=1

−1/2(−1/2− 1) · · · (−1/2− p+ 1)
p! vpnu

∥∥∥∥∥
≤ ‖uvn‖

µ

+∞∑
p=1

∣∣∣∣∣− 1/2(−1/2− 1) · · · (−1/2− p+ 1)
∣∣∣∣∣µpp!

donc snu −−−−→
n→+∞

u.

tnu−
(

1 +
√

3
2

)1/2

u =
+∞∑
p=1

1/2(1/2− 1) · · · (1/2− p+ 1)
p!

[(√
3

2

)p]
(epn − e)u.

On a

+∞∑
p=1

|1/2(1/2− 1) · · · (1/2− p+ 1)|
p! < +∞, ‖

√
3

2 en‖p < 1,

et comme

epnu −−−−→n→+∞
u pour tout p, on obtient

tnu −−−−→
n→+∞

(
1 +
√

3
2

)1/2

u, et on a aussi rnu −−−−→
n→+∞

(
1− 1√

3

)
u.

tn, sn et rn sont bornées, et on a

√
3

2

(
1− 1√

3

)(
1 +
√

3
2

)1/2

= 1
2(
√

3− 1)
(

4 + 2
√

3
4

)1/2

= 1
2(
√

3− 1)
(√

3 + 1
2

)

= 1
2 ,



2.3. L’inégalité ‖x3 − x‖ < 2
3
√

3
18

∥∥∥∥∥P (en)u− u
∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
√

3
2 rntnsnu−

u

2

∥∥∥∥∥
=
√

3
2

∥∥∥∥∥rntnsnu−
(

1− 1√
3

)(
1 +
√

3
2

)1/2

u

∥∥∥∥∥
≤
√

3
2
∥∥∥rntnsnu− rntnu∥∥∥+

√
3

2

∥∥∥∥∥rntnu−
(

1− 1√
3

)(
1 +
√

3
2

)1/2

u

∥∥∥∥∥
≤
√

3
2 ‖rn‖‖tn‖‖snu− u‖+

√
3

2

∥∥∥∥∥rntnu−
(

1 +
√

3
2

)1/2

urn

∥∥∥∥∥
+
√

3
2

∥∥∥∥∥
(

1 +
√

3
2

)1/2

rnu−
(

1− 1√
3

)(
1 +
√

3
2

)1/2

u

∥∥∥∥∥
≤
√

3
2 ‖rn‖‖tn‖‖snu− u‖+

√
3

2 ‖rn‖
∥∥∥∥∥tnu−

(
1 +
√

3
2

)1/2

u

∥∥∥∥∥
+
√

3
2

(
1 +
√

3
2

)1/2∥∥∥∥∥rnu−
(

1− 1√
3

)
u

∥∥∥∥∥
Donc P (en)u −−−−→

n→+∞
u, et (P (en)) est une u.a.b.s pour A. �

Théorème 2.3.2 Soit A une algèbre de Banach commutative possédant une unité
approchée bornée séquentielle (en) de borne 1. On suppose que

lim inf
n→+∞

‖e3
n − en‖ <

2
3
√

3
.

Alors A possède une unité approchée bornée séquentielle formée d’idempotents.

Preuve : Quitte à extraire une sous-suite de la suite (en)n≥1, on peut supposer

que ‖e3
n − en‖ ≤ λ pour tout n, avec λ ∈

]
0, 2

3
√

3

[
. D’aprés le théorème 2.3.1,

P (en)u −−−−→
n→+∞

u pour tout u ∈ A, et (P (en))n est une u.a.b.s. Formée d’idempotents.�

Corollère 2.3.1 Soit A une algèbre de Banach commutative possédant une unité
approchée bornée séquentielle (en) de borne 1. Si A ne possède aucun idempotent non
nul, alors

lim inf
n→+∞

‖e3
n − en‖ ≥

2
3
√

3
.

Preuve : Dans le cas contraire on a :

lim inf
n→+∞

‖e3
n − en‖ <

2
3
√

3
,

et on peut former P (en). �
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2.4 Distance entre puissances d’éléments d’une u.a.b.s.
Plus généralement considérons deux entiers positifs p et q. On va étudier le cas

où une u.a.b.s.(epn)n≥1 vérifie la condition

lim inf
n→+∞

‖epn − ep+q
n ‖ <

(
p

p+ q

)p/q
q

p+ q
; voir [5].

On remarque que pour p = q = 1 on retrouve les résultats précédents. Pour p = 1 et
q = 2, Mothtari introduit dans [10], l’idempotent

J(x) = e

2 +
√

3
2

(
x− e√

3

)(
e+
√

3
2 x

)1/2(
e− 3

√
3

2 x+ 3
√

3
2 x3

)−1/2

,

pour démontrer que si A possède une u.a.b.s.(en)n≥1 qui vérifie

‖en‖ ≤
2
√

3
3

et

‖e3
n − en‖ ≤ λ pour λ ∈

]
0, 2

3
√

3

[
,

alors A admet une u.a.b.s formée d’idempotents.

Ce résultat (sans hypothèse restrective ‖en‖ ≤
2
√

3
3 ) a été généralisé dans [5]

pour p et q quelquonques.

Le point de départ des auteurs de [5] est le résultat élémentaire d’analyse com-
plexe suivant :

Lemme 2.4.1 Soient p et q deux entiers positifs, et soit

Rp,q =
(

p

p+ q

)p/q
q

p+ q
.

Il existe une fonction analytique,

g : D(0, Rp,q) −→ C

telle que g(0) = 1 et telle que

g(z)p − g(z)p+q = z pour|z| < Rp,q

De plus
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|g(z)| >
(

p

p+ q

)1/q

pour|z| < Rp,q

Preuve : voir [14].

On note ρ(x) = lim
n→+∞

‖xn‖1/n le rayon spectral d’un élément x d’une algèbre de
Banach A. Si A est unitaire, d’unité e, et si

ρ(x) <
(

p

p+ q

)p/q
q

p+ q
,

on pose

g(x) = e+
∑
k≥1

gk(0)
k! xk,

on a alors
g(x)p − g(x)p+q = x.

Lemme 2.4.2 Soit x un élément d’une algèbre de Banach, soit A la sous-algèbre
fermée engendrée par x, soit A# l’algèbre obtenue en adjoignant une unité e à A,
soient p et q deux entiers positifs et soit g la fonction analytique associée à p et q au
lemme précédent.
Si

ρ(xp − xp+q) <
(

p

p+ q

)p/q
q

p+ q
,

alors

pg(xp − xp+q)p−1 − (p+ q)g(xp − xp+q)p+q−1

est inversible dans A#,et

Jp,q := e−
[
pg(xp − xp+q)p−1 − (p+ q)g(xp − xp+q)p+q−1

]−1

×
[ ∑

2≤k≤p+q
Ck
p+q(x− g(xp − xp+q))k−1g(xp − xp+q)p+q−k

]

−
∑

2≤k≤p
Ck
p (x− g(xp − xp+q))k−1g(xp − xp+q)p−k

est un idempotent de A. De plus

Jp,q(x)x = Jp,q(x)g(xp − xp+q),
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et
{
χ ∈ Â : χ(Jp,q(x)) = 1

}
=
{
χ ∈ Â : χ(x) ∈ Ω0

}
⊂

χ ∈ Â : |χ(x)| >
(

p

p+ q

)1/q
 ,

où Ω0 désigne la composante connexe de 1 dans l’ouvert

Ω :=

z ∈ C : |zp − zp+q| <
(

p

p+ q

)p/q
q

p+ q

.
La preuve de ce lemme, ainsi que les résultats suivant sont donnés dans [5].

On énonce le résultat suivant [8], [5], qui a été évoqué précédement dans le cas
des algèbres de Banach radicales.

Théorème 2.4.1 Soit A une algèbre de Banach sans idempotent non nul, soit q ≥ 1.
Si

‖x− xq+1‖ ≤ q

(q + 1)1+1/q

alors

‖x‖ ≤ 1
(q + 1)1/q .

On note I l’aplication identité x→ x sur un espace de Banach A, et B(A) l’ensemble
des opérateurs bornés de A dans lui-même. Dans [4], on déduit des lemmes précédents
le résultat suivant

Lemme 2.4.3 Soit (Tn)n≥1 une suite d’opérateurs bornés sur un espace de Banach
A convergent fortement vers I, et soient p et q deux entiers positifs. S’il existe

δ <

(
p

p+ q

)p/q
q

p+ q
,

que ‖T pn −T p+q
n ‖ ≤ δ pour n ≥ 1, alors la suite (Jp,q(Tn))n≥1 converge fortement vers

I.

On obtient alors dans [5] le résultat général suivant

Théorème 2.4.2 Soit A une algèbre commutative, et soient p et q deux entiers
positifs. Si A possède une u.a.b.s.(en)n≥1 telle que

lim inf
n→+∞

‖epn − ep+q
n ‖ <

(
p

p+ q

)p/q
q

p+ q
,

alors A possède une u.a.b.s formée d’idempotents.
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On sait que, (théorème 4.4 de [8] pour p = 1), si un élément x d’une algèbre de
Banach est quasinilpotent, et si

‖x‖ ≤
(

1
q + 1

)1/q

,

alors
‖x− x1+q‖ ≥ q

(q + 1)1+1/q .

Par conséquent si une suite d’opérateurs quasinilpotents (Tn))n≥1 converge fortement
vers I et si q est un positif alors

‖Tn − T 1+q
n ‖ ≥ q

(q + 1)1+1/q pour n assez grand.

Par contre on ne peut estimer ‖x‖ en fonction de ‖xp − xp+q‖ pour p ≥ 2, puisqu’il
existe des algèbres de Banach radicales triviales où le produit de deux éléments quel-
conques est nul. D’où l’intérêt du résultat suivant pour p ≥ 2, également démontré
dans [5]

Théorème 2.4.3 Soit (Tn)n≥1 une suite d’opérateurs bornés quasinilpotents sur un
espace de Banach A 6= {0} qui converge fortement vers I. Alors

lim inf
n→+∞

‖T pn − T p+q
n ‖ ≥

(
p

p+ q

)p/q
q

p+ q
,

pour tout couple (p, q) d’entiers positifs.
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2.5 Idempotents et inégalités dans les algèbres de
Banach

Si x est un élément d’une algèbre de Banach commutative A, ρ(x) son rayon
spéctral, et σ(x) son spectre.

on va donner ici une formule explicite de Jp,q en utilisant un principe général, que
l’on pourrait appeler principe de l’idempotent, qui découle de la formule de Taylor
avec reste intégral.

Théorème 2.5.1 Soit x un élément d’une algèbre de Banach, soit A la sous-algèbre
fermée engendrée par x, soit A#l’algèbre obtenue en adjoignant une unité e à A, soit
U un ouvert connexe de C contenant 0, soit R > 0, soient

f : U → C

et
g : D(0, R)→ U

deux fonctions analytiques telles que

f(g(z)) = z

pour |z| < R, soit
Ω = {z ∈ U : |f(z)| < R} ,

soit Ω0 la composante connexe de g(0) dans Ω, et soit Ω1le complémentaire de Ω0
dans Ω.
Si σ(x) ⊂ U , et ρ(f(x)) < R, posons

J(x) = (g(f(x))− x)g′(f(x))
1∫

0

(1− t)f ′′(tx+ (1− t)g(f(x)))dt

si g(f(0)) = 0, et

J(x) = e− (g(f(x))− x)g′(f(x))
1∫

0

(1− t)f ′′(tx+ (1− t)g(f(x)))dt

si g(f(0)) 6= 0.
Alors J est un idempotent de A. De plus

Ω0 = g(D(0, R)) = {z ∈ Ω : g(f(z)) = z} ,

et dans le premier cas{
χ ∈ Â : χ(J(x)) = 1

}
=
{
χ ∈ Â : χ(x) ∈ Ω1

}
,

alors que dans le deuxième cas{
χ ∈ Â : χ(J(x)) = 1

}
=
{
χ ∈ Â : χ(x) ∈ Ω0

}
.
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Preuve : Ici f(x) et g(f(x)) se calculent au moyen du calcul fonctionnel holomorphe
en une variable usuel, qui commute avec les caractères
(en fait g(f(x)) =

∞∑
n=0

gn(0)
n! f(x)n, et f(x) =

∞∑
n=0

fn(0)
n! xn si f est entière, ce qui

arrive souvent dans les applications).
U étant convexe, on a, d’aprés la formule de Taylor, puisque f(x)− f(g(f(x))) = 0,

(x− g(f(x)))f ′(g(f(x))) + (x− g(f(x)))2
1∫

0

(1− t)f ′′(tx+ (1− t)g(f(x)))dt = 0.

Comme
f ′(g(f(z)))g′(f(z)) = 1

pour |z| < R on a
f ′(g(f(x)))g′(f(x)) = e

et g′(f(x)) est l’inverse de f ′(g(f(x))) dans A#. Posons

y = g(f(x))− x,

v = g′(f(x))
1∫

0

(1− t)f ′′(tx+ (1− t)g(f(x)))dt

J = yv

On a y = y2v,donc
J2 = y2v2 = yv = J,

et J(x) est idempotent de A#.

Soit χ un caractère de Â#. Posons :

λ = χ(x),
µ = χ(f(x)) = f(λ),

de sorte que |µ| < R. On a :

χ(J) = (g(µ)− λ)g′(µ)
1∫

0

(1− t)f ′′(tλ+ (1− t)g(µ))dt.

Si g(µ) = λ alors χ(J) = 0. Si g(µ) 6= λ, on obtient par integration par parties :

χ(J) = g′(µ)
(

[−(1− t)f ′(tλ+ (1− t)g(µ))]10

)
− g′(µ)

1∫
0

f ′(tλ+ (1− t)g(µ))dt

= g′(µ)f ′(g(µ))− g′(µ)
λ− g(µ)(f(λ)− f(g(µ)).
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Comme
g′(µ)f ′(g(µ)) = (f ◦ g)′(µ) = 1

et
f(g(µ)) = µ = f(λ)

on a χ(J) = 0 si et seulement si g(f(χ(x))) = χ(x). En particulier, si kerχ0 = A
alors χ0(J) = 0 si g(f(0)) = 0 et χ0(J) = 1 si g(f(0)) 6= 0. Donc J(x) ∈ A. �

2.6 L’inégalité ‖ex−e(γ+1)x‖ ≥ γ

(γ + 1)1+ 1
γ
pour ‖x‖ ≥

log(γ + 1)
γ

Pour α ∈ R, r > 0, on pose

D(α, r) = {z ∈ C : |z − α| < r}

Le lemme suivant est une reformulation du lemme 2.2 de [6]. Avec les notations de
[6], la fonction g du lemme ci-dessous est la fonction g = −gα

γ
avec α = 1

γ
+ 1.

Lemme 2.6.1 Soit γ > 0, soit

U = D(0, γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)

et soit
V = D(0, log(γ + 1)

γ
).

Il existe une unique fonction analytique

g : U −→ V

telle que g(0) = 0 vérifiant

eg(z) − e(γ+1)g(z) = z

pour z ∈ U , et on a g(n)(0) < 0 pour n ≥ 1. De plus,

∞∑
k=1

g(k)(0)
k!

 γ

(γ + 1)1+ 1
γ

k = − log(γ + 1)
γ
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Lemme 2.6.2 Soit A une algèbre de Banach, soit γ > 0, soit u ∈ A et soit g la
fonction analytique construite au lemme 2.1. Si

‖u‖ ≤ γ

(γ + 1)1+ 1
γ

alors la série ∑
k≥1

g(k)(0)
k! uk converge dans A.

Si l’on pose

g(u) =
∑
k≥1

g(k)(0)
k! uk,

on a

eg(u) − e(γ+1)g(u) = u,

et

‖g(u)‖ ≤ |g(‖u‖)| ≤ log(γ + 1)
γ

.

Preuve : Soit g la fonction introduite au lemme précédent. Alors g est décroissante

sur
0, γ

(γ + 1)1+ 1
γ

, et on a

‖g(u)‖ ≤
∑
n≥1

|g(n)(0)|
n! ‖un‖ ≤ −

∑
n≥1

g(n)(0)
n! ‖u‖n = −g(‖u‖)

≤ −g
(

γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)
= log(γ + 1)

γ
. �

Dans toute la suite on désigne par

ρ(x) = lim
n→+∞

‖xn‖1/n

le rayon spectral d’un élément x d’une algèbre de Banach A. Si A est unitaire on
pose A# = A. Sinon on note A# = A

⊕C1 l’algèbre obtenue en ajoutant une unité
1 à A.

Lemme 2.6.3 Soit A une algèbre de Banach, soit γ > 0, et soit x ∈ A tel que

ρ(ex − e(γ+1)x) < γ

(γ + 1)1+ 1
γ

.

Soit

U = D(0, γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)
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et soit g la fonction analytique sur U définie au lemme 2.6.1. Alors la formule

J := g′(ex− e(γ+1)x)eg(ex−e(γ+1)x)
∞∑
n=2

(γ + 1)neγg(ex−e(γ+1)x) − 1
n! (x− g(ex− e(γ+1)x))n−1

définit un idempotent de A vérifiant

J(x− g(ex − e(γ+1)x) = x− g(ex − e(γ+1)x).

Preuve : Posons

u = ex − e(γ+1)x

et

y = x− g(u)

où g est la fonction définie au lemme 2.6.1. On a

ex − e(γ+1)x − u = 0
= eyeg(u) − e(γ+1)ye(γ+1)g(u) − eg(u) + e(γ+1)g(u)

= eg(u) [ey − 1]− e(γ+1)g(u)
[
e(γ+1)y − 1

]
= y

[
eg(u) − (γ + 1)e(γ+1)g(u)

]
−y2

e(γ+1)g(u)
(∑
n≥2

(γ + 1)n
n! yn−2

)
− eg(u)

(∑
n≥2

yn−2

n!

) . (2.6.1)

Posons de nouveau f(z) = ez − e(γ+1)z pour z ∈ C. On a

(f(g(z)))′ = f ′(g(z))g′(z) = 1 pour z ∈ U.

Donc comme ρ(u) < γ

(γ + 1)1+1/γ , g
′(u) est bien définie dans A et f ′(g(u))g′(u) = 1.

On voit que eg(u) − (γ + 1)e(γ+1)g(u) est inversible dans Ã, et on a

g′(u) = (eg(u) − (γ + 1)e(γ+1)g(u))−1.

L’équation (2.6.1) donne

y = y2v

où

v := g′eg(u) ∑
n≥2

(γ + 1)neγg(u) − 1
n! yn−2
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Ainsi l’élément J = yv est un idempotent de A donné par la formule

J := g′(ex−e(γ+1)x)eg(ex−e(γ+1)x)
∞∑
n=2

(γ + 1)neγg(ex−e(γ+1)x) − 1
n! (x−g(ex−e(γ+1)x))n−1.

De plus on a

J(x− g(ex − e(γ+1)x) = Jy = y2v = y = x− g(ex − e(γ+1)x). �

Théorème 2.6.1 Soit A une algèbre de Banach et soit x ∈ A tel que

‖x‖ ≥ log(γ + 1)
γ

.

(i) Si A ne possède aucun idempotent non nul alors

‖ex − e(γ+1)x‖ ≥ γ

(γ + 1)1+ 1
γ

.

(ii) Si x est quasinilpotent on a plus précisément ‖ex − e(γ+1)x‖ > γ

(γ + 1)1+ 1
γ

.

Preuve : Supposons que

‖x‖ ≥ log(γ + 1)
γ

.

et

‖ex − e(γ+1)x‖ < γ

(γ + 1)1+ 1
γ

.

Posons

u = ex − e(γ+1)x

et

y = x− g(u).

Il résulte du lemme 2.6.2 que

‖g(u)‖ < log(γ + 1)
γ

≤ ‖x‖,

donc y 6= 0, et il resulte du lemme 2.6.3 que A contient un idempotent J = yv où

v := g′(u)eg(u) ∑
n≥2

(γ + 1)neγg(u) − 1
n! yn−2
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vérifiant y = Jy = y2v. Donc J 6= 0, et dans ce cas A possède un idempotent non
nul. Ceci prouve (i).

Supposons maintenant que x est quasinilpotent et que

‖ex − e(γ+1)x‖ ≤ γ

(γ + 1)1+ 1
γ

.

Posons

u = ex − e(γ+1)x et y = g(u).

Alors u et y sont quasinilpotents et vérifient

ex − ey = e(γ+1)x − e(γ+1)y,

et

(x−y)
1 +

∑
n≥2

(
n−1∑
k=0

xkyn−1−k

n!

) = (γ+1)(x−y)
1 +

∑
n≥2

(γ + 1)n−1

n!

(
n−1∑
k=0

xkyn−1−k
)

d’où

(x− y) [γ + v] = 0

avec

v =
∑
n≥2

(γ + 1)n
n!

(
n−1∑
k=0

xkyn−1−k
)
−
∑
n≥2

(
n−1∑
k=0

xkyn−1−k

n!

)
.

Comme v ∈ RadA alors x = y.

Comme tous les coefficients de Taylor d’ordre ≥ 1 de g en 0 sont strictement
négatifs, et comme

lim
n→+∞

‖un‖
1
n = 0,

il existe p ≥ 1 tel que

‖un‖ <
(

γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)n
pour tout n ≥ p, et on a

−
∞∑
n=p

g(n)(0)
n! ‖un‖ < −

∞∑
n=p

g(n)(0)
n!

(
γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)n
.
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On obtient

‖x‖ ≤ −
∞∑
n=1

g(n)(0)
n! ‖un‖ < −

∞∑
n=p

g(n)(0)
n!

(
γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)n

= −g
(

γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)

= log(γ + 1)
γ

. �

Pour z ∈ D(0, 1), t ∈ R on pose

(1 + z)t =
∑
n≥0

t(t− 1) · · · (t− n+ 1)
n! zn,

et log(1 + z) = ∑
n≥1

(−1)n+1zn

n
, de sorte que (1 + z)t = et log(1+z).

Lemme 2.6.4 Soit γ > 0, et soit g : U → V la fonction définie au lemme 2.6.2.
Posons h = eg − 1, de sorte que h(0) = g(0) = 0. Soit δ > 0 tel que |h(z)| < 1 pour
|z| < δ. Alors

1 + h(z)− (1 + h(z))γ+1 = z pour |z| < δ, h(n)(0) < 0 pour n ≥ 1,

et

h

(
γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)
= −1 + 1

(γ + 1)
1
γ

Preuve : De même qu’au lemme 2.6.1 on considère la fonction

f(z) = ez − e(γ+1)z

qui vérifie f(g(z)) = z pour z ∈ U . Notons que le réel positif δ, de même que la
fonction g, dépend du réel positif γ.

Pour |z| < δ on a eg(z) = 1 + h(z), avec |h(z)| < 1, donc

eg(z) = elog(1+h(z)).

Il existe donc k ∈ Z tel que

g(z) = log(1 + h(z)) + 2kπi.
Comme g(0) = 0 = log(1 + h(0)) on a k = 0. Donc

g(z) = log(1 + h(z)).
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On a

(1 + h(z))t = et log(1+h(z)) = etg(z), pour |z| < δ, t ∈ R,

donc

1 + h(z)− (1 + h(z))γ+1 = z.

On a

h′(z)− (γ + 1)h′(z)(1 + h(z))γ = 1. (2.6.2)

Posons

ψ(z) := 1− (γ + 1)(1 + h(z))γ. (2.6.3)

On a

ψ(0) = −γ et h′(z)ψ(z) = 1 et donc h′(0) = −1
γ
< 0.

On obtient

h′′(z)ψ(z) = −h′(z)ψ′(z);

d’autre part on déduit de l’équation (2.6.2) que

(1 + h(z))ψ′(z) = γ [−h′(z) + 1] ,

donc

(1 + h(z))ψ′′(z) = −h′(z)ψ′(z)− γh′′(z).

On montre alors par récurrence qu’il existe pour n ≥ 2 deux familles (ak,n)1≤k≤n
et (bk,n)1≤k≤n de réels strictements positifs telles que

h(n)(z)ψ(z) = −
n−1∑
k=1

ak,nh
(k)(z)ψ(n−k)(z).

et

(1 + h(z))ψ(n)(z) = −
n−1∑
k=1

bk,nh
(k)(z)ψ(n−k)(z)− γh(n)(z).

Supposons que n ≥ 1 et que pour 1 ≤ k ≤ n on a h(k)(0) < 0 et ψ(k)(0) > 0.
On a alors

−γh(n+1)(0) = h(n+1)(0)ψ(0) = −
n∑
k=1

ak,n+1h
(k)(0)ψ(n+1−k)(0) > 0,
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et h(n+1)(0) < 0. De plus

ψ(n+1)(0) = (1 + h(0))ψ(n+1)(0) = −
n∑
k=1

bk,n+1h
(k)(0)ψ(n+1−k)(0)− γh(n+1)(0) > 0.

On voit donc que h(n)(0) < 0 pour tout n ≥ 1.

D’aprés le lemme 2.6.1 on a

g

(
γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)
=
∞∑
k=1

g(k)(0)
k!

 γ

(γ + 1)1+ 1
γ

k = − log(γ + 1)
γ

.

Comme g(z) = log(1 + h(z)) on a

g

(
γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)
= log

(
1 + h

(
γ

(γ + 1)1+ 1
γ

))
= log

(
(γ + 1)−

1
γ

)
et donc

h

(
γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)
= −1 + γ

(γ + 1)
1
γ

. �

Remarque : On a ici h = eg − 1, g désignant la fonction introduite au lemme 2.6.1.
Notons que si on pose u(z) = −z et v = eu − 1, alors u(0) = v(0) = 0 et u(n)(0) ≤ 0
pour tout n ≥ 1, alors que v(n)(0) < 0 pour n pair, v(n) > 0 pour n impair.
Par contre si deux fonctions u et v, définies au voisinage de 0 vérifient la relation
v = eu − 1, avec u(0) = v(0) = 0 on a

u(z) =
∑
n≥1

(−1)n+1vn

n
= −

∑
n≥1

(−v)n
n

Donc si v(n)(0) < 0 (respectivement v(n)(0) ≤ 0) pour tout n ≥ 1, on a u(n)(0) < 0
(respectivement u(n)(0) ≤ 0) pour tout n ≥ 1.
Par conséquent le fait que la fonction h du lemme 2.6.4 vérifie h(n)(0) < 0 pour tout
n ≥ 1 implique que la fonction g du lemme 2.6.2 vérifie g(n)(0) < 0 pour tout n ≥ 1,
mais l’inverse n’est pas vrai et le lemme ci-dessus apporte plus d’informations que le
lemme 2.6.2.

Soit x un élément d’une algèbre de Banach A. On note Spec(x) le spectre de x
dans l’algèbre obtenue en ajoutant si nécessaire une unité 1 à A#.
On note Res∞(x) la composante connexe non bornée de C\Spec(x). Si 0 ∈ Res∞(x),
il existe un voisinage ouvert U de Spec(x) et une détermination du logarithme de z
sur U , c’est à dire une fonction z 7→ log z tel que elog z = z pour z ∈ U . On pose alors
xt = et log x pour t ∈ R. On notera que xt dépent évidemment de la détermination du
logarithme choisie sur U .
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Théorème 2.6.2 Soit A une algèbre de Banach, soit γ > 0, et soit x ∈ A tel que

‖x‖ ≥ 1− 1
(γ + 1)

1
γ

et tel que

−1 ∈ Res∞(x).

(i) Si A ne possède aucun idempotent non nul alors

‖1 + x− (1 + x)γ+1‖ ≥ 1
(γ + 1)1+ 1

γ

.

(ii) Si X est quasinilpotent on a plus précisement

‖1 + x− (1 + x)γ+1‖ > 1
(γ + 1)1+ 1

γ

.

Preuve : Soit x ∈ A tel que −1 ∈ Res∞(x). On pose a = log(1 + x), avec une
détermination convenable du logarithme complexe sur un voisinage de Spec(1 + x),
de sorte que 1 + x = ea.
Posons

u = ea − e(γ+1)a = 1 + x− (1 + x)γ+1

et supposons que

‖x‖ < γ

(γ + 1)1+ 1
γ

.

Soit g la fonction analytique introduite au lemme 2.6.2. Il résulte du lemme 2.6.4
que si l’on pose

J := g′(ea − e(γ+1)a)eg(ea−e(γ+1)a) ∑
n≥2

(γ + 1)neγg(ea−e(γ+1)a) − 1
n! (a− g(ea − e(γ+1)a))n−1 (2.6.4)

alors J est un idempotent de A, qui commute avec x, telque

a− g(u) ∈ H := {v ∈ A : Jv = v} .

Il est claire que H est un idéal à droite fermé de Ã. Soit h = eg − 1 la fonction
introduite au lemme 2.6.5. On a

x−h(u) = ea−1−(eg(u)−1) = (a−g(u))
∑
n≥1

(
n−1∑
k=0

akg(u)n−1−k

n!

) ∈ (a−g(u))A ⊂ H.
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Donc

J(x− h(u)) = x− h(u).

Si A ne contient aucun idempotent non nul, on a

J = 0, x = h(u), ‖x‖ ≤ −
∑
n≥1

hn(0)
n! ‖u‖

n < −h
(

γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)
= 1− 1

(γ + 1) 1
γ

Ceci prouve (i).

Supposons maintenant que x est quasinilpotent. Il résulte d’une propriété stan-
dard du calcul fonctionnel holomorphe que

Spec(a) = {log(1 + λ) : λ ∈ Spec(x)} = {0} ,

donc a est quasinilpotent. Donc

u = ea − e(γ+1)a,

est aussi quasinilpotent, et il résulte de même que plus haut du lemme 2.6.4 que la
formule 2.6.4 définit un idempotent J de A tel que

J(x− h(u)) = x− h(u),

et J ∈ RadA car a − g(u) ∈ RadA. Donc J = 0, et x = h(u). Comme tous les
coefficients de Taylor d’ordre ≥ 1 de h en 0 sont strictement négatifs, et comme u
est quasinilpotent, il existe p ≥ 1 tel que

‖un‖ <
(

γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)n
pour tout n ≥ p,

et on a

−
∞∑
n=p

h(n)(0)
n! ‖un‖ < −

∞∑
n=p

h(n)(0)
n!

(
γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)n
.

Si

‖u‖ ≤ γ

(γ + 1)1+ 1
γ

,
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On aurait

‖x‖ ≤
∞∑
n=1

h(n)(0)
n! ‖un‖

< −
∞∑
n=1

h(n)(0)
n!

(
γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)n

= −h
(

γ

(γ + 1)1+ 1
γ

)

= 1−
(

1
(γ + 1)

1
γ

)
.

Ceci prourve (ii). �



Chapitre 3

Application aux semigroupes

Dans ce chapitre on va exposer les résultats démontrés dans [6] et [8]. En un
premier temps on va rappeler quelques notions et resultats importants sur les semi-
groupes.

3.1 Semigroupe dans une algèbre de Banach
Définition 3.1.1 Soit A une algèbre de Banach. On appelle C0-semi-groupe d’opéra-
teurs linéaires borné sur Λ, la famille (T (t))t>0 d’éléments de Λ vérifiant les pro-
priétés suivantes :

i) T (0) = I ;

ii) T (t+ s) = T (t)T (s), ∀t, s ≥ 0 ;

iii) lim
t→0+

T (t)x = x, (∀)x ∈ Λ.

On notera AT la sous algèbre fermée de A engendrée par le semigroupe (T (t))t>0.
On dira qu’un semigroupe (T (t))t>0 est continu en norme si

lim
h→0+

‖T (t+ h)− T (t)‖ = 0 pour tout t > 0,

et on dira que (T (t))t→0 admet une limite en norme à l’origine s’il existe J ∈ A tel
que

lim
t→0+
‖T (t)− J‖ = 0.

Notons que si le semigroupe (T (t))t>0 admet une limite en norme J à l’origine
alors J est un idempotent de A, et l’algèbre de Banach AT est unitaire d’unité J .
De plus dans ce cas on sait qu’il existe u ∈ AT tel que l’on ait, pour t > 0,

T (t) = exp(tu) := J +
+∞∑
n=1

tnun

n! .



3.1. Semigroupe dans une algèbre de Banach 37

On obtient alors une extension analytique (T (z))z∈C du semigroupe en posant
T (z) = exp(tz) pour z ∈ C.

Autrement dit le semigroupe (T (t))t>0 est la restriction à ]0,+∞[ d’un groupe ana-
lytique de AT .[8]

On définit de même des semigroupes (T (t))t∈K∗
+
, K désignant un sous-corps quel-

conque de R et K∗+ désignant l’ensemble des éléments strictement positifs de K.

Un cas particulier important est celui où A = L(E), L(E) désignant l’algèbre
de Banach des endomorphismes bornés d’un espace de Banach E. On dit alors que
(T (t))t>0 est un semigroupe d’opérateurs bornés sur E. On a alors les notions suiv-
antes

Définition 3.1.2 Soit (T (t))t>0 un semigroupe d’opérateurs bornés sur un espace de
Banach E.

1. On dit que (T (t))t>0 est d’image dense si ⋃t>0 T (t)(E) est dense dans E.

2. On dit que (T (t))t>0 est fortement continu si lim
h→0+

‖T (t + h)x − T (t)x‖ = 0
pour tout x ∈ E et pour tout t > 0.

3. On dit que (T (t))t>0 est fortement continu à l’origine si lim
t→0+
‖T (t)x− x‖ = 0

pour tout x ∈ E

Notons que si on pose
F =

⋃
t>0

T (t)(E),

alors ⋃
t>0

T (t)(F ) =
⋃

t>0,s>0
T (t+ s)(E) =

⋃
t>0

T (t)(E) = F.

Donc si on note T̃ la restriction de T (t) à F , le semigroupe (T̃ (t))t>0 est un semi-
groupe d’opérateurs bornés sur F qui est d’image dense. D’autre part il est bien
connu que si (T (t))t>0 est fortement continu à l’origine alors il est fortement con-
tinu ; on peut alors poser T (0) = I, I désignant l’application identité x → x sur E,
et dans ce cas l’aplication t→ T (t)x est une application continue de [0,+∞[ dans E
pour tout x ∈ E.

Il résulte immédiatement du théorème de Banach-Steinhaus que si (T (t))t>0 est
fortement continu à l’origine, alors lim sup

t→0+
‖T (t)‖ < +∞.

Réciproquement si lim sup
t→0+
‖T (t)‖ < +∞, et si (T (t))t>0 est d’image dense, une véri-

fication de routine montre que (T (t))t>0 est fortement continu à l’origine.
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Proposition 3.1.1 Soit (T (t))t>0 un semi groupe fortement continu sur x. Alors :
1. t→ ‖T (t)| est borné sur tout l’intervalle compact [0, α[ ;

2. il existe des constantes réelles ω et M > telles que

‖T (t)‖ ≤Meωt, t ∈ R+

Définition 3.1.3 Un semigroupe fortement continu (T (t))t>0 est appelé contractant
si l’on a :

‖T (t)‖ ≤ 1 pour t ≥ 0

Définition 3.1.4 Le type du semigroupe fortement continu (T (t))t≥0 est la borne
inferieur ω l’ensemble des ω tels qu’il existe un nombre Mω vérifiant

‖T (t)‖ ≤Mωe
ωt, t ≥ 0

Proposition 3.1.2 Soit (T (t))t>0 un semi groupe fortement continu et ω son type,
Alors on a
(i) ω = lim

n→+∞

1
t

log ‖T (t)‖,

(ii) ρ(T (t)) = eωt, où ρ(T (t)) est le rayon spectral de l’opérateur T (t).

3.1.1 Générateur infinitésimal d’un semigroupe
L’opérateur linéaire A défini par :

D(A) =
{
x ∈ Λ : lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}
et

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

= dT (t)x
dt

∣∣∣∣∣
t=0

pour x ∈ D(A).

est le générateur infinitisimal du semigroupe T (t), D(A) est le domaine de Λ.

Si le semigroupe est fortement continu et d’image dense, alors le domaine D(A)
est dense dans A car il contient tous les éléments y de E de la forme y =

∫ β
α T (t)xdt,

avec β > α > 0, x ∈ E.

On a alors, T (t) = etA, et montrer que le semigroupe admet une limite en norme
à l’origine revient à montrer que son générateur infinitésimal est borné.

Notons également que si le semigroupe est fortement continu à l’origine, alors
son générteur infinitésimal est un opérateur fermé, c’est à dire que son graphe
G := {x,Ax}x∈D(A) est fermé dans E × E.
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3.2 Distance entre éléments d’un semigroupe dans
une algèbre de Banach

Soit n ≥ 0 un entier, et soit (T (t))t>0 un semigroupe dans une algèbre de Banach.
On démontre que si

lim sup
t→0

‖T (t)− T ((γ + 1)t)‖ < n

(n+ 1)1+ 1
n

,

alors ou bien T (t) = 0, ou bien la sous algèbre fermée A engendrée par (T (t))t>0 est
unitaire, et qu’il existe u ∈ A tel que T (t) = Jetu pour t > 0 où J designe l’unité
de A. Ceci est une généralisation des résultats obtenus par Mokhtari dans [11] pour
n = 1, où il supposait le semigroupe (T (t))t>0 continu en norme pour t > 0 et borné
à l’origine, et de résultats obtenus dans sa thèse pour n = 1 et n = 2, où supposait
seulement que le semigroupe (T (t))t>0 étais continu en norme pour t > 0.

Pour démontrer ce résultat, les auteurs de [5] ont commencé par discuter les
semigroupes dans C c’est à dire les applications

θ : K+ → C

telles que

θ(s+ t) = θ(s)θ(t)

pour s, t ∈ K+, K+ désignant l’ensemble des éléments strictement positif d’un sous-
corps K de R. Ils vérifient que si θ n’est pas continu alors ou bien

lim sup
t→0+

|θ(t)− θ(t(γ + 1))| = 2,

ou bien
lim sup
t→0+

|θ(t)− θ(t(γ + 1))| = +∞

pour tout γ ∈ K+. Ensuite ils considèrent un semigroupe (T (t))t∈K+ , dans une
algèbre de Banach commutative A. Ils remarquent que si γ ∈ K+, et si

lim sup
t→0+

ρ(T (t)− T (t(γ + 1))) < 2,

alors l’application t→ φ(T (t)) est continue sur K+ pour tout φ ∈ Â.

Le deuxième point important était l’etude de la fonction

f : x→ x− xγ+1
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sur l’intervalle [0, 1] pour γ > 0. Il est a remarqué que si

δ ∈

0, γ

(γ + 1)1+ 1
γ


alors f−1([0, δ]) est la réunion de deux intervalles disjoints [0, s1] et [s2, 1], ce qui
permis de déduire que si

lim sup
t→0+

ρ(T (t)− T ((γ + 1)t)) < γ

(γ + 1)1+ 1
γ

,

et que si le semigroupe (T (t))t>0 n’est pas quasinilpotent alors A/Rad(A) est unitaire,
et d’obtenir le résultat suivant :

Théorème 3.2.1 Soit K un sous-corps de R, soit (T (t))t∈K+ un semi-groupe non
quasinilpotent dans une algèbre de Banach. Soit A la algèbre fermée engendrée par
(T (t))t∈K+ et soit γ ∈ K+. Si

lim sup
t→0

ρ(T (t)− T ((γ + 1)t)) < γ

(γ + 1)1+ 1
γ

,

alors A/Rad(A) est unitaire, et il existe un idempotent J de A, un élément u de
JA et une application r : t → x(t) de K+ dans Rad(JA) possédant les propriétés
suivantes :
(i) φ(J) = 1 pour tout φ ∈ Â,
(ii) r(s+ t) = r(s) + r(t) pour s, t ∈ K+,
(iii) JT (t) = Jetu+r(t) pour t ∈ K+,
(iv) (T (t)− JT (t))t∈K+ est un semi-groupe quasinilpotent.

Ce qui a permis d’obtenir le corollaire suivant :

Corollère 3.2.1 Soit (T (t))t∈K+ un semi-groupe non nul dans une algèbre de Ba-
nach commutative semi-simple soit A la sous algèbre fermée engendrée par (T (t))t∈K+

et soit γ ∈ K+. Si

lim sup
t→0

ρ(T (t)− T ((γ + 1)t)) < γ

(γ + 1)1+ 1
γ

,

alors A est unitaire et il existe un élément u de A tel que T (t) = etu pour t ∈ K+.

Posons
Uγ = D(0, γ

(γ + 1)1+ 1
γ

) pour γ > 0.

La démonstration du théorème suivant se base sur le fait que

gγ : Uγ → C



3.2. Distance entre éléments d’un semigroupe dans une algèbre de
Banach 41

tel que gγ(0) = 0 et telle que

egγ(z) − e(γ+1)gγ(z) = z

pour z ∈ Uγ.

Théorème 3.2.2 Soit K un sous-corps de R, soit (T (t))t∈K+ un semi-groupe non
quasinilpotent dans une algèbre de Banach. Soit A la sous algèbre fermée engendrée
par (T (t))t∈K+ et soit γ ∈ K+, Si

lim sup
t→0

‖(T (t)− T ((γ + 1)t)‖ < γ

(γ + 1)1+ 1
γ

,

alors il existe un idempotent J de A et u ∈ JA vérifiant les propriétés suivantes :
(i) φ(J) = 1 pour φ ∈ Â
(ii) (T (t)− JT (t))t∈K+ est un semi-groupe quasinilpotent,
(iii) JT (t) = etu pour t ∈ K+

Avec les conditions ci-dessus, tu + r(t) = g(JT (t) − JT (t(γ + 1))) pour t assez
petit, ce qui permet de déduire que

lim sup
t→0

‖r(t)‖ < +∞

c’est à dire que r est continue. Ce qui ramène le travail au cas des semigroupes
quasinilpotents et donne les résultats suivants.

Théorème 3.2.3 Soit K un sous-corps de R, soit (T (t))t∈K+ un semi-groupe non
quasinilpotent dans une algèbre de Banach. Soit A la sous algèbre fermée engendrée
par (T (t))t∈K+ et soit n ≥ 1 un entier. Si

lim sup
t→0

‖(T (t)− T ((n+ 1)t)‖ < n

(n+ 1)1+ 1
n

alors :
- ou bien T (t) = 0 pour t ∈ K+,
- ou bien A est unitaire, et il existe un élément u de A tel que T (t) = etu pour
t ∈ K+.

Soit n ≥ 1 un entier, et soit x un élément d’une algèbre de Banach commutative
A tel que

‖x‖ ≥ 1
(n+ 1) 1

n

.

et
‖x− xn+1‖ ≥ n

(n+ 1)1+ 1
n

.
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On déduit qu’il existe un idempotent non nul J de A tel que{
φ ∈ Â : φ(J) = 1

}
=
{
φ ∈ Â : |φ(x)| > 1

(n+ 1) 1
n

}
.

le résultat suivant donne une formule explicite pour calculer un tel idempotent,
valable pour tout entier positif n.
Théorème 3.2.4 Soit A une algèbre de Banach, soit n ≥ 1 un entier, et soit x ∈ A
tel que

‖x‖ ≥ 1
(n+ 1) 1

n

.

et
‖x− xn+1‖ ≥ n

(n+ 1)1+ 1
n

.

Soit U le disque de centre 0 et de rayon
n

(n+ 1)1+ 1
n

,

et soit h la fonction analytique définie sur U et contruite plus haut. Alors

|φ(x)| 6= 1
(n+ 1) 1

n

pour φ ∈ Â et

J := (I−(n+1)hn(x−xn+1))−1
( ∑

2≤k≤n+1
Ck
n+1(x−h(x−xn+1))k−1h(x−xn+1)n+1−k

)
est un idempotent non nul de A vérifiant

x− h(x− xn+1) = J(x− h(x− xn+1)).

De plus si φ ∈ Â on a φ(J) = 1 si |φ(x)| 1
(n+ 1) 1

n

, et φ(J) = 0 si |φ(x)| < 1
(n+ 1) 1

n

.

Dans la dernière partie, les auteurs se limitent aux semigroupes localement bornés,
c’est à dire aux semigroupes tels que

sup
α≤t≤β

‖T (t)‖ < +∞

pour 0 < α < β < +∞ et montrent que si la condition ci-dessus est vérifiée par un
semigroupe localement borné non nul alors la sous algèbre férmée A engendrée par
le semigroupe contient une suite croissante (Jp)p≥1 d’idempotents telle que UJpA est
dense dans A.
Si T (t)t>0 est continu en norme, il y a des résultats plus précis :

- ou bien A est unitaire, et dans ce cas il existe u ∈ A tel que T (t) = etu pour
t > 0.

- ou bien il existe une suite croissante (Jp)p≥1 d’idempotents non nul de A telle
que Up≥JpA est dense dans A et telle que pour p ≥ 1 il existe up ∈ JpA vérifiant

JpT (t) = etup pour p ≥ 1.
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3.3 Distance près de l’origine entre éléments d’un
semigroupe fortement continu

Dans [6] l’auteur s’est interessé au voisinage de ‖T (t) − T (s)‖ prés de l’origine
quand le générateur infinitésimal A du semigroupe fortement continu d’opérateurs
bornés (T (t))t>0 sur un espace de Banach X n’est pas borné sur son domaine DA.

On pose

θ(s/t) = ( s

t− 1)( t
s

)
s
t

s
t−1 = (s− t) t

t
s−t

s
s
s−t

si 0 < t < s, valeur qui va jouer un rôle important pour le voisinage de ‖T (t)−T (s)‖
quand le générateur infinitésimal du semigroupe n’est pas borné.
Soit ÂT l’espace des caractères de la sous algèbre fermée AT de B(X) engendrée par
le semigroupe (T (t))t>0. Posons

σT = {|φ(T (1))|}
φ∈ÂT

⋃
{0} .

Dans le cas où
ÂT = ∅,

le semigroupe est quasinilpotent.

On pourra distinguer quatre cas :
1. 0 est un point isolé de σT , et le semigroupe n’est pas quasinilpotent ;
2. il existe δ > 0 tel que [0, δ] ⊂ σT , et dans ce cas il est clair qu’il existe η > 0

tel que
‖T (t)− T (s)‖ > θ(s/t) pour 0 < t < s < η;

3. 0 n’est pas un point isolé de σT
4. σT = {0} et le semigroupe est quasinilpotent.

Le résultat important suivant a été démontré dans le cas (4) :

Théorème 3.3.1 Soit (T (t))t>0 un semigroupe fortement continu, non nul d’opéra-
teurs bornés sur un espace de Banach X. Si (T (t))t>0 est quasinilpotent, alors il
existe δ > 0 tel que

‖T (t)− T (s)‖ > θ(s/t) pour 0 < t < s < δ

Ce résultat est essentiellement optimal, comme le montre le résultat suivant :

Théorème 3.3.2 Soit ε : (0, 1) → (0,∞) une fonction continue. Il existe alors un
semigroupe quasinilpotent, continu en norme, non nul (Tε(t))t>0 d’opérateurs sur un
espace de Hilbert séparable qui vérifie, pour 0 < t < s ≤ 1,

‖Tε(t)− Tε(s)‖ ≤ θ(s/t) + (s− t)ε(s).
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Dans les cas (1) et (3), J.Esterle a démontré, en utilisant les théorèmes précédents,
les résultats suivant :

1. Si l’algère n’admet pas d’idempotents non nul, alors il existe η > 0 tel que

‖T (t)− T (s)‖ ≥ θ(s/t) pour 0 < t, s < η.

2. Plus précisément, s’il existe deux suites (sn)n≥1 et (tn)n≥1 de nombres réels
vérifiant

0 < tn < sn, ‖T (tn)− T (sn)‖ < θ(sn/tn)

et lim
n→+∞

sn = 0, alors il existe des suites (pn)n≥1 d’idempotent de AT tel que
φ(Pn) = 1 quand n assez grand, pour tout φ ∈ ÂT . Si en plus le semigroupe
est continu en norme, alors la suite (pn)n≥1 vérifie les conditions suivante :

(i) ⋃
n≥1

PnAT est dense dans AT ;

(ii) lim
t→0+
‖PnT (t) − Pn‖ = 0 pour n ≥ 0, et le générateur infinitésimal du

semigroupe (PnT (t))t>0 est borné pour n ≥ 1.
3. Soit (T (t))t>0 un semigroupe fortement continu non nul, d’opérateurs bornés

sur un espace de Banach X. S’il existe δ > 0 et une fonctin continue

s : [0, δ]→ (0,+∞)

tel que 0 < t < s(t) et

‖T (t)− T (s(t))‖ < θ(s(t)
t

) pour 0 < t ≤ δ,

alors le générateur infinitisimal du semigroupe (T (t))t>0 est borné, et on a

‖T (t)− T (s(t))‖ = |s− t|(‖u‖+M(s, t)|s− t|),

où
sup

0<s,t≤1
|M(s, t)| < +∞.

Pour les semigroupes fortement continus (voir [12] pour la théorie générale des
semigroupes) on a des résultats très généraux, qui étendent en particulier le résultat
ci-dessus au cas où n est non entier [6]. En fait s’il existe t > 0 tel que T (t) 6= 0, et
s’il existe une fonction

t→ x(t)
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définie et continue sur un intervalle [0, δ] telle que

x(0) = 0, 0 < t < x(t)

et

‖T (t)− T (x(t))‖ < (x(t)− t)
t

tx(t)−t

(x(t))
x(t)

x(t)− t

pour t ∈ ]0, δ], alors l’algèbre engendrée par le semigroupe possède une unité e et

lim
t→0+
‖T (t)− e‖ = 0.

Des résultats analogues concernant la distance entre puissances d’une unité ap-
prochée bornée dans les algèbres de Banach ont été obtenus dans [3].

Un principe général qui sous-tend ces résultat, ainsi que les résultats obtenu par
Kalton, Montgomery-Smith, Oleszkiewicz et Tomilov dans [9], est suivant :

soit f une fonction entière vérifiant f(0) = 0, f ′(0) 6= 0, soit R > 0 tel que

f : f−1(D(0, R)) −→ D(0, R)

soit injective et soit
g : D(0, R) −→ f−1(D(0, R))

la fonction analytique vérifiant g(f(z)) = z pour tout z ∈ f−1(D(0, R)). Si g(n)(0)
est de signe constant pour n ≥ 1 alors

‖g(y)‖ ≤
∑
n≥1

|g(n)(0)|
n! ‖y‖n = |g(‖y‖)| pour ‖y‖ < R.

D’autre part si x ∈ A, et si
‖f(x)‖ < R,

on a
x = g [f(x)] ,

donc
‖x‖ ≤ |g(‖f(x)‖)|

quand A ne possède aucun idempotent non nul(voir le théorème 3.1 de [5] pour une
version très générale de ce résultat).

Ceci permet d’une part d’établir des inégalités dans les algèbres de Banach ne
possédant pas d’idempotent non nul, et d’autre part de construire explicitement des
idempotents dans les algèbres de Banach où ces inégalités ne sont pas vérifiées.
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Par exemple les résultats de [8] sont basés sur ce principe appliqué à la fonction
entière

f : z → z − zn+1,

avec
R = n

(n+ 1)
1+

1
n

.

Dans [2] l’auteur obtenu les inégalités liées au comportement de la même fonction
au voisinage de 1 ∈ f−1(0), ou en d’autres termes appliquer le principe ci-dessus à
la fonction

z → 1 + z − (1 + z)n+1.

- La réponse à cette question, a été donné dans [2] au théorème 2.6.2 où il
a été montré plus généralement, moyennant une hypothèse spectrale sur x
permettant de définir le logarithme complexe au voisinage de Spec(1 + x), que
si A ne possède aucun idempotent non trivial, et si

‖x‖ ≥ 1− 1

(γ + 1)
1
γ

,

γ désignant un réel positif quelconque, alors

‖1 + x− (1 + x)γ+1‖ ≥ γ

(γ + 1)
1+

1
γ

,

où
(1 + x)γ+1 := e(γ+1) log(1+x).

- Si A ne possède aucun idempotent non nul, et si

‖x‖ ≥ log(γ + 1)
γ

.

alors

‖ex − e(γ+1)x‖ ≥ γ

(γ + 1)1+ 1
γ

.

Ce résultat se déduit du fait, établi dans [2], que les dérivées successives en 0 de
la fonction analytique g vérifiant

g(0) = 0 et eg(z) − e(γ+1)g(z) = z

au voisinage de 0 sont toutes négatives.
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Remarque :

Le théorème 2.6.2 est basé sur le fait que h(n)(0) < 0 pour n ≥ 1, où h = eg − 1
(lemme 2.6.4). On notera que si u = ev−1, avec v(0) = 0, alors le fait que les dérivées
successives en 0 de u soient négatives entraîne que celles de v le sont aussi, alors que
la réciproque est fausse. On voit donc que le théorème 2.6.2 ne peut se déduire du
théorème 2.6.1.

Le théorème suivant [1], explicite l’idempotent dans le cas où la suite des (pn)n≥1
existe (l’existance a été démontré dans [6]).
Théorème 3.3.3 Soit T (t)t>0 un semi-goupe d’opérateurs fortement continu non
nul. On suppose qu’il deux suites(tn)n≥1, et (sn)n≥1 de réels vérifiant

0 < sn < tn, lim
n→+∞

sn = 0

et
‖T (tn)− T (sn)‖ < θ(sn

tn
),

de sorte que (T (t))t>0 n’est pas quasinilpotent.
Soit a > ρ(T (1)), et posons T̃ (t) = e−atT (t) pour t > 0. Alors il existe deux suites
(t̃n)n≥1, et (t̃n)n≥1 de réels positifs tels que

0 < t̃n < s̃n < sn pour n ≥ 1, t̃n/s̃n < sn = sn/tn

vérifiant
ρ(T̃ (t̃n)− T̃ (s̃n)) < θ( s̃n

t̃n
).

De plus si on pose, pour n ≥ 1

Un := T̃ (t̃n)− T̃ (s̃n) = T̃ (t̃n)
(
I − T̃ (s̃n − t̃n)

)
Vn :=

∞∑
k=1

T̃ (k(s̃n − t̃n))
k

Wn := g s̃n
t̃n

U
s̃n−t̃n
t̃n

n ,

Pn := I−g′s̃n
t̃n

(
(T̃ (t̃n)−T̃ (s̃n))

s̃n−t̃n
t̃n

) ∫ 1

0
f ′s̃n
t̃n

(
tVn+(1−t)

(
g s̃n
t̃n

(T̃ (t̃n)−T̃ (s̃n))
s̃n−t̃n
t̃n

))
dt,

on a les propriétés suivantes :

1. (Pn)n≥1 est une suite d’idempotents de AT telle que Pn(Vn −Wn) = Vn −Wn

pour n ≥ 1, et pour tout compact K ⊂ ÂT , il existe nK ≥ 1 tel que χ(Pn) = 1
pour tout χ ∈ K et pour tout n ≥ nK.

2. L’algèbre fermée engendrée par (PnT (t))n≥0 est unitaire d’unité Pn pour tout
n ≥ 1.
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