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Résumeé :

Dans ce travail, on considere un probleme d’évolution semi linéaire abstrait avec un
terme de retard. Sous certaines hypothéses sur les données initiales, on démontre 1’exis-
tence globale et I'unicité de la solution. De plus, on donne la formule de la solution en
utilisant la théorie du semi groupe. Ensuite, par une méthode directe, on fournit la stabi-
lité exponentielle de la solution suivant le terme source et on trouve que le Cy—semi groupe
qui décrit la partie linéaire est exponentiellement stable, alors le systeme tout entier est
exponentiellement stable. Enfin, on donne quelques applications.

Mots clés : Cy—semi groupe ; existence globale ; probleme d’évolution semi linéaire
abstrait ; stabilité exponentielle ; terme de retard.
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Abstract :

In this work, we consider an abstract semilinear evolution equations with a time delay.
Under certain assumptions on the initial data, we prove the global existence, uniqueness
and we give the formula of the solution by using the semi group theory. Then, we establish
the exponential stability result and we show that, if the Cy—semigroup describing the
linear part of the model is exponentially stable, then the whole system retains this good
property. Finally, some examples illustrating our abstract approach are also given.

Key-words : Cy—semi group ; abstract semilinear evolution problem ; exponential
stability ; global existence ; time delay.
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Introduction

Le retard de temps survient dans de nombreux phénomenes physiques, chimiques, bio-
logiques, thermiques et économiques parce que ce phénomeéne dépend non seulement de
I’état actuel, mais aussi de I'histoire passé du systeme d’une maniere plus compliquée. Ces
dernieres années, différentes équations avec des effets de retard sont devenus un domaine
de recherche actif.

Dans de nombreux cas, le retard est une source d’instabilité et un petit retard peut
déstabiliser le systéme qui est asymptotiquement stable dans I’absence du retard (Voir
[4, 9]). Dans [10], Nicaise et Pignotti ont considéré le probleme semi linéaire d’évolution
abstrait suivant :

o[ Ut) = AU(t) + F(U0) + kBU(t 7). Vi€ (0, 4+00).
(P):Y 00y = o, BU(—7) = f(2), vt € (0.7),

ou A un générateur d'un Cyp—semi groupe {S(t)}:>o qui est exponentiellement stable, B
un opérateur borné et F' est une fonction non linéaire. 7 > 0 représente le temps du
retard, k& est un nombre réel et Uy € H et f € C(0,7;H) sont les conditions initiales. Ils
ont montré I'existence et la stabilité exponentielle de la solution en utilisant une méthode
directe et le fait que {S(t) }:+>0 est exponentiellement stable. Ce mémoire consiste a donner
une explication et simplification d’une partie de ce dernier travail.

Dans le cas des problémes d’évolutions linéaires (F' = 0), on considéere le probléme
suivant
ug(t) + Au(t) + Bu(t) + pug(t —7) =0, Vi >0,

ou A et B sont des opérateurs linéaires avec p est un nombre réel. Dans la littérature il
existe différents résultats de stabilité, ces résultats montrent que 'amortissement Buy(t)
est assez fort pour stabiliser le systéeme en présence du terme de retard a condition que
|pe| soit suffisamment petit. Les mémes résultats sont obtenus dans le cas des équations
d’onde ( A = —A), par exemples, voir [15, 3, 13, 16]. Pour les problémes viscoélastiques
avec retard, voir [8, 5]

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1’étude de la stabilité exponentielle du probleme
semi linéaire d’évolution abstrait, le probleme (P), dans le cas ou B est un opérateur
borné. Le systeme (P) généralise les problémes linéaires aux problémes semi linéaires
ou le terme source et le terme dissipatif sont des opérateurs non linéaires. De plus, les
équations d’ondes sans ou avec un terme mémoire avec retard sont un cas particulier du
probleme (P).

Ce travail constitue trois chapitres, le premier chapitre contient des rappels sur quelques
outils mathématiques. On a commencé par des rappels d’analyse fonctionnelle. Ensuite,
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on a donné des définitions et des propriétés fondamentales sur les semi groupes forte-
ment continus d’opérateurs linéaires continus et on a cité leurs propriétés élémentaires et
nécessaires. On a terminé par quelques compléments divers sur les espaces de Lebesgue,
I’espace de Sobolev et les espaces associés au probleme d’évolution.

Le seconde chapitre sera consacré a I’étude du probleme de Cauchy abstrait homogene
et non homogene. Nous citons des théoremes pour assurer 'existence et I'unicité de la
solution mild et classique. Ensuite, sous certaines conditions lipschitzienne, on montre
que la solution du probleme d’évolution non linéaire existe et unique. Enfin, on cite des
théoremes associés a l’existence locale et la régularité de la solution.

Dans le dernier chapitre, on considere un probleme d’évolution semi linéaire abstrait
avec un terme de retard. Sous certaines conditions initiales, on montre l'existence et
I'unicité de la solution en utilisant la théorie du semi groupe. En utilisant le fait que
le semi groupe est exponentiellement stable, on établit la stabilité exponentielle par une
méthode directe de 1’écriture de la solution. Dans la fin de ce chapitre on donne quelques
applications qui illustrent le résultat obtenu.



Notations
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- Oxi*...0xon
HY(Q)
Hy(€2)
p-p
Uy

Ut

L’adjoint de 'opérateur A.

Espace de Banach.

Espace dual de X.

Espace de Hilbert.

Le produit scalaire d’un espace de Hilbert.
L’opérateur d’identité.

Le domaine de 'opérateur A.

L’espace de Lebesgue, 1 <p < oo.

L’espace des opérateurs linéaires de X dans Y.

L’espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.

L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans X.

L’espace des fonctions contintiment différentiables de [0, 7] dans X.
Un ouvert de R”, de frontiére réguliere 0.

L’espace des fonctions réelles infiniment dérivables

a support compact contenu dans D((2).

L’espace des distributions.

L’ensemble des fonctions de C§°(£2) a support dans K.
La dérivée d'ordre o avec o € N" et |a| = > a.
i=1

L’espace de Sobolev.

Sont les fonctions u € H' tells que u |go= 0.
Presque partout.

La dérivée premiere de u par rapport au temps t.

La dérivée seconde de u par rapport au temps t.



Chapitre 1

Semi groupes d’opérateurs linéaires
bornés

Le premier chapitre est un rappel de quelques outils mathématiques. Nous commencons
par quelques définitions et quelques propriétés fondamentales sur la théorie des opérateurs
qui sont utiles pour la suite. Ils sont suivis par des définitions et des propriétés fonda-
mentales sur les semi groupes fortement continus qu’il faut absolument connaitre pour
I’étude de notre probléeme. Dans la fin de ce chapitre, on a donné quelques définitions sur
les espaces LP, les espaces de Sobolev et les espaces fonctionnels. Les prinipaux ouvrages
utilisés sont [1], [6], [12] et [14].

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé, complet pour la
distance associée a sa norme.

Définition 1.2. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la distance
associée a sa norme.

Définition 1.3. Soient X et Y deux espaces vectoriels sur K (R ou C). On dit qu'un
opérateur A est linéaire si et seulement si

Vo, y € X, Ar+y) = Ar) + Aly),
Vee X, VA e K, A(\x)=MA(z).

L’ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y est noté par L(X,Y).

Remarque 1.1. Lorsque Y = K (R ouC), L(X,K) est l’ensemble des formes linéaires
sur X.

Définition 1.4. Soient X et Y deux espaces normés sur K (RouC). Un opérateur linéaire
A défini de X dans Y est dit continu en x5 € X si

Ve>0,30 >0: |lz—allx <I=||A(z) — A(zo)]ly <e.

>



1.1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Il y a une définition équivalente : 'opérateur A est continu en xq si
Az, — Azg (dansY) dés que z,, — zo (dans X) lorsque n — +00.

L’opérateur A est continu sur G tel que G' C X, s’il est continu en chaque point de G.
L’ensemble de tous les opérateurs linéaires continus de X dans Y est noté par £L(X,Y).

Théoréme 1.1. Soient X et Y deuz espaces normés sur K (R ouC) et A: X — Y un
opérateur linéaire. Si A est continu en x, alors A est continu partout.

Remarque 1.2. Soit A € L(X,Y), A continu en point 0 si et seulement si A est continu
partout.

Définition 1.5. Un opérateur linéaire A défini sur X dans Y est dit borné s’il existe
une constante positive M, telle que

vee X, [[A()lly < Mlz|x.

Proposition 1.1. La plus petite constante des M est la norme de A.

Ay = sup [|[A(z)[ly = sup [|A(2)]y.

| Al] = sup
a0 |[zllx  jep= Iz <1, 20

Définition 1.6. Le graphe d’un opérateur linéaire A : X — Y est le sous-espace de
X XY donné par

G(A) = {(x,Ax) € D(A)} CXxY.

Définition 1.7. On dit que 'opérateur A : X — Y est fermé si son graphe G(A) est
un fermé de X x Y.

On donne une caractérisation des opérateurs fermés par la suite dans la définition
suivante

Définition 1.8. On dit que l'opérateur A est fermé si toute suite (z,)neny d’éléments de
D(A) converge vers z telle que la suite (Ax,),en Soit convergente vers y alors, on a :

r€D(A) et y=Ax

Théoréme 1.2. Soit X un espace normé et Y un espace de Banach, alors L(X,Y) est
un espace de Banach.

Théoreme 1.3. Un opérateur linéaire A est continu si et seulement s’il est borné.



1.1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Théoréme 1.4. (Théoréme de Banach-Steinhaus) Soient X etY deuz espaces de
Banach, soit (A;)jes une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires
continus de X dans Y. On suppose que

sup ||[Ajz|[y < oo, Ve X,
jeJ

alors
sup ||Aj||L(X,Y) < 0.
jeJ

Autrement dit, il existe une constante C' telle que

[Ajz|[y < Cllzllx Ve e X, Vjel

Définition 1.9. Soit X un espace normé sur K, on appel dual topologique I'espace
vectoriel des formes linéaires continues de X dans K. Cet espace est noté par X'.

Définition 1.10. Soit H un espace de Hilbert et soit A un opérateur linéaire borné défini
de H dans H, alors il existe un opérateur linéaire borné unique noté A* défini de H dans
H par

v:I:7ye H7 <A(x)7y>H: <$,A*(y)>H

A* est appelé un opérateur adjoint de A.

e A est dit auto-adjoint si A* = A, c’est-a-dire

Ve,y € H:  (Az,y) = (z, Ay).

Définition 1.11. (Opérateur positif) Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur
linéaire défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme, on dit que A est un opérateur
positif, et on le note par A > 0, si pour tout ¢ € H on a

(Ap, o) > 0.

Définition 1.12. (Racine carrée d’un opérateur) Soit A un opérateur linéaire positif
sur un espace de Hilbert H dans lui méme alors, il existe un unique opérateur positif R
appelé le racine carrée de I'opérateur A si

A=R? ouencore R=+VA.

Définition 1.13. On définit I'espace de Hilbert H; = D(Az) muni de la norme ||u||% =

|AZu|| qui est donnée par

(u,v>% = <A%U,A%U>, Vu, v e Hy. (1.1)

Remarque 1.3. Siu € D(A), alors (1.1) s’écrit par

(u, v)% = (Au,v).

7



1.2. SEMI GROUPES UNIFORMEMENT CONTINUS

1.2 Semi groupes uniformément continus

Définition 1.14. Soit X un espace de Banach et soit {T'(¢)};>o une famille d’opérateurs
linéaires bornés de X dans X. On dit que {7'(t)};>0 est un semi groupe d’opérateurs
linéaires bornés sur X si

1. T(0) = Id, (Id V'opérateur d’identité dans X)

2. T(t+s)=T(@)T(s), Vt,s>0.

Définition 1.15. On dit qu'un semi groupe {7'(t)};>o d’opérateurs linéaires bornés sur
X est uniformément continu sur X, s’il vérifie

Jim (| 7°(2) — Id]| = 0.

Définition 1.16. On appelle générateur infinitésimal d'un semi groupe {7'(t)}+>0, 'opé-
rateur linéaire A : D(A) C X — X défini par

T(t)r —
D(A) = {x €X, lim (D existe dans X},
t—0+t
et T
Ap = tim LOTZT G pa).
t—0+ t t=0

Remarque 1.4. Si {T(t)}i>0 est uniformément continu sur X, alors on a

lim || T(s) — T(¢)]| = 0.

s—t

En effet, posons a = s —t, alors
[T(s) =T@)|| = Tt + o) =T (@],
et d’apres les propriétés du semi groupe uniformément continu, on obtient

1T+ ) =TOI = [ITOT(e) =T
< T () = 1d]],

par passage a la limite lorsque s — t, on trouve

lim || T(s) — T(t)|| = 0.

s—1

Exemple 1.1. (Semi groupe de translations)
On considere 'espace de Banach X défini par

X = { f:][0,400) = R : f est uniformément continue et bornée},

muni de la norme

[fllx = sup |f(z)].

z€[0,+00)

8



1.2. SEMI GROUPES UNIFORMEMENT CONTINUS

On définit une famille d’opérateurs linéaires {1°(¢) }+>o par
Vo € [0,00), (T(t)f)x = f(t+z), Vt>0,VfelX.

Sit=0,o0na:
(T(0)f)x = f(0+ =) = f(x),
c’est-a-dire :
T(0) = Idy
Donc T'(0) = Idx. De plus
o (Tt+s)f)xz=flt+s+u)=(TE)f)(s+x) = (TE)T(s)f) (),

alors

VieX, T{t+s)=Tt)T(s), Vt,s>0.

Donc {T'(t)}+>0 est un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés sur 'espace X.
Vérifiant que {T'(¢) }+>0 est uniformément continu. On a :
o lim o [|T'(t)f — fllx = lim; 0 8up,ejp 400y [f(E+7) = f(2)] =0, VfeX.

Par conséquent, {T'(t)}+>0 est un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X,

nommé un semi groupe de translations a droite.
Soit 'opérateur A : D(A) C X — X défini par :

At TS = 1) S ) )

t—0 t t—0 t

uniformément par rapport a x. Par conséquent
D(A)c{feX|f’eX}.

Si f € X telle que f’ € X, alors

|1 g g [CON@IE)
X z€[0,00)
et on a
(T ) (@) = flz) flx+t) = flz)
R )| = [P W)
1

[ -

dr — 0,

]' x4+t /
~ [z -r@| =

1 T+t y ,
< [ ro-r@
uniformément par rapport a x pour t — 0. Par suite

HT@f—f_
t

—0 si t—0,

f/
X

Par conséquent, D(A) = {f eX|f e X} et Af = f'.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier quelques propriétés des semi groupes unifor-
mément continus d’opérateurs linéaires bornés.

9



1.2. SEMI GROUPES UNIFORMEMENT CONTINUS

Lemme 1.1. Soit X un espace de Banach et f : [a,b] — X wune application continue,

alors
]_ a+t

lim — ) f(s)ds = f(a).

t—0 ¢t

Démonstration.
Pour tout ¢t # 0, on a

1 a-+t 1 a-+t
[ reds—r@| = |5 [T (10 - s@)as
< x swp [fs) = r@] <t
s€a,a+t]
< sup |[f(s)— fla)|.
s€la,a+t]
D’apres la continuité de f, on obtient
1 a+t
i [ F(s)ds = fla),

]

Théoréme 1.5. Un opérateur linéaire A : X — X est un générateur infinitésimal d’un
semi groupe uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Démonstration.
(<) Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Posons

T(t):etA:Z( ') , pour tout t > 0.
— n!

Cette série, ainsi définie, converge en norme et définit un opérateur linéaire borné T'(t)
pour tout t > 0, il est clair que T'(0) = Id, de plus on a

T(t+ s) = et 94 = 434 = ()T (s), Vt,s > 0.
On vérifié que {T'(t) }+>0 est un semi groupe uniformément continu, pour tout ¢t > 0, on a

+o00 A"
>
n=0
+00 A"
>

n=1

< Zt"

< 6tuAu 1

|7 - 1d]] =

- 1d

n!

n!

IAII”

par passage a la limite quand ¢t — 0%, on obtient

lim
t—0+

T(t) de 0.

10



1.2. SEMI GROUPES UNIFORMEMENT CONTINUS

D’autre part, pour tout t > 0 on a

HT(t)—Id _AH et — Id
t

t
1 EXtnAn
t n=2

L& IALT

< Syt
tn:2

n!

n! '
d’ou ]
;(etHA” —1—t[JA]]) =0 quand t— 0%,

donc
T(t)—1d

t—0+ t

= A.

Par conséquent, {7(t) }+>0 est un semi groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires
bornés sur X de générateur infinitésimal A.

Réciproquement, soit {7T'(¢)};>0 un semi groupe uniformément continu d’opérateurs
linéaires bornés sur X, de générateur infinitésimal A.
L’application ¢ — T'(t) € L(X) est continue, donc

/ "T(s)ds € £(X), ¥t >0.

D’apres le lemme 1.1, on a

Il existe alors 7 > 0, tel que

]_ T
7/ T(s)ds—ldH <1
0

T

1 T T

Ce qui implique que — / T(s)ds est inversible, donc / T(s)ds est aussi inversible. De
T Jo 0

plus, pour tout h > 0, on a

(T2 [ s -

T

VR

(T(h+s) — T(s))ds)
o T(s)ds)

T(s)ds —
T(s)ds).

</:+h T(s)ds —

T

J
J

N

>

h

S = S = S =

S— S—

Par conséquent,
(T(h)h—ld> _ (llz /:Jrh T(s)ds —i/{)h T(s)ds) (/OT T(s)ds>_1.

11



1.2. SEMI GROUPES UNIFORMEMENT CONTINUS

En utilisant le lemme 1.1, on obtient

lim (W) — (T(r) — ]d)( /0 TT(s)ds>1.

h—0

Donc, le générateur infinitésimal du semi groupe {7(t)}+>o est I'opérateur linéaire borné,
donné par

A= (T(r) - Jd)( /0 ’ T(s)ds)l.
]

Remarque 1.5. On considére le semi groupe de translation {T'(t) }+>0 défini dans l'exemple
avec

D(A):{feX|f’eX} et Af=f

comme cet opérateur n’est pas borné et d’aprés le théoreme précédent, alors il ne peut pas
engendre un semi groupe uniformément continu.

Remarque 1.6. Un semi groupe {T'(t)}i>0 admet un unique générateur infinitésimal
d’aprés la définition (1.16), et si {T'(t) }1>o est uniformément continu, alors son générateur
infinitésimal est un opérateur linéaire borné. D’autre part, tout opérateur linéaire borné
est le générateur infinitésimal d’un unique semi groupe uniformément continu. Ce résultat
est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 1.6. Soient {T'(t)}i>0 et {S(t) }i>0 deur semi groupes uniformément continus
d’opérateurs linéaires bornés, si

Tt)—1 -1
lim ) - 1d = A= lim M, (1.2)
t—0+ t t—0+ t
alors
T(t)=S(t), vt>0
Démonstration.

On montre que pour tout > 0 :  7T(t) = S(¢t) pour t € [0,a]. Soit @ > 0 fixé.
Comme {T'(t)}>0 et {S(t)}+>0 sont des semi groupes uniformément continus, alors les
applications

= HT(t)H ot t— HS(t)

’ sont continues.
Par conséquent, il existe une constante C,, > 0 telle que
HT(t)HHS(t)H <C,, Visel0al

Pour A > 0, on a

HT(h) ; S(h)H _ HT(h) —1d . (S(h) —1Id A)H

12



1.2. SEMI GROUPES UNIFORMEMENT CONTINUS

Soit € > 0, 'égalité (1.2) implique qu’il existe § > 0 tel que pour 0 < h < 4, on trouve

T(h)—1Id S(h) —Id
Bt EEeall et Ebren
Donc, on a
T(h)—S(h)H HT(h)—Id H HS(h)—Id H
H h = D AT~ A
€
< :
- aC,

D’autre part, soient t € [0,a] et n € N* tels que % < 60, d’apres la définition (1.16) et
I'inégalité précédente, on obtient

= [r(n-07)s(e) -2 (== 0g)s(w 0 )

n

-] -

o [T 0 e et e

< Slr(o-e-0)r()s(e) (o -k-n0)s()s ()
B O

< Corto=eo

S ) n o, o

Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors T'(t) = S(t), Vt € [0, ], et, puisque a > 0 est aussi
arbitraire, on trouve

T(t) = S(t), V> 0.
O

Corollaire 1.1. Soit {T'(t)}i>0 un semi groupe uniformément continu d’opérateurs li-

néaires bornés, alors
1. 1l existe une constante w > 0 telle que ||T(t)|| < e“*.
2. Il existe un unique opérateur linéaire borné A telle que T(t) = e,
3. L’opérateur A définie dans le point 2 est un générateur infinitésimal de {T'(t)}+>o0-
4. L’application t — T'(t) est différentiable, et on a
dj:h(ft) =AT(t)=T(t)A, Vt=>O0.

Démonstration.

Toutes les assertions ci-dessus découlent de I'assertion (2).

Pour montrer (2), notons que puisque {7'(t) };>o est un semi groupe uniformément continu,
et d’apres le théoreme 1.5, son générateur infinitésimal A est un opérateur linéaire borné
et est aussi le générateur infinitésimal du semi groupe uniformément continu donné par

T(t) = e, vt >0.

13



1.3. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

1.3 Semi groupes fortement continus

Dans la suite, on suppose que A est un opérateur linéaire de X dans X de domaine
D(A) C X.

Définition 1.17. Un semi groupe {7'(t)}:+>¢ d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit

fortement continu si
lim [|T(t)r —z||x =0, VzreX.

t—0t

Un semi groupe fortement continu sur X est appelé semi groupe de classe Cy ou Cy—semi
groupe.

Exemple 1.2. Un semi groupe uniformément continu d’opérateur linéaires bornés est un
Co—semi groupe, en effet,

1T ()2 — zllx < T () — Id||x]|x.
Par passage a la limite, on obtient

lim | T(t)x — x| =0, Vre X.

t—0t

Comme exemple le semi groupe de translation a droite est un Cy—semi groupe.

Définition 1.18. La borne supérieure "The growth bound" d'un Cy—semi groupe {7'(t) }+>0
est le nombre wy(7T) défini par

.1
wo(T) = inf —log||T(t)]]

t€(0,00)

Remarquons que wy(7') € [—o0, 00).

Proposition 1.2. Soit {T'(t)}+>0 un Co—semi groupe sur X, telle que wo(T') < 0. Alors

. 1
1. wo(T) = limy_oe 7 log | T'(t)]].
2. Pour tout w > wy(T), il existe M, € [1,+00) tel que

IT@)]] < Moe', Vte[l,00)
3. L’application t — T'(t)x € X est continue de RT dans X.

Démonstration.
Soit x € X. La continuité de la fonction t — T'(t)x en t = 0 a droite implique qu’il existe
7 > 0 tel que la fonction t — T'(t)x est bornée sur [0, 7], et d’apres la propriété d’un semi
groupe, la méme fonction est bornée sur [0, 7] pour tout 7' > 0. Ensuite en appliquant le
théoreme de Banach-Steinhaus 1.4 on obtient que la fonction ¢ — ||7(t)]| est bornée dans
[0, T, pour tout 7" > 0.

Notons p(t) = log ||T'(t)]|, d’apres la propriété de semi groupe, on a

p(t+7) < p(t) + p(7),

14



1.3. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

notons par [t] et ¢, la partie entiere et la partie fractionnaire de ¢ € [0, 00), on a

p(t) = p([t] + 1),

et d’apres les propriétés d’'un semi groupe, on trouve

p([t] +t1) < [tlp(1) + p(tr) = ([t] +t1)p(1) = tp(1). (1.3)

Donc, d’apres ce qui précede p(t;) est borné. par suite, on divise l'inégalité (1.3) par ¢ on
obtient
p(t)
t

—~ < p(1),

en prenant lim sup, on obtient

t
hnl&n>pi) < p(1),

t—o00

de la méme maniere, si on remplace p par p, avec p,(t) = p(at), « € (0,00), on trouve

~—

t
lim sup py < pla

t—o00

,  Ya > 0.

°|

Par conséquent

t t
lim sup ]L) < inf &,
t—soo te(0,00) t

I'inégalité inverse est évident, donc on obtient le résultat

Le point (2) suit a partir du point (1). En effet, si w > wy(T"), alors
|T(@)|| < e, pour tout t>t,,
est vérifié pour tout £, > 0, posons

M, = sup ||T(t)]e "

te(0,tu]
Revenant au dernier point. Soient 5 > 0, et x € X, on démontre que

lim T'(t)x = T(to)x.

t—to
Sit >t
T(t)x —T(to)r = T(to)[T(t —to)x — x]
| T(t)x —T(to)x|| < ||T(to)||||T(t —to)r — z|| quand ¢ — .
Donc

lim T'(t)x =T (to)x.

+
t—t]

15



1.3. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

Sit< to
[T(t)x =Tzl < [TOT(to —t)z — ]|
< IT@OIT(t — t)z — ||
< Me*"|T(tg —t)xr —z|| quand t — t,.
Donc
lim T'(t)x = T (to)z,
t—ty
d’ou

lim T'(t)x = T(tg)z.

t—to

Par conséquent, on obtient la continuité de 'application t — T'(t)x € X, de RT dans X.
D’ou la démonstration du proposition (1.2). O

Définition 1.19. On dit qu'un Cy—semi groupe est exponentiellement stable, si

Wo (T) < 0.

On donne quelques propriétés sur les Co—semi groupes.

Théoréme 1.7. Soient {T'(t)}i>0 un Co—semi groupe et A son générateur infinitésimal,
alors

1. Pourxz € X,
1 ft+h
lim — T(s)xds =T(t)x.

h—0 h J¢

2. Pour x € X, alors [} T(s)xds € D(A), et on a

A/ s)xds =T (t)x —x, Vt>0.
3. Pour x € D(A), alors T'(t)x € D(A) et on a
g7 T(t)yxr = AT(t)x = T(t)Az, Vt>0.
4. Pour x € D(A),

Tt)r —T(s)x = /:T(T)AZECZT = /St AT (7)xdT.

Démonstration.
1. D’apres le lemme 1.1, on a

tim = [ f(s)ds = f()

et comme l'application t — T'(t)x € X, t > 0 est continue on déduit

t+h
lim — h / s)xds = T(t)z.

h—0
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1.3. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

2. Soient z € X et h > 0, alors

T(h);T(O)/OtT(S)ms — h/ s+h)xds—1/tT( Juds

t+h
= 7 / s)xds — — / s)xds

t+h Jed 1 ; 1t ;
= h/ xs—ﬁ/o T()xs—E/OT(s)xs
t+h Jed 1 hT .
= h/ :Cs—%/o (s)xds.

En passant a la limite h — 0, on trouve

A/ s)xds = limT(h);T(O)/otT(s)xds

h—0
= lim 1 /OHh T(u)zdu — /Oh T(u)xdu
= T{t)x—T0)x=T(t)r — x,

h—0 h

et on a

/OtT(s)xds € D(A).

3. Soit & € D(A), pour tout ¢t > 0 nous avons

T(H)Ar = T(t)lim T“)Z”
o TOT(0r = T (@)
h—0 h ’

donc, T'(t)z € D(A), et on a
T(t)Ax = AT()z, Vit > 0.

Soient x € D(A), t>0et h >0, alors

HT(t +h)z —Tt)z T(t) Az

; < Jrof| =5 - 4
T(h)x —x

h

< Me*t — Azx||.

Par conséquent

d’ou

Sit—h >0, alors on a

T(h)a —
T Az| < HT(t . h)HHW ~ Az + Az — thAxH

HT(t —h)x = T(t)z
“h

IA

M€w(t_h) (HT(h):; - — Ar

+ HT(h)Ax — Ax

)

17



1.3. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

Par suite

Par conséquent

—T(t)x =T(t)Az, Vt>D0.
Dong, 'application est dérivable sur [0, +oo[, pour tout z € D(A), de plus, on a 1’égalité

d
£T(t)a: =T(t)Ax = AT (t)x.

4. D’apres le point (3), on a

d
aT(t):r; = AT (t)x =T(t)Az, Vt>0,

on integre 1’égalité précédente de s a t, on obtient
t t t d
/ T(7)Azdr = / AT (T)xdr = / d—xdT =T(t)x —T(s)z.
s s s aT
O

Théoréeme 1.8. Soient {T'(t)}i>0 un Co—semi groupe et A son générateur infinitésimal,
alors

1. D(4) = X,

2. A est un opérateur fermé.

Démonstration.

1. Soient x € X et t, > 0, n € N, tels que

g b = 0

On pose
1 ftn
Ty = t—/ T(s)xds € D(A), Vn €N,
n J0
d’our L
lim z, = lim —/ T(s)xds =T(0)r =z,
n—00 n—00 tn 0

par conséquent, D(A) = X.
2. Soit (zp)neny C D(A) tel que

lim z,=2 et lim Ax, =
n—-+o0o " n—-+o0o " y’

alors

IT(s) Ay — T(s)y I ()l Azn =yl

Me* || Az, —y|, Vs € [0,t].

IA A

18
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Par suite T'(s)Ax, — T(s)y, pour n — 400, uniformément par rapport a s € [0, ],
d’autre part, puisque x,, € D(A). On a

-z, = / s)Ax,ds,

d’out .
ngrfoo(T(t)xn —x,) = ngrfoo ; (s)Az,ds
Alors .
Tt)r—x= | T(s)yds,
0
par suite
T(t)x —
lim ( Jo—@ = lim — / s)yds = y.
t—0+ t t—0+ ¢
Donc
r€D(A) et Ax =y,
d’ou A est un opérateur fermé. n

Théoréeme 1.9. Soit {T(t) >0 et {S(t)}i>0 deur Co—semi groupes dans X engendrés
respectivement par A et B. Si A = B, alors

T(t)=S(t) pourtout t>0.
Démonstration.

Soit x € D(A) = D(B), d’apres le théoreme 1.7, alors la fonction s — T'(t — s)S(s)x
est différentiable, et on a

;iT(t —5)S(s)r = —AT(t—s)S(s)r+T(t—s)BS(s)z

= 0.

Comme la dérivée de la fonction s — T'(t — s)S(s)z est nulle, donc s — T'(t — 5)S(s)x
est constante, donc, en s = 0 et s =t sont identiques, on trouve

T(t)xr = S(t)x, pour tout =€ D(A).
De plus, d’apres le théoréeme 1.8, alors le domaine D(A) est dense dans X, et on obtient

T(t)xr = S(t)x, pour tout =€ X.
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1.4. COMPLEMENTS

1.3.1 Théoreme de Lumer Phillips

Dans ce paragraphe, on présente une caractérisation concernant les Cy—semi groupes de
contractions. Il s’agit du théoreme de Lumer Phillips. On commence par donner quelques
préliminaires.

Définition 1.20. On dit qu'un Cy—semi groupe {7'(¢) };>0 est de contraction si

1T <1, Vt>o0.

Définition 1.21. Soit X un espace de Banach muni de la norme || - ||, et soit X’ I'espace
dual du X posons

F)={a" € X, (r,2) = ol = ")},

On dit que l'opérateur A : D(A) € X — X est dissipatif si pour tout x € X, il existe
z* € F(x) tel que
Re(Ax,z*) <O0.

Proposition 1.3. Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est dissipatif si et seulement
st pour tout A >0 on a

I(AId — A)z|x > Mzl|lx, Va € D(A).

Théoréme 1.10. (Lumer Phillips) Soit A un opérateur linéaire a domaine D(A) dense
dans X.
1. Si A est dissipatif et s’il existe \g > 0 tel que Im(Aold — A) = X, alors A est le
générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe de contractions sur X .
2. Si A est le générateur infinitésimal d’'un Co—semi groupe de contractions sur X,
alors Im(Aold — A) = X pour tout A > 0 et A est un opérateur dissipatif. De plus
pour tout x € D(A) et tout x* € F(x) on a Re(Ax,x*) <0.

Le théoreme suivant, donne la perturbation d’un Cy—semi groupe par un opérateur
linéaire continu.

Théoréme 1.11. Soient X un espace de Banach et A un générateur infinitésimal d’un
Co—semi groupe {T'(t)}i>0. Si B est un opérateur linéaire continu dans X, alors A+ B
est un générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(t)}i>o dans X.

1.4 Compléments

1.4.1 Les espaces L? et les espaces de Sobolev

Définition 1.22. Soit 2 un ouvert de R", n > 1, on note D(Q2) ou C°(2) I'espace des
fonctions a valeurs réelles, infiniment dérivables sur €2 et a support compact contenu dans
Q2. Pour K C € compact, on note C7(€2) 'ensemble des fonctions de C§°(£2) a support
dans K.

Les fonctions de D(2) sont appelées les fonctions tests.
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Définition 1.23. On dit que T" est une distribution (réelle) dans 'ouvert Q C R" si T
est une forme linéaire sur D(1Q2) :

T:D9Q) — R
¢ = T(¢)=(T,¢).

qui vérifie la propriété de continuité suivante
Pour tout K compact de €2, il existe une constante C'x > 0 et il existe P, € N tels que

[(T,¢) | < Ck sup sup|[D%(z)],

lo| <P z€ K

pour tout ¢ € CP () et tout a € N*(multi-indice). On note D’(2) Iespace vectoriel des
distributions dans Q. [D'(€2) est I'espace dual de D(2)].

Définition 1.24. Soit T' € D’'(2), on définit la dérivée d’une distribution 7" par
< DT, p >= (=1)l*l < T, D% >
pour tout ¢ € D(R) et a € N™.

Les espaces de Lebesgue

Soit © un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue dx. Les fonctions f seront
considérées de €2 dans R ou C.

Définition 1.25. On appelle £ pour 1 < p < +oo lespace des fonctions f : Q —

R ou C mesurables, telles que
1/p
(/Q |f(x)]pdx> < oo,

Définition 1.26. On dit que f est essentiellement bornée sur €2 s’il existe une constante
C positive telle que

f(@)| <C pp.
La plus petite de ces constantes est appelée le sup essentiel de f. On la note par

esssup |f(x)].

Définition 1.27. On appelle espace L '’ensemble des fonctions mesurables qui ont un
sup essentiel fini.

Définition 1.28. On appelle espace de Lebesgue LP(2) pour 1 < p < 400, 'espace
quotient LP = L /R ot R est la relation d’équivalence définie par

VigeL": fRg < VxeQ: f(z)=g(®) pp.
Proposition 1.4. L’application de LP(2) dans Ry :

I = ([1r@paz) " s 1<p<toc,

u +—
£l = esssupl @), si p=-too,
e

est une norme.
LP(QY) est un espace de Banach.
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Proposition 1.5. L*(Q) est un espace de Hilbert, le produit scalaire étant donné par :

(u,v) :/Qu(x)v(x)dm,

(qui s’écrit / u(z)v(z)dx pour les fonctions réelles).
0

Notation : ] ]
Soit 1 < p < oo, on désigne par p' I'exposant conjugué de p, i.e —+ — =1.
p

Proposition 1.6. (Inégalité de Young) Soient 1 < p < oo et a,b> 0. Alors

a? v
p p
En Cas particulier, pour tout a,b € R™, pour § >0 on a
) VP
b<d —
ab < oa” + 15’

Proposition 1.7. (Inégalité de Holder) Soient f € LP(Q) et g € LP(Q) avec 1 <
p < oo. Alors f.g € L}(Q) et,

[ 1£gldz < 11£1, gl

Remarque 1.7. Lorsque p = p' = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition 1.29. Soient X et Y deux espaces de Banach. On dit que Y s’injecte conti-
niment dans X si Y C X et si 'inclusion est continue, c’est-a-dire s’il existe C' > 0 tel
que, pour tout x € Y :

z]lx < Cfllly-

On note YV — X.
On dit que linjection Y <— X est compacte si, de plus, de toute suite bornée pour
(Y, |l-lly) , on peut en extraire une suite convergente dans (X, ||.||x)-

Proposition 1.8. Si () est de mesure finie alors
i) LP(Q)) — LY(Q).
it)¥Yg>p: LiQ) — LP(Q).

Remarque 1.8. la dérivée d’une fonction régulicre coincide avec sa dérivée au sens des
distributions.

Les espaces de Sobolev

Soit 2 un ouvert borné de R™ de frontiere réguliere.

Définition 1.30. Pour m € N et p € [1,+0o0], on définit I'espace de Sobolev que I'on
note par W™?_ 1'espace des fonctions u € LP(2) telles que les dérivées D®u au sens des
distributions (avec a un multi-indice vérifiant || < m) soient des fonctions de LP(),

WmP(Q) ={ue LP(): D% € LP(Q) avec o € N, o] < m}.

22



1.4. COMPLEMENTS

Plus précisément, u € W™P(Q) si et seulement si u € LP(2) et s'il existe m fonctions
V1, Uy € LP(Q) telles que

/ uD'p = (_1)i/ vip, Yo eD), Vi=1,..m.
Q Q

Notons que l'espace WOP(Q) est I'espace LP(Q) . L’application ||.|[wms : W™P(Q) — Ry
définie par :

1/p
( Z HD‘“uH?) , sil1<p<oo;

fullm = N

sup || D%ullp, si p = 00,
1<|a|<m

est une norme sur 'espace WP ().

Définition 1.31. Soit m un entier positif, 'espace H™(2) est un cas particulier d’espace
de Sobolev W™P(Q) ot p = 2. Autrement dit, on définit H™(2) par

H™(Q) = {u € L*(Q) : D*u € L*(Q) avec a € N", |a| < m}.
L’application définie par :

H™(Q) x H™(Q)
(u,v)

C
(u,v)gm = > _ (D%, D)

laj<m

_>
'_>

est un produit scalaire sur H™((2).
L’espace H™(£2) est un espace normé muni de la norme

1/2
HUHsz—HuHHm—(Z PR \dx) .

la|<m

Le cas particulier des fonctions de H'()

Soit 2 un ouvert borné de R™. En particulier, on a

ou
8@-

HY(Q) = {UELQ(Q); € L*(Q) pour toutizl,..,n},

et le produit scalaire sur H'(§2) est donné par

(u,v) :/Q d:c—l—Z/ 8:1:2 (9961 (x) dx

pour tout u,v dans H'(1).
Ainsi la norme associée est donnée par

el = [lull3 +2 H H = JJull3 + [|Vul 3.
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Théoréme 1.12.
1. W™P(Q) muni de la norme ||.||wms est un espace de Banach.
2. H™(Q)) est un espace de Hilbert.

Proposition 1.9.
Soit m' > m. Alors H™ (Q) C H™(Q), de plus linjection canonique est continue.

Théoréme 1.13. Soit m > 1 entier. Pour Q un ouvert borné de classe C', on a
sin>2, alors H™(Q) C LYQ), ou ;=3
sin =2, alors H™(Q) C LP(Q), ou Yp € [2,400).
sin <2, alors H™(Q) C L>(Q).

Avec injections continues.

Définition 1.32. Soit © un ouvert de R”. On désigne HJ*(Q2) la fermeture de D(2) dans
H™() pour tout m > 1. Autrement dit,

ue HM Q) < I(un)n € D) telle que u,, — u dans H™(2).
Proposition 1.10. Siu € H™(Q) est a support compact, alors u € HJ*(Q).
Théoréme 1.14. Soit u € H'(Q) , u € HY(Q) < w =0 sur la frontiére de Q.

Remarque 1.9. On peut définir HJ'(S2) pour m > 1 par :
H'Q) = {u €CH™Q): u=Du=..=D""tu=0, sur 89} :

Lemme 1.2. (Inégalité de Poincaré)
Pour 1 < p < oo, on suppose que € est un ouvert borné. Alors il existe une constante
positive C., (dépendant de S et p) telle que :

Vue WoP(Q): ull, < O Vaull,.

Corollaire 1.2. La norme ||Vully est équivalente da la norme ||ul| g

1.4.2 Les espaces fonctionnels

Définition 1.33. Soit (X, ||.|| ;) un espace de Banach réel. On définit I'espace C'(0,7T’; X)
par

C0,7;X)={f : (0,T) - X ; avec f continue }.

muni de la norme

HUHC(O,T;X) = tg&% [Ju ()]l
Définition 1.34. On dit qu’'une fonction f : (0,7) — X est fortement dérivable en
to € (0,7) s'il existe un élément

df df

—(tg) € X telle que }g% ||}1L (f (to+h)—f(to) — = (tg)> =0.

dt dt N

d
o (to) est appelé la dérivée forte de f en t.
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Définition 1.35. Soit 0 < T" < oo et soit (X, ||.||y) un espace de Banach réel. On note par
D(0,T; X), 'ensemble des fonctions continues a support compact dans (0,7) a valeurs
dans X.

Définition 1.36. Une fonction f: (0,7) — X est dite intégrable s’il existe une suite de
fonctions (f,,)n, n € N appartenant a D(0,7T; X) telle que

ti [ 1 (5) = £ (5) ds =0,

n—oo

Théoréme 1.15. (Bochner)
Une fonction f : (0,T) — X mesurable est intégrable si et seulement si ’application
t = | f(V)]lx, qui est définie de (0,T) d valeurs dans Rt soit intégrable, dans ce cas

| [ s < [T @lds

Définition 1.37. Soit 1 < p < oo. L’espace de Lebesgue LP(0,7; X) est ’ensemble des
classes de fonctions f : (0,7) — X mesurables, telles que I'application t — ||f (¢)||y
appartient a LP(X). 'espace LP(0,T; X) est un espace normé muni de la norme

1l zo0r0 = (/ o dt)

Pour p = oo,
L>0,7;X)={f : (0,T) = X; mesurableet 3IC >0 : ||f(t)|x <C pp},
muni de la norme
[f 1Ly = E{C > 05 [[f(D)lx <C pp t€(0,T)}.

Proposition 1.11.
1. LP(0,T; X) est un espace de Banach, pour (1 < p < 00).

2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire { . , . )x, alors L*(0,T; X)
est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

T
<U U L2 OTX / th
0
3. Pour1<q<r<oo,onal(0,T;X)— LY0,T; X) avec injection continue.
Définition 1.38. Soit u, w € L'(0,T; X). La fonction w s’appelle la dérivée généralisée

d’ordre n de u sur (0,7) si

T T
/go(")(t)u( "/gp t)dt Yo e D(0,t;X).
0 0
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1.4. COMPLEMENTS

Définition 1.39. L’espace de Sobolev H' (0,T; X) est I'espace des fonctions u : (0,T) —
X telles que

uwe L*0,T;X) et u € L*0,T;X).
L’espace H' (0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme
1/2
||u||H1(0,T;X) = (HUH 2or:x) T [ L2(0,T;X)) :
Etant donné un entier m > 2 , on définit par récurrence I'espace
H™ (0,75 X) = {ue H" ' (0,T;X); u' € H" ' (0,T; X)},

muni de la norme

”u”Hm(O,T;X) = ||U||L2(0,T;X) + 2_:1 H“(a) L2(0,T;X)

0
Proposition 1.12. Si f € L(0,T;X) et 8{ € LP(0,7;X) avec (1 < p < ), alors f

est aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,T) continue de
0,7] — X.

Lemme 1.3. (Lemme de Gronwall) Soit g € C(0,T;R) telle que g(t) > 0 pour tout
t€[0,T) et soita>0. 5V e C0,T;R) est une fonction telle que :

W(t) < a+/0Tg(s)\I/(s)ds, vt € [0,7].

Alors
U(t) < aexp(/o g(s)ds), ¥Vt e[0,T].

Théoréme 1.16. (Le théoréme du point fixze) Soient E un espace métrique complet
(non vide)et A C E un ensemble convexe fermé. Soit f une application contractante sur
A wvérifiée f(A) C A, alors il existe un unique point fivre T de f.

De plus, toute suite d’éléments de A vérifiant la récurrence

Tpy1 = f(xn)

converge vers x.
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Chapitre 2

Equation d’évolution non linéaire

Dans ce chapitre, on étudie 'existence et I'unicité d'une solution intégrable et classique
du probleme de Cauchy abstrait homogene dans la premiere section. Pour un probleme
non homogene, sous certaines conditions sur F', on montre que la solution existe et unique
dans la seconde section. On termine par I’étude du probléeme d’évolution non linéaire, et
on cite des théorémes associés a 'existence et la régularité de la solution du probléeme de
Cauchy.

Soient X un espace de Banach et A : D(A) C X — X un opérateur linéaire qui
engendre un Cy—semi groupe {7'(¢)}+>o.

2.1 Probleme de Cauchy homogeéne

Définition 2.1. (Probléme homogéne abstrait de Cauchy) Le probleme a valeur

initiale
S w(t) = Au(t), Vt>0.
(P) { i
est dit un probleme homogene abstrait de Cauchy associé a A ou t est la variable de

temps, u est une fonction a valeurs dans ’espace de Banach X, avec uy € X est la valeur
initiale.

Définition 2.2. Une fonction u : [0,7[— X est dite solution "classique' du probléme
(Py) si

1. w est continue pour ¢t > 0,

2. u est continiment différentiable,

3. u(t) € D(A) pour t > 0, et u vérifie (Py) sur [0,7].

L’existence et I'unicité de la solution du probleme de Cauchy homogene est donné par
le théoreme suivant.

Théoréeme 2.1. Soit {T'(t)}+>0 un Co—semi groupe dans X et A son générateur infinité-
simal, alors, pour tout ug € D(A). Le probléme (Py) d une solution unique u vérifiée

u € C(0,4+00; D(A)) N CH(0, +00; X),

donnée par
u(t) =T (t)ug, Vt>0.
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2.2. PROBLEME DE CAUCHY NON HOMOGENE

Démonstration.
L’existence de la solution est assurée par le théoréme 1.7(assertion 3) on obtient que pour
tout z € D(A) :

u(t) =T(t)ug, ¥Vt >0,

est une solution classique du probléme (P;).
Pour I'unicité, on suppose qu’il existe une autre solution v € C1(0, +-00; X)NC(0, +-00; D(A))
et t > 0.
Posons
2(t) =T(t — s)v(s), Vsel0,t].

On a, pour tout s € [0, ]

Z(S) = ATt — s)o(s) + T(t — s)v'(s)

= —T(t—s)Av(s)+T(t — s)Av(s)
= 0.

Donc z € CY(0,¢; X) et z(s) = z(0) pour tout s € [0, ], on trouve
v(t) = z(t) = T(t)v(0) = T(t)ug, pour tout V¢t > 0.

D’ou
v(t) =T (t)uy = u(t), Vt>0,

par conséquent, le probleme (P;) admet une unique solution u donnée par
u(t) =T (t)ug, ¥Vt >0.

Ainsi, la preuve du théoreme 2.1 est achevée. O

Définition 2.3. Une fonction continue u : [0,7]— X est dite solution intégrable du
probléeme (P;) de valeur initiale uq si

t
Vi>0 et / u(s)ds € D(A),
0
et la solution a la forme suivante :

u(t) = ug + A</Otu(s)d8), vt > 0.
2.2 Probleme de Cauchy non homogéene

Soit le probleme

(W) = Ault)+ f(t), VE>o0.
(PQ){ U(O) = g,

ou f : [0,7[— X est continue. On suppose que A est le générateur infinitésimal d'un
Co—semi groupe {T'(t) };>0, par conséquent ’équation homogene correspondante a f =0
admet une solution unique pour tout ug € D(A).
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2.2. PROBLEME DE CAUCHY NON HOMOGENE

Définition 2.4. Une fonction u : [0, 7[— X est dite solution classique de (P,) sur [0, 7]
si

1. w est continue dans [0, 77,

2. u(t) est continiiment différentiable sur |0, 7'[,

3. u(t) € D(A), pour tout t > 0 et u(t) satisfaite le probleme (Py) sur [0, 77.

Proposition 2.1. Si f € L'(0,T; X), alors pour tout x € X le probléme a valeur initiale
(P) admet au plus une solution. Dans le cas ou la solution existe elle est donnée par

szfumwﬁgT@—gﬂ@w. (2.1)

Démonstration.
Soit {T'(t) }+>0 un Co—semi groupe engendré par A, et soit u une solution de (P), alors la
fonction s — g(s) := T'(t — s)u(s) est différentiable pour 0 < s <t, et on a :

dg

D) = —AT( = s)us) + T(t - 5)u'(s)

_l’_
= T(t—s)((Au) + f(s)) — AT(t — s)u(s)
= —AT(t — s)u(s) + T(t — s)Au(s) + T(t — s)f(s)
= T(t—s)f(s). (2.2)

Si f e L'Y(0,T;X), alors T(t — s) f(s) est intégrable. En intégrant (2.2) de 0 & ¢ on trouve

0) + /OtT(t — 8)f(s)ds

donc

mwzyumwﬁgT@—gﬂ@@. (2.3)

Exemple 2.1. En particulier, si A € £(X), alors pour tout uy € X le probleme (FP) a
une solution unique u sur R* donnée par

um:#m+£&$w@ag

Définition 2.5. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy—semi groupe {7'(t) }+>0, et soit
up € X et f € L'(0,T; X). La fonction u € C(0,T; X) donnée par

mw:T@m+A%w—Qﬂ@@,ogth

est la solution intégrable du probléme a valeur initiale (P,) sur [0, 7).

Remarque 2.1. La continuité de f en général n’est pas suffisante pour assurer [’existence
de la solution du (Py) pour x € D(A).
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2.2. PROBLEME DE CAUCHY NON HOMOGENE

Exemple 2.2. Soient A le générateur infinitésimal d'un Co—semi groupe {7(t)};>0 et
z € X tel que T(t)x ¢ D(A) Vit > 0. On considere la fonction f définie par

f(s)=T(s)x, Vse|0,T],

alors f est continue pour s > 0.
Considérons le probleme a valeur initiale suivant

N W) = Au(t)+T(t)z, Vt>0.
(P )'{ w0) = 0

Le probleme (P’) n’admet pas de solution malgré que u(0) = 0 € D(A). En effet, la
solution intégrable de (P’) est donnée par

u(t) =T + | Tt — $)T(s)xds = ¢T(#)z,

avec la fonction ¢t — tT'(t)z n’est pas différentiable pour ¢ > 0, et donc ne peut pas étre
une solution du probleme (F').

Lemme 2.1. Soit g : [a,b]— X wune fonction continue admettant une dérivée a droite,
notée gl continue sur |a,b|, alors la fonction g est continiment différentiable sur |a,bl.

Théoréme 2.2. Soient A le générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(t) }+>0, f €
LY0,T; X) continue sur |0, T)] et soit v la fonction définie par

o) = [ Tt — $)f(s)ds, Vi e [0,T]. (2.4)

Le probléme a valeur initiale (Py) admet une solution w sur [0, T| pour tout x € D(A) si
l'une des conditions suivantes est vérifiée
1. v est continiment différentiable sur ]0,T7.
2. v(t) € D(A),Vt € [0,T] et la fonction t — Av(t) est continue sur |0,T].
Réciproquement, si le probléme (Py) admet une solution u sur [0, T pour un certain
x € D(A), alors v vérifie les conditions (1) et (2).

Démonstration.

Si le probleéme (P,) admet une solution u pour un certain = € D(A), alors cette solution
est donnée par (2.1). Par conséquent, les fonctions u(t), et T'(¢)z sont différentiables, donc
t — v(t) = u(t) — T(t)z est différentiable, et on a v'(t) = «'(t) — T(t)Az, donc v est
clairement continue sur |0, 7 et par suite l'assertion 1 est vérifiée. De plus si © € D(A)

alors
T(t)x € D(A), Vt>0,

et par suite
v(t) =u(t)-T(t)r € D(A), Vt>0, et Av(t)= Au(t)—AT(t)x =u'(t)—f(t)-T(t)Ax.

Donc t — Awv(t) est continue sur |0, 7T'[. Alors I’assertion 2 est vérifiée.
D’autre part, pour tout h > 0 on a

T(h)—Id v(t+h)—v
e

® _ ;L / Pl 1 b — 5)f(s)ds, (2.5)
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2.2. PROBLEME DE CAUCHY NON HOMOGENE

puisque f est continue, alors

t+h

lim = [ T(t+h— ) f(s)ds = f(2).

h—0t t
e Si v est continiment différentiable sur ]0, 77, il s’ensuit alors de 1’égalité (2.5) que
v(t) € D(A), Vtel0,T[, et Av(t)=1'(t)— f(1),

puisque v(0) = 0 alors u(t) = T'(t)z+wv(t) est la solution du probleme (FP») pour x € D(A).
e Si v(t) € D(A), Vt € [0,T], il vient de 'égalité (2.5) que v est différentiable a
droite en t et sa dérivée a droite est

va(t) = Av(t) + f(1).
Comme v/, est continue, il vient alors par le lemme 2.1 que v est continiment différentiable

sur |0, 77 et
V'(t) = Av(t) + f(t).

Puisque v(0) =0, wu(t) =T (t)x + v(t) est la solution du probléeme (F,) pour x € D(A).
D’ou la démonstration du théoreme 2.2. O

Théoreme 2.3. Soit A le générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(t)}1>0, et
soit ug € D(A) et f : [0, +o0o[— X est un fonction de classe C*, alors la solution intégrable
devient une solution classique de ’équation (Py).

Démonstration.
La solution intégrable s’écrit comme

u(t) = T(t)ug + /Ot T(t—s)f(s)d(s) =T(t)x + v(t).
Soit v € CY([0, +00], X), alors
o(t) = Au(t) + T(t)y, Vt>0 et v(0)=0.
En effet, soit h > 0

TW=1d, ) — ﬂm{”d+/ T(t = )f(s)d(s)

= h/ (t+h—s)f %/Tt—s )d(s)

t+h N 1
= h/ T(t+h-—s) E/ (t—s)f(s)d(s)

- ”[hTu+h—@ﬂ@aa

_w(t+h)—o(t) 1t
= , ~4 T(t+ h—s)f(s)d(s). (2.6)

Puisque f est continue, alors



2.3. EQUATION D’EVOLUTION NON LINEAIRE

ot) = [ T(=$)f()d(s) = [ T)f( — s)d(s),

alors

h
= [ Tt =)

_ /O Tt — ) F()d(s). (2.7)

D u(t) = v(t+h)—ov(t) /Ot f(t—l—h—s)—f(t—s)d(s)

t
Comme [’ est continue, alors ¢t — / T(t — s)f'(s) est continue dans R*. Donc
0

Av(t) = DM o(t) — f(t), Vt>0.

la démonstration du théoréme est achevée. O

Exemple 2.3. Considérons le probleme qui décrit les phénomenes du transport suivant :

(EA):{ ?;(x,t)+(2;(x,t):0, Vt >0, VzeR,
v(z,0) = f(x), Vr € R.

On cherche les solutions dans 'espace de Banach X = L?(R).
Ecrivons le probléeme (E4) sous la forme abstraite, en posant u(t) = v(-, t)

u'(t) = Au(t), Vt>0.
(7 1){ u(0) = f,

ou A= —dd avec le domaine D(A) = H'(R) = {u € L*(R) | v’ € L*(R)}.

Comme A elét le générateur infinitésimal du Cy—semi groupe défini sur X par
(T f)(x) = flz—t), zeR, V=0,
d’apres le théoreme 2.1, il vient que pour tout f € D(A), la fonction définie par
u(z,t) = (T(t)f)(x) = fz —1),

est 'unique solution du probleme (Ejy).

2.3 Equation d’évolution non linéaire

On consideére le probleme d’évolution non linéaire suivant

u(t) = Au(t)+ f(t,u(t)), t>to.
(P3){ u(ty) = wuo,

ou A est le générateur infinitésimal d'un Co—semi groupe {7T'(t)}i>o sur X, et f : [to, 7] %
X — X est continue en t et Lipschitzienne en u.
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2.3. EQUATION D’EVOLUTION NON LINEAIRE

Remarque 2.2. Le probléeme (P3) n'admet pas nécessairement une solution, s’il existe
une solution, alors cette solution u est de la forme
t

u(t) =Tt —to)uo+ | T(t—s)f(s,u(s))ds. (2.8)

to

Définition 2.6. Une fonction continue u est dite solution intégrable du probleme (Ps) si
elle vérifie (2.8).

L’existence et 'unicité de la solution intégrable du probleme (P3) est donnée par le
théoreme suivant :

Théoréme 2.4. Soit f: [ty,T] x X — X est continue en t dans [ty,T] et uniformément
Lipschitzienne sur X. Si A est un générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(t) }1>0
dans X, alors pour tout ug € X, le probléme (Ps) admet une unique solution intégrable
u € C(to, T; X). De plus, lapplication uy — u est Lipschitzienne de X dans C(to,T; X).

Démonstration.
Pour démontrer 'existence de la solution, on utilise le théoréme du point fixe. Soit ug € X,
on définie I'application :

F:C(ty, T; X) — C(to, T; X),

par
(Fu)(t) =T(t — to)ug + tT(t —8)f(s,u(s))ds, Vt € [ty,T], (2.9)

to

alors

(Fu)(t) — (Fo)(t) = T(t — to)(ug — vo) + tT(t —8)(f(s,u(s)) — f(s,v(s)))ds, Vt € [to, T],

to

par passage en norme et en utilisant I’hypothese sur f, on trouve

[(Fu)(t) = (Fo)(t)] < 1T (t = to)(uo — vo)|| + Jiy IT(t = s)(f(s,u(s)) = f(s,v(s)))llds
< M||lug — vol| + M L||Ju— vl|||t — to].

Notons par ||u||s la norme de u dans l'espace C(to, T; X).
D’apres la définition de F', on a

[(Fu)(t) = (Fo)@)] < ML(t = to)[|u — v]|co- (2.10)
En utilisant (2.9) et (2.10), on obtient
(ML(t —to))"

[(E"u)(t) — (F"0)(#)]| < oy [t = l|os,
d’ou MIT
|F"u — F™vl|| < (n')Hu—vHOO. (2.11)
Pour n assez grand, on a
(MLT)" <1

n!
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2.3. EQUATION D’EVOLUTION NON LINEAIRE

D’apres le principe de contraction, alors F' admet un unique point fixe u € C(to, T; X),
ce point fixe est la solution cherché de 'équation (2.8).

Pour prouver I'unicité de la solution, soit v une solution intégrable du probléme (P;)
sur [to, T avec la donné initiale vy, alors

Ju(®) = v(® < 1T~ to)uo = Tt ~ to)uoll + [ T2 = 5)(/(s.0(5))ds
< Mo = voll + ML | Ju(s) - v(s)]ds.

On applique le lemme de Gronwall (1.3) a 'inégalité précédente, on obtient
lu(t) = v(&)]| < MM T jug — wy],

donc
[t = vloe < MeMET=0lug — wg,

si ug = vg.

Ce qui donne 'unicité de u et la continuité de Lipschitz de I'application ug — u, c’est-a-
dire que la solution dépend contintiment de la condition initiale.

Ceci acheve la preuve. O

Remarque 2.3. Sig € C(ty, T; X) on modifié la définition de F' dans la preuve précédente

du théoreme 2.4 en
t

(Fu)(t) = g(t) + | T(t = 5)f(s,uls))ds.

to
On obtient le résultat plus général suivant

Corollaire 2.1. Si A et f vérifiant les conditions du théoréme 2.4, alors pour tout g €
Cl(to, T; X) léquation
¢
w(t) = g(t) T(t —s)f(s,w(s))ds, (2.12)

to

admet une unique solution w € C(ty, T; X).

Remarque 2.4. La condition de Lipschitz uniforme de la fonction f du théoréme 2.
assure 'ezistence d’une solution intégrable globale du probléme (Psj).

Le théoréme suivant donne la version locale du théoréme 2.4.

Théoréme 2.5. Soit f : [0,00[xX — X wune fonction continue en t pour t > 0, et
localement Lipschitzienne en u uniformément ent dans des intervalles bornés. Si A est un
générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T(t)}i>0 dans X, alors pour tout uy € X,
il existe ., < 00 tel que le probléme

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t>to,
U(to) = U,

(7

admet une unique solution intégrable u dans [0, tyaz], de plus sitya. < 0o alors

Jlim[ut)| = oc.
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2.3. EQUATION D’EVOLUTION NON LINEAIRE

Théoréme 2.6. (Régularité) Soit A un générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe
{T(t) 10 sur X. Si f:[to,T] x X — X est continiment différentiable de [ty,T] x X dans
X, alors la solution intégrable du probléme (Ps3) avec ug € D(A) est une solution classique
de probléeme (P3).

Remarque 2.5. La preuve de ces théoremes 2.5 et 2.6 se trouve dans le livre de Pazy
[12](Ch.6, Page 187).
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Chapitre 3

Existence et stabilité exponentielle
d’un probleme d’évolution abstrait
avec terme retard

Dans ce chapitre, on considére un probleme d’évolution semi linéaire abstrait avec
un terme de retard. Sous certains conditions, on démontre 'existence et I'unicité de la
solution en utilisant la théorie de semi groupe, et pour la stabilité, on utilise une méthode
directe de l'écriture de la solution et le fait que le semi groupe est exponentiellement
stable. Dans la fin de ce chapitre on donne quelques applications qui illustrent le résultat
obtenu.

3.1 Position du probleme

Soit H un espace de Hilbert avec le produit scalaire (-,-) et la norme || - ||z, A un
opérateur de H sur H qui engendre un Cy—semi groupe qui est exponentiellement stable
au sens de la définition (1.19), c’est-a-dire

IM,w >0, telsque [|S(t)|cay < Me ™, Vt>0. (3.1)

L’objet de ce chapitre est d’étudier I'existence et la stabilité exponentielle du probleme
d’évolution abstrait suivant :

o [ Uty = AUW) + UMW) + kBU(t— 7). V€ (0.00),
(P):Y v0) = o, BU(—7) = f(2), vt € (0.7),

ol : 7 > 0 est un parametre de retard fixé, £ un nombre réel et Uy € H, f € C(0,7;H)
sont les conditions initiales.

Dans I’étude du probléme (P), on aura besoin de supposer quelques hypotheses utiles
pour obtenir les résultats visés.

e Hypotheses.

(H1) : A : un opérateur de H dans H qui engendre un Co—semi groupe qui est
exponentiellement stable.

(H2) : B: 'H — H un opérateur linéaire borné.
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3.2. F EST GLOBALEMENT LIPSCHITZIENNE

(H3) : FF : H — H est une fonction non linéaire satisfait certaines conditions de
Lipschitz.

On vas étudier le probleme dans deux cas : le cas ou F' est globalement Lipschitzienne
et le cas non linéarités plus générale. Commencgons par le premier cas :

3.2 F est globalement Lipschitzienne

Dans cette partie, on suppose que F' vérifie 'hypothese suivante :
(H4) : F : H — H est globalement Lipschitzienne, c’est-a-dire
E|’Y>O tel que HF(Ul) _F(UQ)H’}-[ S"}/HUl—UQH’H, VUl,UQ € H. (32)

De plus, supposons que F(0) = 0.

3.2.1 Existence globale

L’existence globale de la solution dans ce cas est donnée par le théoréme suivant

Théoréme 3.1. Pour tout Uy € H et f € C(0,7;H), il existe une unique mild solution
U € C(0,400;H) du probléme (P), de plus la solution est donnée par

U(t) =StUy + /Ot S(t—s)[F(U(s)) + kBU(s —7)lds, Vt>0. (3.3)
Démonstration.

Pour montrer 'existence de la solution, on utilise une méthode itérative.
Pour ¢ € [0,7], le probleme (P) est considéré comme le probleme d’évolution non
homogene suivant

ULt = AU + FUW) +0o(t), i€ (0.7) o
U(0) = Uy, '
avec go(t) = kf(t). Puisque f est continue et F' est globalement lipschitzienne, alors

d’apres le théoréme 2.4, le probléme (3.4) posséde une unique mild solution U € C(0, 7; H)
donnée par

U(t) = S(t)Uy + /0 "S(t—8) [F(U(s)) + go(s)]ds, vt € [0,7].

Par conséquent, la solution U existe pour tout ¢ € [0, 7].
Dans l'intervalle ¢ € [, 27] et avec g1(t) = kBU(t — 7) le probleme (P) s’écrit sous la
forme

{Ut(t) = AUt +F(U®) +g(t), Vte(r27) (3.5)

U(r)= U(r—).

En appliquant le théoréme 2.4 pour ¢t € [r,27], on obtient que le probléme (3.5) admet
une unique mild solution U € C(r,27;H) donnée par

Ut)y=St—n)U(r—)+ /Tt S(t—s)[F(U(s)) + g1(s)]ds, Vt € [r,27],
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avec

U(t—) =U(r).

Par conséquent, la solution U existe V¢ € 7, 27].
On passe a la troisieme itération ou ¢ € [27, 37| et sous les méme étapes, on trouve le
probléme d’évolution non homogene suivant :

{Ut@) = AU(t) + F(U(1) + g2(t), Vit € (27,37) (3.6)

U@2r)=U(2r-),

ou ¢go(t) = kBU(t — 1), pour t € [27,37]. D’apreés le méme théoreme 2.4, ce probléme a
une unique mild solution U € C(27,37;H) donnée par

U(t) = S(t — 27)U(2r—) + ; S(t — $)[F(U(s)) + ga(s)|ds, Vi € [27,37],
o U(2r—) =U(27).

Par conséquent, la solution U existe Vt € [27, 37].
Par itération, on obtient que le probleme (P) admet une unique globale solution U €
C(0, +o0; H) vérifiant (3.3). O

3.2.2 Stabilité exponentielle

La stabilité exponentielle de la solution du probleme (P) avec F est globalement
lipschitzienne, et F'(0) = 0 est assurée dans le théoreme suivant :

Théoréme 3.2. Soient M,w ety des constantes positives définies dans les formules (3.1)
et (3.2). Il existe une constante positive kqy telle que pour k vérifie
e —1

7||Bll oy Mer”

k| < ko := (3.7)

et pour v < y(|k|) avec v(|k|) une constante dépend de |k|. Alors, il existe M',w' > 0 tels
que la solution U € C(0,+o0;H) du probléme (P) satisfait

U@ < Mo (ol + [ e f@lnds ), Ve =7 33

Démonstration.
Pour démontrer ce théoreme, on passe premierement par la partie linéaire du probleme
(P), c’est-a-dire F' est nulle.

eCas1: F=0

Le probleme (P) s’écrit dans ce cas par :

Ui(t) = AU(t) + kBU(t — 1), vt € (0,400),
U)=U0,, BU(t—T1)=f(t), Vit € (0,7).
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D’apres le théoreme 3.1 la solution du probléme (3.9) existe globalement et s’écrit sous la
forme

U(e) = SO + & | "S(t— $)BU(s — 7)ds, Vit >0, (3.10)
par passage en norme, on trouve
1T @)l < [15@) Vol + || /Dt 15(t = $)BU(s — 7)lluds, Vvt >0, (3.11)
d’apres la stabilité exponentielle d’une semi groupe Cy, on obtient
U@ < Me (1Wollse+ K] [ & 1BU(s = 7)lds), 1>
Pour montrer (3.8) on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.1. Pour tout n € N,

U () || < M(HUOHH + |kla) (1 + |k]TBMe°”) , t€[0,(n+1)7]. (3.12)
avec o ::/0 e|lf(s)luds et B =Bl -

Démonstration.

Pour démontrer le lemme 3.1, on utilise la démonstration par récurrence.

Pour n = 0, dans Uintervalle (0, 7), I’écriture de la solution (3.3) et la condition initiale
de (P) donne

t
U@ e < M ([Uollpc+ K] [ e17(5)luds), ¥t € (0,7),

alors
U)o < M1Vl + Kla), ¥ € (0,7),

On suppose que (3.12) est vérifiée pour n < m — 1, pour tout m € N* et on démontre
qu’elle est vraie pour m. En effet, d’apres (3.3) et pour t € (m7, (m + 1)7), on obtient

m—1 .(142)7
0Ol < Me= ([Uoll + 1Mo+ k1S [ e IBU(s = 7))
1=0 T

De plus, pour s € ((I 4+ 1)7,(I+2)7), avecl=0,--- ,;m—1onas—71 € (Ir,(l+ 1)7), et
d’apres (3.12) on trouve

m—1 .(142)7
U@l < e ([Tl + Ko+ 1K 3 [ e BMEC (Ui
1=0 T

Flk|a) (1 + |k:|7'BMe“’T)lds>,
alors

[Vl < Me=(Uolln + kla -+ i BM(|Uol

m—1
k)T (1+]k|TBMe°‘”)Z>,
=0
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donc, on trouve

m—1

U] < Me‘”t(HUOHH n \k|a> (1 4 kT BMeT S (14 yk|TBMew)l). (3.13)

1=0
Maintenant, on montre par récurrence I'égalité suivante :
m—1 l m
1+ [k|rBMe™ 3 (1 + |k:|7'BMe°”> _ (1 + |k:|TBMe°”> . (3.14)

=0

Pour m = 0, elle est vraie. On suppose qu’elle est vraie pour m, et on démontre pour
m+ 1, on a

m l m—1 l
1+ [k|TBMe“™ > (1 + |/€|TBM6“’T) = 1+ |k|[TBMe“™ ) (1 + |/<:\TBM€“”>
1=0 =0

+\k|TBMeW<1+ |/<;|TBM6W> . (3.15)
et d’apres (3.14), on obtient qu’elle est vraie pour tout m.

U ) |lw < M(||Uo||H n |k:|a> (1 n |k|TBMe°”) .Vt € [mr, (m+ 17,

Par récurrence, on a l'inégalité

m

<1 + |/€\TBM6W> < (1 + |k|TBMeW) , Yn<m-—1.

Revenant a la démonstration du théoréme. Posons
o= 71_111 <1 + \k|7'BMe°”>, (3.16)
donc, I'inégalité (3.12) devient
[V < Me™ ([Tl + o), ¥ > 0.

Pour k, on trouve
1+ |k|TBMe*T < €™,

donc sous la condition (3.7), on obtient que w — o > 0. D’ot, la stabilité exponentielle de
la solution U.

eCas 2: F#0

Similaire a [9], on introduit la variable Z comme suit

Z(t,p) :=BU(t—71p), pe(0,1), t>0, (3.17)
puisque B est linéaire, on a :

9Z(t, p)
ot

0Z(t, p)

Zt(t7p) = 8,0

=BU(t—7p) et Zi(t,p) =

= —1BU(t — 1p),
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donc la fonction Z vérifie ’équation suivante :
TZ(t, p) + Z,(t,p) =0, Vte (0,+00), Vp € (0,1).
Par conséquent, le probleme (P) se transforme au probléme suivant

Uy(t) = AU(t) + F(U(t)) + kZ(t,1), ¥t € (0,+00)

1
Zi{t, p) = ——Z,(t. ). vt € (0, +00), Vp € (0,1) (3.18)
Z(t,0) = BU(t), vt € (0, +00)
U0) =Uo, Z(0,p) = f((L=p)7),  Vpe(01)
La partie linéaire du probleme (3.18) est donnée par
Ut) = AU(t) + kZ(t,1), Vt € (0,400)
1
Zi(t, p) = —;Zp(t,p), Vt € (0,+00), Vp € (0,1) (3.19)
Z(t,0) = BU(t) vt € (0,+00)
U) =U, Z(0,p)=f((L=p)7), Vpe(0,1)
Pour V := (U, Z)T, alors le probléme (3.19) devient :
V, = AV
V(0) = (U(0), Z(0,.))",
avec Popérateur A définie par
(0 Api + kpa(1)
A( ! ) = —1 0y , (3.20)
e —
T Op
et le domaine de A est donné ainsi
D(A) = {(U V)" € Fs AU() + kZ(1) € H et 2(0) = F(1 = p)7)},
ot H est Despace de Hilbert suivant
H:=H x L*(0,1,H), (3.21)
muni du produit scalaire suivant :
<‘I)7 W>7.2 = <901,’w1> + /{:T<g02, w2>L2(0,1;H)-
Pour tout ® = (1, o) € Het W= (wy, wo)T € H.
L’ensemble L?(0,1;H) est défini par
1
220,11 = {e: 0.0 =, [ eIy < +ool, (3.22)

muni du produit scalaire :

(1, <P2>L2(0,1;7-L) = /01 {p1(p), p2(p))dp.
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Pour tout ¢y, s € L?(0,1;H).

Pour montrer que le probleme (3.20) est bien posé au sens d’existence et d’unicité, il
suffit de montrer que A engendre un semi groupe {T(t)};>o fortement continu. Pour cela,
on utilise le théoréme de Lumer Phillips 1.10 dans lespace H.

En effet, on montre d’abord que A est un opérateur dissipatif. Pour ® = (p1,p2) €

D(A), alors

(Ao, @); = ( T ,(9‘”)>

T 0p v2 7
—-10
= <A901 + k@z(l), S01> + k?T(T(;OpQ; 902>L2(0,1;H)

-10
= (Ap1, 1) + k(p2(1), 1) + k7<7_50;7 ©2) L2(0,17H) -

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et Young, on obtient

k
Klipa(1), 1) < 2(||¢2<1>||2 + ||<P1||2>, (3.23)
de plus, on a
—1 8@2 r 1 3g02
<?67p’¢2>L2(0,1;H) = /0 <787P(P)>S02(P)>dp

—1 /19 )
= 5 ), 5l

_ ! <||902(0)||2 _ ||901(1)||2>

5
= L{1Boul — e (W2
2t ! ! '

Comme B est un opérateur borné, on trouve

—10¢,
T Op

1
L (Bw? _ Hml)nZ),

- 27

alors

Go.a) < (o + 5 (e + ) + 5 (180 - a0

k k kB k
< (Apr, 1) + 5”902(1)”2 + §||901||2 + 7”%01”2 - §||<P1(1)||2

k kB
o) + il (5 + 7).

VAN

de plus, comme A engendre un Cy—semi groupe, on a
(Ap1, 1) <0, Vo €H.

Par conséquent, il résulte
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~ k kB
(A2, @)z < (5 +— |lleal® < Cll@|P?, (3.24)
2 2

Donc, 'opérateur A — CId est dissipatif pour tout C' > 0.

e D’autre part, on montre que Ald— A est surjective. En effet, Soit F' = (f1, fo)t € H,
on démontre qu’il existe ® = (1, )T € D(A) satisfait

(me@®:R

o (7)) (%)

Apy — -Aéﬂl — k(1) = f
Apa + %% = /2
)

c’est-a-dire

ce qui équivaut a
(3.25)

Remarquons que la deuxiéme équation du (3.25) est une équation différentielle or-
dinaire du premier ordre, donc on commence par la résolution de I’équation homogene
associée

1 0ps(p)

:(:)7

la solution de I’équation homogene est de la forme
©a(p) = C1e™*” avec () est une constante,

ensuite, on utilise la méthode de la variation de la constante pour trouver la solution
particuliere, on trouve

Ci(p) = /OP fo(s)e eds + c.

Donc, la solution générale de ’équation différentielle est donnée par

©0a(p) = (/Op fa(s)e ™ ds + c)e_)‘Tpu

ou ¢ est une constante. Par conséquent, pour p = 0 on obtient p9(0) = By, alors

wa(p) = (/Op fa(s)erds + Bgol)e’”p,

pour p = 1, on trouve

ea1) = ([ fals)e¥7ds + By ), (326)

en combinant (3.26) avec la premiére équation du (3.25), on trouve

Apr — Apr — k(/ol fa(s)e ™ ds + 5901)6_’\T> = f1,
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alors
o1 — Apy — ke By, = f,

avec

1
fs=h+ k_’\T/O fa(s)e*ds.

Comme A engendre un Cy—semi groupe {S(¢)}:>0, et d’apres le théoreme de Lumer

Phillips 1.10, alors ()\I d—.A) est surjectif, et comme B : H — H est un opérateur linéaire,
on obtient qu’il existe ¢ € H tel que

Ap1 — Apy — ke By = fs,
pour tout f3 € H, par conséquent, 'opérateur A\Id — A est surjectif.
Ce qui résulte qu'il existe (1, p2)" € D(A) satisfait 'équation (3.25), ce qui implique
que A/ d~—.A est surjectif pour tout A > 0, donc pour une certaine C' de (3.24), 'opérateur
Md — (A — CId) est surjectif.

Par conséquent, d’apres le théoreme de Lumer Phillips 1.10 on obtient que A — CId
engendre un semi groupe fortement continu {7'(¢) };>¢ de contraction dans I’espace H,

et d’apres le théoreme 1.11 alors I'opérateur A engendre un Cy—semi groupe fortement
continu dans H.

Enfin, il nous reste a vérifiée que {T'(¢) }+>0 est exponentiellement stable pour U et Z.

La stabilité exponentielle pour U est vérifié précédemment, il suffit de la vérifié pour
la variable Z

Z(t,p) =BU(t—71p), pe(0,1), t>0,
on passe par la norme dans l'espace L?(0,1,#H), on trouve
1
12t p) 20190 = | IBUG = 7p)l3dp,
comme B est un opérateur borné, alors
! 2 2 ! 2
| IBUG = 7o)l < B2 [ UG =) 3.

Pour ¢t > 27, l'estimation exponentielle de U donne
- 2
2 — 4w ws
126t s rir < BEME W2 (Ul + [ ()l )

1 g7 ~

si on pose h? = — / e**ds, on trouve qu'il existe une constante positive M dépendant
T Jo

de M,w, |k| et la norme de B telle que

- T 2
N = BZM’2h2<HU0HH +/0 e“’st(s)HHds> ,
alors
1Ttz < M=, t>0. (3.27)
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Maintenant, on passe au probleme (3.18) tout entier, il s’écrit sous la forme :

{ Vi(t) = AV (1) + F(V(¢)) (3.28)

V(0) = (U(0), 2(0,.))",
F(V(s)) = (F(U(5)),0) .

On a A engendre un Cy—semi groupe {T'(t)}i>0- Par conséquent, le systeme admet une
unique globale solution V' € C(0, +o00, H) d’apres les théorémes 2.4 et 3.1 la solution est
donnée par

t ~
V(t) = T(t)Ve +/ T(t — 5)F(V(s))ds.
0
Par passage a la norme, on obtient
t ~
VOl < IT@Volln +/O IT(t = 8) [l V()| s,
en utilisant le fait que {7'(t) };>0 est exponentiellement stable (3.27), on trouve
Y ! T —w ¢ ws|| I
IV(E)lly < N Vil + 3" [ | F(V(s) s
D’autre part, d’apres 'hypothese (H4), on a
IE(V(s) = FO)lg = IFU(s) = FO)llx <~U(s)]
YT+ 12)) <AV ()l

IA

Donc
Y ! o —w’ t ws
IV (©)llg < Me™|[Vollz + Me t/O eIV (s)]lzds,

alors

1 M ot
e Wlg < HVquer/o eIV (s)ll g ds.

On applique le lemme de Gronwall pour
1 5 -
a= VOl ¥(t)= e NW@Olln et g=My,

on obtient

~ , [
VOl < M|Vllge o s
< M|Vl zet™r=<"1,

Donc, on obtient Pestimation de la stabilité exponentielle si w’ — M~y est positive. D’ou
la démonstration du théoreme 3.2. O

Remarque 3.1. > Si F' =0, alors la décomposition explicite de ||U(t)||y est
U0 < ce<ff—“>t(||Uo||H 4 a), VO > 0. (3.29)

> Le théoreme 3.2 est plus général. En effet, il donne des résultats de stabilité lorsque
le paramétre de retour de retard k est suffisamment petit.
> On a la stabilité exponentielle de probléme (P).
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3.3 Non-linéarités plus générale
3.3.1 Résultats d’existence et de stabilité

Considérons maintenant un cas plus générale de non-linéarités. On suppose que :
(H5) : Pour toute constante ¢ > 0, il existe une constante positive L(c) telle que

[1F(U1) = F(U2)ll3 < L(c)|UL = Us|ln, (3.30)

pour tout Uy, U € H  avec et |Ur|ly < ¢, ||Us|ln <c.
De plus, on suppose qu'il existe une fonction continue croissante y : [0, +00) —
[0, 4+00), avec x(0) = 0, vérifiant :

IE@) e < x(1U ) [Ullw, VU € H. (3.31)

Remarque 3.2. Le terme non linéaire introduit des difficultés supplémentaires, nous
pouvons donner un résultat de stabilité exponentielle sous une hypothese bien posée pour
de petites données initiales.

Théoréme 3.3. Soit M,w' vérifiant linégalité (3.27). Supposons pour |k| suffisamment
petit, alors

dpo, Cpy > 0 tel que YU, € H, feC([0,7];H),

avec )
T 2
(10018 + [ Ikl17 ) s < g
il existe une unique solution globale U € C(0,400;H) du probléme (P), de plus

W

\wawﬂgc%<X*<M) Wt > 0, (3.32)

Alors, il existe k > 0 tel que si |k| < k pour tout Uy € H et f € C([0,7];H) satisfaisant
Uhypotheése de (3.32), la solution du probléme (P) satisfait l’estimation de la décroissance
exponentielle suivante

U@l < M7 ([Uollac+ [ e 15 (5)ds ), vt > 7, (339

pour des constantes M*, Q.

Démonstration.
Le probléme (P) est un probleme d’évolution non homogene, et d’apres le théoreme 2.5,
et par itération, on obtient, qu’il (P) admet une unique globale mild solution donnée par

t ~
V() =TtV + [ T(t—$)F(V(s))ds.
0
D’autre part, pour la stabilité, le probleme dans le cas non linéaire s’écrit sous la forme
V=AV +F(V),
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5 T
avec F(V) = <F(u(s)), O> . D’apres le théoreme 2.4, alors le probleme (P) admet une

unique mild solution s’écrit sous la forme
t ~
V() =T(OVo+ [ T(t—s)P(V(s))ds,
0

on passe par la norme, on obtient

VOl < IT(E)Volln + /Ot IT(t = 8)lzl F(V (5))llds

comme {7T'(t)}+>o est exponentiellement stable, alors

Y ! o —w' K ws || I
IV ()l < 3" Volly + 86" [ e[ FV (s)] s,
avec
1BV )l = I ) e < x (106 ) 10l
d’apres 'hypothese |U|ly < C,, et comme x est une fonction croissante, on trouve

I M gt
e Ve < Walla+ 37 [ e x(Co ) IV

On applique le lemme de Gronwall pour

1 §
a=Vollg, ¥(t) = e IVHllg et g=Mx(Cp),

on obtient

5 o
V)l < M|Vollge™ t+ [ MX(Cpy )ds
< M || V|7 Mx(Coo) =,

Donc, on obtient I'estimation de la stabilité exponentielle si w’ — My(C,,) positive. D’ou
la démonstration du théoreme 3.2. [l

3.4 Applications

Soit H un espace de Hilbert réel, muni de la norme || - ||z, et soit A : D(A) - H un
opérateur auto-adjoint positif avec inverse compact sur H.

Notons par V := D(A%) le domaine de A%, de plus pour ¢« = 1, 2, soit W; un espace
de Hilbert réel (qui sera identifié a son espace dual) et soit C € L(Wy, H), B € L(W,, H).

Considérons 1’équation d’évolution du second ordre suivante :

Utt+A1U+OC*Ut = VG(U) +kBB*Ut(t—T>7 vVt > O,
(P') = Bruy(t —7) = g(t), vt € (0,7),
w(0) = ug, u(0) = uq,

avec (ug,u1) € V x H.
Afin d’obtenir le résultat de stabilité, on considere les hypotheses suivantes :
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(A1) : pour tout 4 >0, on a
1B ulliy, < ulCullyy,, YueV.

(A2) : G : V — R une fonction différentiable pour tout z € V.

(A3) : Pour tout u € V', il existe une constante positive c(u) telle que
|DG(w) ()] < c()|[ollm, YveV,

ou DG (u) est la dérivée de G au sens de Gateaux en u, par conséquent DG(u) peut étre
étendue dans 'ensemble H et nous notons VG(u) 1'élément unique dans H tel que

(VG(u),v)g = DG(u)(v), Vv e H.
(A4) : Pour tout ¢ > 0, il existe L(c) > 0 tel que
IVG(u) = VG()[|a < L(e)|AF (u — v) |, (3.34)
pour tout u,v € V tel que HA%uHH <cet HA%UHH <ec.

(A5) : Il existe une fonction continue croissante 1 satisfaisant ¢(0) = 0 telle que
IVG@)ln < w(jlAtul ) A7ulfy, Vue V.

Pour U = (u,v)T avec v = uy, le probléme (P’) se transforme au probléme (P)

oy [ Ut) = AU() + FU) + KBU(—7), Vi€ (0, +00)
(P):Y 00y = o, BU(t—7) = f(8), vt € (0,7),

avec

0 1
A= ( —A —CCr )
T

F(U) = <o,va(u))T, BU = (o, BB*U) |

et

Remarque 3.3. Les hypothéses ci-dessus sur G impliquent que F vérifie I’hypotheése
(H5) dans l’espace :
H:=V xH, avec x=1.

Soit u solution du probleme (P’), on définit la fonctionnelle d’énergie associé au pro-
bleme (P') par

1 1 1 t *
B(t) = Sl + 1A%l = Gl + [ k1B () s, (3.3)

Lemme 3.2. Sous les hypothéses (Al)-(A5), la fonctionnelle d’énergie E définie en
(3.35) vérifiant :

E'(t) < —[Cur(t)[F, + M B ur(t)[ 9t > 0.
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Démonstration.
On dérive la fonction d’énergie, on trouve

d d1 dl, .1 d d [t
Loy = iz 2 Chiabuz - & 7/ B 2 e
SB() = 5l + L3 IARE - 26 + = [ KIB (s, ds
D’autre part, on a
d

Sl = 2w,

d, 1 d,6 1 1 d
£||A2U||%J = £<A2U,A2U> = £<AU,U>
= (uy, Au) + (Auy, u)
= 2(Au,uy).
d

@G(U) = (ut, VG(u)).
d t
g/t_T K[| B us(s) |3, ds = [K|(Brus(t), Brus(t — 7)) + B B (t)|%,
Bt = ),
En multipliant la premiere équation du probleme (P’) par u;, on obtient

k
B = —Cu)ly, + kB w0, Bult ) + &l
< —lIC*u @I, + KB u(t) [,
d’apres 'hypotheése (A1) on obtient
E'(t) < — 1B w (), + kB u(t)lF,

(CEP [LECIS

IA

Donc, I’énergie E(t) est décroissante si |k| < i

. K] e
1B ue () [y, — - 1B et — 7) 5,

]

Dans ce paragraphe, on montre l'existence globale de la solution du probleme (P’) et

pour établir la stabilité exponentielle de la solution en applique le théoréme 3.3.

Proposition 3.1. Sous l’hypothese (H2) et pour |k| < i, il existe py tel que

(10618 + [ K117 IBids)” < o

Et, il eziste une unique solution globale U € C(0,400,H) satisfait l'estimation de la

décroissance exponentielle.
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Démonstration.

Supposons que |k| < i pour garantir que la fonctionnelle d’énergie est décroissante. Pour

montrer I’existence de la solution, on utilise une méthode itérative et la méthode d’énergie.
Dans Uintervalle [0, 7], le systéme abstrait est un probléme d’évolution non homogene

(3.4) avec go(t) = (0,kBg(t)) et d’apres le théoreme 2.5, alors il existe une unique solution

mild locale U définie dans un intervalle de temps maximal [0,0) avec 0 < o < 7.

Afin d’obtenir le résultat, on suit les mémes procédures dans [2] et [7]. On doit montrer
que le probleme admet une solution dans l'intervalle [0, 7], donc il suffit de montrer que
o=r.

1
Supposons que 1/}(||A§u0||fq> < 7 alors

1 1, .1 1 1, .1
E(0) 2 Slluallfy + 51 A2uollz = Gluo) = S llunllfy + 71 A2woll = 0.
Montrons d’abord que si

v(IAtuolln ) <

N

et w<2(E(O)) )< i (3.36)

alors

B() > Llu®lf + 1A, Ve 0.0) (337)

Soit r := sup {s € [0,0)} tel que (3.37) est vraie pour tout ¢t € [0, s|, et supposons que
r < o, alors

B(r) > () + g1 A%l > 0 (3.39)

Alors, d’apres (3.38), on a

o (145 ) < (2B < w(2AB0)%) < 1
cela donne
B(r) > Sl + SIAR — Glr) > Sl + F1ATeIE,

ce qui contredit la maximalité de r, ce qui implique que r = 0.
Maintenant, on pose
{370 2 ()]
=minq = -], —= — | ¢ >0, 3.39
& {2¢ 1) 2t (3.39)

ensuite, nous montrons que (3.36) est vraie pour tout ug € D(A%), up € H et g €
C'(0, 7; Ws) satisfaisant

(1A%l + sl + [ Kllg()I2,ds)* < po. (340

En effet, comme cette hypothese implique que ||A%u0|| u < po alors on a
1

v (1 4%u0l) < vl = v (507 (1) < 1
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par I'hypothese (¢) sur G, on déduit que
3 1 9 1 9 1 /7 9 9
E0) < 7 [ A% uoll + Sllwalla + 5/0 Elllg(s) v, ds < pp,

et par la définition de py nous concluons que
v(2(EO)?) <v(v () = 1

En conclusion, sous I'hypothese (3.40), I'estimation (3.36) est vérifiée, alors
1 1, 1
0 < Sllu®lz + ZIlA7u®lz < B(t) < EQ) < pg, ¥t €[0,0].
Puis encore d’apres le théoréme 2.5, 0 = 7.

Dans [r,27) le probléme considéré comme un probléme d’évolution non homogene
(3.4) avec g1(s) = (0, kBu,(t — 7)), alors il existe une solution locale et en argumentant
que sur [0, 7] nous obtenons une solution sur [0, 27| sous I’hypothese (3.40).

Répétant cet argument et prouvons que si (3.40) est satisfaite, alors la solution est existe

sur [0, +00) et

I, 4, w.]?

s{aGlE
Cela prouve (3.32) et d’apres le théoréme 3.3, on obtient la stabilité exponentielle de la
solution du probléme (P’). O

1
a7 + IZu)|F < 4p5 <

Maintenant, on va citer quelques exemples qui sont un cas particulier du probléme
précédent, le probleme (P’). Dans la suite, on considere 2 un ouvert borné de R" a
frontiere réguliere OS2 et la fonction u définie de © x (0,4o00) dans R. On note par || - ||,
la norme associée a 'espace LP(€2).

3.4.1 Equation d’onde

Exemple 3.1. Considérons le probleme suivant :

(e, 1) = Aula, 1) + prug(e, £) = Ju(e) Pule) + kpsu(e,t —7), Vo € Q, Ve >0

u(z,t) =0, Vo € 002, YVt >0

u(z,0) = up(x), u(z,0) = uy(x), Vo € Q

Viu(z,t) = fo(x,t), Ve e, Vt e (—71,0),
(3.41)

avec les données initiales (ug,u1, fo) € Hg(Q) x L*(Q) x L*((—7,0); L*(R?)), v > 0, et
11, Mo sont des constantes positives.
On prend H = L*(f2), et on définit I'opérateur A par

A:DA) — H
u — —Au,

avec

D(A) = {u € H)(Q) : Au € L*(Q)}.
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3.4. APPLICATIONS

et les opérateurs B et C' sont comme suit
B:H —
u —  /uou,
C:H —
u — /i,
vérifiant : BB*u = pou, CC*u = pu.
L’opérateur A est auto-adjoint et positif avec un inverse compact dans H. De plus 'opé-
1
rateur racine carré de A est bien défini. On a D(A2) = H}(Q) et
ullmy = [[Vull2.
Le probleme (3.41) est équivaut de probleme (P’) avec

Al = —A, cCcr = M1, et BB* = 2.

On doit vérifie les hypotheses précédentes. Dans ce cas considérons la fonction
1
G ;:Agggfh/ M2e Yr e HAQ).
(@)= 5 [ O e, Ve € HY(©)

Si0 <y <

N9’ et d’apres le théoreme de Sobolev alors la fonction est bien définie.
Remarquons que F est dérivable au sens de Gateaux pour tout z € H} (), et sa dérivée

est donnée par
DG(a)(y) = [ la(OI'=(€y(€)ds, y € HY(),

Supposons maintenant la condition plus restrictive

0<~v< (3.42)

N -2

Alors 2(y + 1) < 2* = 2% Donc, en utilisant le théoréme de Sobolev on obtient

DG@WI| < [ O w©lds < ([ la©Pode) "yl
< IVl ol vy € B ().

Par conséquent, G satisfait les hypotheses (A2) et (A3). Donc pour tout z € H}()
l'opérateur linéaire DG () admet une unique extension dans l'espace L?(€2) donnée par

VG(2)(8) = [2()x(€), =€ Hy(), E€Q pp. (3.43)

Ensuite, on vérifie '’hypothese (A4).
Puisque

lal”a — 16"

< (v+D(lal + [o])"]a = 0], Va,beR,
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3.4. APPLICATIONS

on a

| 1=©Pa() =y y©)lds
<€+ 17 [ (WO +168)) le(6) ~ yle)Pde
< €+ 102( [ (1@ + i@)*ag) ™ (1af) ~ o))
< o [(9a©)] +9y@)12dc) [ 190() - Ty©)Pde.

1
T+

Cela donne I'inégalité (3.34) de ’hypothese (A4).
Enfin, remarquons que I'hypothese (A5) est satisfaite avec 1(s) = Cs?, ou

6@, 2) = [ @+ < o [ [Valrae)” [ [vr©rds, o e @)

Par conséquent, d’apres le théoréme 3.3, on conclut que la condition initiale uy € HJ(£2)
et u; € L?(Q) sont suffisamment petites, c’est-a-dire

(9ol + i) < po.

pour certaine p > 0, alors le probleme (3.41) admet une unique globale solution qui est
exponentiellement stable.

Exemple 3.2. Comme deuxieme exemple, on consideére le probleme suivant :

u(x, t) — Au(z, t) + by (2)w(z, t) = |u(z)|Yu(z) + kby(z)uy(z,t — 1), Vo e Q, Vi >0

, Veely, Vi>0
9u(z,t) =0, Vo € Ty, Vt >0
u(z,0) = up(x), u(z,0) = uy(x), Vo € Q
Vbous(x,t) = fo(z,t), Vo € Wy, Yt € (—7,0),

(3.44)

ot 00 =Ty UTy, avec 'y, I'; sont des sous-ensembles fermés de 92 avec 'y NI} = 0. De
plus, on suppose que I'g, I'y ont un intérieur non vide sur 0€).
Avec les données initiales (ug, w1, fo) € H () x L*(Q) x L*((—7,0); L*(W>)), ot by, by €
L>(Q) et

Wi:{er: bi(x)>0i:1,2}

H} = {UEHI(Q):u:0 dans Fl}.

avec
D(A) := {u € H (Q): Aue L*(Q) et gz =0 dans FO}.

Pour H = L?*(2) et on définit Popérateur A par

A:DA) — H
u +— —Au,

avec

D(A) = {u € H)(Q): Au e L*(Q)},
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et les opérateurs B et C des opérateurs auto adjoint donnés comme suit

B : L*(Wy)

—
u — \/by(7)u,

C:LX(W) —
u — /b (2)u,
vérifiant : BB*u = by(x)u, CC*u = by(z)u.

Le probleme (3.44) coincide avec le probleme (P’) avec A = —A, CC* = by(x), BB* =

bao(z) et VG = |u(x)| u(z). D’apres le théoreme 3.3, on obtient la stabilité exponentielle
du probleme (3.44).

3.4.2 Systéme de Petrovsky

Exemple 3.3. Considérons le probléeme a valeur limite initiale suivant :

up(z,t) + A%u(x, t) + by (z)uy(z, t) = F(u) + kby(x)u(z,t — 7), VreQ, Vi>0

u(z,t) = Au(x,t) =0, Vo € 092, Vt > 0

u(z,0) = up(x), u(z,0) = uy(x), Vo e Q

ug(z,t) = fO(x,t), Vo € Wy, Vt € (—,0),
(3.45)

ol les données initiales (ug, uy, fo) € (HZ(Q) N H*(Q)) x HZ(Q) x H*((—7,0); L*(W3)) et
by, by € L*°(Q2). On définit 'opérateur A par

A:DA) — H
u — AZu,

avec
D(A) = {ve H}(QNH(Q): Au=0 dans 0Q}.
L’opérateur A est auto-adjoint et défini positif avec un inverse compact dans H. De
1
plus, on a D(A2) = H3(Q) et
[ullzz = l| Aul],.

Les opérateur B et C' définis dans 'exemple précédent avec F' est une fonction non

linéaire quelconque localement lipschitzienne vérifiant ’hypothese (H4). Par conséquant,

le probleme (3.45) équivaut le probleme (P’) et d’apres le théoreme 3.3, on obtient I'exis-
tence et la stabilité de la solution du probleme (3.45).
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Conclusion

Dans ce travail, on a considéré un probleme d’évolution semi linéaire abstrait avec
un terme de retard. Sous certaines hypotheses sur les données initiales, on a démontré
I'existence globale et 1'unicité de la solution. De plus, on a donné la formule de la solution
en utilisant la théorie du semi groupe. Ensuite, par une méthode directe, on a fourni la
stabilité exponentielle de la solution suivant le terme source et on a affirmé que si la partie
linéaire d’un probléeme d’évolution qui est décrite par un Cy—semi groupe, est exponen-
tiellement stable alors cette solution de ce probléme reste décroit exponentiellement. A la
fin de ce travail, on a donné quelques applications et exemples pour illustrer le résultat
obtenu.
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