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Table des notions

N I’ensemble des nombres naturelle
ae N a = (ay, ...ap,) multi indice avec a; € N pour tout i = 1,2,..n |a| = 3% z;
supp(f) support de la fonction f
L,.(Q) I’ensemble des fonctions Lebesgue intégrable sur tout partie compact de €2
<. > le produit scalaire dans L?((2)
Q un ouvert borné non vide de R”
r la frontiere de €2
o, Ty deux parties de I' vérifiant g, Iy #D et ToNT; =0
Re(2) le réel d’un nombre complexe
Im(z) I'imaginaire d’'un nombre complexe
i nombre complexe tel que i2 = —1
Q =[S, T] x §2
Yo =[5, T] x Ty
¥ =[S, T] xI'y
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Introduction générale

La Théorie du Controle des Equations aux Dérivées Partielles intervient dans différents
contextes et de plusieurs manieres. Les problemes de stabilité des Equations aux Dérivées
Partielles ont fait 'objet récemment de nombreux travaux. Dans ce travail nous nous
sommes intéressés a l’étude de la stabilisation de 1’équation de Schrodinger avec feedback
de type mémoire. Il y a eu d’intensives recherches sur le sujet depuis les trois dernieres
décennies. Nous renvoyons par exemple aux livres de J.-L. Lions [13], de Lasiecka et
Triggiani [12]

Plus précisément, le probleme de stabilisation auquel on s’intéresse revient a déterminer
le comportement asymptotique de I’énergie que 'on note E(t) (c’est la norme des solu-
tions dans l'espace d’état), a étudier sa limite afin de déterminer si cette limite est nulle
ou pas, et si cette limite est nulle, & donner une estimation de la vitesse de décroissance
de I’énergie vers zéro.

Il existe plusieurs types de stabilité que 'on peut étudier. Le premier type consiste a

analyser simplement la décroissance de 1’énergie des solutions vers zéro, i.e :
E(t) — 0 lorsque t — oo

C’est ce que I'on appelle la stabilisation forte. Pour le second, on s’intéresse a la décroissance
de I’énergie la plus rapide, c¢’est-a-dire lorsque celle-ci tend vers 0 de maniere exponentielle,
ie:

E(t) < Cexp™® Vt>0

ou C et § sont des constantes positives.
Quand au troisieme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance

des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple

E(t)gt% Vi > 0

3 Bekkaye Aicha
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Ce mémoire est constitué de trois chapitres, qui sont liés entre eux, pour établir I'exis-
tence et la stabilisation de I’équation de Schrodinger avec condition aux limite de type

mémoire.

Chapitre 1

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles et les résultats utilisés
a travers ce travail, en premiers lieu, nous rappelons la topologie faible, quelque définition
et résultats sur les espaces fonctionnelles ; ’espace de Sobolev, les espaces de LP, qui jouer
un role tres importants pour I’étude des problemes des équations aux dérivées partielles.

En suite, on donne quelque inégalités tres utiles portant sur les normes de Sobolev
I'inégalité de Young, I'inégalité de Holder - - -

Pour plus de détails, nous renvoyons par exemple aux ouvrages [9] [13] [11] - -

Chapitre 2

Dans ce chapitre, on va présenter quelques travaux concernant 1’équation de Schrodinger,
en suite le probleme de stabilisation et le comportement asymptotique de solutions de

I’équation ondes avec un feedback frontiere de type mémoire.

Chapitre 3

Ce chapitre comporte une étude basée sur la méthode de Faedo-Galerkin de l'exis-
tence, de 'unicité de la solution du probleme proposé .
En suite on présente un résultat de décroissance exponentielle de 1'énergie de I'équation
de Schrodinger a coefficients constants avec des conditions aux limites dissipatives de

type mémoire en utilisant la technique des multiplicateurs.

4 Bekkaye Aicha



Chapitre 1

Rappels

On rassemble toutes les notions et résultats de base que nous utiliserons par la suite.

1.1 La topologie faible

Soit X un espace de Banach et soit f € X' (X' l'espace dual de X). On désigne par
¢f : X — R I'application définie par s =< f,z > Lorsque f parcourt X " on obtient une
famille (¢y) oy d’applications de X dans R

Définition 1.1. La topologie faible o(X,X') sur X est la topologie la moins fine sur X
rendant continues toutes les applications (o) pex

Pour définir cette topologie d’une fagcon plus précise il suffit de définir une base de
voisinages pour tout élément x € X comme suit :

Etant donné un point © € X on obtient une base de voisinages de x pour la topologie
o(X, X/) en considérant les ensembles de la forme ﬁfim-egof_l , ou Vi est un voisinage de
@¢(x) dans R.

(i.e Vi =la —€,a+ €| avec a =< f,z >)

Définition 1.2. On dit qu’une suite (u,)nen de vecteurs d’un espace de Hilbert X converge

faiblement vers u € X et on note u, — u st :
lim,, 0o < v,u, >=<v,u > pour tout v € X

Remarque 1.1. 1. La limite faible quand elle existe est unique car si < up,v >=<

Ug, v > pour tout x € X , on a pour v = u; — Uy
2 _ _
llug — us||* =< up —ug,uy —ug >=0

5



1.1. LA TOPOLOGIE FAIBLE

donc uy = ug .(On peut prendre v € X car X est un espace de Hilbert, donc X = X'
(théoréme de Riesz)).

2. Si la suite (u,) Vn € N converge vers u € X pour la norme (on dit alors qu’elle

converge fortement vers u) alors u, — u. En effet, on a :
| <t —u,v > | < lup — ulf[o]

Ce qui implique que < u, — u,v >— 0 quand,n — 0.
3. Si X est de dimension finie alors la convergence faible implique la convergence forte.
1l suffit de considérer la base e, .....e, et d’observer que < u,e; >= u; pour u € X

ce qui montre que la convergence faible équivaut alors a la convergence composante

par composante, c’est a dire a la convergence forte.

Soient X et Z des espaces de Hilbert, (u,),eny C X une suite qui converge faiblement
vers u et A € L(X, Z) (opérateur linéaire continu de X dans Z). Alors la suite (A(uy,))nen

converge faiblement vers A(u),en converge faiblement vers A(u).

Théoréme 1.1. Soit (u,)nen une suite bornée dans un espace de Hilbert X .

Alors la suite (uy)nen posséde une sous-suite faiblement convergente.

Théoréme 1.2. Toute suite faiblement convergente dans un espace de Hilbert X est

bornée.

Corollaire 1.1. Soient (u,)nen une suite qui converge faiblement vers u et (vy,)pen une

suite qui converge fortement vers v. Alors

Iim < u,,v, >=<u,v >
n—oo

Définition 1.3. Soit X un espace normé, et soit X = L(X,R) son dual topologique.
Alors la topologie étoile faible sur X notée o(X,X') est la topologie initiale associée au
systéme (R, 0, ¥, )uex ot 0 désigne la topologie usuelle de R et ¢, : X — R est définie
par P, (1) = l(u) C’est donc la moins fine des topologies sur X rendant continues toutes

les fonctionnelles ¥, x € X.
Soit (fy)nen une suite de X . On a
1. f, — f (étoile faible) & (< fp, 2 >—=< fix >, x€ X)

2. Si f, — f pour o(X,X') et si x,, — x fortement dans X, < fn,x, >—=< f,z >.

6 Bekkaye Aicha



1.2. LES ESPACES L”

L’espace fonctionnelle

On définie quelque notion élémentaire pour introduisons Les espaces de Sobolev
requierent quelque notions clés et techniques comme L’ensemble des fonction Lebesgue

intégrable LP

1.2 les espaces LP

On donne ici quelques définitions et propriétés élémentaires.

Soit €2 un ouvert de R™ et p un entier avec 1 < p < oco. On définit

LP(Q) = {u: Q — R u et mesurable et
/ u(z)Pdz < oo}
Q
Cet espace muni de la norme
full, = ([ ua)Pie):

est un espace vectoriel normé complet. (On rappelle qu'un espace est dit complet si

toute suite de Cauchy, c¢’est-a-dire vérifiant
Ve > 0,3dn € N,Vpi,p2 € N,pipas > n = |up, — Up,| < €

est convergente

On rappelle d’autre part que D(Q)

1.2.1 D’ensemble des fonction test D((2)

on dit que f est une fonction test si :

feDQ)={f:Q9—-K (RvC) feC>™asupport campact dans)}

avec supp(f) = {x € Q, f(z) # 0} (i.e nulles en dehors 2)

est dense dans LP(2) pour 1 < p < 0.

On notera C! 'ensemble des fonctions de classe C'! & support compact.

On rappelle que p.p. signifie presque partout, soit sur un ensemble dont le complémentaire

est de mesure nulle. Pour p = oo, on définit

7 Bekkaye Aicha



1.3. L’ESPACE DE SOBOLEV H'(Q)

L>*(Q) ={u: Q — R u et mesurable et 3C t.q |u(r)] < C p.p . Q}
et llulloo = inf{C, t. [u(r)] < C p.p.2)

C’est, aussi un espace vectoriel normé complet.

1.3 L’espace de Sobolev H!(Q)

L’espace de Sobolev W1P(Q) est défini par
WhP(Q)= {u € LP(Q) , t.q Tg € LP(Q) avec V¢ € C}(Q)
| ut@oteriz = = [ gloyota)d)

u
On définit alors la différentielle (ou dérivée en dimension 1) au sens faible de u notée T
x

du
par e g. Cette définition est cohérente avec la différentielle classique de u si v € C*
x

grace a une intégration par partie et le fait que ¢ est nulle au bord.

Cet espace est un espace vectoriel normé complet pour la norme

ullwir = (/Q\U(x)]pdx+/(2|Vu(x)|pdx);

Pour p = 2, on pose H'(2) = W12(Q2). Dans ce cas, la norme provient du produit scalaire

<uv = /Q w(@)o(z)dz + /Q Vu(z)Vo(z)dz

L’espace H' est alors un espace de Hilbert, en particulier il possede une base dénombrable

dense. Il peut aussi étre défini comme 'adhérence des fonctions C* pour la norme H*.

1.4 Dinégalité de Young

Théoréme 1.3. [13]
pour tout réels a et b positifs et p et q des réels strictement positifs vérifiant 1—1) + % =1,

et e >0 Alors on a
a?  ebl
ab < — 4+ —
pe q

8 Bekkaye Aicha



1.5. L'INEGALITE DE HOLDER

1.5 I’inégalité de Holder

Théoréme 1.4. [13]

Soient Q0 C R™ ouvert, f,g: Q — R mesurable, et soient

p,g>1 tgq —|—%:1

SR

Alors

[ 1watotar < ([ @) ( [ looras)’

Cas particulier : p = ¢ = 2 = l'inégalité de Cauchy-Schwarz

1.6 La formule de Green

Définition 1.4. [15]
Soit Q un owvert bornée de classe C'. Alors pour toutes fonctions u € C%*(Q) et
veCHQ) ona:

[ Buwwar - % 1y (eyar, - [ v v o

I aU

9 Bekkaye Aicha



Chapitre 2

Recherche bibliographique

Le phénomene de la stabilisation des équations aux dérivées partielles, par un feedback
frontiere de type mémoire a été traité par récemment par plusieurs auteurs.

Le comportement asymptotique des solutions de 1’équation des ondes a coefficients
constants avec un feedback frontiere de type mémoire agissant sur la condition de Neu-

mann a été étudie par Guesmia [9] dans le cas ou le feedback est linéaire

Yy — Ay =0 Dans Q x R
y=20 Sur 'y x Ry

dy t , )

—=—[ k(t—s)y(s)ds+ by Sur I'y x Ry

ov 0

y(2,0) = yo,y (x,0) = Dans (2

Ot Q un ouvert borné non vide de R” de frontiere I' = 'y UT'y de classe C? ou , Iy et

I'; sont deux partie disjoints de I' |, avec k vérifie quelques conditions
kE:T; xRt - RT

tel que
2

Ay =

]+
Q‘)‘Q)
S|

Il
=)

€=
7

Et par Aassila, cavalcanti, et sorianon

—

1] dans le cas ou le feedback est non linéaire

10



en utilisant la technique des multiplicateurs.

yu — Ay =0 Dans Q x R,

y =0 Sur 'y x R,

oy t . ,

50 kE(t — s)y (s)ds + a(x)g(y )ds Sur I'; x R
0

y(x,0) = yan,(xao) = Dans 2

tel que g est une application non linéaire.

D’autre par M. AassilaM.M. CavalcantiV.N. Domingos Cavalcanti [2] ont été

montrés l'existence de solutions par la méthode de Faedo-Galerkin au lieu de la théorie

du semi groupe et ils ont employés des méthodes pour établir la la décroissance uniforme

en utilisant la technique du multiplicateur et la méthode de monotonie combinées des

nouveaux arguments pour passe a la limite.

yu — Ay + fo(Vy) =0 Dans  x R*
y(x,t) =0 Sur I'; x R*
oy t , .
9 +g(y) = ; h(t — 1) fi(y (1))dT Sur 'y x R
y(z,0) = yo($)>yt($70) = yl(:v) Dans

Cette étude a été généralisée par Shugen.Chai et Yuxia.Guo [5] et Serge Nicaise

et Cristina Pignotti [15] a coefficients variables.

tel que :

yu — Ay =0 Dans 2 x R
y=0 Sur Iy x R,
oy ¢

— = — [ k(t—s)y(s))ds — by(t) Sur I'y x Ry
a’UA 0

y(!L‘,O) :yan,(m7O) =W Dans Q

B "0 dy
Ay =Y 3y (@) 32

1j=0

un opérateur différentiable d’ordre deux a coefficients réels (a;;) de classe C*

avec deux méthodes déférentes.

Shugen.Chai et Yuxia.Guo ont été établis la stabilisation uniforme en adaptant une

approche développée par Yoa et qui combine la géométrie riemannienne et la technique

11 Bekkaye Aicha



des multiplicateurs .
Serge Nicaise et Cristina Pignotti ont été utilisés la géométrie différentielle et la
fonction de Lyapounov et la méthode classique des multiplicateurs.

L’équation des ondes a conditions aux limites dissipatives du type retard et mémoire
a été considéré par Pierre Cornilleau et Serge Nicaise [6] et utilisant la méthode du
multiplicateur et une inégalité intégrale standard pour montrer la stabilité exponentielle

du systeme.

yn — Ay =0 Dans Q x R*

y=0 Sur [y x R%

oy , t, .

BN = —m.v(poy (t) + y (t —s)du(s)) Sur I'y x R
0

y(CL’,O) :y07y/(x70> =4 Dans 2

et par Mauro de Lima Santos [7] a été désintégré la stabilisation uniforme de
I’équation des ondes avec une condition aux limite de type mémoire. La méthode utilisée

dans ce travail est basée sur la construction d’un Lyapunov fonctionnel

Yir — (1(t)Yzr =0 Dans [0,1] x Ry
y(0,t) = 0,y(1,t) + /0 k(t — s)u(s)y.(1,s)ds =0 Sur R,
y(z,0) = yo(z), y(2,0) = y1 (2) Dans [0, 1]

Le comportement asymptotique de la solutions a un systeme couplé d’équations des

ondes a été considérer toujours par Mauro de Lima Santos [§].

¢
Yy — Ay + / g1(t — s)Ay(s)ds +aly —2z) =0 Dans 2 x R
0
¢
zy — Az + / go(t — s)Az(s)ds + aly —z) =0 Dans  x R,
0
y=2=0 Sur I' x Ry

(4(0,2), 2(0,2)) = (yo(2), 20(2)), (4:(0, %), 20, 2)) = (1 (2), z1(x)) ~ Dans Q

D’autre par, dans le cas ou le feedback frontiere est de type mémoire et le systeme
couplé garantir une décroissance exponentielle (ou polynomiale) pourvu que les fonc-
tions de relaxation décroissance exponentielle (ou polynomiale) et avec le méme taux de
décroissance, cette études a été considérés par M.M. Cavalcanti , V.N. Domingos

Cavalcanti M.L. Santos [3]

12 Bekkaye Aicha



Py — Ay +aly—2)=0 Dans © x R

Pz — Az +aly—2)=0 Dans © x R
Yy = 0 Sur FO
t ay
y+ [ ki(t—s)==(s)ds=0 Sur T’y x R
0 ov
z=20 Sur I'y
t 0z
24 | ko(t —s)=(s)ds =0 Sur I'y x RY
0 aU

((0), 2(0) = (4", 2"), Vi, 2(0)) = (Vo y" s /o2 (7)) Dans €2

De la méme maniere M.M. Cavalcanti et A. Guesmia [4] ont été données une
relations générales entre la désintégration de la solution et la désintégration de la fonction

de relaxation.

Y — Ay + F(x,t,y,Vy) =0 Dans Q x Ry

Yy = 0 Sur FO X R+
t ay

u+ [ g(t—s)==(s)ds =0 Sur 'y x Ry
0 ov

y(,0) = yo, ¥ (,0) = 1 Dans €2

Le probleme de la stabilisation uniforme de I’équation de Schrédinger canonique par
un controle frontiere a été traitée par Machtyngier et Zuazua [14] dans le cas ou le
controle est de type Neumann dans deux cas différentes, premierement des conditions
limites dissipatives sont introduites, en utilisant des techniques de multiplication et de
construire des fonctions énergétiques bien adaptées au systeme. D’autre part, le probleme
de stabilisation interne est considéré. Quand la décroissance exponentielle dans L? est

prouvée par des techniques multiplicatrices.

1w+ Ay =0 Dans 2 x R
dy

B = —(m(z) *v(z))y Sur I'y x R

y=0 Sur I'y x R,

y(z,0) = yo Dans 2

13 Bekkaye Aicha



Le comportement asymptotique de les solutions des équations de Schrodinger dans
un domaine bornés ot la fonction de controle est non linéaire a été considéré par R.Cipolatti

, E.Machtyngier et E.San Pedro Siqueira [17]

1w+ Ay =0 Dans 2 x R,
0

a—z = —q(yr) Sur I'p x Ry

y=10 Sur I'; x Ry

y(x,0) = yo Dans Q2

ol ¢ est une fonction non linéaire

Dans le cas ou le controle est de type Dirichlet cette étude a été établis par Lasiecka

et Triggani [12]

e+ Ay =0 Dans 2 x R
u=1y Sur I'p x Ry

y=0 Sur I'; x R,

y(x,0) = yo Dans Q2

Ces résultats ont été généralisés par Rebiai et Abdesselam au cas ou 'opérateur

elliptique est a coefficients variables. méthodes de la géométrie riemannienne et la tech-

nique des multiplicateurs, pour montré que la solution décroit exponentiellement dans

Pespace d’énergie Hp, (€2).

1+ Ay =0 Dans Q x R
0 .

% = —ib(y) Sur I'y x R

y=0 Sur I'; x R,

y(x,0) = yo Dans

D’autre part ; Serge Nicaise et Salah-eddine Rebiai [16] ont été étudies la stabili-

sation internes de I’équation de Schrodinger tel que leffet des retards de. Et établissons des

Bekkaye Aicha



conditions suffisantes sur le délai qui garantit la stabilisation exponentielle de la solution.

e+ Ay =0
y(l',()) = yo(l')
y(x,t) =0

0 . .
8—3 = imy(z,t) +ipsy(x, t — 7)

y(x,t — 1) = folx, t —7)

Dans R% x €2
sur 2

Dans R* x I'y
Sur I'; x RY

sur [0, 7] x I'y

Dans un cas plus général la stabilisation d’un system couplé de deux equation com-

plexe de Schrodinger a des coefficients variables a été étudie par Ilhem Hamchi et

Salah Eddine Rebiai [10] pour prouver comment appliquer la géométrie riemannienne

développée pour étudier les problemes de la stabilisation directe Pour les équations hyper-

boliques réelles et montrer que le suffisamment lisse solutions décroit polynomialement a

I'infini

iy + Ay +az =0

1ze+Az+ay =0

dy B
Joa +b(y) =0

y=0 SurTyx[0,7] ,2=0 SurI x[0,7]

y(z,0) =yo Dans Q@ ,2z(z,0) =2 DansQ

Dans Q x [0, 7]
Dans Q x [0, 7]

Sur I'y x [0, 7]

Dans ce travail, on va étudie la stabilisation uniforme de ’équation de Schrodinger

a coefficients constant par un feedback frontiere de type mémoire

Dans €2, on considere le probleme mixte pour ’équation de Schrodinger suivant :

e+ Ay =0

Dans 2 x R,
Dans (2

Sur I'yg x R,

Sur I'y x Ry

15
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Chapitre 3

Résultat principal

Dans ce chapitre, on présente un résultat de décroissance uniforme de 1’énergie de
I’équation de Schrodinger avec condition aux limites de type mémoire.Soit dans tout la
suite, € un ouvert borné non vide de R" de frontiere I' = I'y U T; de classe C? o, Iy et

I'; sont deux parties disjoints de ', Soient
kE:T; xRt - RT (3.1)

b: F] — R (32)

sont deux fonctions appartenant a C3(R™; L>(Q2))et L>°(T;) respectivement vérifient

les conditions suivantes :

E'<0 TIyxR* (3.3)

k' (0) = —k(0) (3.4)

36 >0,k >—0k Ty xRF (3.5)
E'"<0 Ty xRF (3.6)
B>0, b=p Iy (3.7)
f=inf(—k)#0 ¥Y(z,t) el xR* (3.8)

avec u donnée par
t
u=- [ kit~ s)u.(s)ds ~ by
0
Ce chois de u nous a été inspiré par les travaux de Shugen.Chai et Yuxia.Gua [5] et

Nicaise, Serge et Pignotti, Cristina [15] et Guesmia [9] sur les equation des ondes.
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On va transformer la condition au bord (limite) sur la partie I';. On suppose que
Yo = 0 sur I'y

On a par intégration par partie :

/0 Kt — 8)ya(s)ds = [k(t — s)y(s)]} + / K (t — s)y(s)ds

t

K (t = s)y(s)ds + k(0)y(t) — k(t)yo (3.9)

K (t — s)y(s)ds + k(0)y(t)

/o
/t

0
Donc sur la partie I'1, nous avons

Oy_

< /0 K (t — s)y(s)ds — k(0)y(t) — by, (3.10)

et le systeme (3.11) aura de la forme suivante :

1+ Ay =0 Dans Q x R,
y(z,0) = yo Dans 2
(3.11)
y=20 Sur [y x R,
dy L,
5 = k(t—s)y(s)ds —k(0)y(t) —by;  SurI'; x Ry
0

Dans uns cadre plus générale, que le systeme (3.11) est bien posé au sens standard.

Plus précisément, on va montré le théoreme suivante :

Théoréme 3.1. :

1. Pour tout yo € V. = H} (Q) = {y € H'(Q);y = 0 sur Ty} il existe une solution
(faible) unique du systéme (3.11) vérifiant : y € C(RT, V).

2. Pour tout yo € H*(Q) N HY () tel que % = —k(0)y(0) — by,(0) sur I'y, on a :

y € CY (R, V) est une solution réguliére.

Démonstration. :

Ci-dessous, on va établir un résultat concernant l'existence,l'unicité des solutions du
probleme (3.11) qu’est basée sur la méthode de Faedo-Galerkin et en utilisant des
inégalité particuliers , on montre que le systeme (3.11) est uniformément stable

Avant de commencer sur le preuve on va donner un résultat tres important sur la démonstration.
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3.1. LA FORMULATION VARIATIONNELLE

3.1 La formulation variationnelle

Dans cette partie, on démontre que le probleme proposé est équivalent au probleme
variationnel suivant :
1< Y, v > —Oé(y,l}) - B(tvyav> =< bytuv >

Yo € V,ou

() = [ wut) 7 w0

Bt) = [ ([ K= 9lds +KOWO)pdts 50.0.0) =0

Démonstration. Soit y une solution du probléme proposé, et soit v € V' On multiple la

premier équation du probleme proposé par v et on intégré sur €2 on obtient :

@'/ytl_)dﬂ = —/ Ayods) (3.12)
Q Q

En utilisant la formule de Green on obtient :

= — @@dFlJr/Vy(t)V@dQ
Q

r, oV
ouveV

De la condition au limite de (3.11),0on a

z’/ﬂytﬁdQ = /F (- /Ot K (t — s)y(s)ds — k(0)y(t) — by,)vdT,

(3.13)
—i—/gvy(t) v vdS2
Alors, on rééerit (3.13) comme suit
i <y,v>—a(y,v) — B(ty,v) =<by,v >
[

Maintenant, on passe a la démonstration de 'existence et 'unicité

3.2 Existence, unicité des solutions

3.2.1 Existence

On démontre 'existence d’une solution faible du probleme sera obtenue en se basant
sur les approximations de la méthode de Feado-Galarkin

La méthode de Feado-Galarkin consiste a réaliser les trois étapes suivantes :
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3.2. EXISTENCE, UNICITE DES SOLUTIONS

1. On construit des solution ”approchées”
2. On établir sur ces solution approchées des estimations a priori
3. On passe a la limite.

1. Solutions approchées

Soit (e, )neny un ensemble de fonction dans V' qui forment une base orthonormée

pour L%(Q) ie

€; € V, VZ,
VYm, ey, s, ,€m sont lineairement independants ;
Vin I’espace engendré par ey, eq, -« , e,

et soit
= Z aim(t)e
i=1
une solution de probleme de Cauchy.

i<y v > —aly™ v) = B(ty" v) =< by, v > (3.14)

2. Estimation a priori

Estimation 1

Posant dans (3.15) v = 4", on trouve
i<y ylt > —aly™y") = B YT ) =< byl ut >

en prenant la partie imaginaire, il résulte

Rel [ v v a0) = - / o = Re( | | / (t — 5)y™ ()5 (t)dsdT')
~ Re( /F | / ™))

Pour continue on remarque que
ly — 2> = [yl + |2|* = 2Re(y.2z) = 2Re(y.z) = [y + |2|* — |y — 2|

Donc

= [ re [ [ s - red [ [ s ot
- ot [ Kweran =g [ K (= 9)ly(0) - y(s)dsdry

1d )
— —— kly™| dl] (t — dsdl’
il Hrpard g G [ o - ymoRasary
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3.2. EXISTENCE, UNICITE DES SOLUTIONS

Alors
m m 1 mi|2 1d m|2
e( | vy yrdQ) = — blyt|+2 klyldf—ga[ klyldF]
Q It
1 Lo,
=5 [ [ R - yrepasin - 350 / (t = 5)ly™ () — y™ (s) PdsdT]
2 o Jo 2dt" [,

D’apres (3.2),(3.3) et (3.5)

1 , 1 L,
/ bly;"|* + 2/ k !ymIQdF1—§/ / E'(t = s)|y™(t) — y™(s)|?dsdly < 0
I'1 I'1 1 J0

Donc

— 1d 2 2
R " 7dQ) < ——— kly™|7dl] + =— (t — dsdl’
([ o an < g 41 [ wrrar e 51 [ @ - s
De (3.1) et (3.3) on déduit que
6(/ VY™ v ydd) <0
Q
D’autre part, on a

Re( /Q vy ydQ) = / vy 7 y"dQ)

2dt

m24Q)
2dt/|v |

On integre cette equation sur [0,77] on a

[ sa[1gv =5 [ 19y pa);
/|w T)Pda) < /|vy 0)[2d2)

m m 2
™y < 1y (3.15)

Alors

D’ou
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3.2. EXISTENCE, UNICITE DES SOLUTIONS

Estimation II

On dérive (3.16) par rapport a t, on a

t
P <ymv>— / (/ k' (t — s)y™(s)ds + k(0)y™)vdly, — / by odly — / Ty (t) 7 9dQ =0
I 0 I Q

On pose v =y}

t
D<oy > — / ( / K/t — s)y™(s)ds + k(0)y")yindT, — / Ty () T 0
I 0 Q
/ bytty dl'y =0
I
On prend la partie réele
Re( / Ty Q) = — / bl / / (t — s)y™(s)y(t)dsdDy)
1N
t —_
~ Re( / / k()™ (£)yi (£)dTy)
I't JO

D’apres (3.4) on a

- [ o = et | / (= (i Odsars) — Re( | /Otk<o>yr<t>yzfz<t>dn>
=—le|;¢| Z/kmdm // (¢ )l (t) + y™ () PdsdTy
=yl [ Rera =3 = o - o Pasar]

et de (3.2), (3.5) et (3.6) on déduit que

1 1 Lo
= [ vl =5 [ Klppar =g [ R e e+ 7o) Psdry <o
Iy I r; Jo

Alors

S 1d .
Re(/ﬂvytvyttdﬂ)é—ga k‘lytldFmLth/Fl/ (t = s)|y"(t) — y™(s)|dsdly]

D’autre part

_ 1d
Re( | 9o v hd®) = 5 5[ |7 o Pasy
Q Q

1d
—— 20w) < — —— / dr'y) ——// (t — ®dsdl
2dt(9|vyt| w) < =55 (= . Ty )t 5o s)|yy" (t) — y™(s)["dsdl]
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3.2. EXISTENCE, UNICITE DES SOLUTIONS

D’apres (3.3) et (3.5)

1d
——— K ary) + - — (t — — dsdl’
s [ ra s gt [ [ e - P <

Donc
s | <o
Alors
1d
dw) < —— d,
s v @pa) < 55 19w o))
D’ou

[ < lw"™ v (3.16)

3. Passage a la limite

A partir de (3.15), (3.16) on déduit que

(ym) demeure dans un ensemble borné L>(]0, T[, L*(Q))

: (3.17)
(y,,) demeure dans un ensemble borné L>(]0,T[, L*(2))

On déduit de (3.17) qu'on peut extraire des sous-suites convergente (y;), (y;) de

(Ym), (1.,) respectivement et telles que, lorsque [ — 0o on a

Y=y dans L>°(]0,T[, V') faible(*)

y—=y dans L=(]0, T[, V) faible(*)

Par ailleurs, il résulte, en particuliere, de (3.17) que

(ym) est borné L>(]0, T, L*(2)) ‘
/ D’apres le théoreme de (Lions-Magenés [13])
(y,,) est borné L=(]0, T, L*())

I'injection de H'(Q) dans L*(Q) est compacte

Donc on passe a la limite sans difficultés
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3.2. EXISTENCE, UNICITE DES SOLUTIONS

3.2.2 L’unicité

Soient y et z deux solutions du probleme proposé

Alors w = y — z vérifie

twy + Aw = 0 Dans 2 x R,
w(0,2) =0 Dans
(3.18)
w=20 Sur I'g x Ry
ow

¢
5, —/ k(t—s)w(s)ds + k(0)w(t) —bw,  Sur T'y x Ry
v 0

Multipliant la premiére equation de probleme (3.17) par @;, intégrant sur Q0 .En ap-

pliquant la formule de Green, on obtient

Q r, Ov Q

Prenant la partie imaginaire de la relation précédente

Re a—wwtdFl = Re/ Vw V wdS?
r, v Q
1 d 9
=—[|= ds?
5 [ vl

il Q
M/ﬂlvw(t)l d

Pour t =0, on a

t
/ | v w]2dQ +/ k|w|*dly — / / E (t — s)|w(t) — w(s)[?dlyds = 0
Q I 0 Jr,
Alors
t
/ | w9 = —/ Flw|PdT +/ / K (= 8)[w(t) — w(s)2dTyds
Q r 0 Jr,
D’apres (3.1), (3.3), on déduit que

/|Vw|2dQ§O
0

et donc

vw =0

Ceci avec la condition au limite de probleme (3.11)
w=0

]
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3.3. LA STABILISATION EXPONENTIELLE

3.3 La stabilisation exponentielle

Dans cette partie, on montre que la solution forte du probleme (3.11) décroit exponen-
tiellement dans I'espace d’énergie V. Par un argument de densité, on a le meme résultat

pour la solution faible. On commence par démontrer que le systéme (3.11) est dissipatif.

Notons

- Q=[5T]x
-3 =1[5,T] xTy
-3 =[5,T] xTIy

3.3.1 La décroissance de I’énergie

Lemme 3.1. Soit E(t) l’énergie du systéme (3.11) définie par :

1 1 I :
B = [Ivafaasy [ wubaro- 5 [ [ K- 9o - yopards (319

alors B : Ry — Ry est une fonction décroissance et vérifie pour tout 0 < S <T < oo.

1 , 1 [t "
E(S) — B(T) = / by ds, — / k|y|2d21+-/ / K'(t — $)ly(t) — y(s)PdSads
21 2 21 2 0 Z1
(3.20)

Démonstration. :
d’apres (3.1) et (3.3) E(t) est positive pour yo € H*(Q) N H{, (), E(t) est dérivable

on dérive(3.19) par rapport a ¢ et on integre sur [S, 7] on obtient :
T /
E(T) — B(S) = / E (#)dt
S
1" 1" IR
= —/ VY. V 7 dQddt + —/ / VY. VY. dQdt + —/ / k' |y|*dl dt
2J)s Ja 2J)s Ja 2J)s Jr,
T 1 T t .
+/ / kyytdrldt——/ / / k' (t — s)|y(t) — y(s)|*dsdldt
S Iy 2 S Iy JO

N /ST /F /Ot K (t = s)[y(t) — y(s)]gidsdlydt

d’autre part , on remarque que :

I I 1 T
—/ / VY. 7 §:dQdt + —/ / V. Vv, dQdt = —2Re(/ / VY- V 5:dQdt)
2Js Ja 2Js Ja 2 s Ja

T
= Re(/ / VY. YV y_tdet)
s Ja
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3.3. LA STABILISATION EXPONENTIELLE

on multiple la premiére equation de probleme (3.11) par g, et on integre sur

[+ byygde =0
Q
Q Q
la formule de Green nous donne
/ |ye|?dQ + / ytdrl VYV 4:dQ =0

Fl 6 1_‘1

on prend la partie imaginaire
. 9 oy _ _
m(i | |y |dQ+ 5,040 = | vy v 5:d2) = 0
Q r, oV Q

on a

Re/ VY V yd§l = Re @gtdrl
Q 31/

I

on multiple (3.11) par 7;, et on integre sur I'y

/ ars = - [ KOty - / ( / K (¢ — $)y(s)ds)gidls — / ey

on prend la partie réelle

t
Re/ —ydl’y = — Re/ k(0)y,ydly —Re/ (/ k (t — s)y(s)ds)gdly —/ bly|*dl,
r, Ov Iy r; Jo I

/ 1 !
E(t)= Re/ VY.V JedS) + 5/ k |y|2df‘1 + Re/
Q r

- Re/F /Ot K (t — s)[y(t) — y(s)]|Gdsdly
alors

E'(t) :Re/ —ytdF1+ / / k |y|2dF1dt+Re/ / kyy.dl'ydt
Fl l—‘1
- —/ / / (t — s)|y(t) — y(s)|*dsdl’ dt—Re/ / / (t — 9)[y(t) — y(s)|ydsdldt
IR}

1 b
byt~ 5 [ K (= )lyte) = ylo)asar
Iy Jo
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3.3. LA STABILISATION EXPONENTIELLE

d’apres (3.11) on a

E@t)=— /F bly:|*7dly — Re /F k(0)y(t)7,dT; — Re /F 7i( /0 K (t — s)y(s)ds)dT,

- —/ / (t — s)|y(t) — y(s)|*dl1ds
I
1 ,
= —/ bly:|*dly — Re/ E(0)y(t)gedly —l—Re/ kyeydl'y + 2/ k ly[*dl,
r r
1 b,
— —/ / k (t—s)ly(t) —y(s | )|*dsdl’y — Re/ / (t — s)y(t)y(s)dsdly
Fl l—‘1
—Re// (t — s)g(t dde1+Re// (t — $)g(t)y(s)dsdl'y

, 1 , 1 Lo,
E(t) =—/ b|yt|2dF1+—/ k |y|2dF1——/ / E'(t — $)|y(t) — y(s)|>dsdly
I 2 I 2 Iy Jo
t
+Re/ yyt[/{—k(O)—/ k' (t — s)ds]dT.
Iy 0

puisque

Re/ yiglk — k(0) — /t k' (t — s)ds]dl'y = 0

par conséquent

, 1 ) 1 b
E(t) =—/ blyt\QdFﬁ—/ k |y|2d1“1——/ / E'(t = s)|y(t) — y(s)]>dsdly
Iy 2 I 2 Iy JO

pour tout 0 <7T' < oo on a

T 1 T t .
E(T) — E(S) = / / by [*dT vt — / / / K'(t — )[y(t) — y(s)[PdsdTydt
1 T , 1
+—/ / k' |y|2dTdt
2 )s Jr,

T 1 T t y
:/ /b|yt]2dF1dt+—/ //k (t — $)|y(t) — y(s)|2dsdTdt
S I 2 S Iy JO
1 T / 2
21 K y|2dTydt
2 S INT

d’apres (3.2), (3.3) et (3.5) E(t) est décroissance. O
Pour continuer on a besoin les conditions géométriques suivantes :

On fixe un point xg € R™ et on pose
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3.3. LA STABILISATION EXPONENTIELLE

m(z) = x —x9,x € R" et R = ||m||.q) on suppose que :

m.w <0 surly (3.21)
et qu’il existe un réel § > 0 tel que

m.v >6  surly (3.22)

ou v est le vecteur normal extérieur a I’

Notre résultat de stabilisation est le suivantes

3.3.2 Théoreme de stabilisation

Théoréme 3.2. supposons satisfaites les condition (3.3), (3.5), (3.22), (3.23)
alors pour toute donnée initiale yo € H}(Q), U’énergie de la solution du systéme (3.11)

vérifie, pour une constante w > 0 indépendante de yq
E(t) < E(0)exp' ™! (3.23)

Démonstration. :
d’aprés Komornik [11], pour établir ce théoréme il suffit de montrer que pour toute

solution du probleme (3.11) on a
/ E(t)dt <CE(S) ¥S>0 (3.24)
0

le lemme suivant nous donne une identité tres utile pour la démonstration de notre

résultat.

3.3.3 L’identité de probleme

Lemme 3.2. pour tout 0 < S<T < o0 on a:

(n—2) / IVy|?dQ + 2Re/ (ngj)@dﬁl + 2Re m.v(@)QdEO
Q bl v 2o ov (3 25)

—/ (m.v)|Vy\2dQ—/yngde}§—/ yy‘tm.vdEl—l—/y_tydiv(m)dQ
hoN Q P Q

Démonstration. :
avant de commencer la démonstration on a

i+ Ay=0=y, —iAy =0
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3.3. LA STABILISATION EXPONENTIELLE

soit 0 < S < T < oo .En multipliant la premiere equation de (3.11) par 2mVy , en
intégrant sur [S,T] x

T T
/ / 2y, — iAY)MmVGdQdt = / / 2, mV G — 2iAGMV GdQdt
S Q S Q

T T
- / / 2y,mVydQdt — 2i / / AymVgdQdt = 0
S Q S Q

par intégration par partie sur I
T T
I :/ /2yth3dedt = 2/ yngde]S — 2/ ymVy,dQ
s Ja Q Q
En suite, nous appliquant la formule de Green
I = 2/ yngdQ}g — 2/ yyym.ody + 2/ gediv(y.m)dQ
Q by Q
= 2/y.mVde}§ —Z/yytm.vdz—i—Q/ ytydiv(m)dQ—I—Q/ 7:mVydQ.
Q ) Q Q

D’autre part on a y; = —1Ay

on obtient

2/ ymVyde}g — 2/ yyrm.vdd + 2/ Jrydiv(m)dQ — 2/ iAymVydQ) — 22’/ AymVydQdt = 0
Q by Q Q Q
2/ yngde}g — 2/ yyym.ody + 2/ Jrydiv(m)d@Q — 2@/ [Angy + Aymvy} dQ =0

Q by Q Q

Alors

2/ yngde; - 2/ yym.ody + 2/ grydiv(m)dQ — 4@'Re/ AymVydQ =0
Q py Q Q

On prend la partie imaginaire, on obtient

2Re/ AymV@dQ:/ymV@dQ}g—/yy}m.vdg—i—/y_tydiv(m)dQ (3.26)
Q Q z Q

D’autre part, et apres Rellich on a

2 /Q Ay(mVdQ = (n—2) /Q VoPdQ -+ 2 [ (mV)glas - /Q (m.o)|VyPdQ (3.27)

Pour continuer, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.

y=y =0 Surly (3.28)
dy
Vy = %.U
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3.3. LA STABILISATION EXPONENTIELLE

Ce lemme implique

1Y g5 — N / N
/E(mVy) ade = /zo (mVy) 8yd20 + El(mVy) d>

ov (3.29)
9Y s Oy '
. mv(%) d> —|—/El(mVy)$d21
et
/yytm.vdZ:/ ygrm.vd>y (3.30)
s ol
Apres (3.29), (3.30), (3.32), (3.33) on a (3.27) O

Pour continuer, on a besoin des résultat suivantes

Lemme 3.4. Ve >0

SUD,cq |Mm
[Im [ yym.vds; — Im/ ymVydeE\ < pw;—;;”/ ly[?d31 + 2asup |m| |y | d>,
0 ol

3 zeN 3

9
+esupfm(a)| B(S) + (2500 [m(@)] ) bl 52200
z€Q O 2eQ

(3.31)

Démonstration. :

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour le terme suivant

1
[Im | yyym.vddy| < I ly[Pm.vdS; + 2a |y |*m.vd%,

21 21

P
< M/ [y?dS) + 2asup [m| | [y,[*d%,
2 o1 veQ >

Maintenant, on majore l'autre terme
_ 1T
= [ ymVidg] = [ [y(T)mTu(T) = y(S)mTy(3) a0

< suplm(@)( [ WDIVyDIa2 = [ W(S)IITu(S)1a0) < suplm(@) ([ (GDE + 3o Tu(T)?

e

o 1 €
+ SIS + 5| Vy(S))dR) < esup m(@) E(S) + (=2sup Im(a)| )yl s )
z€ef) O 2eQ

Alors
|Im yyym.vdd, — Im/ ymV'LdeE\ < %ﬂmﬂ/ ly[2d¥, + 2a sup |m| |y | d>,
) Q « o1 z€Q o1

Ex
+ esup [m(@) | B(S) + (5 sup Im(@)]) ol gsir e
€2 2 €S

[]
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3.3. LA STABILISATION EXPONENTIELLE

Lemme 3.5. Soient 0 < S < oo, Ve > 0.

By 9
mVy(a )dS < CO/ (ay

v, OV

- / (m.v)|Vy[?dQ + 2Re )?ds, (3.32)
31

3o
Im|?

ot Cy = (o sup —)dEl

Lemme 3.6.

‘/Q|Vy|2div(m)dQ - Im/@yty.div(m)dQ‘ e /Zl <%>2d21 +§/Q|Vy|2dQ

+ (ﬂ sup |V(div(m))| + }Lsup (div(m))) ly|*d%,

2e 4en z€Q ol

(3.33)

ou Cy = 5 L sup,q |divm]|

D’autre part on a

(%)2 = (- /0 K (t = s)y(s)ds — k(0)y(t) — by,)” = (/0 K (t — s)y(s)ds + k(0)y(t) + by, )

— Pyl + ( / K (t — s)y(s)ds + K(O)(t))* + 2blu( / K (t — s)y(s)ds + k(0)y(1))
— Pyl + ( / K (t— s)y(s)ds)® + (k(O)y(1))? + 2 / K (£ — s)y(s)ds)(0)y()
28l ([ F (= s)yle)ds + KO)y(0).

D’ou

/ ’?‘leﬁi’) / |/ (t—s)y ds’ dEl—i-/ (0)]y] d21+/ 52|yt|2d21}.
2, OV .

(3.34)

Insérant (3.33), (3.34), (3.35), (3.36) dans (3.27) on obtient

Qa/Q IVy[2dQ < 3(Cy + C1) [/E | /t K (t— s)y(s)ds|2d21 +3(Cy + Cy) [/2 E(0)|y|d%,

1

+ [ buldmires [ s+ / VPdQ + < sup () | E(S)
21 E1

z€Q

e
+2asup|m| ||y |dS; + (7 sup |m($)|> |y|C([S,T],L2(Q))
20 ol 29

(3.35)

] EQu
ot Cy = GLsup,cq |Vdiv(m)| +1 1 SUDeq |div(m)| + s

L sup, cq div(m(x))|

Lemme 3.7. [12] Daprés I.Lasiecka on a

Yles.m.220)) < . by, |*d%,
1
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Lemme 3.8. Soit € > 0 vérifiant
einfk' (0)+1>0 (3.36)

Alors pour tout 0 < S <T < oo on a:

/E | /0 K (t— s)y(s)ds|"dt < C3E(S)

|K(0)[Loo(ry)
S LU= TN,
ot Cs 57 + [hlLee(ry)

Démonstration. :

Soit € > 0 vérifiant (3.26) . On pose

k(0)

ST EEHO)

z el
La condition de (3.39) implique que h > 0 et h € L*>°(I';).Posons
t
P [ == s = b [ K = 9)lu(t) uls)ds + 0 o
0
On a , en appliquant I'inégalité de Holder,
¢ t
I< / "(t — s)ds]| / (t — s)y?(s)ds| — / E'(t— s)y2(s)ds + Zhy/ K’ (t — s)y(s)ds
0 0
—i—hk; (0)y? — hk'y? + hik'y?
t t t
< (k(t) — k(0)) / K (t— $)y2(s)ds — h / K (£ — 8)y2(s)ds + 2hy / K (£ — 8)y(s)ds + b (0)3?
0 0 0
L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne
t ’ t / t h/
I< k(t)/ k (t — s)y*(s)ds — k(O)/ k(t—s)y*(s)ds — h/ k' (t — s)y?(s)ds + y
0 0 0
t
+ h| / k' (t — s)y(s)ds|> + hk (0)y>
0
ou
t / t /7 t "
I< k(t)/ k (t — s)y*(s)ds — k:(O)/ E(t —s)y*(s)ds — h/ k' (t —s)y*(s )d8+h( + k(0 )y
0 0 0

+ eh| /0 k' (t — s)y(s)ds|?
(3.37)

Or (voir(3.1) et (3.3)). t
k(t)/o E(t—s)y*(s)ds < 0
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et
t
chk’ / K’ (t — s)y*(s)ds < 0
0

On applique I'inégalité de Holder sur la dernier intégrale on obtient

t
5h|/ k' (t— s)y(s)ds|> < eh[|/ (t—-s ds||/ (t —s)y=(s)ds|
0

) (3.38)
< en(k(0) = K] [ K (= shyls)as
de la condition (3.5) ,on déduit
E'(t—s) > =0k (t— s)
= K (t — 5)y*(s) > =0k (t — 5)y°(s) (3.39)
=10 [ K= oonts < D [ - opsgas
et
E'(t —s) > =0k (t — s)
= K'(t — 5)y*(s) > =0k (t — s)y*(s) (3.40)

De les condition (3.40), (3.41), (3.42), (3.43) on a

I< [@—h(prek’(o))} /Otk:”(t—s) ()ds+h( +K(0))y>

De la définition de h , on déduit que

1
I< — 2
< gék(U)y

T 1 [T ,
Idt < — k(0)y~dt
/S < 55/5 (0)y
Alors

Tt T T T
/ \/ k/(t—s)y(s)dSIthgh/ k"(t—s)|y(t)—y(s)]th+h/ kl]y\th—l—i/ k(0)y*dt
s Jo S s €0 Js
k(O)|po(ryy [T T, T,
< BOLmn [ gy [ Kb+ bl [ [ 0= 900 — (o)t
s s

Grace a (3.8) et (3.20)

. |K(0)[ o (ry)
/ y—/ (t = $)y(s)dsPdt < C3E(S) ol 03:2[T+\h\po(pl)]

et par conséquent

[]
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Alors d’apres (3.38) on a
t
20 [ 1VuPaQ <3G+ G| [ 1= [ K- oipsPis] + 36+ o) [ o)z
Q o 0 bl

9 Ex
s [ iz + € [ lPasi+ 5 [ [9oPaQ+ (55 sup (o)) ol s e
1 1 2 Q 2

€

+ esup [m(x)|E(S) + 2asup |m)| AN
zeQ zeQ) oA

Grace a (3.38) — (3.39) la formule de ci-dessus devient

€
2a/ |Vy|2dQ—§/ Vy2Q < [303(00—1—01)—i—asup]m(mﬂ]E(S)—i—C’g/ [y[2ds,
Q Q by

z€Q 1

e
+ 2acsup [m| lys|d>y + <7 sup |m(a:)|) / by ?d2y + 3(Co + Cy) [/ by, |2d%,
ol )

€N 31 e 1
+ [ KO)lyPdz
P

De (3.19) on a

T
(da — &) / E(t)dt < [3C5(Co+ C1) + e sup [m(x)|E(S) + 2asup m| [ |y[2d=,
S

z€Q zeQ b
EQ
+B(Co+ COIROE +Ca] [ s+ 3(Ca+ C1) + Ssup @] | ol
¥ e PN

De (3.8) et (3.20)

T
(4da — ¢€) / E(t)dt < [3C3(Co+ Cy) + € sup |m(z)||E(S) + 2 sup |m| bly|2d%,
S

zeQ zeQ) SUDgery || N

1 / EQ
+3(Co + C)[k(0) 7o + Co] = | (—=K)[ylPdE: + [3(Co + Ch) + ~ Sup Im(z)|] sup [b] [ Oly[*d%s

f ¥ e zel 3

ou

(4a — ¢) /s E(t)dt < [3C53(Co+ C1) +esup m(z)||E(S) + 2asup |m| ! E(S)

zeQ zeQ SUDgery |b|
1 e}
+ [3(Co + C|E(0) 3 + Cg]?E(S) +[3(Co+Ch) + ~ Sup [m(x)]] sup [b| E(S).
z€Q z€l

En choisissant

€ < 4a

on obtient

T

/ B(t)dt < CE(S)

s
ou
C= ! [SC’ (Co + C1) + esup |m(x)|] + 2 sup |m| ! ]—l— ! [[3(0 +Ch)

TR ] S < vt Sup,er, Bl T (da—e) 70T

13(Co + C)IR(O) 3 + 02]1]

+ sup [m(x)|] sup |b|] + 7

2 e z€T

1
(4da — ¢)
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Maintenant, en laissant 1" tendre vers I'infinie, on déduit que :
/ E(t)dt < CE(S).
s

D’ou l'inégalité (3.27) O
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Conclusion

Dans ce mémoire, on s’est intéressé a I’étude du probleme de la stabilisation uniforme
pour I’équation de Schrodinger avec un feedback frontiere de type mémoire agissant sur
la condition de Neumann. En utilisant la technique des multiplicateurs, on a montré que
la solution décroit exponentiellement dans 'espace d’énergie H%O. Cette étude ouvre la

voix a de nombreuses questions, notamment :

1. Etude de la stabilisation uniforme frontiere dans le cas d'une action de type mémoire

agissant sur la condition de Dirichlet.

2. Etude de la stabilisation uniforme frontiere dans le cas d’une action frontiere non

linéaire de type mémoire.

3. Etude de la stabilisation uniforme frontiére dans le cas d’une action de type mémoire

tel que l'opérateur A a coefficients variables.

4. Les résultats obtenus ont exige certaines hypotheses géométriques sur le domaine . Il
est donc intéressant d’étudier le probleme considéré dans ce mémoire en affaiblissant

ces hypothese.
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3.4 Annexe

Théoréme (admis) et définitions
Il existe un ensemble noté C et appelé ensemble des nombres complexes, qui vérifie les
propriétés suivantes :
— L’ensemble C contient I’ensemble des nombres réels R
— 11 existe dans un nombre complexe noté i tel que 2 = —1
— Pour tout nombre complexe z il existe un unique couple (a,b) de réels tel que
2z = a + 1ib.
Forme algébrique d’un nombre complexe
L’égalité z = a + ib est la forme algébrique du nombre complexe z.
Partie réelle, partie imaginaire
Le nombre réel a s’appelle la partie réelle de z, le nombre réel b s’appelle la partie imag-
inaire de z . On note : a = Re(z) et b = Im(z). Par conséquent z = Re(z) + iIm(z).
Nombres réels et nombres imaginaires purs
Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle.
On appelle imaginaire pur tout nombre complexe dont la partie réelle est nulle.
Le réel 0 est le seul nombre complexe qui est réel et imaginaire pur.
module d’un complexe

Le module de z = a + b est le réel positif
12| = Va2 + b2
On a aussi |2]|? = zz. Le module vérifie les deux identités suivantes :
V(z,w) € CE, |z.w|=|z|.|w]

de deux nombres complexes

a+ib=d +ib équivaut Aa=da etb=10.

Nullité d’un nombre complexe

En particulier a + ib = 0 équivaut a a =0 et b = 0.

Nombre complexe conjugué

Le conjugué de z = a + ib est le complexe z = a — ib

Nombre complexe conjugué, nombre réel et imaginaire pur

Soit z un nombre complexe :
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— z est réel si et seulement si z = Z;

— z est un imaginaire pur si et seulement si z = —Z.
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