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Notations

Soit 2 un ouvert borné de R™, les notations qu’on a utilisé dans ce travail sont les suivantes :
Q : L’adhérence de €.
[' : La frontiere de 2 supposée souvent réguliere.
I';(i = 1.2) : Une partition de T
mes I'; : La mesure de Lebesgue (n — 1) dimensionnelle de T';.
71 : La normale unitaire sortante a I'.
C1(Q) : L’espace des fonctions réelles continfiment différentiables sur 2.
D(Q) : L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support compact contenu
dans €.
D’(Q) : L’espace des distributions sur €.
D'(0T"; X) : L’espace des distributions des fonctions w : [0,7] — X.
Hz(T) : L'espace de Sobolev d’ordre ssur L.
(.,.)x : Le produit scalaire d’un espace de Hilbert X.
x, — z, (r, — x) : La convergence faible (fort) de la suite (z,)ver ’élément z.
l|l.Ilx - La norme de X.
[-[l o (0.7, x) : La norme de l'espace de Sobolev LF(0,T'; X).
L(X) : L’espace des applications linéaires et continues de X dans X.
C(0,T; H) : L’espace des fonctions continue sur [0,7] dans H.
u',u” : Les dérivées premieres et secondes de u par rapport aux temps.
O;u : La dérivée partielle de u par rapport a la ¢ éme composante x;.
L(X,Y) : L’espace des applications linéaires et continues de X dans Y.
|.| - La norme euclidienne sur R".

|.| : La norme sur 'espace de Sobolev L?().



Notations

dl’ ou do : La mesure superficielle sur I', induite par dzx.

)ac-

w.v = Y ' u;v; : Le produit scalaire euclidien de R™.

C,C;, 1 =1,2... : Des constantes génériques strictement positives.

Principales normes et semi-normes utilisées :
1
If] = (fQ |f ()| dx>2 : Norme de L*(Q).
Ifl, = ( " )2 : Semi norme de H'().
£ = (I£17 +1/17)* : Norme de H'(Q).
1
oz = (o 1F()]% ds)” : Norme de L2(0, T; X).

1
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Ce travail concerne essentiellement, I’étude théorique d'un probleme aux limites semi-linéaire
hyperbolique avec des condition aux limite mixtes Dirichlet-Neumann. Des études analogues
ont été considérées par plusieurs auteurs, on cite par exemple : dans [7] J.L. Lions a étudié
théoriquement quelques problemes aux limites semi linéaires hyperboliques avec des conditions
aux limites de Dirichlet. Il a démontré I'existence d'une solution en se basant essentiellement sur
la méthode de compacité, puis il a démontré I'unicité de la solution en imposant des conditions
sur les données. Rahmoune Abita dans [11] a étudié un probléme gouverné par les équations
de I'élasticité, il a démontré l'existence, 1'unicité et la régularité de la solution en utilisant

I’approximation de Faedo Galarkin et la méthode de compacité et en négligeant toutes les

Introduction générale

conditions qui ont été imposées par Lions dans [7].

Le probléme considéré dans ce mémoire consiste a chercher une fonction u = (z,t),z €

Q,t€]0,T] a valeur réelle solution du probléme suivant :

avec Au = >

n  9%u
i=1 922

@—Au—i—hﬂpu—f x €O tel0,T|
8252 - ) ) )

a) u=0 sur ¥,

b) ‘3—’; =0 surds,

a) u(z,0) = uo,

b) %—?(m,()) = Uy,

. Ou Q est un ouvert borné de R", de frontiere I' (réguliere); @



Notations

02x]0,T[.T';, T’y est une partition de I'. On suppose que mes I'; > 0 et on pose ¥y = 'y x]0, T
et Yo = I'yx]0,T[, ou T est un nombre réel fini. p > —1 est un entier naturel. u, f désignent
le vecteur du déplacement, la densité des forces volumiques, respectivement et wug, u; sont des

fonctions données.
Ce travail se décompose en trois chapitres.

Dans le premier, on donne quelques résultats fondamentaux qui concernent essentiellement
les espaces de Sobolev et leurs propriétés les plus importantes, ainsi que quelques résultats
d’analyse fonctionnelle qui nous permettent de rendre les étapes des différentes démonstrations

plus faciles que possibles.

Dans le deuxiéme chapitre, on considére un probléme aux limites semi linéaire gouverné
par les équations des ondes, avec des conditions aux limites mixtes, Dirichlet-Neumann. On
démontre que ce probléme, sous certaines hypotheses sur les données, est équivalent a un pro-
bleme variationnel qu’on précisera. En utilisant les techniques de Faedo-Galerkin et la méthode
de compacité, on démontre que ce probléme possede au moins une solution faible. Ce chapitre
se termine par démontrer I'unicité en se basant sur le Lemme de Gronwall et sur quelques

résultats d’analyse fonctionnelle qu’on a cité dans le premier chapitre.
Dans le dernier chapitre, sous certains hypotheses supplémentaires sur les données f, p, ug
et uy, on démontre que le probleme considéré admet une solution unique réguliere. Puis, on

analyse la question de la dépendance continue de la solution par rapport aux données.

Ce mémoire se termine par une conclusion générale.



Chapitre 1

Quelques rappels sur les espaces de Sobolev et

leurs propriétés

Résumé :

Dans ce chapitre on présente quelques résultats indispensables d’analyse fonctionnelle dans les

espaces de Banach et les espaces de Hilbert, ainsi que quelque rappels sur les espaces de Sobolev

et leurs propriétés les plus importantes qu’on va utiliser dans les chapitres suivants.

Contenu :

1.
2.

1

Ne e W

Topologie faible ;

Espaces de Sobolev ;

Espaces de Sobolev d’ordre entiers;
Espaces de Hilbert ;

Inégalités ;

Compléments divers;

Lemmes de Gronwall.

Topologie faible

Définition 1 Soit X un espace normé, X' son dual topologique. On appelle topologie faible

sur X et que l'on note o(X, X'), la topologie la moins fine rendant continues toutes les formes

linéaire f € X'.

Définition 2 Si x,, — x dans o (X, X’), on notera x,, — x et on dira que x, converge

faiblement vers x dans X.



Chapitre I. Quelques rappels sur les espaces de Sobolev et leurs propriétés

Proposition 1 Soit X un espace de Banach et (x,,) une suite d’éléments de X ; alors

T, =& flz,) — f(x),Vfe X

Soit X un espace de Banach, X' son dual, X" son bidual topologique muni de la norme

1 €Cf) lxr=sup [&(f) |

fex’
nfn<i

On a l'injection canonique suivante :

J: X — X",

En effet :
Tout élément x € X définit un élément J, € X" par

J. est bien une forme linéaire continue sur X' puisque :

| Jo(f) [=] ) [<IF e flx ]l f (lx

Comme :
| Jo lxr= sup | L(f) =] =]x .
fex/’
nfiyr<1
Alors :
| e lxr=Il = ||x,

Définition 3 L’espace X est dit réflexif, si et seulement si :
J(X)=X".
Théoréme 1 Soit (X, (.,.)) un espace de Hilbert. Alors X est réflexif.

Théoreme 2 Soit X un espace de Banach réflexif ;alors toute suite bornée dans X admet au

moins une sous-suite faiblement convergente .

Corolaire 1 Soit X un espace de Banach séparable et soit (x,,) une suite bornée dans X'. Alors,



1.2 Espaces de Sobolev

il existe une sous-suite extraite (x,,) qui converge pour la topologie o(X, X) C’est a dire :
(T, y) — (z,y), Vye X.

Définition 4 Un espace métrique séparable est un espace métrique qui contient un sous en-

semble dense et dénombrable.

Définition 5 Soit X un espace de Banach, on dit que la suite u,, converge ver u dans [’espace

L9(0,T; X) (faible étoile) si :

[ @it — [ gt vy e po.mix) L Lo

Et si u, — u dans D'(0,T,X), donc la limite (faible étoile) de u, est nécessairement w.

Théoréme 3 (Rellich-Kondrachov) Si Q0 est un ouvert borné de R" et 1 < p < oo, alors
Wy (Q) s’injecte de fagon compacte dans LP(Q) : de toute suite bornée dans W, 7 (Q), on peut
extraire une sous-suite qui converge fortement dans LP(Y) et faiblement dans W'P(Q).

La convergence faible de la sous-suite vient bien stur de la réflexivité de Wol’p(Q).

2 Espaces de Sobolev

Soit 0 < T' < o0 et soit (X, || . ||x) un espace de Banach réel. Nous notons par D(0,7T; X)

’ensemble des fonctions continues a support compact dans (0,7) a valeurs dans X.

Définition 6 Une fonction f : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous ensemble
E C [0,T] de mesure nulle et une suite (f,),n € N de fonctions appartenant a D(0,T;X)
telles que || fu(t) — f(t) ||x—> 0 quand n — oo ,pour tout t € [0, T|\E.

Définition 7 Une fonction f : [0,T] — X est dite fortement dérivable dans ty € (0,T) s’il

existe un élément % € X appelé la dérivée forte def dans ty, tel que

X



Chapitre I. Quelques rappels sur les espaces de Sobolev et leurs propriétés

Définition 8 Une fonction f:[0,T] — X est dite intégrable s’il existe une suite (f,),n € N
des fonctions appartenant a D(0,T, X) telle que

tim [ fu(s) — £(5) llx ds = 0.

n—aoo Jo

Théoréme 4 (Bochner) Une fonction f :[0,T] — X mesurable est intégrable si et seulement

six —|| f(z) ||x: [0,T] — R est intégrable, dans ce cas, on a :

H /0 " F(s)ds

L’espace LP(QY) des fonctions de puissance p-iéme sommable sur € pour la mesure dx =

< [ 156) lx ds.

dxidxy . ..dx,, et muni de la norme

1
| v |lr)= (/Q \v(s)|pda:>p pour 1 < p < o0.

L>(Q) désigne l’espace des (classes des) fonctions essentiellement bornées pour p = oc.

Soit(X, || . [|x) un espace de Banach, on désign par :

T
LP(0,T; X) = {v )0, T[— X mesurable et telle que/ | v(s) ||% ds < oo, 1<p< oo}
0
L*(0,T;X) = {v:]0,T[— X mesurable et telle que sup ess || v(s) ||x< oo},

supess || v(s) [[x=inf{C >0/ || v(t) |x< C;pp. t€(0,T)}.

Uespace normé LP(0,T;X),1 < p < oo est complet (cf.Brézis[2]).

Naturellement, on a :

LP(0,T; LP(Q)) = LP(Q), Q = Qx]0,¢[.

Ces espaces sont respectivement munis des normes suivantes :

1
T P
o rom= ([ 1066 B as)” sin << e
| v ||Loe(o,r;x)= sup ess || v(s) ||x< oo.

Définition 9 Si on note do la mesure superficielle sur I' induite par la mesure de Lebesgue
dx. On définit LP(I'),1 < p < oo comme l’ensemble des fonctions f : I' — R telles que | f |P

soit intégrable sur I'.C’est un espace de Banach pour la norme



1.2 Espaces de Sobolev

Il ( [ o)’

Qui est réflexif si 1 < p < oo. Aussi 'espace L*(T) muni du produit scalaire :

(u,v) 2yl :/uvda,
r
est un espace de Hilbert.
Propriétés :
1. Pour 1 < p < 00, LP(O,T; X) est un espace de Banach pour la norme || v || z»o,1,x) €t en

particulier, si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.), alors L*(0,T; X)

est un espace de Hilbert, avec le produit scalaire.

(1, 0) p20.1) = /0 " (wlt), vlt)) xdt.

2. Pour 1 < p < oo et si X est séparable, alors LP(0,T'; X) est aussi séparable ;
3. L"(0,T; X) — L%0,T; X) avec injection continue, 1 < g < r < 00}
4. LP(0,T; X) est un espace réflexif pour tout p: 1 < p < 0o}

5. Si X est un espace de Hilbert, alors

1 1
LP(0,T; X) = L90,T; X)si 1 <p,g<oo,—+—=1.
p q

LY0,T; X) € L™(0,T; X).

Ou L*(0,T; X)" représente le dual de 'espace LP(0,7T;X),1 < p < oo de fagon générale
X’ désigne le dual topologique de I'espace X ;

6. D’apres le théoreme de Danfford-Pettis 1’espace

L0, T; Hy(Q) N LP(Q))  (resp. L>=(0,T; L*(2)))

est le dual de

LY0,T; HH(Q) + L1(Q))  (resp. deL*(0,T; L*(Q))).



Chapitre I. Quelques rappels sur les espaces de Sobolev et leurs propriétés

Et H7() + L) muni de la structure de dual fort de H,(Q2) N LP(Q),0 | + ¢ = 1;

7. Soit 1 < p < oo. L’espace de Sobolev.

_ Ou

Whe(Q) = {u € L(Q), Dyu e LP(Q)i=1,2, n} .

(D;u est la dérivée au sens des distributions par rapport & la i-éme variable) muni de la

norme

1
o lwir@= (Il 0 o) + | Vet o))"

est un espace de Banach séparable réflexif lorsque (1 < p < 00).On note W, ?(Q) Padhé-
rence de D(Q2)dans W1P(02).Grace aux applications traces,que nous allons voir apres, les

espaces W, (Q) peuvent étre définis comme suit :

WyP(Q) = {ue W(Q),/Diu=0surT',i =0,1,2,...,n}.

Le dual topologique de cet espace est noté W‘Lp’(Q) tel que p’ est I'exposant conjugué
de p.(i.e.% + ]% = 1). Dans le cas p = 2,0n note H'(Q) = W'2(Q), H}(Q) = Wy *(Q) et
H~1(Q) = W12(Q). Notons que la norme définie surH'(£2) n’est pas une norme issue
d’un produit scalaire, bien que cet espace puisse étre tres facilement normé(de maniére

équivalente) de sorte a en faire un Hilbert.

8. Soit 1 < p < oo. L’espace W'P(0,T; X), défini par :

WP(Q)(0,T; X) = {v :]0, T[— Xmesurable et telle que,v € LP(0,T;X) et o € LP(0,T;X)}

L’espace W'P(0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

1
v lwsorx= (I v I + 1V lzerx)”

Théoréme 5 Théoréeme de Riesz : L’espace dual de LP(QQ) est (LP(Q))', peut étre identifié
a LP(Q) o 1/p+1/p =1 pour autant que 1 < p < co. Le résultat est fauz sip = oo(et p' = 1).
On a donc :

(LP(Q)) = LY (Q) sil < p < oo,
(L)) = 1(9),

(L=(92) 2 LY(Q).

10



1.3 Espace de Sobolev d’ordre entier

Plus précisément si ¢ € (LP(Q))" avec 1 < p < 00, alors il existe un unique u € LP () tel que :

(i f) = olf) = [ u(@)f(@)de, Vf € L(Q).

De plus :
I w | @)=l ¢ [l(zr@)y -

Définition 10 Soit u,w € L'(0,T; X). La fonction w s’appelle la dérivée généralisée d’ordre
n de u sur (0,T) si

/OT " (tu(t)dt = (—1)" /OT o(t)w(t)dt Yo € D(RQ).

Nous écrivons w = pour n =1 et w = u'™ pour n > 2.

Théoréme 6 Soit 1 < p < 00, X un espace de Banach réflexif et soit w € LP(0,T;X). Les

propriétés suivantes sont équivalentes
1. we Wh(0,T; X);
2. u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la dérivée
forte dans LP(0,T;X) ;

3. 1l existe ug € X et g € LP(0,T; X), telles que

() = uo + /Otg(s)ds, vt € [0.7].

Il découle de la démonstration du théoréme précédent que, si X est un espace réflexif, alors
toute fonction u € W1?(0,T; X) est fortement dérivable p.p. sur (0,T) et u = % p.p.sur (0,7).
Par ailleurs, W1(0,T; X) coincide avec ’ensemble des fonctions u : [0,7] — X absolument
continues et W1°°(0, T'; X )coincide avec I’ensemble des fonctions Lipschitziennes w : [0, 7] —
X.

Pour plus de détails sur les résultats résumés dans ce paragraphe nous renvoyons le lecteur par

exemple aux référence [2].

3 Espace de Sobolev d’ordre entier

L’objet de ce paragraphe est de donner quelques résultats fondamentaux qui concernent les

espaces de Sobolev dans différents domaines.

11



Chapitre I. Quelques rappels sur les espaces de Sobolev et leurs propriétés

Ce qui nous concerne ici, c’est les espaces de Sobolev relatifs & un ouvert €2 dans le cas suivants :
2

2 est borné a frontiere I' linéaire par morceau, c’est a dire I' ={J I';, ott les I'; sont les segments

ouverts, a = (aq, ...,ay), a5 € N, 7 = 1,2, ..., n un multi-indice et on définit la dérivée au sens

des distributions par :

aa1+~-~+an

DT = g T = (e, waul Jal =t

Tn

Vo € D(Q), (DT, ) = (~1)*UT, D),

Soit maintenant s un entier positif en bref I'espace de Sobolev H*(€2) d’ordre s est défini par

H*(Q) = {v e L*(Q); D € L*(Q),|a| < s}.

Ou les dérivées D*v dans la définition de H*(£2) sont prises au sens des distributions sur 2.

4 Quelques propriétés des espaces H*()),s € N

1. On munit H*(Q2) du produit scalaire

(u,v) = Y (D%, D*v)2(0)Vu, v € H*(Q).

la|<s

La norme associée étant donnée par

2
lollzs@=| D [D%leq | » Yo e H Q).
0<|al<s
De plus, il est connu que cet espace est un espace de Hilbert.

2. Pour s = 0 on a H°(Q) = L%*() et pour tout s; > s9, on a H*(Q) C H*(Q) avec

injection continue.
3. Pour tout s > 0, H*(2) est un espace séparable.

4. Pour tout s > 0,nous désignons par H§(2)la fermeture de D(Q2) dans H*(Q2), H(2) =
D(Q) dans H*(Q2), et par H*(2)le dual topologique deH{(£2)

5. Gréce aux applications traces, que nous allons voir apres, les espaces Hj(£2) peuvent étre

définis comme suit :

HE(Q) = {v € H(Q); D*v\r = 0, |a] < s — 1}

12



1.5 Espaces de Hilbert

N

v — (Z |Dav|%2(g)>

|laf=s

est une norme sur H;(€2) équivalente a la norme || v || gs(q).

Lemme 1 L’espace VNLP(Q) est séparable. (i.e : il existe un ensemble dénombrable dense)(voir

Lions-Magines[7]).

4.1 Quelques propriétés des espaces H *()),s € N
1. H*(2) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme
| ullg-s= sup |(u, ) 120y Vu € L*(9).
veHG(Q) vl s ) <1

2. Alorson a || w ||g—s@)<||  [|220)

3. Sis> s, alors H=(Q) — H3(Q)
4. L’application :

> (-l

laf<m

envoie H*(2) sur H*()est un isomorphisme isométrique(dit canonique) de H{(2) sur
H=(Q).

5. Si T € H*(Q), alors T peut étre écrites de la maniére(non unique) suivante :

T= > D, ouf.,€L*(Q),meN.

la|l<m

5 Espaces de Hilbert

Soit 2 un ouvert borné de R", et soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire

noté (., .).

Définition 11 Une suite (u,) de H converge faiblement vers u si pour tout v € H on a

i (un,v) = (u, v).

13



Chapitre I. Quelques rappels sur les espaces de Sobolev et leurs propriétés

Il est immédiate que la convergence au sens de la norme || . ||, ou convergence forte de u,, vers

u, entraine la convergence faible. Mais la réciproque est fausse.

Théoreme 7 Toute suite faiblement convergence d’un Hilbert H est bornée. Réciproquement,

de toute suite bornée on peut extraire une sous-suite faiblement convergente.
Théoréeme 8 Tout l’espace de Hilbert séparable admet une base orthonormale.
Proposition 2 L’espace L*(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (u,v) :

(u,v) :/Qu(x)v(x)dx,

est également le produit de dualité entre u € D'(Q) et v € D(2). On posera

o] = (v,0)} = </Q |v|2dx)é.

ov
a[[’i

On pose :

HY(Q) = {v/v € L*(Q), — € L*(Q), i=1, n}

Muni du produit scalaire suivant :

et on note

ov
al’i

2) >
H'() est un espace de Hilbert, on introduit ensuite, Hj () = adhérence de D(Q2) dans H'(Q2) =

sous-espace de H'(Q), des fonctions «nullesy sur T'. Puisque (par définition) D(f2) est dense
dans H} (), on peut identifier la dual H~(Q) de H}(Q) & un espace des distributions sur 2.

| v |l )= (|U\2 +
=1

H=HQ) = (Hy(Q)),
Hi(Q) C L*(Q) c H () Cc D'(Q).

En fait d’apres le théoreme de prolongement de Sobolev voir [2].
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1.6 Inégalités

Théoréme 9 On suppose que Q) est un ouvert borné de frontiére I', C' par morceauz. Alors,
siu et v sont des fonctions de H'(2), alors on a la formule de Green suivante :
ou v

vde = — | u
Q 0x; Q Oz,

dx—l—/uvuidf, 1<i<n.
r

~ieme

Ou v; désigne le i cosinus directeur de la normale v a T dirigée vers lextérieur de 2.
Preuve : (voir P.A.Ravirat, J.M. Thomas [10]).

6 Inégalités
Proposition 3 Siu,v € L*(Q) on a linégalité de Cauchy-Schwarz
|(u, )| < Jul[v].

Lemme 2 (Inégalité de Young) Si a,b € R et soit 1 < p,q < o0, % + é =1, alors

1 1
ab < —a?P + -b4.
p q
Lemme 3 (Inégalité de Holder) Siu € LP(QY) et v € LY(2) telle quep>1, g >1

alors uwv € L'(Q) et on a :

SRl

| wo [y @< v [[zr@)l] v [|lLa) -

Sip=2,q=2, c’est l'inégalité de Cauchy- Schwarz

| wv [ <] w [zl v |22 -

Si%%—%—i—%:l, alors vvw € LY(Q) et on a

[ wow [[ye < w [lr@ll v o@ll w - @) -
Lemme 4 Siu € H*(Q) et v e H*(Q), alors uv € L*(Q), et on a

| wo [ <[] w [[zs@)ll v | 5-50) -

15



Chapitre I. Quelques rappels sur les espaces de Sobolev et leurs propriétés

Lemme 5 (Inégalité de Fridrichs-Poincaré) Soit Q@ un ouvert borné de R™, alors on a pour
toute fonction u € W,”

| u|lzr)< diam(S2) || Vu ||z,

ou
ou
al‘i

=1

1
p P
L”(Q)>

. . 1 , . \
Ceci permet de munir Wy () d’une norme équivalente & sa norme usuelle

ou Ou ou n
V= ( - a%) et ||Vl (Z

U —>|| Vu ||Lp(Q) .

Preuve(voir Marie-Thérese, Lacroix-Sonrier)
Lemme (Inégalité de Korn) Soit € un ouvert borné de R", a frontiere I', C! par morceaux.
Supposons que I' =I'; UT'y, I’y NIy = @ est une partition de I' et soit V' le sous-espace fermé
de H'(Q)défini par

V={ve H Q) \v=0 ppsurl}

Si mes I'; > 0, alors il existe une constante C' = C'(2) > 0 telle que

IVoll 20y = Cllioll-

1
2 2
LQ(Q)) |

est une norme sur V' équivalente & la norme induite par H'(£2).
En effet, si u € V vérifie

Remarque :

ou
3:1:i

H(i

=1

n 2

>

i=1

ou
&’Bi

=0,
L2(Q)

alors I'inégalité de Poincaré implique que u est constante dans €2 de trace nulle sur I'y, u = 0.
En utilisant ce résultat, il vient.

Remarque :

Si mes 'y > 0 alors v — |e(v)|s est une norme sur le sous-espace V', équivalente & la norme
canonique || . || g1(q)-

Pour plus de détails sur les résultats résumés dans ce paragraphe nous renvoyons le lecture par

exemple aux références [3, 4].
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1.7 Compléments divers

7 Compléments divers

Lemme 6 Soit X un espace de Banach. Si, voir(2],

0
ferrO.T:X) et Dern0.7:X), (1<p<o)

alors f est, d’aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,T), continue
de [0,T] — X.

Lemme 7 Soit © un ouvert borné de R} x Ry, g, et g des fonctions de L(©), 1 < q < oo,
telles que || g, ||Le@)< ¢, 9, —> g p.p.dans ©. Alors g, — g dans L? faible.

Lemme 8 (Application linéaire) Soit (p,q) € [1,00] et 1 < r < oo tels que %4—% = %.Si
B : E x FF — G est une application bilinéaire continue, alors B induit ’application biliaire

continue :

W20, T E) x Wh4(0,T; F) —s W (0,T;G)
(U, U) — B(U, U)

On a de plus,pour tout

(u,v) € WH2(0,T; E) x WH(0,T; F), (B(u,v)) = B, v) + B(u,v).

1
2)2

est une norme sur Hy(Q) équivalente a la norme || . || g ().

Corolaire 2 L’application

ov
8@-

H(i

=1

Définition 12 Une suite (w,,) d’un Hilbert H forme une base de H si elle vérifie les conditions :
a- Pour tout n, les vecteurs (wq, ws, ..., w,) sont linéairement indépendants.

b- L’espace \J H,, est dense dans H, H,, étant [’espace engendré par les vecteurs wy,ws, ..., Wn.
H, = (w1, ...,wn) .

Définition 13 On dit que lopérateur A, définit sur un espace de Hilbert H est :

1. Borné s’il existe C' > 0 tel que :

FA@) [a< C v lla Yo e H;

17



Chapitre I. Quelques rappels sur les espaces de Sobolev et leurs propriétés

2. Coercive s’il existe a > 0 tel que :
(A(w),v) Zaflv g YveH, 1<p<oo;

3. Positive s’il vérifie :
(A(v),v) 2 0Vv € H,1 < p < o0;

4. Monotone dans H s’il vérifie :
Vu,v € H: (A(u) — A(v),u —v) 20 avecu # v;
5. Lipschitz s’il existe L > 0 tel que :

|A(e1) — A(eg)| < Lley — &3] pour tout e1,e9 € H avec g1 # e9;

6. Fortement monotone s’il existe m > 0 tel que :
(A(g1) — A(g2)).(e1 — £2) > m|ey — &2|* pour tout e1,65 € H avec €1 # 3.

On peut démontrer que si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz, alors

A est un inversible et A~ est fortement monotone et de Lipschitz.

7. H-éme continue dans H s’il vérifie la propriété suivante : Yu,v,w € H la fonction.

A= (A(u+ ), w)

est continue de R dans R.

8. Soit Q0 un ouvert de R™ et 2 < p < oo. L’application :

1 1
u€ LP(Q) — Au=u|u [P LYQ) avec —+ - =1
b q
est monotone.
En effet :
Nous avons :
(Auu) = [ Jul2utde =] w [fqq (L)

18



1.7 Compléments divers

Donc
| (Au,v) |:|/|u|p_2u.vdx|</ Pt | v | da.
Q Q

En utilisant I'inégalité de Holder, il vient :

oy 1< ([ 1o as)” ([ o)’

[(Au, )] <[l 0 ol w oy - (L.2)

Par conséquent

D’autre part, on a :
(Au — Av,u —v) = (Au,u) — (Au,v) — (Av,u) + (Av, v) (1.3)
En utilisant (I.1),(1.2), de (1.3), il vient :
(Au—Av,u—v) 2l wlp+ [Tv ;= ol w5 = Fwllpl oI5 (1.4)

De la condition % + % =1,ona:

D’ou l'inégalité (1.4), devient :
(Au—Av,u—v) Zwlp+ o Ih = Follpllw 5™ = ullpl oI5
= (lulz™ = To ) Uull, = o lly) > 05 Vu,v € Q).
Proposition 4 Soit X un espace de Banach et soit T : X — X' un opérateur linéaire tel

que
(Tz,x) >0 Vxe X.

Alors T est continue.

En effet
Soit (x,) une suite de X avec z,, — z et Tz,, — f, on a

<Txn - Ty7 Ty — y> 2 0.
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Par passage a la limite, on obtient
(f—Ty,x—y) >0 Yy € X.
Choisissons y = x +tz avec t € R et z € X, on obtient

(f =Ty, x—y)=(f —Tx—T(tz), —tz) = (f — Tx,—tz) + t*(Tz,z2)
= (Tz,2)t* = (f =Tz, 2)t >0 Vz € R.

Comme le polynome(T'z, 2)t*> — (f — Tz, )t est positif pour tout ¢t € R et (T'z,2) > 0, alors

A = (f — Tx,2)? doit étre négatif. Par conséquence f = Tz, donc T est continue.

8 Lemmes de Gronwall

On présente ici des lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nombreux
problemes, en particulier pour établir I'existence, 'unicité et la régularité de la solution.
Dans certains paragraphes de ce mémoire, nous allons utiliser des versions "presque partout'
Y

de ses Lemmes.

Lemme 9 Soient f,g € C(0,T;R) deux fonctions positives pour tout t € [0,T] et soit a > 0.
Si W e C(0,T;R) est une fonction telle que :

U(t) <a+ /Otf(s)ds + /Otg(s)\lf(s)ds vVt € [0,77.

Alors :
U(t) < (a + /Ot f(s)ds) exp (/Otg(s)ds) vt € [0,T].

Pour le cas particulier f = 0, ce Lemme devient :

Corolaire 3 Soit g € (0,T;R) telle que g(t) = 0 pour tout t € [0,T] et soit a > 0. Si
U e C(0,T;R) est une fonction telle que :

() < a+/0tg(s)\11(s)ds, vt € [0,7].

Alors :
U(t) < a exp (/Otg(s)ds> , Vtel0,T].
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1.9 Reésultats de compacité

Lemme 10 Soient f,g € C(0,T;R) deuz fonctions positives pour tout t € [0,T)] et soit a > 0.
Si W e C(0,T;R) est une fonction telle que :

1
SV (1) a+/ ds+/ s)ds vt € [0,T).

Alors :
|W(t)] < (a + /Otf(s)ds) exp (/Otg(s)ds> vt € [0,T].

Dans le cas particulier f = 0, ce Lemme devient.
Corolaire 4 Soient g € C(0,T;R) telle que g(t) = 0 pour tout t € [0,T] et soit a > 0.5i

U e C(0,T;R) est une fonction telle que :

1
240 fa +/ s)ds Vit € [0, 7).

Alors
[U(t)] < a exp (/0 g(s)ds) vt € [0, 7).
9 Résultats de compacité

Théoreme 10 Soit {2 un ouvert borné de R™ de frontiére assez régquliere ; alors l'injection :
Id: HY(Q) — L*(Q)

est compact, et on dit que H*(Q2) s’injecte de facon compact dans L*(2).
Preuve : (voir H.Brezis[2]).

Corolaire 5 (Théoréme de Rellich-Kondrahov) Soit Q un ouvert relativement compact de R™ ;

alors, pour tout m > 1,
1. Vinjection de Hi'(Y) dans HJ" *(Q) est compact,

2. Uinjection de H™(Q2) dans H™ () est compact si Q posséde la propriété de m-prolongement.
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Chapitre 11

Existence et unicité de la solution

Résumé :Dans ce chapitre, on considére un probleme aux limites semi linéaire gouverné
par les équations semi-linéaire, avec des conditions aux limites mixtes, Dirichlet-Neumann.
On démontre que ce probleme, sous certaines hypotheses sur les données, est équivalent a
un probleme variationnel qu’on précisera. En utilisant les techniques de Faedo-Galerkin et la
méthode de compacité, on démontre que ce probleme possede au moins une solution faible. Ce
chapitre se termine par démontrer I'unicité en se basant sur le Lemme de Gronwall et sur que
quelques résultats d’analyse fonctionnelle qu’on a cité dans le premier chapitre.

Contenu :

1. Position du probleme.

2. Formulation variationnelle.

3. Existence et Unicité de la solution :
3.1. Existence de la solution ;

3.2. Unicité de la solution.

1 Position du probleme et formulation variationnelle

1.1 Position du probleme

Le probléeme considéré, dans ce chapitre, consiste & chercher une fonction u : Qx]0,7[— R
a valeur réelle solution du probléme suivant :
0%

@—Au—i— lu|Pu=f xe€Qtel0T], (I1.1)

a) u=0 sur ¥,

b) g—f’ =0 surds,

(I1.2)
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Chapitre II. Existence et unicité de la solution

et ug, uy sont des fonctions données et p > —1 et f donnée dans 2x]0,77.

1.2 Formulation Variationnelle

(11.3)

Dans ce paragraphe on démontre, sous certains hypotheses, que le probleme (I1.1)-(I1.3) est

équivalent a un probleme variationnel, noté (P.V)

Lemme 11 Sous les hypotheses :

feL}Q),

uw €VNLPQ); p=p+2,

U € L2<Q)

Le probléme (11.1)-(I1.3) est équivalent au probléme variationnel suivant :

Trouver w e V N LP(QQ) tel que
(u",v) + a(u,v) + (| u |P u,v) = (f,v), Yo € VN LP(Q)

(P.V):
u(z,0) = ug, = € Q,
W (x,0) =u,x € Q,
Ou
V={ve Hl(Q)/v =0 sur X},
ou 87}
a(u, ) Z/ ox; 8%
Démonstration

Soit u une solution du probléme (I1.1)-(11.3) et soit v € H'(Q) N LP(Q).

En multipliant 1’équation (II.1) par v, on trouve :

(w",0) = (Au,0) + ([ w |” w,0) = (f,0).

24
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I1.1 Position du probleme et formulation variationnelle

(Au,v) = /QAuv dz.

En utilisant la formule de Green ( Théoreme 9), voir chapitre I, pour le terme (Au,v), on
obtient : pour tout v € H'(Q) N LP(Q),

ou 81}
(AU’U>: dF Z/ Ox; (‘9x

Puisque {I'1, 3} est une partition de I, on a :

ou ou 81}
A S pdr r-— /
(Au,v) = r; On vl + I 877 vd Z 0w, 8$Z
Si on pose v = 0 sur I'y, de (I1.2) il vient
ou 8@
P
(Au, ) Z / Sl Yo e VN LP(Q), (IL.8)

ou

V={ve HQ)/v=0 sur 3}.

De (I1.7),(I1.8), il découle :

n ou Ov
" P _
(u ,v)—i—;/gaxiaxid:v—l—(] u P u,v) = (f,v).
Donc :
(', 0) + a(u,v) + (| u " w,v) = (fiv), Vo€ VALHQ),
ou :

ou E)v

a(u,v) Z/ o0x; 81:1

Finalement tenant compte des conditions (II.3), on conclut que u est une solution du probleme
(P.V).

Reste a vérifier 'implication inverse.

Soit u € V' N LP(Q2) une solution du probléme variationnel, on a :

(", v) + a(u,v) + (| u |? u,v) = (f,v), Yo e VN LP(Q).
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Chapitre II. Existence et unicité de la solution

Ou encore :

" ou Ov
" P — . p
(U’U>+;1/(28:Ei8xidx+(’u| u,v) = (f,v) ;Yo e VN LP(Q).

En utilisant la formule de Green, il vient :

)+ [ 2

Pour v = ¢ € D(2), on conclut :

D3 o

u, ) = (f,4) V¢ € D(Q).

D’ou :
— [ Audr + (|u | uy) = (£.) ;¥ € D).
Donc :
(", 1) = (Au, ) + (| u |” u, ¥) = (f, ), Vip € D(S).
D’ou I’équation :
v —Aut|ulPu=f  dans D(Q).

Et par conséquent :
W' —Aut|ulPu=f  pp. dans (Q).

Reste a vérifier la condition (II.2.b).

On revient a (I1.9), et puisque {I';, '3} est une partition de I'; on a :

ou ou
1! s 1—1 1—\
(u",v) + N anvd + L On vd Z/

oz;

Comme v = 0 sur I'y, on déduit :
ou

an

=0 sur TIs.

On pose :

o= (ot = (3 52 5t ) (Z/Qm) )
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I1.1 Position du probleme et formulation variationnelle

Il est clair que || u ||; définie une norme sur V' et de plus, on a :

Lemme 12 || u ||y est une norme surV, équivalente a la norme || u || .

Démonstration :

" Ou ,
a(u, u) Z/(ax) e=Y | g < Ol

=1

Grace a I'inégalité de Korn, voir Chapitre I, on a :

afu,v) Z/ (axz>

Donc :

" Ou
>Zai

i=1

"X

= |Divul 2y 2 C || u || -
L2 (Q)

0x;

L2(Q)

C3 | u||< (a(u,w)z < C'% |l

Remarque 2.1 :

Le probléeme (P.V') a bien sens.

En effet :

Si u +— u(t) est une fonction de L?(0,7;V) et si v est un élément de V alors la fonction
t — (u(t),v)y appartient & L*(0,7).

Tout d’abord, puisque u est une fonction de L?(0,T;V), les fonctions t +— (u(t),v) et t —
a(u(t),v) appartiennent a L*(0,7'). Aussi la fonction ¢ — (| u |? u(t),v) appartient a L?(0,T)

pour tout v € V', car en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

/ ul” u)o(t) * de <|| (u(®)*" |2l v*(F) @)

<l (®) 1746 Il 0(t) I20y< C.

De méme, puisque f est une fonction de L*(0,T; V'), la fonction t — (f(t),v) est dans L?(0,T),
pour tout v € V.
Donc le probléme variationnel (P, V') a un sens dans D’(]0, 7).
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2 Existence et unicité de la solution

2.1 Existence de la solution

Dans cette partie on montre que le probleme (I1.1)-(I1.3) sous certaines hypothése, possede
au moins une solution variationnelle.
Théoreme 2.1 :

Sous les hypotheses :

fer*Q), (I1.10)
uy € VNLP(Q), p=p+2, (I1.11)
u; € L*(9). (I11.12)

Alors, le probleme (II.1)-(I.3) possede au moins une solution ayant la régularité.

we L®(0,T;V N LPQ), p=p+2, (IL.13)
ou
e € L>=(0,T; LP(92)). (IT.14)

Remarque 2.2 :

Sous les hypotheses (I1.10)-(11.12), on a :

Les conditions (II.3.a),(I1.3.b) ont un sens.

En effet :

De (I1.13),(I1.14) et du Lemme 6, voir chapitre I, il résulte en particulier que u est continue de

0.7] — L*(Q2),

donc, (II.3.a) a un sens.

Reste a vérifier que la condition (I1.3.b) a un sens :

De I’équation (II.1), on a :
Ou =f+Au—|ul|’u. (I1.15)
ot?

Comme :

A€ L(V; HHQ)).

En utilisant (I1.13), il vient :
Au € L0, T; H1(Q)).
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D’autre part de (I1.13), il vient :
t/ ||u|pu|ﬂch:<!/‘|u|@+1m/dx::t/ | |0 g
Q Q Q

= [ Tu @V dr = [ u e = u [0S

Ce qui implique que :
’ 1 1
| u [P ue L>(0,T;LP (), telque—+ — = 1.
p D

De (II1.15), on tire :

2 /
gtg € L*(0,T; L*(Q)) + L0, T; H*(Q) + L” (Q)).
D’ou, en particulier :
2 /
th € L*(0,T; H'(Q) + L” (). (I1.16)

De (I1.14),(I1.16) et du Lemme 6,voir chapitre I, on a, en particulier :

21; est continue de [0,T] — H1(Q) + LP/(Q)'

Donc (I1.3.b) a un sens .
Démonstration du Théoréme 2.1

Le plan de la démonstration est le suivant :

1. Solutions approchées : On construit des solutions approchées par la méthode de Faedo-
Galerkin .

2. Estimation a priori : On établit sur ces solutions approchées des estimations a priori .

3. Passage & la limite : On passe a la limite , grace a des propriétés de compacité (Dans

les termes non linéaires).
4. Vérification des conditions initiales .

On commence par :
1-Solutions approchées :

On introduit une suite (w,) de fonctions ayant les propriétés suivantes :
1. Vi;w; € VN LP(Q),

2. Vm;wi,ws, ..., wy, sont linéairement indépendantes,
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Chapitre II. Existence et unicité de la solution

3. L’espaceV,, = w1, ws, ..., wn,|engendré par la famille {w;,ws,...,wn,} est dense dans V' N
LE(Q).

Une telle suite existe, d’aprés la séparabilité de I'espace V N LY ().

On cherche alors u,, = u,,(t) solution "approchée” du probleme dans V,, sous la forme :

U (t) = igim(t)wi. (I1.17)

=1

Les gim étant a déterminer par le systeme suivant :
(i (1), wj) + @t (), wj) + (| tm(t) |7 um(t), w;) = (f(t),w;), 1<j<m (I1.18)

et telle que :

Um (0) = Ugm, Uom = Z Qmw; — U lorsque m — oo, dans V N LP(Q), (I1.19)
i=1
w, (0) = Ui, Uim = Y Bamw; — w1 , lorsque m — oo dans L*(12). (I1.20)

i=1
D’apres les résultats généraux sur les systemes d’équations différentielles et puisque wy, wy, ..., Wy,
sont linéairement indépendants (det(w;,w;) # 0 du systeme (I1.18)-(I1.20)). On a l'existence

d’une solution du systeme dans un intervalle [0, ¢,,], ou ¢, €]0, 7], telle que :
U (1) € L0, Vi) 5 iy (1) € L2(0, 003 Vin) 5 i (8) € L2(0, 8 Vim).

Les estimations a priori qui suivent montreront que t,, ne dépend pas de m c’est a dire que
t,=T.
2- Estimations a priori :

On multiplie I'équation (II.18) d’indice j par g/, (t) et 'on somme en j, il vient :

(U (8), U (£)) + @t (), 13, () 4 (| i (8) 17 2t (), 0 (£)) = (f (£), 0, (F))- (I1.21)

Mais comme :
Up, € L2(0,t0; Vin) 5l € L*(0,t; Vin).

Alors :
(it ) € LE0, s L2(52)).
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Soit la forme bilinéaire B définie par :
BiIXQ) x LXQ) 5 R, (f.9)— [ f@)glx)ds
Q

D’apres le Lemme 8, voir chapitre I, on a :

a(tum(t), um(t)) = 3 /Q %QZ? 381;’? € W20, T; L2(Q)) = HY(0, T; LA(Q)).

Comme :

Alors :

;lta(um(t% U (t)) = @, (1), tm (1)) + @l (8), 1, (8) = 2a(tm(t), vy, (1))

Et par conséquent :

, 1d 1d

a(um(t), 1, () = 5 = a(om () um(t)) = 5 [ wm () [17 - (I1.22)

En utilisant (I1.22), et la formule (I1.21), on trouve :

1d

(i (8), 0 (0) + 5 2 | e (2 (] n () 17 2 (£), 03, (0)) = (F(8), 00, (1)) (I1.23)

On a :
d

d d
) 1= / [ (1) | do = /Q@ [ (1) | do

_b / (i () 252 1 (i (2, ) [ (e (2, ) e

i=1 i=1
:p/Q | Uy [P72 i, dev :p/Q | Uy |7 v, d = (| Uy |? Uy wl,) 5 p=p— 2.

Donc : L d
5% || UM<x>t) ||Iz,p(Q): (| U, |p umau/ (t)) (1124)
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Chapitre II. Existence et unicité de la solution

Aussi, on a :
LAy (1) P= (), (1)):
2dt m mAr/y Tm

En utilisant (I1.23)-(I1.25), il résulte :

L1 0) P 1 ) 1B 20 1]t (02 By = (0.2 (0)

D’apres le Lemme 12, et en valeur absolue, on a :

1d
2dt
En intégrant (I1.27) sur (0,¢), on trouve :

) PO [ n(8) 1]+ || () oy

1 1 1
<5 Lt P50 o 1 1 0n(0) [y + 1 (F(5) ()| .

Grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, on conclut :

| (F(5), () 11 FG5) 1 ) 1< 5 1 FG5) 2 4 Lal(5)) P

De (I1.28), il découle :

[ (8) [P +C [ () [1P] + = || wn(t) |10

N —

1 1 1
< 5 L 4500 o 1P 4 [0 (0) | 2/ | £(s) |2ds+2/ |l (
D’apres (11.19),(I1.20), on a :

1 o 1 o 1 2
— | wim | +=C1 || uom || += || um(0 / f(s)|Fds+ = / ul
2| 1 ‘ 2 1” 0 H p|| | | |

<C+= /]f ) |? ds + = /\u ) |? ds.
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I1.2 Existence et unicité de la solution

Ou C est une constante indépendante de m, alors :

1, , 1 1 gt 1t
ol ) P 4O L) P14 ) ey < C g 01 7() P st 5 [l (s)) 1 ds.

(11.29)
Puisque f € L*(]0, T[xQ).
Donc : .
/ | f(s) |* ds < constante. (I1.30)
0
On déduit, en particulier de (I1.29) :
t
1 (1) P< C +/ ! (s) |2 ds. (IL.31)
0
En utilisant le Lemme de Gronwall (corollaire 3), on déduit :
| uy, (t) |< C. (I1.32)
De (I1.29),(I1.32), on en déduit que :
|| wm (8) || + || um(t) || )< Co, (Constante indépendante de m). (I1.33)
D’ou lI'indépendance de t,, par rapport a m.
On en déduit que t,, = T et de (I11.32),(I1.33), on déduit que :
Uy, demeure dans un ensemble borné deL>(0.7;V N LP(Q2)) et (1134)
u!, dans un borné de L>(0,T; L*(2)). .

3- Passage a la limite
D’apreés la proposition 1, voir chapitre I, I'espace L>(0.7;V N LF(Q)) (resp L>(0.T; L*(2)))
est le dual de L'(0.7; H1(Q) + L4(Q)) (resp L'(0.T; L*(2))).

De (I1.34), on peut extraire de (u,,) une sous-suite (u,) telle que :
u, — u dans L®(0.7;V N L7(Q)) faible étoile. (I1.35)
w, — v’ dans L=(0.T; L*(Q)) faible étoile. (I1.36)

Par ailleurs, il résulte en particulier de (I1.36) que (u,,) est bornée dans L*(0,T; V) C L*(0,T; L*(Q)) =
L*(Q) et (uy,) dans L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q),
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Chapitre II. Existence et unicité de la solution

donc en particulier, on déduit que (u,,) demeure dans un borné de H'(Q).

D’aprés le Théoreme 3 de Rellich-Kondrachoff I'injection de H*(Q) dans L?(Q) est compacte.

Ce qui nous permet de conclure que la sous-suite (u,,) :
u,, — u dans L*(Q) fort  p.p.
Et comme | u,, |* u,, demeure dans un borné de L>(0,T; L¥ (2)), on a :
| u,, |P u, — w dans L®(0.7; LP (Q)) faible étoile.
On pose : © = Q; g, =| u, |? vy, q= ﬁ—ﬁ = p/ d’apres (11.37), il résulte :
g, = ul|Pu=g pp etg, = wdans L(O) faible.
Grace au résultat du Lemme 7, voir chapitre I, on déduit que :
w=g=|ul’u.
Et par conséquent :
| uy |° uy —|u [P u dans L0, T; L' (R2)) faible étoile.

De (II.18), on a :

(u;:awj) + a(“w“j) + (’ Uy, ‘p um“j) = (f:wj)a I<y<m.

Mais d’apres (11.35),(11.36) :

a(uy,w;) = a(u,w;) dans L>(0,7T) faible étoile,

(u),,wj) = (v, w;) dans L>(0,T) faible étoile.

Et donc : J
(ul,wj) = %(u’u,wj) — (u",w;) dans D'(0,t).

Et d’apres (11.39) :

(| uy [P up,wj) = (] w|? u,w;) dans L=(0,T") faible étoile.
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I1.2 Existence et unicité de la solution

On déduit donc de (I1.40) que :

d2

o2 (W wj) + a(u, wy) + (| u|” u,w;) = (f,wj),

et cela pour tout w; € Vi,,; 1 <7 <m.

Et d’apreés la propriété de la densité de V,,, dans V N LY (Q), on trouve :
(u",v) + alu,v) + (| u |? u,v) = (f,v), YveVNLPQ).

D’ou il résulte que u satisfait (II.1).

4- Vérification des conditions initiales

Reste a vérifié les conditions (II.3).

D’aprés (I1.35), on a, en particulier, u,(0) — u(0) dans L*(Q) faible.
Or de (I1.19) u,(0) = ugm — uop dans V' -N LP(§2), donc, on a (II.3.a) :
D’apres (I11.41), on a :

(u);(t),wj) — (u"(t),w;) dans L*(0,T) faible étoile.

Donc :

(uL(O),wj) — (v (0),w;) et par conséquent (v'(0),w;) = (ug,w;), Vj.

Dot (IL.3.b).

2.2 Unicité de la solution

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la démonstration de 'unicité d’une solution.
Théoréeme 2.2 :

On se place dans les hypothéses du théoreme 2.1 avec p < -2

n—2 7

quelconque), alors la solution u obtenue au théoreme 2.1 est unique.

n # 2 (si n = 2 alors p fini

Démonstration :

On fait la démonstration dans le cas n > 2.

Soient u, v deux solutions, au sens du théoreme 2.1.
On pose w = u — v, de (II.1)-(I1.3), il résulte :

W= Awt | ulfu—|v|fv=0, (I1.42)
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Existence et unicité de la solution

w=0 sur X, =0 sur X,

a

we L®0,T;VNLY(Q),

W' € L*®(0,T; L*(Q)).

Multiplions les deux membres de (I1.42) par w’, on obtient :

On sait que :

Donc :

On a :

1d

2dt 2dt

[ (v P o=lulPu <[ v o=lul’u] o]

Si on suppose que | u |<| v |, alors d’apres Lions[1], on a :

[ (v [P o= Tu P u)u [<[ v P v=[ulul]o]

5o W@ 45— [lw®) (1= /Q(I vl o= ul uw'de.

(I1.43)

(I1.44)

(I1.45)

(I1.46)

(I1.47)

Slo—ul (ol +lol +.+ o) [ I<lw] (p+1)[v]]o]

<(p+D vl

En utilisant I'inégalité de Holder, on conclut :
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I1.2 Existence et unicité de la solution

<(p+1) [ 1vFwl | |da

1 1 1
S@+D ol el | @l pour —+ =+ =1
n q 2
SOl vlling Nwll [«
D’apres le Théoreme de plongement de Sobolev, on a :
l/(!vl” v=lu P uwde [ C v |l ||w]l o] (I1.48)
Q
Mais comme v € L*(0,T;V N LP(2)), alors :
v |)P< C.
Donc :
Lo o= lul uplde |< Gl wl || (11.49)
Q
En utilisant I'inégalité de Young, il découle de (I11.47),(I1.49) :
Ld e 2 po 1 g |2 2
57w @ P +C @) ) < Gflwll - o' < G010 F+[o@) (7). (11.50)

En intégrant (I1.50) entre 0 et ¢, on aura apres utilisation de (11.43) :

S0 P +C [ w(0) 1)< 50 [ (1) P+ 1] ls) 1P)ds,

Alors : .
Cr (1w (t) P+ [ w(t) |P) < Cs /0 (| &/(s) [+ || w(s) []*)ds.
Ou
C] = min(1,Cy)
Ou encore :

t (!
| W'(t) [+ [ w(t) < 0+/0 53(! W(s) P+ [ w(s) [[*)ds.
1
D’apres le Lemme de Gronwall, voir chapitre I, on a :

g? ds) Vit e [0.7].

t
!/ 2 2<
(1) P+ 1l w(r) IP< 0 ool [
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Chapitre II. Existence et unicité de la solution

Donc :
| W'(t) 2+ 1] w(t) [IP< 0.

De 'inégalité suivante :
| W'(8) [P+ [ w(t) [P0,

il vient
| W'(8) [+ [ w(t) [I=0
et puisque
|W'(8) P> 0 et ||w(®) |[*>0,
alors :

wt)=0  VteloT].

D’ou la condition :

w =0,

et par conséquent, 'unicité de la solution.

Remarque 1 Pour justifier la conclusion précédente on utilise le procédé suivant :

Soit s €]0,T], on introduit les fonctions wy,v :]0, T[— R, définies par :

— [fw(o)do, sit<s
TURE S

0 sit>s

wi(t) = /Osw(a)da de sorte que (t) = wyi(t) —wi(s) sit < s.

On prend le produit scalaire des deux membres de (I1.42) avec 1(t) et toutes les intégrations

étant maintenant loisibles, on obtient :

— [+ [Cat.wyde= [0 o fu
D’ou, comme ¢'(t) = w(t) et ¥(0) = —wy(s), on a :

_/Os(w’(t),¢’(t))dt: —/Os(w’(t),w(t))dt: —/OS[/QW’(J)w(U)dU]dt

= — [ e dtlds = — [ [Zwr@isds = —5 [ (wls)ds = —3 | w(s) P
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I1.2 Existence et unicité de la solution

et
[ a0y = [ aw . vae =3 [*2 ) wlo) IR do

=S IO I

On en déduit que :

s Lwls) P =3 1190) = [ o=l w,w(e)de

S 1wls) P =3 llen(s) = [[Q ol o= ule wp(o)as

En utilisant (11.48), on en conclut que :
1 2 1 2 ° p p
5 1) 5 ) = [ (ol vl wo@add
0o Ja

<C [0 Pl @)l ) [l dt
<C [P 0®) ezl ¥ 1o dt

<G [ 1w |l v 1] de

Donc :
S 1o(s) 1245 Nl (o) 1B o [ ) |1l wa(®) 1+ 1l (o) I

= Co [ 1w (@) |1 dt+Ca [ wl®) 1] wals) || de

En utilisant ['inégalité de Young, on trouve :

1 1
5 () P45 o) I

s ] s 1 s 1 51
< = 2 — 2 - 2 : 2 ]
Co[[[ 51w Pt [*S1lan® P det [7S 1w e+ [[51enls) |1 ae

Ou encore :

) 45 ens) 1< 5Co [ [ @ 1w 1+ 1l wnte) 1]

Donc :
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() P +C1 [ n(9) 1P G [ @[ w(t) [P+ 1] en(6) ).
D’ou, il vient :

() P +C1 [ wn(9) P G [ @1 w(t) 12+ [l en () P,
et par conséquent, on conclut :

Cs(| w(s) [* + 1| wals) |I*) < 2Ce /OS(I w(t) |* + [l wi() [1*)dt

20,
030

ot C3 = min (1,C}).

[w(s) [* + 1] wils) [P 0+ (| w(®) I* + [l wi(®) "),

D’apres le Lemme de Gronwall, voir chapitre I, on a :
[ w(s) [+ [] wals) [[*= 0.

D’ou la condition :
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Chapitre 111

Régularité et dépendance continue de la solution

par rapport aux donnés

Résumé :

Dans ce chapitre, sous certaines hypotheses supplémentaires sur les données, On démontre que

le probleme considéré dans le deuxiéme chapitre possede une solution forte unique. Puis, on

analyse la question de la dépendance continue de la solution par rapport aux données.

Contenu :
1. Régularité de la solution :

2. Dépendance continue de la solution par rapport aux données.

1 Régularité de la solution

Théoréme 3.1

On se place dans les conditions du Théoreme 2.2 avec en outre

Uy € VQHQ(Q),

uy €V,

< ;
p n—2

n # 2 (sin =2, p fini quelconque).

(11L.1)

(I11.2)

(I11.3)

(I11.4)
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Chapitre III. Régularité et dépendance continue de la solution par rapport aux
donnés

Il existe alors une solution et une seule du systeme (II.1)-(I1.3) vérifiant :

u € L0, T;V N H*()), (I1L.5)
u' € L>(0,T;V), (I11.6)
u” € L*(0,T; L*()). (I11.7)

Démonstration de Théoréme 3.1

1.1 Existence

On part des solutions approchées u,, fournies par (I1.17)-(I1.20) avec cette fois pour w; une
"base” de l'espace V N H?(2) et avec

Uom — Uy dans V N H?(Q), (I11.8)

U1y — w;  dans V. (I11.9)

On va établir (étape (7)) une estimation a priori supplémentaire qui montrera l'existence d’une
solution avec (IIL.6),(II1.7), puis 'on montrera (IIL.5) dans I'étape (i¢) par utilisation de I’équa-
tion (II.18),(Théoreme 2.1).

Etape (i) :

On déduit de I’équation (II.18) suivante :

(g (£), ;) + alum (), wj) + (| um(t) |* um(t), w;) = (f(t),w;), 1 < <m,

que
(p, (0),w;) = (f(0) + Augm— | om |” vom,w;), 1

N
.
N
3

(I11.10)

D’apres (11.10),(II1.1) et le Lemme 6, voir chapitre I, on a :
f(0) € L*().

D’apres (I11.8), il vient :
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De (II1.4), on trouve :
| Uom | tom demeure dans un borné de L*(2). (ITI.11)
Et d’apres (II1.11), en multipliant (II1.10) par g7, (0) et sommant en j, il résulte :
[ 1 (0) P< (| £(0) [+ | Ao | + | | ttom 7 ttom [) | 7, (0) |,

don :
| (0) |< C. (I11.12)

Dérivons (I1.18) en ¢, il vient

(U (1), w5) + altg, (£), w5) + (p + 1) (| tm (t) | 15, (1), w05) = (f' (1), wj)- (IL.13)

On multiplie (ITI.13) par g7, (t) et on somme en j, il vient :

;jt | i () [P alu, (), up, () = (F(£), up, (t) = (0 + D) wm(t) 7 up, (t), ur, (1))
On a:
CZ@(%@), U () = @y, (8), w3, (1)) + alup, (8), u, () = 2a(uy, (8), uy, (1))
Donc :

Et par conséquent :

1d

577 (@) P+ 1L, () 17) = (/0,1 (6) = (o + D(| um(t) |7 00, (1), w (). (TT114)

En utilisant I'inégalité de Holder, on trouve :
[ (e (8) 17 2, (£, 20 () ||t (8) 1P| i 1] 2t (8) 2ol 1 (2) (1220 - (I1.15)

Ot ¢ est donné (comme dans le Théoreme de plongement de Sobolev) par :

1 1 1
—+ -+ =-=1
n q 2
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Moyennant (II1.4) et (11.34), il résulte :
[ 1 2t (8) 1P (@) < i () (17 () <I| i () [1°< ¢ (comstante).
De (II1.15), il découle :
| ([t (£) |7t (8), 10, (2) [ C ] i (8) 1] | g () ] - (I1.16)
En utilisant I'Inégalité de Cauchy-Schwarz, de (I11.16), il vient :

| (F/(8),um () | =(p 4 D) wm(E) 17 1 (8), () [<] S8 ] i (8) | +C ] g, (8) 1] | iy (2) |
(IIL.17)
D’apres (I11.17) et I'inégalité de Young, on a :

| (£ () | =(o 4 D) (| um (t) |7 1, (8), 1 (2) |

<

~

!/ 1 " 1 !/ 1 "
P P4 Ll (0) P50 1w (0) [P +5C (o)

DO | —

1 1 1
=5 IO P +50+C) [up(®) P +5C | wn(0) P

1 1 1
=S 1O P 450 [up () P +50 [ u,(0) 117
2 2 2
Et d’apres (I11.14), en valeur absolue, on a :

1d

" / / 1 " 1 /
57 um(®) P +C () [P) < 5 LSO P 450 [up@) P +5C (w0 . (HL18)

N | —

Par intégration sur [0,¢] de (I11.18), on déduit :

1 " / 1 " 1 /
S (@) P +Cu (@) 1) = 5 1 (0) B =€ [, (0) |

1t 1 st
<5 [ 176 Fds+ 5 [(Coluln(s) P +C [, (s) |P)ds. (IIL.19)

De (II1.19), on a :

t
[ (£) 12 +C ], (8) [P 2, (0) 1 +C ] i, (0) 117 +/0 [ f'(s) " ds

44
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¢
+Cs [ (| up(s) 2+ || () | P)ds. (111.20)

Ou 03 = maX(Cg, C)

D’apres (I11.1)-(II1.3) et (I11.20), on a alors :

[ um(t) 2 +C1 [] (1) [1°< 1+/ (| um(s) 2 + [l ufn(s) [[7)ds).

O [l 0) P+ 1,00 1) < Co 14 [ ala6) 1+ 1 ) 9]
Ll (0) P+ [l (0) [P< 1+/ (1) P+ [] ey (s) )dls).

t
Co = max(| u, (0) |2 +Ca [, (0) |P+ [ 1 £(s) [ ds, Cb).
C] = min(1,Cy)

En utilisant le corollaire de Gronwall, voir chapitre I.
On a :

|u! (t) |2 + || (1) ||P< constante.
Donc :

{u’m(t) demeure dans un borné de L>(0,7;V), (T1.21)

u” (t) demeure dans un borné de L>(0,T; L*(€2)).

Alors, on peut extraire une sous-suite (u,), comme dans la démonstration du Théoreme 2.1, et
telle que, en outre, u vérifie (I11.6),(IIL.7) :

wy (t) — u(t) dans L(0,T; L*(Q)) faible étoile. (I11.22)
En utilisant (I1.38),(I1.39), on obtient :
u,, — u dans L*(Q) fort et p.p,

|y [P u,(t) =] w | u(t) dans L0, T; L7 (Q)) faible étoile.

De (I1.18), on tire :

N
.
N
3

(g (1), w5) + alm (), wj) + (| um(t) |* um(t), w;) = (f(),w;), 1
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donnés

Ou encore, pour m = i, on a :

(,(£) w5) + alwn(t), w)) + (| wu(t) |7 wu(t),w5) = (f(2),w;).
On passe a la limite et d’apres (111.22),(11.35),(I1.39) pour j fixé, on a :

a(uy(t), w;) — a(u(t),w;) dans L>(0,T) faible étoile,

(w(t),w;) = (u"(t),w;) dans L>(0,T") faible étoile,

o
(| wy 1P wpswj) = (| w |P u,wj) dans L=(0,T") faible étoile.

On déduit que :
(u"(1),w;) + a(u(t),ws) + (| u(t) |* u(t),w;) = (f,w;)-

Puisque V,, est dense dans V N H?(Q), il résulte :

(W' (t),v) + a(u(t),v) + (| u |? u,v) = (f,v),Yv € VN H*(Q).

D’ou, on conclut que u satisfait (II.1),(I11.6),(II1.7).
Reste a vérifier (IIL1.5).
cad ue L>®(0,T;V N H*(Q)).

Etape (i) :
D’apres (I1.1), on a :
Au=u"+|ulPu—f.

Mais | u |? uw € L=(0,T; L*(Q)).
En utilisant (I1.10),(II1.1), on obtient :

f € L>(0,T; L*()).

De sorte que, avec (IT1.7) v’ € L>=(0,T; L*(2)), On déduit de (I11.23) que :

Au € L™®(0,T; L*(Q)).

Posons
Au

I
=
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III.1 Régularité de la solution

A est un isomorphisme de V sur H~!(), soit G sont inverse; alors (comme u € L>(0,T;V),

on a .

ut) =G (h(t)  pp. (I11.26)

Mais d’apres les Théoremes de régularité des solutions des équations non linéaires elliptiques,

on a :

G € L(L*(), H*(Q)). (I11.27)

D’ou (II1.5) résulte de (II1.26),(I11.27).

1.2 Unicité

On opeére comme dans la partie formelle de la démonstration du Théoréme (2.2). On arrive

(avec les notations de cette Démonstration) a :

1d

57O F + 1w IP) < o) Pllone < T w) [zl () [l -

Et comme :
[ v(@) 1P]leney< C.

Et :

|| w(t) ||La@<|| w(t) || (d’apres le Théoreme du plongement de Sobolev).

1d
2 dt

En intégrant entre 0 et ¢ et en utilisant (11.43), il vient :

('@ P+ w@) [P <G llw@) || [w'#) ]

1 t
SUCOF+11w® <G [ e |l /()| dt
D’apres le corollaire 3 de Gronwall, voir chapitre I, on a :

w = 0.
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2 Dépendance continue de la solution par rapport aux

données

On définit I'espace de Banach, suivant :
W(Q) = {p/p € L=(0,T;V), ¢' € L*(0,T; L*())}.
Muni de la norme :

Lo llw@=Il ¢ lle=@rv) + || ¢ llz=omL2 @) -
On considere 'application 7 définie par :

7 LAQ) x V x LA(Q) — W(Q), (II1.28)

{f,up,ur1} —> u

Ot u est une solution du probleme (II.1) On a le théoréme suivant.

Théoréme 3.2 Sous les hypothese des Théoreme (2.1),(3.1), 'application 7 définie en (I11.28)
est continue.

Démonstration :

Soit v = 7({g, v, v1}), et supposons que {g, v, v1} — {f, ug, u1} dans L*(Q) x V x L*(Q).
Alors v demeure dans un borné de W(Q).

On peut alors choisir v dans un borné de W(Q).

On a:

u—Au=f—|ulf u,
V' —Av=g—|v | .
Soit w =u — v, on a
V' Aw=f—g—(lul|’u—|v | o). (I11.29)

On multiplie les deux membres de (I11.29) par w’, et lorsque les intégrales ci-aprés ont un sens;

on obtient apres utilisations de la formule de Green et les conditions (I1.2)

(W' (1), (1) + alw(t), (1) = (f — g,0'(t)) — /Q(I u |’ u— [ v’ v)w'de. (IT1.30)
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I11.2 Dépendance continue de la solution par rapport aux données

Comme dans (I1.22),(I1.25), on a :

(W"(t),w'(t)) = 5.4 | w'(8) |2,
a(w(t),w' (1)) = 5 ga(w(t),w(t) = 55 [l w(®) |}
Donc de (II1.30), on a :
Ld / 2 2 l p p !
Szl @ P+ llw@) ] = (f - g,w(t)) —/Q(I ul”u—|v |’ v)wdr. (I1.31)
En intégrant (II11.31) entre O et ¢, il vient :
L2 o1 L sy 2 2 ! /
5 @@ P+ Lo [1F] = 5 [|0/0) P+ [ w(0) ] = /0 ((f — g).w')ds
t
— Pu—lol? o)
/O/Q(|u| u—| v P v)w'de ds.
Donc, en valeur absolue, on a :
1 / 2 2 1 2 2 ! /
Sl @ [+ [ w) [1] < 5w = v 7+ [ uo = v ||1)+/0 (f —9),u)ds

t
+/ /(|U ” v— | u|” u)w'dz ds.
0 Jo

D’une maniere analogue, de (I1.50), en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, 1'inégalité de

Holder, et (I1.48), il vient :
t
| W'(t) P4 [ w(®) 1< ur —v1 P+ || wo — vo | +2/0 | (f = 9)(3) |2 @'(8) |2(q) d(s)

t
+2/CHwH]w’|ds.
0
D’apres 'inégalité de Young, on a :
1 |2 2 2 2 ! 2 e |2
| () 7+ [ w®) [IP<]ur = v [* 4 | uo = vo ] +/O(|(f—9)(8)| + | w'(s) [P)ds

40 [ wls) IP+1/(5) s,

Donc :
| '(t) P+ 1] w(t) 11P< g — o1 [P+ 1] wo — vo |]?
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[T =0 Pds+ [(Cllas) [P +1+C) | o/(s) P)ds.

Ou encore :
| W' (t) P+ 1] w(t) 11P< g — o1 [P 4 1] wo — vo |]?

[T =96 P ds+Co [[(1w(s) P+ Il wls) [P)ds

Cy=(C+1).

En utilisant le Lemme de Gronwall, on trouve :

(1) [+ 1l wlt) 1P Cuw) (Tu = o P wo = o |+ [ (7= 9)(s) [2ds)

Ou C(u,v) est une fonction de u et v, bornée sur les bornées W (Q), donc la fonction 7 est

continue.
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Conclusion générale

Dans ce travail, on a considéré un probleme aux limites semi linéaire hyperbolique avec des
conditions aux limites mixtes Dirichlet-Neumann. Sous certaine hypotheses sur les données, en
se basant sur les approximations de Faedo-Galarkin et un résultat de compacité considere, on
démontre que ce probleme possede une solution faible unique. Avec d’autre hypotheses plus
fortes sur les données, on démontre que la solution obtenue est assez réguliere. A la fin de
ce travail, on a analysé la question de la dépendance continue de la solution par rapport aux

données, ce qui nous permet d’assurer la stabilité de notre probleme.

o1









Résumé :

Dans ce travail, on considére un probléme aux limites semi-linéaire hyperbolique. Sous certaines hypothéses
sur les données, en se basant sur la méthode de compacité et les techniques de Faedo-Galarkin, on démontre
Uexistence et l'unicité d’une solution faible. Ce travail se termine par une étude sur la régularité et la dépendance

continue de la solution par rapport aux données.

Mots clés : Compacité, Faedo-Galarkin, Inégalité de Cauchy-Schwarz, Inégalité de Holder, Inégalité de Young,

Probléme semi linéaire hyperbolique.

Abstract :

In this work, we consider a semi linear hyperbolic boundary value problem. Under some assumptions on data,
by using the compactness method and Faedo-Galarkin approzimations, we prove the existence and uniqueness
of a weak solution. We finished by studying the regularity of the solution and the continuous dependence of the

solution with respect to data.

Keywords : Compactness, Faedo-Galarkin, Cauchy-Schwarz’s inequality, Holder’s inequality, Young’s inequality,

Semi linear hyperbolic problem.
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