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Résumé

Le but de ce travail est d’étudier la stabilité des systemes dynamiques en utilisant la

technique de lyapunov pour atteindre un équilibre.

Mots clés :
HIV/SIDA | Stabilité Globale , Principe de maximum , Function Lyapunov , stabilité

Abstract

The aim of this work is to study the stability of dynamic systems using the lyapunov

technique to achieve disease free equilibrium..

Key words :
HIV/AIDS , Global attractor ,Maximum principale , Liapunov function , stability.
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Notation

A : Le laplacian dans R™

@ : la dérivée normale

L (t) : la fonction de lyapunov

Q) : le domaine overt de R™

Il ]| : la norme de f

0f) : la frontiére

Q) : 'adhérense

det (7) :detérminant de la matrice jacobienne

R™ : L’ensemble des nombres réels de dimensions m.
V f :Le gradient de f.

C(€) : les fonctions continues & support compact dans €.

C*(2) Les fouctions K fois Contintiment différentiables sur € entier > 0)

LP(Q) : {u measurable sur Q [, [ulPdz < 0o} 1 < p < o0



Introduction

Depuis plusieurs décennies, la théorie des systémes dynamiques est un sujet de
recherche vaste et actif qui consiste a étudier des modéles mathématiques qui ont
été proposés par des experts créatifs dans plusieurs domaines tels que la physique,
la chimie, la biologie, ’économie, etc.

Un systéme dynamique est écrit comme un systéme d’équations différen- tielles
ou ce systéme peut étre utilisable comme un outil pour analyser I’envi- ronnement qui
nous entoure et donc I’étude qualitative d’un modéle mathématique d’un phénomeéne
peut étre défini comme une méthode efficace utilisable.

pour s’attendre le comportement futur de ce phénomeéne. Par exemple, en épidé-
miologie les modéles mathématiques sont utilisés pour analyser et étudier la propaga-
tion des maladies infectieuses et donc pour répondre a quelques questions concernant
le controle de ces épidémies . Dans ce mémoire, on s’ intéresse & certaines équations
d’évolution dans le temps et dans I’espace d’une épidémie dans une population d’in-
vidus divisée en deux groupes.

Le mémoire est divisé en trois parties on expose dans la premiére partie les
notions de base pour étudier le probléme (4) :

Dans la seconde partie on donne un Apercu general sur les maladies infectieux
que seront étudiées en regardant des modéles simples.

La partie essentielle du mémoire se trouve dans le chapitre (3) dans lequel on
a détaillé le travail de Yoshihiro Hamaya [8] nous établissons l'existence globale
et la limite des solutions d’un certain systéme de diffusion de réaction avec des
conditions aux limites de Neumann homogéne. En outre, nous donnons un résultat
sur le comportement asymptotique des solutions.

Notre approche est basée sur un fonction de lyapunov . nous étudions la stabilité
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globale et donnons une condition de seuil pour la maladie qui disparait ou s’étend
pour certains modeéles épidémiques en fonction du taux de reproduction de base Rj.
Nous montrons que si Ry > 1 le point d’équilibre libre est globalement asymp-
totiquement stable, et si Ry > 1. ce point d’équilibre libre est instable et le point
d’équilibre endémique est asymptotiquement stable.
Enfin, nous étudions la stabilité locale des points d’équilibre libre et endémique,
ol les taux de recrutement sont supposés étre des constantes ou des paramétres

variables.



Chapitre 1

Systémes dynamiques.

Dans ce chapitre, nous rappelons les systémes dynamiques continus, tels que les
équations et les systémes d’équations différentielles. Nous nous intéressons particu-
lierement aux points stationnaires et a la stabilité des systémes, qu’ils soient linéaires

ou non linéaires et la stabilte au sens de lyapunov.

1.1 Systémes dynamiques

La dynamique est un processus évolutif dans le temps, ’ensemble des équations
décrivant cette dynamique est appelé un systéme dynamique.

Un systéme dynamique peut étre représenter a temps continu ou a temps discret.

- Systéme dynamique continu : Un systéme dynamique continu consiste en un

espace X et une famille d’applications & un parametre {f*: X — X bier tel que
ftJrs _ ft o fs

et fO = Idx, avec f une fonction continue sur X. La variable ¢ est interprétée comme
le temps. Un systéme dynamique continu est dit :

- Autonome : si la fonction f ne dépend pas explicitement du temps t.

- Non autonome : si la fonction f dépend du temps explicitement.

- Systéme dynamique discret : Soit £ un sous ensemble de C. Un systéme dy-

namique discret est défini par une application f : E — E et une condition initiale
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o € C, comme une séquence d’itérations suivantes :

o, [ (o), f (f (x0)), f (f (f (20))) - -

On écrit :
f(f (f (20))) = " (20)
n fois
Notons

x1 = [ (20) 22 = [ (f (x0)) = [ (z1), ...

On obtient alors la forme générale du systéme dynamique discret :

Tpyr = f (xn)

On s’intéresse dans ce chapitre aux systémes dynamiques continus.

1.1.1 Comportement des solutions d’équations différentielles

Un systéme dynamique en temps continu est décrit par un systeme d’équations
différentielles. Etude de comportement des solutions d’équations différentielles peut

s’effectuer selon trois méthodes importantes.

1. Laméthode analytique : Cette méthode permet d’obtenir des solutions exactes

sous la forme explicite.

2. La méthode numérique : Elle permet de se rapprocher de la solution exacte
par des approximations effectuées sur un intervalle de temps borné et pour

des conditions initiales données.

3. L’étude qualitative : On utilise cette méthode lorsqu’il n’est pas possible de
résoudre ’équation différentielle analytiquement. Elle consiste a étudier les
points stationnaires, la stabilité, ...

On va s’intéresser a cette derniére méthode. Considérons maintenant le

systéme différentiel autonome suivant :

On va présenter quelques notions importantes pour cette étude.
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Définition 1.1.1 (4) 1. Une trajectoire (ou une orbite) du systéme différentiel
(1.1) est U’ensemble des points de coordonnées (z(t),y(t)) qui parcourent le
plan (z,y) lorsque t parcour R. Autrement dit, une trajectoire est définit par

l’ensemble suivant :

{(=(®),y(t), teR}

2. On appel portrait de phase d’un systéme différentiel (1.1) ’ensemble de ses
trajectoires. En pratique, tracer le portrait de phase de (1.1) c’est tracer suf-

fisamment de trajectoires pour qu’on puisse les imaginer toutes.

3. Soit f une fonction a deux variables de surface S, et k un réel. La courbe
d’intersection de la surface S avec un plan d’équation z = k est appelée la

courbe de niveau k de la fonction f.

4. On appelle solution périodique du systéeme (1.1) toute solution (z(t),y(t)) de

(1.1) telle qu’il existe un nombre réel T > 0, vérifiant

x(t+T)=uz(t) ety(t+T)=y(t)

Une solution périodique du systéme (1.1) correspond a une trajectoire fer-
mée dans le portrait de phase correspondant. Cette trajectoire est dite un

cycle.

5. Un champ de vecteurs est défini par Uapplication :

F:R* > R?

(l',y) — (fl(xvy)a fQ(xay)) :

En chaque point M = (z,y) du plan, on associe le vecteur

V(M) = (fl(x,y),fQ(x,y))

A noter également que si V(M) # (0,0), la trajectoire qui passe par le
point M est tangente a V(M) en ce point.

6. Les isoclines sont les ensembles sur lesquels les composantes X ou Y s’an-
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nulent, on distingue deux types d’isoclines :

(a) L’isocline horizontale est ’ensemble des points (z,y) pour lesquels fo(x,y) =
0. Sur l’isocline horizontale, le champs de vecteurs est horizontal, dirigé
vers la droite si fi(x,y) > 0 et vers la gauche si fa(x,y) < 0.

(b) L’isocline verticale est I'ensemble des points (x,y) pour lesquels fi(x,y) =
0. Sur lisocline verticale, le champs de vecteurs est vertical, dirigé vers le

haut si fo(x,y) > 0 et vers le bas si fao(x,y) < 0.

7. Un point stationnaire M = (z*,y*) (ou point singulier ou point d’équilibre)

du systeme (1.1) est un point de R? vérifiant
fl (l’*,y*) = f2 (ZL’*,y*) = 0.

Autrement dit, un point stationnaire est l'intersection d’une isocline ver-
ticale avec une isocline horizontale.

Un point stationnaire M = (x*,y*) du systéme (1.1) est dit hyperbolique si
toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne Dy (x*,y*) (F = (f1, f2))
associée o (1.1) en M ont la partie réelle non-nulle. Sinon, le point M est
dit non-hyberbolique.

Un systeme différentiel peut admettre aucun, un seul ou plusieurs points

stationnaaires.

1.1.2 Stabilité des points stationnaires des systémes linéaires

On considére I’équation différentielle de R? :
X = AX (1.1)

ott X = (x,y) € R¥ et A est une matrice d’ordre 2 & coefficients constants. Le point
(0,0) est toujours un point stationnaire du systéme (1.2)

Supposons que det(A) # 0; A = 0 n’est pas une valeur propre de la matrice A.
Ainsi, (0,0) est 'unique point stationnaire du systéme (1.2).

La stabilité du point stationnaire (0,0) dépend du signe des valeurs propres de
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la matrice A.

1. La matrice A admet deux valeurs propres Ai, Ay réelles :
- Si Ay > 0et Ay >0 : origine est un noeud instable (répulsif).
- Si A\ < 0et Ay <0 : lorigine est un noeud instable (attractif).
- Si A > 0et Ay <0 : lorigine est un point selle (ou un col). Dans le cas
réel, on rappelle que les signes de A\ et \y se déduisent des signes de leur

somme A; + A = tr(A) et de leur produit A; x Ay = det(A).

2. La matrice A admet une valeur propre double X réelle : 'origine est un noeud

instable (resp. stable) lorsque A > 0 (resp. A <0 ).

3. La matrice A admet deux valeurs propres complexes conjuguées \; = a-+
iB, o =a—if (ax€eR,peR").

- Si a > 0, alors l'origine est un foyer instable.

- Si a < 0, alors 'origine est un foyer stable.

- Si les deux valeurs propres sont purement imaginaires; o = 0, alors 1’ori-
gine est un centre. Dans le cas complexe, on rappelle que le signe de a se
déduit du signe de tr(A) puisque 2a = tr(A).

La figure 1.1 récapitule les types possibles du systéme dynamique X (t) =
AX (t) en fonction des valeurs de tr(A) et det(A).
- Les axes sont les droites d’équation tr(A) = 0 et det(A) = 0.

- La courbe séparatrice est la parabole d’équation tr(A)* = 4 - det(A).

1.1.3  Stabilité des points stationnaires des systémes

non linéaires
On consideére 'équation différentielle suivante :

X = F(X) (1.2)

ot X € R? et F(X) = (fi(X), fo(X)) est une fonction vectorielle non
linéaire de R? dans R* qu’on suppose de classe C! (pour garantir I'existence

et 'unicité des solutions).

10
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Soit M = (x*,y*) un point stationnaire du systéme (1.1.3).

Nous fournissons quelques exemples :

1.2 Stabilité de 2 x 2 systéme

On rappélle (z;y) € R? deux variables et écrit le systéme suivant,

' =anx + arpy,
(1.3)

Y =any + asy,

coeficient a;; est nembre réelle

air a2
U= (x,y) et A=
Q21 Q22
On peut écrire le systéme comme suit :
UU' = Au.

Si A n’est pas singulier, que nous assumons toujours, le seul équilibre est
(z,y) = (0,0). Nous allons étudier les propriétés qualitatives de la solution
de 1.3; en particulier leur comporetement asymptotique comme ¢ — 400

étudier le systéme

{fl = anx + apy,
Y =y = any+ any,

On posons

flz,y) = 2" = anx + aray,

g(x,y) = —x =y = any + axny,

11
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On obtient le point d’équilibre (z*, y*) tel que :

f@,y7) = (0,0),

g(",y") = (0,0),

Pour calculer les valeurs propres, on a la matrice jacobienne

O )y oy
sy = | 5 o

_< x*’ * _J x* *
oL S )
La forme normale jordanie d’une matrice non singuliére, avec les propriétés
qu’il éxiste une matrice inversible B tel que :

BA =B

Dans ce cas, la matrice jordan existe et a les mémes valeurs propres A, Ao

comme A.

Si A1, A2 sont des nombres réel, avec A\ # Ay

Alors on a
A O
j =
0 Ay
Mais, si Ay = Ay alors
A O
0 Ay
ou
A1
0 Mo

si les valeurs propres sont compléxes

A= «iff

12
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Puis
a —pf
]:
b «
A0
j:
0 X

1.2.1 Systéme dynamique continues

Définition 1.2.1 :

Si les valeurs propres A\, ..., A\, sont reelles et de méme signe,la solution x
= Oest appelée noeud. Donc A\, réels distincts et A\, > 0 . Noeud asymp-
totiquement instable si X + p < 0. Toutes les trajectoires (sauf une) ont une

direction limite commune "d l'origine”

v o e
o~ »
s > . s
~—— -
— -~ R —// il ~J‘_,, ——
|
EaN (zf’ i
I .
LA
P . | -'h‘i\‘\__‘
— | N~ T
’/_/,l ‘ \,\‘\ -
-//- | \\‘\ =~
Définition 1.2.2 :
St les valeurs propres A1, ..., A\, sont reelles, non nulles et de signe différent,

la solution x = 0 est appelée selle.
Donc A\, p reels distincts et A,y <0 .

Point-selle (asymptotiquement instable).

13
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] ]
f"'" }:“',
-~ A i
= &
| 1
Définition 1.2.3 :
St les valeurs propres A1, ..., A\, sont complexes avec

A=a+ifetp=>A

avec o, 3 est réels,

a#0et#0

Foyer (asymptotiquement stable -resp. instable- si e < 0 -resp.a > 0).

14
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=
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Définition 1.2.4 :
Si les valeurs propres A1, ..., \, sont complexes avec

RB(A]):O, izl,...,n

La solution © = 0 est appelée centre.

Donc

a=1ifetu=1ip

avec B =0 centre (stable) .

Toutes les trajectoires sont fermées (solution périodique).

15
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1.3 Stabilité au sens de Lyapunov

1.3.1 Généralités et définition

Définition 1.3.1 ( Fonction définie positive)

Une fonction scalaire U(x) contindment différentiable (par rapport a x)
est dite définie positive dans une région €2 autour de 'origine si
1) U(0)=0
2) U(zx) > 0 pour tout x € Qx #0 :
Si (2) est remplacé par U(x) > 0 alors la fonction est dite définie semi-

positive.

Définition 1.3.2 :

On dit que xq, point d’équilibre du systéme
&= f(x)

est stable (au sens de Lyapunov)

pour tout ouvert U contenent xg, il existe un ouvert V de conditions ini-

tiales, que pour tout y € V' et pourt > 0, on dit :

z(t,y) € U

16
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1.3.2 Méthode de Lyapunov

La stabilité au sens de Lyaponov est basée sur le concept d’énergie dans
un systéme physique.

L’énergie totale d'un systéme se dissipatif (c’est-a-dire décroit avec le
temps) alors ce Systéme (qu’il soit linéaire ou non, stationnaire ou non) tend
a se ramener a un état d’équilibre (il est stable).

La méthode directe cherche donc a générer une fonction scalaire de type

énergétique qui admet une dérivée temporelle négative.

Théoréme 1.3.1 ( Stabilité locale )

L’état d’équilibre xq = O est stable si il existe une fonction continiment
dérivable U(x) telle que
1) U(0)=0
2) U(x) >0Vx #0, z €
3) U(x) <OVz#0, x€Q, onU est la dérivée de U par rapport au temps

et ) est une région autour de 0.

Si de plus (3) est remplacée par U(z) < 0 alors létat d’équilibre est asymp-
totiquement stable. La fonction U(x) est appelée fonction de Lyaponov.

Ce théoréeme est une condition suffisante de stabilité mais ne permet pas
de guider ['utilisateur dans le choix de la fonction de Lyaponov et ne permet
pas de conclure si on ne trouve pas une telle fonction.

Une fonction de Lyaponov candidate est une fonction définie positive dont
on teste la décroissance autour du point d’équilibre.

Les formes quadratiques sont les plus utilisées notamment les fonctions
définies positives qui sont des intégrales premiéres (c’est-a-dire dont la dérivée
temporelle est nulle) du systéme idéalisé (par exemple 'énergie totale diun

systéme mécanique idéalement conservatif).

Théoréme 1.3.2 (Stabilité globale)

L’etat d’équilibre xy est globalement asymptotiquement stable si il existe

une fonction contindment dérivable U(x) telle que

17
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1) U(0)=0;
2) U(zx) > 0Vz #0;

3) Ulz) > 0Vz #0,

U — oo quand ||z — oo

1.3.3 Stabilité des systémes linéaires

Soit le systéme linéaire
(t) =A(t), x € R"

alors le systéme est globalement asymptotiquement stable (le point d’équilibre
étant a l'origine) si toutes les valeurs propres de A sont strictement positive,
Soit
Re(M\(A) <0,i=1,...,n.

Théoréme 1.3.3 (Stabilité de Lyapunov des systémes linéaires)

Le systéme linéaire.

i(t) = Ax(t)

est asymptotiquement stable (ou les valeurs propres de A sont a partie réelles
négatives) si et seulement si, pour toute matrice symétrique définie positive
Q, il existe une matrice P définie positive (symétrique) satisfaisant I’équation
de Lyaponov

ATp+pA+Q=0

Définition 1.3.3 (Stabilité asymptotique globale)

Si le systéme est asymptotiquement stable quelque soit le vecteur d’état
initial z(t = 0) alors le point d’équilibre est globalement asymptotiquement (ou
exponentiellement) stable Linéarisation Soit un systéme autonome & = f(z)
de classe C' et un point d’équilibre xo, on appelle systeme linéarisé en xq le

systéme linéare & = D f(xo)x ot D f(xo) est la dérivée de f en xy.
Théoréme 1.3.4 (Poincare-Lyapunov)

18
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On considére le systéme, & = f(x) et xo un point d’équi-libre.

1) Si Df(xo) a toute ses valeurs propres 4 partie réelle strictement négative,
alors xy est asymptotiquement stable.

2) Si Df(xo) a (au moins) une valeur propre a partie réelle strictement po-

sitive alors xq est instable.

Théoréme 1.3.5 (Routh-Hurwitz Critéres de systémes de deuxiéme order)

condition necessaire et suffisante pour les deux racines du quadratique

)\2+041)\+062:0

avoir des réels négatifs sont

ar >0 ay >0,

st o =0 il y a anegenvalue A\ = 0 tandis que si a7 = 0, et ay > 0 il y a une
paire de lignes d’injuste conjuguées sur le réel axe.il s’ensuite que la condition
nécessaire et suffisante pour la stabilité asymptotique de l’état constatif trivial

du systéme linéaire de deuxiéme ordre (B,2,8) sont donnés pare

Théoréme 1.3.6
B<0,v>0
Ou
B =tiy", v =dety
st l'une ou l'autre des inégalités est strictement wviolé, il est instable 5 des

racines de

N+ad+a=0

les racines sont stables dans la quadrant de positive a partir de la bifurcation
zéro eigenvalue peut avoir lieu si ay-l'axe(positif) est traversé, et bifurcation

Hopf si ag- laze (positif) aété traversé.

Exemple 1.3.1 :
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croquis la phase pour le systéeme
U=V ,V=-U1-U)+cV
o C est une constante positive les nullculines sond
V=0etV=U1-U)/c

SiV >0, doncU >0,

siV <0, donecU < Q0.

SiV > (1—=U)/c donc'V > 0; et vise versa.les stables sont a (0,0) et
(1,0).

La matrice jacobienne est

0
JU V) = ,
—-1+2U0 c

a(0,0) on a
y=dety =1, B=try  =c>0etd=discy* = — 4.

Le caractére du point critique dépend de c; pour ¢ > 2 c’est un noeud instable

alors que pour
0 < ¢ < 2; ciest une focus instable. a(1, 0)

on a A = dety" = —1, de sorte que le point critique est un point de selle

le plan de phase est

la band de squeluil.

Lemme 1.3.1 (Barbalat’s) supposons

£(2) € Ci(a,00) Jim f(t) =
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Ou a < o0, st f —+ uniformement continu, puis

lim f(t) =0

t—o0

Preuve

nous prouvons le résultat par contradiction supposant

lim f(t) # 0
t—o0
Puis 3¢ > 0 et une séquence croissante monotone {t,}, tel que

t, — 00 commen — 00

et } f (t)’ > ¢ pour tout n € N puisque f (t) est uniformément continue, pour

g,36 > 0 tel que Vn € N

|t —t,| <& comme |f(t) — f(tn)] <

DO | ™

donc si t € [t,,t, + d] puis

@ =1£(ta) = (f(ta) = £(B)]
> [f(ta)] = 1(f(ta) = (D)
> € — =
- 2
_ €
=35
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puis depuis f(t) € C; on a

|/ " oy - / " eyt = / " far
tn+0
> / o

tn+0 5
> / =,
te 2

pourtant

i | [ e [ joan = i 50,49 - 0]
= | Jim (b +0) — Jim ()1t +) — Jim £ (5
= Jim (£ (1 + )|~ Jim |F(t,)
= | Jim (b, + )~ lim |£(2,)

=0
c’est la contradiction cet effet

lim f(t) = 0.

t—o00

Dans ce chapitre nous cosidérons le systéme diffusif suivant avec condition
limite.
Théoréme 1.3.7 :

Soit { fu}n>1 une suite de fonctions de L'(Q) convergent presque partout vers

une fonction mesurable f. On suppose qu’il existeg € L'(Q) telle que pour

toutn > 1, on ait
[fol < g pop surQ

Alors

feLYQ) etnliﬁlrgo | fr— fllzr =0 et /f(:v)dx = lim [ f,(z)dx

0 n—oo Q
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1.3.4 Opérateurs différentiels

Soit n un entier, on note x = (xy,...,x,) un point (ou vecteur) de R”. On
appelle champ de vecteurs sur R” une application v : R" — R”, que a = =
(x1,...,x,) associe v(x) = (vi(x),...,v,(x)) Pour une fonction u : R™ — R"

son gradiant est le champ de vecteurs définie par

grad u(x) = Vu(z)

_ (g—Z(x),...,g—Z(xn))

Pour un champ de vecteurs v : R® — R™ non appelle divergence de u la

fonction définie par

On appelle Laplacien diune fonction u : R®™ — R la fonction définie par

0%u 9%u
= a—x%@)am,w(l‘)

"L du

Au(x)

Soit est un ouvert borné de R™ de frontiére réguliére.

On appelle normale a 92 un champ de vecteurs v(x) défini sur le bord
00 tel qu’en tout point x € Q,v(x) soit orthogonal au bord et unitaire.On
appelle normale extérieure une normale qui pointe vers I'extérieur du domaine
en tout point.On appelle dérivée normale diune fonction réguliére f sur le bord
0%} la fonction définie sur les points de 02 par

aof

() = V(@)0(a)

(produit scalaire du vecteur V f(z) avec le vecteur v(x).
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Espaces fonctionelle

On definit 'espace

LP(Q) = {f : Q@ — R : muserable et /|f]pda:<oo, 1 <p< oo}
Q

Muni de la norme
Hf”ip(g) = [ |ffdz.
Q

L>®(Q) ={f:Q2— R : measurable 3C et | f| < C pp sur Q}.

Muni de la non

[FIIL7(€) = sup ess|f(z)|

€N

— inf{C; |f] < C pp sur ).
On définit les espaces LP(0,7,X); 1 < p < 1 commme suite
LP(0,T,X) ={f :[0,7] = X mesurable et || f|rr0rx) < o0},

muni de la norme

T .
HfHIzP(O,T,X) = fo 1/ 1%t s 1<p<oo,

1oz =tcom ess [[fllx si p=oo

On définit les espaces L, (), 1 < p <1 comme suite

LP

log

Q) = {f : Q — R : measurable ;3k compacte telle que /\f|d:z: <o, 1<p< oo},
k

muni de la norme
1 ooy = [ [fIPd.
k
On définit les espaces
L2,(Q. f(t.2)).dtdr) 1< p< oo
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comme suite

Liog(@, (1, 2)), dtdr = {f Q@ =R, /k!f!pudtd-?«" < 400 ; pour k C Q}

H'(Q) c’est 'espace de Sobolev définit par

Hl(Q):{feLQ(Q) : g—ieLQ(Q); 1§i§n}

muni de la norme

Hf”%{l(m:/ ’f\deJr/Wf\de
Q Q

A2 = 11/ @ + 11122

D’une fagon générale pour
meN et 1<p<o
, les espaces de Sobolev H™(Q2) et W™P(Q) sont définit comme suite
H™Q)={ue L*(Q) : D*ue L*) : VaeN* : |a| <m}

muni de la norme

lullfey = Y 1D ullZz(0)s

la<m

WmP(Q) ={ue LP(Q) : D*ue LP(Q) : Ya : |a| <m},

muni de la norme

P Z|a\§m HDauHip(Q) si 1 S p < 00
el =
maXgecq ||D°‘u||Loo(Q) si P = 00

ou
aa1+--~+am

D =
oMxy...0"x,,

ol =ar 4+ .+ ag,.
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est la dérivée au sens des distributions.C'(€2) désigne l’espace des fonctions

continues et bornées sur {2 muni de la norme
Jelloe = max ()]

CE(Q), K € N, désigne l'espace des fonctions K fois contintiment différen-
tiables sur et on écrit

C=(Q) = Nk=0C™ ().

R
Cr,t )

k; ReN,

désigne l'espace des fonctions R fois contintiment différentiable par rapport
a x sur £ et désigne 'espace des fonctions k fois contintiment différentiable

par rapport a t sur {2 Naturellement on a

HY(Q) = W (Q) et H™(Q) = W™(Q).
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Chapitre 2

Modéles mathématiques des

épidémies

2.1 Les principaux modéles de I’épidémiologie

Dans les modéles épidémiologie, la population considérées est subdivisées
en compartiments.

Le compartiment S est celui des individus susceptibles (individus sains,
qui peuvent attraper la maladie).

Le compartiment I est celui des infectés (et infectieux!).

Le compartiment R est celui des remis, i.e des individus guéris, qui sont
immunisés (ou qui sont mort!).

Dans certains modeéles, on peut avoir d’autre compartiments comme :
E.D.M.V. etc Pour simplifier nous supposerons ici que la taille de la po-
pulation est constante (ce qui est raisonable si ’épiderme dure un temps
relativement court) On désignera par S; le nombre de susceptibles & I'instant
t, I; le nombre d’Infectés a I'instant t, R; le nombre de remis & l'instant t, t
peut I'tre discret (t = 0,1,2,3,...) ou continu (¢ > 0)

Les 3 modéles les plus simples sont

Le modéle SIS

Le modéle SIR
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Le modéle SIRS

L’hypothése d'une taille de population constante implique que Dans le
modeéle SIS,
Si+1L =N

Dans les modeéles SIR et SIRS,

St+[t+Rt:N

2.2.0.2 Schématiquement

Le modéle SIS :

Les susceptibles est devienne infectés et les infectes qui guére ce qui revient

susceptibles et donc on a un cycle

Le modelé SIR :

Les susceptibles devienne infectés et les infectes passe dans la case des
remis soit sont mort ou soit sont vivant mais immunisé donc il ne quite pas

cette case R et revient pas en S

S—I1—R
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Le modéle SIRS :

On a un cycle les susceptibles sont infectés et les infectes sont remis et
les remis I'immunité se perte au bout d’un certain temps et donc redevient

susceptibles
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Chapitre 3

Le comportement asymptotique
d’un modéle épidémique difiusif

(AIDS)

3.1 Introduction

L’étude de la dynamique de la transmission du VIH/SIDA a été d’une
grande importance est a la fois mathématicien s appliques et biologistes en
raison de sa menace univereselle a I’humanité. Les modéles mathématiques
sont devenus des outils importants d’analyse la propagation et le controle du

VIH/SIDA car il fournissent des solutions a court et a long terme
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3.2 Modéle du systéme

dans ce chapitre nous considerons le systéme diffusif suivant avec condi-

tions limites

¢

2(t,x) = DAS + A = XCT(t,2) 2GS — uS(t,2), t>0,2 €0,

L(t,x) = DAT + AC(T(t,2)) 2% 5(t2), t>0,2€Q,

T(t,x)

t,x) = DAA—i—a[(t x)— (d+ p)A(t,x), t>0,ze€Q,

(
(t,x) (t x)%‘:;—o t>0, ze0dQ,

og o SR o

(3.1)

C(T) : Une fonction croissante de 7'
C'(T) > 0,(d/dT)(C(T)/T) < 0 pour T > 0 et C(T(t,x)) € C*(]0,00) %€, [0,0))

A :Les taux de recrutement de susceptibles

>

: Les risque sexuel moyen par partenaire (constante positive)
: Taux de mort naturel (non SIDA)
: Le nombre d’individus susceptible

: Le nombre d’individus infectieux

N ~ » X

: La populations totale

d— =A- AOT()S? ()) uS(t),

4 = A\pCT(t )S(t T(t )(t) (ar +p) I(2),

dY(t = A1 = p)C(T () 25 — (ay + ) Y (1), > 0, (3:2)
80 _ a,16) — (4 + 1)AD),

) — 0y Y (t) - pZ(t),

\

ouW=I+Y,et T =W 4 5,qui extension du modéle

(

B — A~ AeS(t) — uS(t),
T = —AeS(t) — (v + (1),
A — puI(t) — (d + p

20 = (1 —ppl(t) - pz
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proposé par Anderson et al. [1] en tant que modéle pour une groupe popu-
lation d’homosexuel du spread du VIH/SIDA.Sur la main pour type d’équa-

tion différentielle partielle Fitzgibbn et Morgon [4]| ont montré 'attractivité

global de
9 (t,x) = diSA(t, x) — aS(t,x)I(t, z),t > 0, x €,
%(t,x) = doAI(t,x) —aS(t,z)(t,x) — N (t,x),t >0, x €,
9B (¢, 2) = dzAR(t,x) + M (t,2)I(t,x),t > 0, z e,
| B(t,2) = Zt,2) = 9E(t,2) = 0, >0, € 09,

5(t,x) = DAS + A = ACT(t,2) G282 — uS(t,2), t>0,0€Q,

%(z ) = DAL+ ACT(t,2) 25000 — oI(t,x), t>0,2€Q,
(t T) = 81( ,x) =0, t>0, xed.
(3.3)

Dans le réste de ce document, nous signalons des résultats uniquement

pour ce systéme (3.3).

3.3 Modéle systéme dans le cas EDO

En 'absence de diffusion, le systéme proposé se réduit a :

(ds S(t,z)I(t, )
il — A - \CT(t. )2\ L) 0
dt(t,a:) ACT(t, ) T(t2) pS(t,z), t>0, x¢€
(3.4)
dl B S(t,z)I(t,z)
\E(t,l')—AOT(t,ZL‘)W—O’I(t,I), t>0, r € Q)
ou
T=5S+1
il résulte du Systéme (4)
AN—pS—ol =0,
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donc
(%)

Alors
A
Io =0 et S() = —
I

donc on a I’équilibre libre des maladies Ej

Eo(So, Io) = (%0)

Sil#0,
S(t,z)I(t, ) _
ACT(t,x) Ttto) ol(t,z) =0
donne
ACT(t,x)S(t,x) — oT(t,x) =0
Puis

ACT(t,x)S(t,x) — o(S(t,z) + I(t,z)) =0
S(t,x)[\CT(t,x) — o] —al(t,x) =0

De (*) on trouve

(é - 31) \C(T) — o) — ol =0

poop
A A ol 2
2AC(T) - =0 - Znem + 2= —ol =0
m pooop I

A
;(AC (T) = 0)

I

o 1
0(1 - ;/\C(T))
LA Q) -0

p(p—o+AC(T))

on substitue dans (*) on trouve

St =

p—o+AXC(T)
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Donc en trouve ’équilibre endémique E*

B s = (et _ACE) )

p—0o+AC(T) u(p— o+ NC(T))

Il faut étre S*, I'** positives

donc

u—o+AC(T) >0, et (AC(T)—0)>0

alors

(\C(T) — o) > 0.

3.3.1 Le numéro de réproduction de base R

ou
(@) ol
Viz) =

—A+ mSl + uS

T
AC(T)

F(x) = T

0

ST

Les matrices jacobienne de F (x) et V (x) a ’équilibre libre des maladies

sont :
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Chapitre 3
oA
ou F = #
1
o 0
A A
Ir(Eo) = )\C(;);
é H
1
ouV = o]
A
FV-l= AO(é> o] = AC(Z)
= ; = -
et A
(=)
Ry =p(FV™') = TN

3.4 Stabilité local des équilibres

On pose
A ACT(I,?ES;S;,)I)I(LI) — uS(t, ),
ACT(x,;)i(;,)w))(t»w) —ol(t,x),

La matrice jacobienne

(1)L — . —A2DSL_\o(T)55

(8,1) = MG - A
ANEDSL L AL AEE L ACD)E -0
AL AN~ NS - D
s | VEFCOE  MEE0DE -
AERL A~ AR A
—u —0

I? S? Lo ST
det g = AC(T) (Uﬁ — ,uﬁ) + O (T)?(a — p) + po

Théoréme 3.4.1 (stabilité local de Ey) Si Ry < 1 I’équilibre libre des mala-
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dies de point Ey de systeme (4) est localement asymptotiquement stable.
Si Ry =1, Eq est localement stable.

Si Ry > 1, Ey est instable

Preuve
A
o)
J= MA )
dety)(Ey) = po — /MC(—)
try(Eo) = AC(T) — (p + o),
si
dety(Ey) >0
tr)(Ey) <0
on a N
AC(;) <o
A

donc il faut

C—a-dRo<1

Théoréme 3.4.2 Si Ry > 1 ’équilibre endémique de systeme 4 est asymp-

totiguement stable

Prouve

L A ANC(T) — o)
(E7) = (M_U+AC(T)’J(M—U+/\C(T))>
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I*Z S*Q *2 T2

) AT

dety(E™) = NC(T™) <0T*2 ~ W (0 —p) + po

try(E*) — AC(T™) (alf’r’acS’"2 — I*QT*2> — (0 +p)
on a

ANC'(T™)
o(p—o+AC(T*)

T =

= (- o)

S__ o
T+ \C(T*)
S*I* ANT* = o)

T2 NC'(T*(— 0 + A+ XC(T%)
detJ(E*) < 0
trJ(E*) > 0,

On remplagons dans det j(E*)

dety (B = xO(T) |01 _ 52 facry Sl =y +
J o JT*Q T2 T KT po
. R 5*21*2
() =21 o~ )
11 faut avoir

dety(E*) <0
try(E*) > 0,

i} ) . S*2I*2

try(E*) = AC'(T™) T2 (0 —pn)<0
, . 5*21*2
eTe Ly

) <o
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Chapitre 3
AC(T) > (00— p)
w© _ % 2 g= P
dety(E*) = \C(T™) (UT*Q — T*2) + \C'(T™) e (0 —p) + po >0
donc

N 1*2 5*2
)\C(T ) (UT*Q — T*2) + no > —AT

d (C(T>>§O Pour T >0

dT \"T
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* I*2 5*2 C,(T*) * Tk
AC(T™) (UT*Q - T*2) + po > A L S*I*(p— o)
S*I* .
> —\? T C*(T*)

AC(T) <g (1 - AC‘(’M)Q 0y <ACE'T*))2> + o
+ACHTT) <1 - AO?T*)) (A(J((TT*))

>0

AC(T)

en multiplier par
(N2CHT*?) — 0)* — po — pAO(T*) + N2C*(T*) — o AC(T*) > 0,

(N2C*(T*?) — 0)* + (AO(T*) + p)(A\O(T*) — o) > 0,
(AC(T*) — o) (2AC(T*) — o + ) > 0

. Si
AC(T*) > o,

20C(T*) > 0 — pu,

alors

NC(T*) >0 —u
ANO(T*)+p>0= NC(T") >0

A
et comme — > T™ alors
1
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et par suite

3.4.1 Stabilité globale d’équilibre
Lemme 3.4.1 De eq (3),il s’ensuite que

%;=DAT-MP+M—aD

alors nous avons l'inégalité suivante

A
0<T(tz)< max{subT(O,:c) , —} =K,t>0,z€Q
1

o

T(0,z) = So + Ip(x)

Preuve

1— Pour prouver 1 ¢¢ inégalité
T(0,z) >0
Ve > 0,T(t,z) > ¢ pour tout ty,x €

T(x,t) >

DO ™

pour to,x € ) si
t>ty, T(x,t)>

DO ™

Sinon

t>t, T(z,t)< =, 2€Q

£

2
et

= g

t1>t0,x€Q,T(:c,t):§

40
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(

t>ty, x€Q, T(x,t) <

sl non

t>t, €, T(x,t) >

\h>m,x€Q,ﬂLﬂ:%

wolt, ) = T(x,t) — g

alors wq(t, ) prend un minimum sur [tg, t1] X §2

wo(t,z) < 0,t>t;, 0 €Q
wo(tl,xl) :O

sup wo(to, ) > 0,2 € Q

d’on la fonction wy(t, z) prend un minimun non négative sur [to, t1] * §2

Owy  OT(t, )
ot ot

= DAwgy — ,u(wo(t,x) + %) + (N —al)

— DAT — uT + (A — al)

on a

(92T (9211)0

AT = — =

ot? ot?

alors
ow €
DAwo—a—tO—uwozu§—A+aI

on a

T(t,x)=S(t,z)+ I(t,x)

T(t,z) > I(t,x)
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0
DAw0—$—,uw0:,u§—A+aI

SaT+u%—A

et on a

T(t,x)<§:>§ (oz+,u)g—A<0

sur (t;,00) * 2, en suite il se pose d’une contradiction par le principal maxi-
mum (voir[6,7, 9]).

Effectivement si x; € () puis

0
DAwy — % — g

doit étre non négatif a (¢;, z;) contradiction.

On obtient
1 € (?Q
et
w()(t, ZL‘) > ’(Uo(t1, l‘l)V(t, $) & [to, to] *x Q)
et donc
8’11)0
— <0
ox —

(t1,x1), cette contradiction voir (9) il est clair que le point initail T(0, x) et

T(t,l‘) > wo(tl,fL‘l)V(t,l’) S (071') x Q)

par conséquent nous devons avoir I'inégalite premiaire K (ko, ko) > 0 nous

T(t,z) < Kol0,00] x

si vrai en Ky — K nous trouvons seconde inégalité de lemme.

Sin’y a pas vrai donc il existe

(tQ,ZEQ) - (0,00) X Q
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telle que
T(tg, SL’Q) > KO

si nous établissons

w(t,z) =T(t,x) + Koy

donc

w(tg, Ig) >0

et
supyeqw(0,x) < 0(ty > 0)

d’ott w(t, x) prend un manimale positive sur [0,%,] x Q d’autre partie

w(t,x) =T(t,x) — K,

donc

T(t,l’) =w+ K()

ow 0T
= = DAT —uT A —al
or ot T+ (A —al)
ow
ow
DAw — — —
v ot b
=uko—A+a

=al + (uKo—A) > 0.
En suite il se pose d une contradiction par le principal maximum voir [6,7,9]
En effet si x5 € Q) puis

ow
DAw — — —
w T LW
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doit étre négatif a to, x. C’est un contradiction, nous sommes ainsi obstense
To € 00 et w(t,z) < w(ty, )

pour tout

(t,2) € [0,2s] x Q

et donc 8_w >0a
on

(ta, v2)

C’est une contradiction & nouveau (voir[9]).

Donc nous devons avoir eq(4).

Théoréme 3.4.3 sous ['hypothese ci-dessus, si soit R < louly(z) =0 Puis

pour chaque fonction initiale continue non négative la solution (S,1) de eq (3)

satisfait
lim [supl(t,x)] =0
t—o0
et
lim [sup|S(t A ]=0
Jim [supl S(¢, ) = I =
Preuve

si

nous pouvons montrer que :

~

T(z,t)<T({),t>0, € (3.6)
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telle que 7' (t) est la solution de I'équation différentielle ordinaire

(

o .
— =—uT +At>0
ot pd + A, )

on consideére la fonction

sur [0, 00] x Q

donc

wi(0,2) = T(0,z) — T(0) <0
pour x € Q et on autre

ow, OT  dT(t)

ot ot dt
= DAT — T+ A —al +uT — A

= DAw;, — u(wl —|—T> —al —I—/LT.

D’autre partie on a

ow
DAwl—a—tl—uwlzaIEO
nous devons avoir 3.6. puisque
P € t —put
T(t)=—(1—e")+ ke
1
t — 00
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on a

limsup[supT(t, z)] >

Par conséquent, pour la discussion du comportement asymptotique de la so-

lution ¢ — oo nous pouvons (sans pérte de généralité) supposer que

T(t,z) > E,t >0,z €. (3.7)
En suite définie
I(t,x
it ) = 100
o
donc
of 1 AC(T) D AC(T)
—— | DA+ —LS] -0l | = —AI| ——=5—-1|1I
ot o < + T S 7 ) o ( T 5
et comme
S=T-1
alors
9 _Dypy (scm ey - 1)1
ot o o o
on a A
AO(—)
R— M
o
or _ QAI + AC(T)J _ ) -
ot o o o
< BAI + RI — AC(T)F — 1
o ol
> QA[ —(1-R)I
o
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Par suite on trouve l'inégalité differentielle suivante :

of

5, 2 DAf—o(1-R)f. (3.8)

Donc, on peut voir
f(t,z) — 0 comme t — oo,z € Q.

si on pose

w(t) = w(f)(t)
:/fQ(t,:c)d:c,tzo

donc w(t) > 0 et on a

dwt / oI

< 2/Qf(DAf —o(l=R)f)dz (3.9)

< 2D/Q(%)2—20(1—R)/Qf2dx.
2/Qf(DAf)dx

QD/Qf(Af)dxzzD/f<ﬁ>2dx
()

_of [
ox q O0x?

puisque

——dx.

On prendre Hy, H, definie par

H1 = 2D, H2 = 20'(1 — R),
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alors H; > 0, H, > 0 en raison de notre hypothése par suite on intégrons

I'équation (8)pour t > 0

/ / (af” wds + I / /QdexdssW(o» (3.10)

puisque W (t) > 0 on trouve

H, /Ot/g<%)dxds< %10), (3.11)
H, /Ot/ﬂfzd:zzds < W(0).

ainsi, nous concluons de que (8) et (10)

Donc

W(t) € L]0, o) ct %_vtv £'[0, 50)

d’aprés lemme Barbalateis |5, Lemma 1.2.2.],on obtient
W(t) =0, et f — 0sur L?, comme t — oo

c’est

|l f(t, )2 comme t — oo (3.12)

ou ||.||zz dénote le norme de fonction sur €2 , nous prouvons ensuite que
supyealf(t,x)] — 0, comme t — oo (3.13)

il faut faire voir[7| , nous prenons note du bornitude de f (t, x) par I’équation
(6).

Ainsi, nous voyons que l'orbite de I'équation (7), qui est {f(¢,.)/t > 0}
est relativement compact assertion 3.13 découle de ce fait .

En effet si I’équation 3.13 c’est pas vrai, alors il existe des séquences
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{tn}t, oo cOmme n — 00, et {z,} C Q telque
Ve, |f(tn,xn)| > e >0, n=1,23,..
Nous pouvons supposer que
Tn — T et f(tn,2) = f(2)
uniformement sur {2 pour certains

zo € Q, et f e C(Q) comme n — 0o

Si necessaire en prenant une sous séquence de ces en particulier nous

obtenons

flx) =€

C’est une contradiction parce que
[ Pede = timl 2, )2 =0
eq (11) donc nous devons avoir eq 3.13 Par la définition de f,on a
I(t,z) — 0 comme t — oo, x € (). (3.14)

z € ), depuis S est borné

AC(T)

T SI — 0, z € Q comme t — 00.

Nous prétendons en suite que
A _
S — — comme t — oo, x € ().

i

par 3.14, Ve > 0,3ty > 0
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telque

I(t,r) < epourt >ty x € Q.

Puis alors il suffit de 3.15 prouver

T(t,x) > T(t), t > ty, x € Q,

ot T(t) est la solution de 'équation différentielle ordinaire

T(tQ) = TNQ, 0<Ty> supyeaT (ta, z) <

En suite nous avons

Puisque

d -

—T(t)

dt

T(t) >T(t, x)

T(t) = Te Mt 4

A
]

t—o00e—0.

Dans 'inégalité ci-dessus,

on obtient
A

1

< lim

<lim

<lim

sup

QS(t,av)

2% Gemez Ty,
i

< limin ft {sup
—00

—uT(t)+ A —ae, t >ty

==

>

A _
—,tZtQ,iL'GQ.
)

A ae
woop

_T(t,x)} < lim {sup T(t,x)}
zeQ

€

+ <lim {sup I(t,m)]
z€eQ

IN
==

30

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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a voir 3.16; nous considérons la fonction ws(t, z) := T'(t) sur [ty, 00) x €2, en
suite

U)Q(fg, I) = TQ — T(tg, I) S 0
pour x € Q, et on outre

Owy T (x) T

ot ot 9T
= T+ A—ae—DAT + uT — A +al

:—MT—as—DA<T—w2> —|—u<’f—w2> +al
:—uT+DAw2+u<T—wg) +a<l—5>,

alors
0 . .
DAwQ—%jLuT—,uwz—,uT:a(s—I),
et donc
P X
:DAwQ—%—MwQ—uT:a(S—I) > 0.

Donc par le méme raisonnement que celui pour wi(¢,z) on peut voir ¢a
wsy(t,x) < 0; c’est eq (15) détient ainsi nous avons eq (14) cela a complété le

preuve de théoreme 01

Théoréme 3.4.4 Sous l'hypothése ci-dessus, de R > 1, et Io(z) # 0, puis

pour chaque fonction
lim [sup|I(t,x) — I*|]] =0
t—o0

et
tlim [sup|S(t,z) — S*]] =0, x € Q.
— 00

Prouve

En ordre de prouver ce theoréme, nous avons besoin du corollaire suivant.

comme il y’a une preuve compléte de ce résultat dans [2], nous omettons
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la preuve de cela pour la simplicité.

Si Ry > 1, donc il y’a une unique position équilibre endémique (E*) avec

le systéme (3.3) est équivalent a

T=54+1
or
— = DAl —uT —al + A
BT U al +
ol I o
d— = DAI + \I — — — —
5 + C(T) C(T)T )

Ce systéme posséde le positif équilibre (E*) ou

nous pouvons récrire eq (3.19) a la forme

%—f—DAT—u(T—T*)—a(J—I*)

car

—puT* —al*+A=0
aussi pour eq (3.20) comme

Vs C(T*)—%(*T) :%

nous avons alors

= DAT + MG(T) — M@ (I—1I7)

ou

G(T)=1[C(T)—C(T")] (1 — —*) + I"C(T)

ou

T-T"

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Puisque C(T') croissante, alors G(T') > 0 pour "> T* et G(T') < 0 pour
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T < T*. Nous définission maintenant la fonction V'(¢) par

AT I
(—/ G(s)ds+1—1I"—I"log —) dr. (3.23)

a Joe I*

V(t) = V(T, I)(t) = /

Q

donc V (T*,I*) = 0 et V(T,1) > 0 pour d’autre admissible (7, I).

En outre nous le long de la solution eq (3.19) et eq (3.20).

AT I
(—/ G(s)ds+[—]*—[*logﬁ) dr. (3.24)

« *

Vi = v - |

Q

donc V (T*,I*) =0 et V(T,1) > 0 pour d’autre admissible (7, I).

En outre nous le long de la solution eq (3.19) et eq (3.20).

v (#) A 9T oI  OI/ot
TZ/Q{EG(T)E+E_I T}df”
_/Q{ﬁGWDAT—u(T—T*)—a(f—f*))

+ (DAT +AIG(T) — AJ@ (I- I*))

_r (Dﬂ AG(T) - AOT(T) . F)) } N (3.25)

I

_AD / ATG(T)dz — 2 [ G() (T = T%) da
a a Jq

Q
* o 7*)\2
+D/AI]_[ dx—/\/C(T)udx<0
Q Q T

I

(- 5) 50 (3 3)
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En remplagons en (3.25)

_ADOT { (1 - 5) omZ s rom L }

a Jq Ox T ox oT?

AD [ OT I T\’ ADI* T (0T /dx)?
=—— | —(1-=)C(T) | = — T

a Jq Ox ( T)C( )<6x) do -+ a /QC( )8T2 12 da

si

[I(t+ty..)—I(t,.)] <6

0 <t <6 etk est suffisement grand pour les régions [tx, t; ],

nous pouvons voir Ca

V(t) < -5

tp+o . tr+0
/ V(t)dt — / dt,
tr tk

Vi(ti+96) = V(tx) < —pt,
V(ty +0) < V(ty) — B6.

intégrer sur [ty;trys] les deux cotés de eq (23) et puisque eq (24) vrai pour
tout grand nombre k et

t—ro0
il contradisent depuis [

est positif cela montré que

Alors nous avons

W (T, I)(t) = 0.

Nous obtenons ainsi 7' — T™ et I — [* par continuité de V' et V.

Le comportement asymptotique de S se déclenche maintenant { partir de

la cible ci-dessus sur le comportement de T et I le fait que S =T — I, alors

S — S*.
Remarque 3.4.1 Notre résultat en théoreme (1) donne le résultat comme

o4



Chapitre 3 Le comportement asymptotique d’'un modéle épidémique difiusif (AIDS)

dans ’extension de ’équation de cook ,mais maintenant a I’équation différen-
tielle partielle avec diffusion cependant, le résultat en théoreme (2) ne si’etend

donc pas .

C’est seulement applicable au cas p = 1 dans Uequ (2) et a la condi-
tion de C (T) avec 'equation avec diffusion, c’est notre eq (3) notez que C
(T) et généralement supposé étre approximativement linéare pour les petits
"T” et qu’elle approche d’un niveau de soturation pour une grand surface
"T"(voir, [1;2]) pour cette raison notre condition de C(T) n'est pas si forte.
Si C(T) est une augmentation linéaire alors nous pouvons laisser tomber la
condition de C(T), dans le cas p = 1, il est malheureusement, il est évident
que le SIDA est en fait une maladie progresive et que la plupart des personnes
on €tait infectées continueront a se développer” fullylown” .SIDA dans ce cas
les classes Y et Z ne sont plus nécessaires. Pour cas 0 < p < 1 de type équa-

tion différentielle ordinaire . le lecteur est appelé [2, 3]
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Conclusion

Notre mémoire est consacrée a I’étude d’un systéme dynamique non-
linéaire qui représente la propagation d'une épidémie .

Ce probléme admet une solution unique et positive, de plus nous avons
présenté en détail les résultats établis concernant la stabilité locale et
globale des équilibres de ce systéme . Ces résultats affirment qu’une petite
perturbation d’un ou plusieurs parameétres d’'un systéme dynamique peut
provoquer un changement du nombre de points fixes et de leur stabilité ou a
un moment donné le comportement des solutions change drastiquement. ce
qui confirme que I’étude des systémes dynamiques est un outil tres
important qui peut aider les autorités sanitaires & planifier, préparer et

prendre les mesures et décisions appropriées pour controler les épidémies.
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