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Abstract

The subject of this thesis consists of studying the stability of certain dynamic systems on a
semi-infinite star-shaped network using the theory of semigroups based on spectral analysis.
Specifically, our attention is directed to a damped wave equation with the type of Kelvin-Voigt
and viscous damping. We study the existence and uniqueness of solutions for the systems on a
semi-infinite star network. Then, we seek to determine the strong stability of such systems
under certain conditions on the damping coefficient. We use a result by W. Arendt and C. J.

K. Batty [10] to prove the stability by calculating the decay rate of the associated energy
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Sobolev spaces, semigroup, stability, wave equations, damping.



Résumé

Le sujet de ce mémoire consiste a étudier la stabilité de certains systémes dynamiques sur un
réseau en forme d’étoile semi-infini en utilisant la théorie des semi-groupes basée sur ’analyse
spectrale.

Plus précisément, notre attention est portée sur une équation des ondes amortie avec le type
d’amortissement de Kelvin-Voigt et visqueux. Nous étudions l'existence et I'unicité des
solutions pour les systémes sur un réseau en forme d’étoile semi-infini. Ensuite, nous
cherchons a déterminer la stabilité forte de ces systémes sous certaines conditions sur le
coeflicient d’amortissement. Nous utilisons un résultat de W. Arendt et C. J. K. Batty [10]

pour prouver la stabilité en calculant le taux de décroissance de I’énergie associée.
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Espaces de Sobolev, Semi-groupe, stabilité, équations d’ondes, amortissement.
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Symboles et Notations

Dans la suite, nous adopterons les notations suivantes

L’ensemble des fonctions lisses dansl/;.

L’ensemble des résolvants.

L’ensemble des résolvants de B.

L’ensemble des spectres ponctuels de B .

L’ensemble des spectres discrets de B.

Reésuktats de la translation : L’ensemble des spectres essentiels de B.
Le produit scalaire en x .

La norme en x .

Dérivée partielle du premier ordre de f par rapport au temps t.
Dérivée partielle de premier ordre de f par rapport a la variable d’espace
x.

La dérivée partielle du second ordre de f par rapport au temps t.

La dérivée partielle d’ordre 2 de f par rapport a la variable d’espace .



Introduction générale

En mathématiques, en physique et en ingénerie, un systéme dynamique est un systéme qui
évolu au fil du temps.
L’évolution d’un systéme dynamique peut se modéliser de deux fagons différentes :

e Une évolution continue dans le temps, représentée sous forme d’une équation différentielle
ordinaire. C’est a priori la plus naturelle physiquement puisque le paramétre de temps
nous semble continue.

e Une évolution discontinue dans le temps.

L’étude du comportement des équations différentielles (ordinaires, partielles,...) est a ori-
gine des systémes. dynamiques. Les questions qui surgissent sont de plusieurs natures. Elles
concernent :

e [’existence et 1'unicité des solutions.

e Le comportement aux limites des solutions.

e La stabilité des solutions.

Pour étudier I'existence et I'unicité la méthode généralement utilisé est la transformation du

probléme en un probléme de Cauchy-Schwartz :

dX

Y, AaX7
dt

X(0) = X,

ou X n’est autre que notre probléme de base.

Pour la stabilité des systémes d’EDP (Equations aux Dérivées Partielles) les méthodes gé-
néralement utilisées sont 'approche par fonction de Lyaponov ou encore par la méthode des
semi-groupes.

Les deux méthodes consistent & construire une fonction dites fonction de I’énérgie du systéme
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puis prouver qu’elle décroit et temps vers 0 lorsque le temps tend vers l'infini

||E(t)]| — 0, quand ¢t — 400

Dans ce mémoire nous nous intéressons a la stabilité de systémes dynamiques en réseau en

étoile par 'approche de semi-groupes, pour se faire nous divisons notre travail en trois parties :

Chapire 1 Nous commencons par rappeler quelques notions sur les espaces de Sobolev,
nous introduisons les espaces de Banach, Hilber et Soblev et leurs propriétés puis nous
rappelons quelques inégalités usuelles.

Chapire 2 Nous continuons notre travail en introduisant la notion des semi-groupes ainsi
que toutes ses propriétés puis nous présentons la notion de stabilité forte exponentielle et
polynomiale par approche des semi-groupes.

Chapire 3 Nous terminons notre travail par étudier 'existence et I'unicité puis la stabilité de

quelques systémes en réseaux en étoile en utilisant les semi-groupes.
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1.1 Les espaces de Banach

Il est bien connu que les solutions de toute équation différentielle partielle, lorsqu’elles
existent, appartiennent naturellement aux espaces de Sobolev qui est un espace de Banach.
Nous allons donc commencer par quelques concepts fondamentaux de ces espaces, pour leurs

preuves et plus de détails, nous invitons le lecteur a se reporter a |2, 15, 17, 18, 19].

Définition 1. (Espace de Banach )
Un espace de Banach X, est un espace vectoriel normé qui est un espace métrique complet

avec respect de la métrique dérivée de sa norme, ou

d:XXX — R+

(l‘,y) - d(x,y) = ”3j - yH

Exemple 1.

Nous considérons la norme p sur R™ ou C", par

1
[Gers o, s an)llp = (217 + o]’ 4 |2 ?) 7, VI < p < oo,
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et pour p = 0o nous définissons la norme mazximale par
(21, 22, ..., 2p)|lp, = max|z1| + |z2|, .. ., |2nl,

alors R™ équipé de la norme p est un espace de Banach de dimension finie pour 1 < p < oo.

Pour un espace de Banach de dimension infinie, nous définissons les espaces suivants,

1.2 Espace de Hilbert

Définition 2. (Espace de Hilbert)
On dit que ’espace de Banach X est un espace de Hilbert si sa norme induite par la métrique

d(w,w) satisfait la loi du parallélogramme, c’est-a-dire
2+ ylI” + flz — ylI* = 2||=[* + 2{ly|*.

De plus, cette norme définit un produit scalaire (w,w).

Définition 3 (Voir [15]).
On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est :

1. Continue : s’il existe une constante C' telle que
la(u,v)| < C|lu||||v]] VYu,v € H.
2. Coercive : s’il existe une constante o > 0 telle que
a(v,v) > allv||* Vv e H.

Théoréme 1.2.1 ([15]). (Laz-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert réel, L(S) une forme Linéaire continue sur H(w,w), une forme

bilinéaire continue coercive sur H. Alors la formulation variationnelle

a(u,v) = L(v)
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pour toute fonctionv € H admet une unique solution. De plus cette solution dépend continument

de la forme linéaire L.

Définition 4. (Espace de Lebesgue)
Soit w un sous-ensemble ouvert de R", alors pour tout 1 < p < oo, l’espace de Lebesque est

défini comme suit :
LP(w) = {u(x) cw — R, u(x) est mesurable / |u(x)|P dx < oo} ,

induit par la norme

ol = ( [ 1ol ar)’”,

et pour p = o0,

L®(w) ={u(z) : w = R, : u(x) mesurable borné },

mduit par la norme

]| oo w) = esssup [u(z)],
TEW

les espaces L sont des espaces de Banach pour 1 < p < oo.

Théoréme 1.2.2 ([15]).
L’espace LP(w), muni de la norme ||.||Lr(), est un espace de Banach, pour tout

1 <p<oo.

Exemple 2.
Un excellent exemple d’espace de Banach "Hilbertien" dans le cas p = 2 est la collection
des fonctions intégrables carrées sur w, et consiste en toutes les fonctions mesurables a valeurs

complexes f qui satisfont aux conditions suivantes

J 1P dr <o

~La norme L*(w) de f qui en résulte est définie par

Jull 2 = ( [ @ dx)%.
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~L’espace L*(w) est naturellement équipé du produit scalaire suivant :

(f,g9) = / f(x)@ dx chaque fois que f,g € L*(w).

1.3 Espace de Sobolev

Définition 5. (Espace de Sobolev)
L’espace de Sobolev, noté H(w) est constitué des fonctions dans L*(w) qui ont des dérivées

faibles jusqu’a lordre k et qui appartient o L*(w), c’est-a-dire
He(w) = {u € LA(w)/u,u,...,u" € L*(w)},

muni de la norme et le produit scalaire :

2
lullge = (/ {lu + WP +... + ]u(“)|2} dm) ,
(u,v) :/{ﬂv+ﬂ’v'+ﬂ(“)v(“)} de.

Théoréme 1.3.1.

L’espace H*(w), muni de la norme ||.||3(), est un espace de Banach "Hilbert" pour tout

k>1.

Exemple 3.

L’exemple fondamental de ’espace de Hilbert de Sobolev est H'(w), défini comme suit
H'(w) = {f € L*(w), f' € L*(w)},

~La norme naturelle est donnée par :

1l w) = (/w|f(:v)|2+ |/ ()] dx)é.
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~ Le produit scalaire associé de l’espace H'(w) est

(f,q) w)—/f dx+/f g (x) dz pour tout f,g € H*(w).

1.4 Interpolation et inégalités

Dans cette section, nous rappelons les inégalités les plus célébres dans les espaces de Sobolev
qui seront fréquemment utilisés tout au long de ce mémoire. Les détails et les cas plus généraux

peuvent étre trouvés dans [2, 15, 18].

Lemme 1. (Gaglliardo-Nirenberg)
Soit I C R un sous-ensemble borné. Alors il existe deux constantes positives Cy et Cy tels

que pour tout u dans H?(I),

[ull oo (ry < C1]|0x U||Lz 1)||U||L2 + Caflullz2n). (1.1)
11 existe deuz constantes positives C3 et Cy tels que pour tout u dans H*(I),

10sull sy < CalldullZa g lull 22, + Callullzzy- (1.2)

Lemme 2. (Inégalité d’interpolation)
Etant donné un entier m > 2, alors pour tout entier j, 1 < j < m —1, et pour tout k > 0 il

existe une constante C' (dépendant de k et de |I| < o0o) tel que
1020l r2(ry < k07wl 2y + Cllull 2y, Yu € H™(I), (1.3)

Pour en savoir plus sur le cas |I| < co.

Lemme 3. (Inégalité de Young)
Soit 0 < p < oo,%—i—z%:l alors pour tout a,b >0, on a

(1) Premiérement, pour tout p > 1 :
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(2) Deuziemement, pour 0 <p <1 :

Lemme 4. (Inégalité de Minkowsky)
Soit I C R un sous-ensemble borné, et soit f,g € LP(I), pour tout 1 < p < oo, alors

1f +glleay < W fllzeery + Nlgllzecn (1.6)

Proposition 1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit f,g € L*(I), alors linégalité de Cauchy-Schwarz est donnée par

1f > glleey < W Fllezay < gl z2n-

Lemme 5. (Inégalité de Hélder)
Soit I C R un sous-ensemble borné, et 0 < p < oo, f € LP(I), g € L* (I), avec % + z% =1.
Alors

(1) Sil<p<oo:
[quwmsanmxuwmvy (1.7)

(2) Si0<p<1:
juxgwmzummmxummmy (18)
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2.1 Opérateurs linéaires non bornés

Cette section est consacrée a l'introduction de la notion d’opérateurs linéaires non bornés,
ou nous rappelons certaines de leurs propriétés dans les espaces de Banach et de Hilbert. Nous

invoquons pour cela [17, 18, 19, 20].

Nous considérons les deux espaces X, Y comme des espaces de Banach dans tout ce qui suit.

Définition 6.
Un opérateur linéaire B : X — Y, est appelé non borné si l'image B(S) de la sphére unité
S dans X est non bornée dans'Y .

On peut également définir un opérateur non borné par la forme suivante (Lemme(6))
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Lemme 6.

L’opérateur B est dit non borné si et seulement s’il existe une suite u,, € D(B), telle que :
|lunllx =1 et lim || Buy,l|ly = oo.
n—oo

Définition 7.
Un opérateur linéaire non borné de X dans Y est un couple (B,D(B)), ou D(B) est
un sous-espace vectoriel de X et B est une application linéaire de D(B) de X dans Y, le

sous-espace D(B) étant le domaine de B.

De méme, un opérateur linéaire non borné de X est un couple (B, D(B)), ou D(B) est un

sous-espace vectoriel de X et B est une application linéaire de D(B) de X.

Nous allons maintenant donner quelques exemples d’opérateurs non bornés,

Exemple 4.

Soit X Uespace de tous les polynomes trigonométriques sur [—m, 7|, avec la norme

1P]lx = / " p(@)] de.

—T

Popérateur B : X — X qui fait passer un polyndéme a sa dérivée n’est pas borné.

T

En effet, pour v, = €™ avec n € N* on a |v,||x = 27, alors que ||B(v,)||x = 2nm — oo

comme n — oo donc B n’est pas borné.

Exemple 5.
Soit X =Y = L*(R), et on pose Bu(z) = zu(z), défini dans son domaine

D(B) = {u e L*(R), /Jzu € L*(R)}.

Soit u,, une suite dans le domaine de B, définie par

0 stx<noux>n-+1,

1 st non.

Nous obtenons ||u,| 2wy = 1, et || Buy||L2m) = \/w. L’opérateur B n’est donc pas borné.
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Exemple 6.

Soit X =Y = L*(0,1) et on considére l'opérateur B définie dans le domaine :
D(B) = {u € L*(0,1) tel que d,u € L*(0,1)} .

Vu € D(B); Bu = 0,u,

alors lopérateur B est non borné, en fait nous considérons la séquence u,(x) = ™.

Remarque 1.

L’opérateur A+ B ou A est borné et B non borné est un opérateur non borné défini dans

le domaine D(A+ B) = D(A), par
Vu € D(A), (A+ B)u= Au+ Bu.

Ce résultat sera utilisé par la suite pour définir ['opérateur \I — B avec A € C.

Définition 8. (Opérateur fermé )
Un opérateur linéaire B : X — Y est dit fermé lorsque le graphe G(B),

G(B) = {(z, Ba)|x € D(B)}.

est une substance fermée de X x Y.

Nous avons muni les X XY de la norme du produit :
V(u,v) € X x Y, ||(u,0) 3y = [lullx + Y]

Ainsi, nous pouvons définir la fermeture comme suit :

Lemme 7.

B : X =Y est fermée si et seulement si ce qui suit est vrai :
Lorsque (x,)nen est une suite dans D(B) avec x, — x dans Y et Bx, — Y dans Y, alors
z € D(B) avec Bx = y.
On note également que l'opérateur B est fermé est équivalent a ['opérateur D(B) dit et autorisé
par la "norme du graphe” :

lullbs) = llullx + [ Bully,

est un espace de Hilbert.
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Lemme 8.

L’opérateur B est fermé est équivalent & dit D(B) et autorisé par la "norme du graphe” :
lullbs) = lullx + | Bull3,

est un espace de Hilbert.

Exemple 7.

L’opérateur définit B dans 'exemple (5) est un opérateur fermé. En effet, si u, converge
vers u dans L*(0,1) et 8,u, converge vers v dans L*(0,1),alors il est clair que u, est une suite
de Cauchy dans H'(0,1) qui est une compléte. Par conséquent, u dans H'(0,1)

et v = 0,u.

Définition 9. (Opérateur a domaine dense )
Soit B : X — Y un opérateur linéaire non borné de X, lorsque D(B) est dense dans X, on

dit que Uopérateur (B, D(B)) est un domaine dense de X, c’est-a-dire D(B) = X.

Définition 10. (Opérateur adjoint)
Soit(B, D(B)) un opérateur linéaire non borné de X, avec un domaine dense. On définit

alors son adjoint (B*, D(B*)) par
D(B*) = {y € X*/3c >0 tel que (Bz,y) x x. < cflz,Vz € D(B)} :

et
(z, B'Y) x x- = (B2, y) x x+» Vo € D(B), Yy € D(B").

Définition 11. (Opérateur de dissipation)
L’opérateur linéaire non borné (B, D(B)) de X est dit dissipatif si

Vu € D(B), R(Bu,u)x <0

Définition 12. (Opérateur dissipatif) (/8])
L’opérateur linéaire non borné (B, D(B)) de X est dit m-dissipatif si

(i) B est dissipative.
(i) Vz € X, YA >0, Ju € D(B) tel que (A — B)u = z.

Les notations suivantes sont couramment utilisées pour montrer qu’un opérateur est dissi-

patif ou m-dissipatif.
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Théoréme 2.1.1.
L’opérateur linéaire non borné (B, D(B)) de X est dit m-dissipatif si

Yu € D(B), YA > 0, |hu — Bullx > Aulx.

Exemple 8.

Soit B un opérateur linéaire non borné défini sur X par :
Bz = (v, 0?u, O?w), Vx = (u,v,w) € D(B),

ou

D(B) = {(u,v,w) € Y, v(=1) =0, d,u(0) = d,w(0),v(0) = w(0)},

et
Y = {(u,v,w) € H*(—1,0) x H'(—=1,0) x H*(0,00) : u(—1) = 0},

X = {(u,v,w) € H'(—1,0) x L*(—1,0) x L*(0,00) : u(—1) =0} .

En [15], les auteurs montrent que l'opérateur B est un opérateur dissipatif fermé densément

défini dans Lemma 2,1.

Théoréme 2.1.2.
Si B est m-dissipatif alors, pour tout A\ > 0 Uopérateur (\I — B)™" a un inverse,
(M — B)™1) z € D(B) pour tout z € D(B), et (\[ — B)™" est un opérateur linéaire borné dans

X satisfaisant
I = B)Hlex) <

> =

Théoréme 2.1.3.
Soit (B, D(B)) un opérateur linéaire non borné de X, s’il existe Ao > 0 pour lequel ’opéra-
teur \oI — B est une bijection de D(B) sur X, alors B est fermée.

En particulier, si B est m-dissipative, alors B est fermée.

Exemple 9.

L’opérateur défini dans l’ezemple précédent (7), est m-disspatif.
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2.2 Semi-groupe fortement continue

Définition 13.
Une famille T (t);>o d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach X est appelée

un semi-groupe fortement continue (en bref, un Cy-semi groupe) si
1) T(ty 4+ ta) = T(t1)T (ta), Vi1, ta > 0.
2) T(0)=1.

3) Pour chaque x € X, T(t)x est continue Par rapport a t sur R,.

Définition 14.

Nous définissons le générateur infinitésimal B du semi-groupe (T'(t))i>0 par
T(t)x —
D(B) = {x cX,| limM existe} :
t—0 t

et
%,vx € D(B).

Bx = lim
t—0

2.3 Spectre et résolvant de semi-groupe

Dans cette section, nous donnons la notion de semi-groupes linéaires et établissons la défi-
nition du résolvant, nous définissons certains types de spectre et quelques lemmes, un théoréme
habituellement utilisé dans cette thése. Nous nous référons a [17, 18, 19].

Rappelons quelques définitions spectrales,

Définition 15.
Soit B un opérateur linéaire sur l’espace de Banach X, avec le domaine D(B).

Alors

(1) L’ensemble résolvant p(B) : est I’ensemble de tous les points X\ € C tels que (A — B) est
inversible.
e Si A € o(B) alors linverse de (A — B) est appelé le résolvant de B a A et il est dénoté

comme :

R(\,B) :=(A—B)™..

(2) Le spectre o(B) : est l’ensemble de tous les points A € C pour lesquels (A — B) n’est pas

tnwversible.
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e Remarquons que, par définition,
o(B)Up(B)=C, eta(B)Np(B)=10

. ® L’ensemble de toutes les valeurs propres isolées de B avec une multiplicité algébrique
finie définit ce qu’on appelle le spectre discret, noté oq4(B), et son complément dans le

spectre de B définit le spectre essentiel de B, noté o.s5(B), c¢’est-a-dire,
Uess(B) = U(B)\Ud(B)

A notre connaissance, le spectre essentiel a cinq définitions différentes, I'une étant incluse
dans 'autre, I'une d’entre elles étant caractérisée en matiére de critére de Weyl qui sera utilisé

dans ce mémoire :

Théoréme 2.3.1.
Soit X € 0.55(B) si et seulement s’il existe une suite singuliere (une suite qui n'a pas de

sous-séquence convergente){u,} _ de D(B), telle que

neN
F{un},en € D(B), |lun| =1, et li_>m |(AI — B)u,|| = 0.

Exemple 10.
Soit HZ(0,1),est 'espace de Sobolevl " Hilbert " habituel. Nous considérons l’opérateur B
défini par

(

B(f.9) = (9. —5(ad2f + b2g). )

D(B) = {(f.g) € H2(0,1) x H2(0,1),adf + bd2g € H>(0,1)}.

\

Ou p,a(.) > 0 sont des fonctions continues des paramétres du systéme dans la variable spatiale
tandis que la fonction continue b(.) > 0 dans la fonction d’amortissement Guo-Dong Zhang et

Bao -Zhu Guo, dans [3] montre dans le théoréme 2.2 que

pess(B) = {\ € C/a(e) + Ab(&) = 0, pour certains & € [0,1]}.
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Etudier la stabilité de la solution d’un systéme d’équations auz dérivées partielles évolutives

nous reformulons le systeme en un probleme abstrait de Cauchy dans l’espace d’énergie X,

comme suit,
O _ pu,
dt (2.1)
U(O) =0, € X.

Ou B est le générateur infinitésimal du Cy-semi groupe (T'(t))>o-
Afin d’étudier le probléme (2.1), La premiére étape naturelle consiste a vérifier que le pro-

bleme est bien posé, et pour ce faire, nous avons besoin du célébre théoréme suivant.

Théoréme 2.3.2. (Lumer-Phillips)
Soit B un opérateur linéaire avec un domaine dense D(B) dans un espace d’Hilbert X . Alors
Uopérateur B est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe de contraction sur X, s’il est

dissipatif et s’il existe \g > 0 tel que intervalle R(Agl — B), de \y — B est X.
Les paragraphes suivants donnent la nature de la solution du probléme (2.1).

Théoréme 2.3.3. (Hille-Yosida)
Soit B le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe de contact (T'(t))i>0.

Alors pour tout Uy € X le probleme (2.1) a une unique solution faible
U(t) € C'(Ry, X).
De plus, si Uy € D(B)le probleme (2.1) a une unique solution forte

Ut) =Tt)Uy € C*(R,, X)NC(R,, D(B)).

2.4 Stabilité du semi-groupe

Aprés avoir découvert que la solution est bien posée, ’étape suivante consiste a étudier
la stabilité de la solution, en commencant par la stabilité forte, puis en recherchant le taux
de décroissance de I’énergie de la solution. Pour cette raison, nous rappellerons dans cette
sous-section les résultats de stabilité qui aident a les vérifier tous. Pour plus de détails, nous

recommandons [12, 19, 20].
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2.4.1 Stabilité forte

Théoréme 2.4.1. ( Arendt et Batty)
Soit B Uinfinitésimal d’un Cy-semi groupe de contractions (T(t))i>o dans Uespace de Hilbert
X, st
iRNo(B) (2.2)

est un ensemble dénombrable et
iRNoy,(B)=1. (2.3)

Alors (T(t))i>oest fortement stable, c’est-a-dire.

lim ||T(t)u|lx = 0,Vu € X.
t—o0

2.4.2 Stabilité exponentielle

Définition 16.
Le Cy-semi groupe (T(t))i>0 sur un espace de Hilbert X est exponentiellement stable s’il

existe une constante positive C' et ~y telle que
T (t)ul|x < Ce ", Vt > 0.

Ou nous appelons la valeur de ~y le taux de décroissance.

Théoréme 2.4.2. (Gearhart).
Soit (T'(t))i>0 un Co-semi groupe borné de contrastes sur un espace d’Hilbert X, avec géné-

rateur B. Alors (T'(t)):>0 est exponentiellement stable si et seulement si
iR C p(B),

et
lim sup ||(BI — B)™!|| < o0
8] =00

Remarque 2.
Nous notons que Pruss-Hung-Renardy a une autre facon équivalente d’obtenir la stabilité
exponentielle pour Cysemi groupe de contractions sur un espace de Hilbert. Le théoréeme et la

preuve d’équivalence peuvent étre trouvés dans Lui-Zhn [3].
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Exemple 11.
Soit HE(I),k = 1,2,1 =: {(=1,0),(0,1)}, "’espace de Hilbert" usuel de Sobolev, et nous
définissons :
H={(f.g9) € Hy(~1,0) x Hy(0,1), f(~1) = g(1), £(0) = 9(0) } ,
et

X =H x L*(—1,0) x L*(0,1).

Nous considérons opérateur linéaire B défini a partir de D(B) C X dans X par

B(f,g,h,q) = (h,q,02f, 029 — a(x)q),

D(B) ={(f,9) € Hj(=1,0) x H(0,1), (h,q) € H,0:f(0) = 0-9(0), }

avec ap(z) < a(x) < ay(x), P.P sur[0,1],a € L*(0, 1)

Dans [4], Manuel et Raposo ont montré dans le lemma 3 et le lemma 4, que;
o,(B) NiR =0,

et
lim sup ||(i3] — B)™!|| < oo.
8|00

On en déduit alors que le semi-groupe associé (T'(t));>o est exponentiellement stable.

2.4.3 Stabilité polynomiale

Définition 17.
Supposon que B soit le générateur infinitésimal du Cy-semi groupe de contrastes (T'(t))i>o
sur un espace de Hilbert X, alors (T(t))i>0 est dit polynomialement stable s’il existe des

constants a,y,C' > 0 telles que

IT(t)(d — B) | x < Ct™, ¥t > 0,d > o. (2.4)



2.4. STABILITE DU SEMI-GROUPE 19

Si (T(t))i>0 est borné 0 € p(B), on peut normaliser (2.4) par l'estimation suivante
IT(t)B~*|x < Ct™, ¥t > 0.
Théoréme 2.4.3. (Borichev-Tomilov)

Soit (T'(t))i>0 un Cy-semi groupe borné de contractions sur un espace de Hilbert X, avec un

générateur B tel que iR C p(B), alors

BI7°MI(iBI = B) " |lex) < C. VB €R,

st et seulement si

IT(t)B~ | ps) <

)

H Q

ol « est un nombre réel positif.

Nouveau, 0 € o(B), alors les théorémes ci-dessus de stabilité exponentielle et polynomiale
sa note tient. Ainsi, nous dérivons une limite supérieure précise sur la croissance du résolvant
|R(iX, B)||z(x) comme |[A| = 0,]|\] — oo, ce qui donnera une estimation pour la note de la

décroissance de I’énergie des solutions suffisamment bien équilibrées de (2.1).

Singularité a zéro

Théoréme 2.4.4.
Soit (T'(t))e>0 un Cy-semi-groupe de contractions sur un espace Hilbert X, avec générateur

B. Nous supposons que RN p(B) = {0}, et il existe a« > 1, telle que

(

[RGA, B)llecxy = O(JA™), quand [A] = 0,

\ RGN, B)||zxy = O(1) quand |A| — oo.

Alors
sup ||R(\, B)B®R(1, B)™%|| < 0.

AeCH
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Théoréme 2.4.5.
Soit (T'(t))i>0 un Co-semi groupe de contractions sur un espace Hilbert X, avec générateur
B. Supposons que RN p(B) = {0}, et laissez o > 1.

Les éléments suivants sont équivalents :

1)
[RGA, B)llceoy = O(A™®), quand, |A] =0,
\ RGN, B)||zxy = O(1) quand |A\| — oo.
2)
IT(t)BR(1, B)|| = O(t’é), quand t — oo.
3)

|t(®)B*R(1, B)*|| = O(t™), quandt — oo.

Remarque 3.
Siw € D(B*) N Ran(B),alors | T(t)ul| = O@t™1).

Singularité a zéro et a I’infini

Théoréme 2.4.6.
Soit (T'(t))>0 un Cy-semi groupe de contractions sur un espace Hilbert X, avec générateurB.
Supposons que RN p(B) = {0}, et laissez o > 1 and v > 0.

Ensuite, les assertions suivantes sont équivalentes :

1)

(

IR, B)|lcxy = O(A|7), quand |A| — 0,

1RGN B)lecxy = OUAP), qand |\| = ox.

2)
|T(t)B*R(1, B) || = o(t™"), quand |\| — oc.
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3)
IT(t)BR(1, B)|| = O(t# ), quand |A| — oc.

Avec p = max(a, ).

Remarque 4.

Siu € D(B™) N Ran(B*), alors || T(t)u|| = O(t™®).

Remarque 5.
Singularité a Uinfini : signifie dans la situation ou le résultat R(i3, B) a des pdles sur
l’aze tmaginaire mais a permis de sauter dans la norme d’opérateur si B tend vers l’infini. De

maniére similaire.

La singularité a zéro : signifie la situation ou le résolveur R(if, B) n’a pas de pdle sur

l’aze imaginaire mais est autorisé a exploser dans la norme de l'opérateur si 3 tend vers zéro.
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3.1 L’équation des ondes avec amortissement de type vis-

queux

3.1.1 Introduction

Dans la suite, on considére une équation d’onde visqueux amortie posée sur un réseau de
cordes mixtes qui seront dénotées par I', avec Nr € N* bords finis {Ij}j.vjl a laquelle nous
attachons N; € N* bords infinis {I; }j&;ﬁl, tous connectés a un seul sommet. Nous désignons
par {Ej}j.\fl les longueurs des arétes finies. On peut identifier chaque aréte I; avec l'intervalle

22
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(0,¢;), le sommet avec 0 et les bords infinis avec I'intervalle semi-infini (0, +00). Les bords sont

couplés a 0 par les conditions de transmission suivantes

uz(O,t) :uj(O,t), t>0, s,5=1,...,Np+ Ny

SINEENT.(0,1) = 0, t > 0.

J=1

En outre, nous imposons la condition limitée de Dirichlet aux extrémités des bords finis.
u](&t):(),t>0, g=1,..., Np. (32)

Le probléme peut donc étre décrit comme suit

8t2uj—8§uj+aj(x)8tuj20, (I,t)EIjXR+, jzl,...,NF+N[,
UZ(O,t) = uj(O,t),t > 07 l,j = 17...,NF+N[,
SNV 9,u5(0,8) = 0, ¢ >0, (3.3)

Uj(gj,t>:(),t>0, j:]_,...7NF,

u](x7o):u9(x)7 atu](x70):u;(x)7 xe}]? j:1’7NF+N17

\

Ou «f.) la fonction de coefficient d’amortissement satisfaisant a

O‘(x) = (O‘j(x))1§j§NF+NI € LOO(F)>

Oéj(l’) > 0, VJ = 1, ,NF + N[.

La Figure ci-dessus décrit le cadre du probléme (3.1) sur le réseau infini en forme d’étoile.
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wi(0, 1) = w0, 1)

I

Hl;{j[l;,it} = {], 1 = Inli .NIF

3.1.2 L’existence et 'unicité de la solution

Reformulation systéme (3.3) vers un probléme de Cauchy

_ 2 2 2 2
On pose X = (uy,ug, us, . ..,07uy, Ofug, Ojus, . . ., OFUNp N, )-

On écrit le systéme (3.3)

O*u; = 0*u; — ay(w)Op;, i=1,2,3...,Np+ Ny.

atui atui
02 u; 0%u; — ax)Opuy
ce qui implique
dX
— =A,X
dt
X(0) = X,
avec
Oy,
A X =
aQ’UHL’ - oz(x)@tui
Xo=(u),u}), i=1,2,3....,Np+ Ny,
et

u) = Us(z,0)u; = Qyuy(x,0).

24

(3.5)
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Cadre fonctionnel du probléme de Cauchy

Nous notons Jr et J; les ensembles d’'indices des arétes finies et infinies, respectivement.
Alors J = Jr U J; est Iensemble des indices de toutes les arétes du réseau. Soit H(I;) 'espace
de Sobolev sur [;,j € J,i = 1,2, dans ce qui suit nous écrirons H'(T') = [ ., H'(I;). Fixons
f = (f;j);jes. Nous définissons I'espace de Hilbert

(

feHYI)

H =9 1(;) =0,V € Jp,

f:(0) = £;(0),¥4,5 € J.

\

Pour I'espace énergétique du systéme, nous considérons I'espace de Hilbert complexe
X =H x L*(T),

muni du produit scalaire,

=3 [ (00T + o)

J€J

ou Y, = (" ¢"),k = 1,2. Nous définissons également 1'espace des fonctions
D(A,) = {Y = (u,0) € H x Hyu € H*(), ) 9,u;(0) = 0} :
jeJ
ou

Aa = ,V(U,U) S D(Aa)7

v D2u — aw

end

av = (j0;)jes-

Proposition 2.
Supposons que (3.4) soit satisfait, alors l'opérateur A, génére un Cy-semi groupe de contrac-

tions (Tw))e>0-
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Preuve.

D’abord,pour tout U € D(A,), on a

(A UUX—Z/QUJE)qux+Z/ 82% a;v;)v;dx.

jedJ jeJ

En intégrant par parties et en utilisant (3.1) et (3.2), nous obtenons

/8 00, ujdx> Z/ ;v |*dx.

jeJ

(AU, Uy = 2iS (

JjeJ

Il donne

R (AU, U)x Z/ ajlv;Pdz < 0.

JjeJ

Alors, 'opérateur A, est dissipatif.
Deuxiémement, nous montrons maintenant que I — A, est un opérateur surjectif. Pour cela,

nous prouvons que pour tout z = (f,g) € X, il existe y = (u,v) € D(A,) satisfaisant

(I - Aa)y =
Ce qui peut s’écrire comme suit
.
—V; = f]7 j € J7
vj(‘?iuj + Qv = gy, ] - J, (36)
\ZjEJ 850’&](0) = 0.
Ensuite,
—07u; + (L + a;(x)uy = g; + (L +oy(x)) fj, J€J, .
3.

> _jes Oau;(0) = 0.

En multipliant la premiére équation de (3.7) par ¢, oit ¢ € H et en intégrant par parties, on



3.1. L’EQUATION DES ONDES AVEC AMORTISSEMENT DE TYPE VISQUEUX 27

obtient
/ D130, — Dy (0);(0) + / (1 + a;(2)) w;dyda
I; I;
(3.8)
= / (g; + (1 + a;(2)) f;) ¢sdx,
I
Pour 5 € J. Ensuite, en additionnant sur J, on trouve
a(u, ¢) = L(9), (3.9)
ol
a(u,p) = Z (/ Oyt Opbid —|—/ (14 oj(x)) ujqﬁ_jda:)
jeJ I; I
et
L) =3 [ o+ (14 ay(a) £) B
jeg V1
On a
la(u, @) < 0wusllz2(r,) 10251l 21,
jed
+ > (U llgllzooiy) Nugllzacp sl 2
jeT
< (1 +  sup ||%||L°°(Ij)) [ull |0l 2,
1<j<Np+Ny
et

a(u,u) > lully,  VueH.

Alors a est une forme sesquilinéaire coercitive et continue sur H x H.

Il est facile de montrer que L est une forme linéaire continue sur H. D’aprés le théoréeme de
Lax-Milgram, le probléme (3.9) a une solution unique v dans H et on déduit de (3.6) l'existence
dev e H.

Maintenant, en prenant ¢ € C°(I") dans (3.8) et l'intégration par parties, nous obtenons

=

jeJ

/ (—02u; + (1+ aj)u; — g; — (1 + aj)fj)@“) = 0.

I;

Ainsi, pour tout j € J :
—0hu; + (14 aj)u; = g; + (1 +ay) f;.
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On en déduit donc

u € H*(T).

De plus, les conditions de Kirchhoff sont remplies en prenant ¢ € H dans (3.8), tel que ¢;(0) # 0
et en observant que a(u, ¢) est un fonctionnel linéaire continue sur L?(T'). Il reste maintenant

a montrer que

Iyl < cll=ll%,

ouy = (u,v),z = (f,g) et ¢ est une constante positive indépendante de y. En multipliant les

premiéres équations de (3.7) par @ puis en intégrant sur I;, on obtient que

[ 10asin+ [ o) lufds = [+ 0+ aste) £ wde €

I I

En utilisant I'inégalité de Young, on trouve
1 fillzza Nusllze gy < W Fill e,y + ZHUJH%Q(Ij)u

1
1/2 1/2 1/2 1/2
o fillzapllog*usllzecay < gleg Fillta,) + ey uslliaq,),

et

1 1
Ngillzzcpllwsllze ;) < 5“93‘”%2(1j) + 5”“3’”%2(1]-)-

Donc

1/2
100132y + g2y + oy w132,

1/2 1/2
< Nfillzeapluillizeayy + Ngilleza lull e,y + ||aj/ fjHL?(Ij)HOéj/ |21
2 1 2 1 2
< ||fjHL2(1j) + ZLHUJ'HLQ(IJ-) + §||gj‘|L2(Ij)
T gl + 210l e, + a2
2 J L2(IJ) 4 ] J L2(]J) ] J LQ(IJ)

Par conséquent, on a

10utslE2qr,y + lusliEaqryy < e (1652, + gy )
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oil ¢; = (4 + ||ay[z(z;)). De plus, nous avons

Il = 3 (sl + o l32qr,)

JjeJ
=3 (gl ry + s = Fil2aqr,)
Jj€J
< @a+ 1D (IilBig, + gl ) = el

jedJ

ol c=2c + 1.
En conclusion, y = (u,v) € D(A,) et (I—A,)"! € L(X). Grace au théoréme de Lumer-Phillips,
lopérateur A, génére un Cy-semi groupe de contractions.

On obtient donc le résultat d’existence et d’unicité suivante. O

Proposition 3.

Pour une donnée initiale Uy € X, il existe une solution unique
UeCR.,X)
du systéme (3.5). De plus, si Uy € D(A,), alors il existe une solution unique
UecCRy,D(A))NCHR,, X),

du systéme (3.5), et on a
t [Nr+Np
E(t) — E(0) = —/ ( Z / aj(x)|8tuj\2dx> ds, Vt>0.
0 j=1 Y1
Ou nous définissons l’énergie comme suit

Np+Ny

E(t) = % Z /1 (\@uj(g:’t)’?jt\axuj(x,t”?)dx.

J

Par conséquence, E(t) est décroissant et le systéme (3.3) est dissipatif.
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3.1.3 Stabilité asymptotique
Dans cette section, nous étudierons la stabilité asymptotique du systéme (3.3), c’est-a-dire,

lim E(t) =0, YU,é€ X,

t—+00

sous I’hypothése suivante sur le coefficient d’amortissement «,
(H) ay(z)> Ly >0eta;(x) =0, j=2,...,Np+ Nj.

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, nous devons énoncer et prouver la pro-

position suivante.
Proposition 4.
Supposons que la fonction « satisfasse l'hypotheése (H), alors

(i) Uopérateur A, n’a pas de valeurs propres sur l’axe imaginaire si et seulement si

hgQva<i#i<Nn (3.10)

J

(i1) Sous la condition (3.10), on a
IR N oess(Ay) = 0,

0l 0ess(An) est le spectre essentiel de l'opérateur A, et R* = R\ {0}. Pour prouver la
proposition ci-dessus, nous rappelons le critére de Weyl [17],] chapitre 10], :
A € 0uss(An) si et seulement s’il existe une suite singuliére (une suite qui n’a pas de

sous-séquence convergente) {u,} _y de D(A,), telle que,

neN

llunl] =1 et lim [[(AM — Ay)u,| = 0.
n—oo

Preuve.
(i) On suppose que (3.10) est valable et nous prouvons que A, n’a pas de valeurs propres sur
I’axe imaginaire.

Supposons que A := i3, 5 € R, est une valeur propre de A, et que y = (u,v) € D(A,)
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est le vecteur propre correspondant. On a

p
Uj:iﬁUj,jzl,...,NF—FN[,

0§u1 — V] = i,@’l)l, (311)

kagll/j :iBUj,j = 2,...,NF+N1.

D’abord, nous montrons que zéro n’est pas une valeur propre de A,. Pour g = 0, en
multipliant (3.11), et (3.11), par u;, en intégrant par parties et en sommant sur .J, on

trouve

Z ||5a:uj||%2(1j) =0,

jed
on obtient H@xujH%QUj) =0, Vj € J. Par conséquent d,u;(x) =0, p.p. x € I;.
En tenant compte du fait que 92u; et O,u; appartiennent a L*(I;), on en déduit que
u; € CY(I;) et donc d,u;(x) = 0, Vo € I;. Grace aux conditions aux limites, on obtient
u;(z) =0, Vo € ;.
Par conséquent, u = 0, puis en utilisant (3.11) on obtient y = 0.
Deuxiémement, pour S € R* nous déduisons de la partie réelle du produit scalaire de

(ify — Axy, y) x que
R ((Aaty ) ) = — / o ln d = 0.

I

Par conséquent, v; = 0 sur [;. En utilisant la premiére équation de (3.11) et (3.1), nous
obtenons u; = 0 sur I; et u;(0) =0, VjeJ.

D’autre part, u; satisfaisait le probléme de Cauchy,

Puisque u; € H'(I;), Vj € Jy, la solution est

uj(x) = Bjsin(fzx), B; € R, j=2,...,Np,

u](:r;) = 07 ] € JIa
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En utilisant (3.1), (3.2) et le fait que (3.10) est satisfait, nous concluons que

B; =0, j=2,..., Np. Par conséquent, A, n’a pas de valeur propre sur l’axe imaginaire.
Ensuite, nous prouvons la réciprocité.

Soit 2 < p < q< Np+ NI Avec ﬁ—‘; € Q. Il existe (kp, Kky) € Z X Z* tel que % = Z—’;
et Z=17\{0}.

SOit Yy = (Uj, Uj)jzl,._,7NF+N[ ou

up(x) = sin(JEme), ug(r) = sin(F ), u; = 0,5 ¢ {p,q},
P q

k k k
0p(x) = iz 2msin(2me), vy (v) = iptwsin(Fima), vy = 0,5 ¢ {p.a}.

¢ £ lq q

P

Par conséquent, y est le vecteur propre correspondant a la valeur propre A = i—-=2.

T kp
by

(ii) Nous définissons
1
v () = —¢ <£2 — 1) ,x>0,n e N,
n" \n

ol ¢ : R — [0, 1] est une fonction lisse telle que 0 < p(z) <1, et

1 | | < —1
our |x
p 27

plr) =
0 pour |x|>1.

Nous posons y,, = (0, ..., 0, ...,v"), il est alors clair que y,, € D (A,). De plus,

+o0o
lyall% =/ o (¢) |2dt > 1.

-1

Nous avons

2
14agallx < 2115 = 0.
Par conséquent,

lim ||Aaynllx = 0.
n—oo

Ainsi, 0 appartient au spectre essentiel de A,.

(iii) Pour tout A = if3,, 3 € R*, et sous la condition (3.11), (A — A,) est injectif. Sinon, on
peut montrer que (A — A,) est surjectif. Donc, A ¢ o(A,).
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Le théoréme suivant est le résultat principal de cette section.

Théoréme 3.1.1.
Sous la condition (3.10) et Uhypothése (H), le Cy-semigroupe (To(t))i>0 généré par l'opéra-

teur A, est asymptotiquement stable sur X.

Preuve.
En conséquence de la Proposition (8), 'opérateur A, n’a pas de valeurs propres imaginaires
pures et 0(A,) N iR est dénombrable. Suivant les critéres généraux d’Arendt-Batty dans [12],

le Cy-semigroupe (7, (t));>0 de contractions est fortement stable. O

3.1.4 Taux de décroissance de ’énergie

Dans cette section, nous prouvons le taux de décroissance de I'énergie associée au systéme
(3.3), en utilisant une estimation particuliére du résolvant basée sur un résultat de C. Batty,
R. Chill et Y. Tomov dans [12]. Avant d’énoncer notre résultat principal de cette section, nous

avons besoin de la définition suivante.

Définition 18.
Nous disons que les nombres réels ;, j = 1,..., Np vérifient les conditions (S) si :
o (; sont linéairement indépendants sur le corps Q des nombres rationnels ;

; . o
e les rapports 7 sont des nombres algébriques pour 1,7 =1,---, Np.
J

Notre résultat principal est énoncé comme suit.

Théoréme 3.1.2.

Soit (Ty(t)),>q le Co-semi-groupe borné sur lespace de Hilbert X, avec pour générateur A,.
Sous Uhypotheése (H) et si £;, j = 2, ..., N satisfont la condition (S), alors pour tout & > 0,
nous avons

|To() Aa (I = Ad) 2| = O(t™F%), VE > 0, t — oo,

Pour prouver le théoréme ci-dessus, nous avons besoin de montrer la proposition suivante.

Proposition 5.
Sous Uhypothése (H) et la condition (S), les assertions suivantes sont vraies :
(a) [IR(iB, Aa)l| = O (|8]7") lorsque 8] — 0,
(b) R (iB, Aq) || = O(|B**¢) lorsque | B] — oo, V€ > 0,

ot R(if3, Ay) = (ifI — Ay) "

Preuve.

Pour prouver (a) et (b), nous allons argumenter par 1’absurde.
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(a) Supposons que

. - 71
limsup |18 (iBI — Aa) ™ |l 2(x) = o0
BER,|B|—0

Par le théoréme de Banach-Steinhaus, il existe une séquence de nombres réels 3, avec
Bn — 0 (sans perte de généralité, supposons que (3, > 0), et une séquence de vecteurs
y" = (u",v") € D(A,) tels que

(", 0")]x =1,

tels que
BB — Ay)(u™,v™) =: (f*,g") = o(1) dans X.

Nous allons prouver que ||(u",v")||x = o(1), ce qui contredit '’hypothése sur (u",v").

(3.1.4) peut étre écrite comme

(

W — B, o = f = 0 dans H'(I}), j € J,

(i 4+ a8, ") vp — B, ' 02u} = g — 0 dans L*(I), (3.12)

Wl — B, %) = g — 0dans L*(I;), j =2,..,Np + Nr.

Maintenant, nous divisons la preuve en deux étapes.

Etape 1 : Dans cette étape, nous prouvons que :

||8xU;-l||L2([j), ||U;L||L2([j) = O(].), j € J[.

Nous prenons la partie réelle du produit intérieur de (3.12)3 avec d,u}, dans L*(I;), en

gardant a Uesprit que i3,0,u? = — (0,v} + .0, f}'), nous obtenons
1 —1 a n 0 2 ]' —1|,.n 0 2 éR n a n éR n a n
éﬂn | l“uj( )| + éﬁn ‘Uj ( )‘ - <Uj ) xfj >L2(Ij) + <g] ’ :Euj >L2(Ij) ’

alors,

B 105 (02, B 107 (0)]* = o(1), (3.13)

puisque [|0, f71z2(1,) 1197 |21,y convergent vers zéro et [|0,u}|| 21y, [V} ||L2(r;) sont

bornés.
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D’une part, la partie réelle du produit intérieur de (3.12)3 avec q(x)3,0,u}, dans L*(I)),

ou g(z) = (B," — ) Iy g-1;, nous donne

1 — n 1 — n 1 551 n n
3 0 O)F + 5 O =5 [ (0P + ) o). (314)

En substituant (3.13) dans (3.14), on obtient

Bt
/0 (|8:,;u§”|2 + |U§L|2)d:v = o(1),

Donc,

Bt
Ve > 0,3Ny €N, Vn € N, n > N, / (|0puf)? + [0 ) da < g
0

D’autre part, (0,u?, v}') € L*(I;) x L*(I;), nous déduisons
+oo €
Ve > 0,36 >0, VR >4, / (10su|? + [0 [?)de < <.

R

2

Par conséquent, Ve > 0, IN; € N, -1 > 4,

+oo c
/ 1 (|6Iu?]2 + |v§°\2)dw < 5
B

n

Donc, pour n > max(Ny, Ny),
+00
/0 (\8xu;‘|2 + ]vﬂz)d:c <e,
ce qui implique que
102 221, 1103 |22z, = 0(1), Vi € Jr. (3.15)
Etape 2 : Dans cette étape, nous visons & montrer que

v} | L2(1;), |00} |21y = o(1), j € Jp.
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Tout d’abord, & partir de (3.12)1, on peut facilement vérifier que

||3mU?||L2(1j) < Bn (Haa:u;'lHL%Ij) + ||3xf;l||L2(1j)) , J € Jp.

Ensuite, nous déduisons

10205 |22,y = o(1), j € T, (3.16)

puisque £, — 0, |0, f] || z21;) = o(1), et [|0xu}]|12(z;) est borné.

Deuxiémement, nous avons
loillzay < Cllofllzea,) < Cmax|[0:07]| L,
J
S Cl I;leajx ||axvy||L2(ac,€j) S 02 ||8$'U;-1||L2(]].)7 Ca Cl) CQ > Oa
J

et en vue de (3.16),
V71|22, = 0(1), 5 € T (3.17)

Ensuite, on peut prendre le produit intérieur de (3.12),, avec v}, dans L*(I') et en

intégrant par parties, on obtient
., ||2 . n|2 —1 3 n||2
illv ||L2(F) — il|0yu ||L2(F) + B, llag oy ||L2(11) =o(1). (3.18)
En prenant la partie imaginaire de (3.18), on obtient
102" |72y — 0" |72(r) = o(1). (3.19)
Maintenant, en insérant (3.15) et (3.17) dans (3.19), nous déduisons
Haxu;bHLZ([j) = O(l), ] € JF. (320)

Enfin, en utilisant (3.15), (3.17) et (3.20), nous concluons que [|(u",v")||x = o(1), ce qui
contredit '’hypothése ||(u™, v"™)||x = 1.

La preuve du point (a) est terminée.
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(b) Nous supposons que

limsup [[|87%9 (i8I — Aa) ™ |lex) = oo
BER,|B]—00

Alors, il existe une suite de nombres réels 3, avec (3, — oo, (sans perte de généralité,

nous supposons que 3, > 0), et une suite de vecteurs y"* = (u™,v") € D(A,) tels que

H(un7 Un)HX =1,

telles que

BB — Ag)(u™,v™) =: (f",g") = o(1)  dans X. (3.21)

Nous allons prouver que ||(u",v")||x = o(1), ce qui contredit 'hypothése sur (u",v").

Nous avons (3.21) qui est équivalente a.

¢

Bffﬁ (zﬁnuy — U;L) = fI' = 0, dans Hl(Ij), jeJ,

B2 (B0 — 02uf + aq(z)v]) = gt — 0, dans L*(1,), (3.22)
n 1 1

| B (iBav) — OFuf) = gf — 0, dans L*(L;), j =2, Np + Np.

Tout d’abord, en utilisant le fait que (3,u}) est bornée dans L*(I;), pour tout j € Jp,
et (3.22); pour obtenir

ﬁiHU?H%?uj) - HU?H%%I]-) =o(1), Vj € Jp. (3.23)

Ensuite, notons que f;' — 0 dans H(I;) < C(]0,¢;]) pour tous les j € Jr, ce qui
implique que |f7'(0)| = o(1), pour tous les j € Jp. Ensuite, en raison de la condition de

continuité, nous déduisons que
|£7(0)| = o(1), Vj € J. (3.24)

Maintenant, nous allons diviser le reste de la preuve en trois étapes.

Etape 1:j € J;
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En prenant la partie réelle du produit scalaire de (3.22); avec dyu} dans L*(I;), on

obtient

R (B4 (60 — 2ur) 00} oy = 5 (B2 10.(0) P+ 6244107 (0) ]
(3.25)

=R (v}, amfﬁw(zj) +R (g7, aff“?>L2(1j) '

A partir de (3.25), en utilisant la bornitude de d,u? et v dans L*(I;), et la convergence

vers zéro de [|0, 7| z2(1), 197 |lL2(1;), on a

Bt e10,uf (0)* = o(1),
(3.26)
Bt (0)* = (1),
vE > 0.

Par le méme argument, nous calculons la partie réelle du produit scalaire de (3.22), par

B, Sq0,uy, on q(z) = (B, — )1j,,), Y € I}, nous trouvons
1 n 2 n 2 1 o n|2 n|2 327
~5 {1025 OF + B OP} 3 | (102 + [0 ) dr = o(1). (3.27)
Notant (3.26) et (3.27), on obtient

BTL
/o (|6?mu;1|2 + |v§‘|2) dzr = o(1).

Ainsi,

Bn
Ve >0, 3Ny € N, Vn > Ny, / (10zuf|? + [0} ?) da < g
0

Remarquons que d,u}f € L*(I;) et v} € L*(I;), alors

+oo
Ve >0,3N; €N, Vn > Ny, / (10zuf]? + [0 [?) do < g
Bn
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Par conséquent, pour n > max (N, Ny),

+oo
/0 (|&Eu}1|2 + |U]"|2) de < e.

Cela implique
1020 L2(1;) = o(1),
1071221,y = o(1)-
Etape 2 :j =1
Par la suite, en utilisant la condition de continuité, (3.22),, (3.24) et (3.26),, on a
Bateul(0)|* = o(1), Vj € J. (3.28)

En prenant la partie réelle du produit scalaire de (3.21) avec (u", v™) dans X, on obtient

ﬂff&/ o [l Pdz = o(1).

I

Ainsi,

45, n
B 2ot Nl 2y = of1),

(3.29)

107|222y = o(1)-

En utilisant (3.23), on dérive
Bullwf |2y = o(1). (3.30)

De plus, en multipliant (3.22), par (8,2 u?, en considérant (3.22),, une intégration par

parties sur I; donne

[ (680t = 923 + on (o) e = 0,0 O)F0) + 10, sy = I s
1

+/ oqv?u_{‘dx—i-/ B2 frde

[1 Il

= | B, gruida.
I
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Le méme argument que dans I’étape 1 conduit a

R (0,07 (0)7(0)) + 1102 I3y = 0(1): (3.31)

De plus, grace a (3.22), et (3.29), nous obtenons

B2t 2y < (14 B, el o)) 107l 22cmy

(3.32)
+ 8.2 lg 2y = o(1)-
D’autre part, 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg appliquée & d,u}, montre
1 n 192 n 3 -1 n 3
B N0au || ooy < 118, azu1‘|z2(11)’|ﬁn @culﬂiz(h)
(3.33)

+ B 10wt | 22y
En insérant (3.32) dans (3.33) et en utilisant la bornitude de d,u} dans L?(1), on obtient
B 10wut (0)] < B 19l 1y = o(1). (3:34)
Ainsi, grace a (3.28) et (3.34), nous avons

|R (9, (0)u7(0)) 0,0 (0)* + 7 |u (0)* = o(1). (3.35)

<]
~ 4B
Insérant (3.35) dans (3.31), nous obtenons immédiatement
10 201y = o(1). (3.36)
Etape 3 : Cette étape est consacrée a révéler

‘|8xU?|’L2(1j), H’U?HLQ(IJ.) = 0(1), Vj = 2, ,NF

Nous mentionnons deux cas :
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Cas 1 : Supposons que sin(8,¢;) # 0, j =2, .., Np.
En insérant (3.22), dans (3.22),, on obtient

— O — B = B, %g) + i85 ], j=2,.., Nr. (3.37)

La solution de cette équation est donnée par

ny o ui(0)
uj(z) = Sn(Bnty) sin(8,(¢; — )
I n Ej B K n ; n ]
- 6n£381niiﬂn<(ﬁn€j)x)) /[) (97 (6; = ) + iBnf7 (6 = )] sin(Bu(l; — 5))ds
li—x
— B, / [97 (05 = 8) + B f7(€; — 5)] sin(Ba(f; — x — 5))ds.
0
Ainsi,
L Ban)
Opult(0) = —m cos(Bnl;)
e pcos(Buly) (Y, o .
e 2m/o [gj (6; — )+ ifnf](l; — 3)} sin(B,(¢; — s))ds (3.38)
4
=6 [ gt ) i8S, ) sttty — s
Np
Yp = max H | sin(B,45)|, Vn > 1.
1= NE S g
Lorsque ¢, j = 2,..., Ny satisfont les conditions (S5) telles que données dans la

Définition 18, par le Corollaire A.10 de [16], nous obtenons
C
Yo > Bl—jg, Vg > 0.

Soit j() (2 S j() S NF) tel que

N

=[] Isin(But;)l, ¥n > 1.

J=2,j0#]
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Alors, pour tout j # jo, 2 < j < Np, nous avons

|sin(Bal)| = -

Donc,
1 1 ﬁl—&-ﬁ
_— << 3.39
ECAA e 5%
En insérant (3.39) dans (3.38), nous obtenons
0,07 (0)] < 22 [u(0)
b B[ (G = ) + Bl — 9)) sin(Bu(l; — 5))ds (3.40)
B ’flj (g;?(éj —8)+ zﬂnff(éj — s)) cos(fB,(; — s))ds| .
Notez que
/ (62t — 5) +iBof2(t; — 5)) sin(Ba(l; — $))ds| = (1),
’ (3.41)
/1- (g?(fj —s)+ iﬁnf]’-l(éj — s)) cos(B,(¢; —s))ds| = o(1).
Ainsi, en remplagant (3.28), (3.41) dans (3.40), nous trouvons
10.u5(0)] = o(1), Vj =2, .., Ng, j # jo. (3.42)

Maintenant, nous prenons la partie réelle du produit intérieur de (3.22), par 8,2 ¢(x —

ly)0,ut, avec I'aide de (3.28), (3.30) et (3.36), nous obtenons

|0:u7 (0)* = o(1). (3.43)

Pour j = jo, la condition de Kirchhoff avec (3.26),, (3.42) et (3.43), donne

19,23, (0)] = o(1). (3.44)
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Cas 2. Nous supposons qu'il existe jo, 2 < jo < Np tel que sin(8,¢;,) = 0. Ensuite, en
raison de l'irrationalité des longueurs, il existe au plus un jg, 2 < jo < N satisfaisant

sin(B,¢;,) = 0. Dans ce cas,

N

=[] [Isin(B.0)], ¥n > 1.

J=2,j#jo

La preuve est similaire a Cas 1.

Enfin, en prenant la partie réelle du produit intérieur de (3.37) par ¢d,u} dans L*(1;)

pour tout j =2,---, Ng, ou ¢ € C'([0,4,], R), sera choisi plus tard, nous obtenons
2. n 2, n n 1 w2 16 1 Lo w2
1 n|2 20,,m|2
+§ (|8xuj| + B, |uf| )qudx
I

= R (5,2 18,0 0

En utilisant la borne de d,uf et v} dans L*(I;), la convergence vers zéro de ||0. f}|| 22(1,),

1971l 22(1,), nous obtenons

5 10} + 5RIGOPAO + 5 [ (0051 + gl e =001). (3.5
Choisissez q(z) = 2(z — ¢;) dans (3.45)
0.2 (0) 2 — B (0)¢; + / (1022 + B2 ?) do = o(1).
En vue de (3.28), (3.42), (3.44)
0 201y, Bl 2cr,) = 0(1), ¥ € Jp. (3.46)

De (3.23), (3.46), nous observons

HU?HLQ(Q) =o(1), Vj € Jp.
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Pour récapituler : dans (a) et (b) nous avons trouvé |ly,||x — 0, ce qui contredit ’hypothése

[ynllx = 1. O

Preuve du Théoreme 3.1.2.

D’aprés la Proposition 5, nous avons
| 81 — A | =0 (]6]_1) lorsque || — 0,
et

| 81 — Aa)_l | = O(|B|2+§) lorsque |G| — oo, V& > 0,

Ainsi, une conséquence immédiate du Théoréme 7.6 dans [12] donne
ITu(t)Au (I — Aa) 72 || = O(t™75), & — o0, ¥E > 0.

[]

En conséquence du Théoréme 4.1 et de la Remarque 8.5 dans [12], nous avons le Corollaire

suivant.

Corollaire 1.
Etant donné Uy € D (A,) N R(Ay), ot R(Ay) = Ao(D(Ay)). Sous Uhypotheése (H) et
supposons que U, j =2, .., Np satisfont la condition (S), alors il existe des constantes C, to > 0

telles que pour tout t > tg,

C
1T (t)Us||x < 252—+§||U0||X7 V¢ > 0.

3.2 L’équation des ondes avec amortissement de Kelvin-

Voigt

3.2.1 Introduction

Comme indiqué dans le probléme précédent. On considére une équation d’onde amortie par
I’amortissement de type Kelvin-Voigt qui est posée sur un réseau de cordes mixtes qui seront

dénotées par I', avec Np € N* bords finis {Ij}j.szl a laquelle nous attachons N; € N* bords
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o Np+N R L. N
infinis {7, }j - ;F /1, tous connectés a un seul sommet. Nous désignons par {/; }j ' les longueurs

des arétes finies. On peut identifier chaque aréte I; avec l'intervalle (0,¢;), le sommet avec
0 et les bords infinis avec l'intervalle semi-infini (0, +00). Les bords sont couplés a 0 par les

conditions de transmission suivantes

Ul<0,t) :uj((),t), t>0, 1,5 = 1,...,Np+ N;
(3.47)

S NEENEH(0,8) = 0, t > 0.

j=1
En outre, nous imposons la condition limitée de Dirichlet aux extrémités des bords finis.
uj(f,t):O, t>0, 7=1,...,Np. (3.48)

Le probléme peut donc étre décrit comme suit

Ofu; — O2uy + Oy (2)0puy) = 0, (z,t) € [; x Ry, j=1,...,Np+ Ny,

u;(0,8) = u;(0,8),t >0, i,j=1,...,Np+ Ny,

w; (0, 1) =0,6>0, j=1,...,Ng, (3.49)
SINEENT 9 u(0,8) = 0, t >0,

=1

uj(x,0) = ud(z), Ou;(z,0) =wuj(x), x€l;, j=1,---,Np+ Ny,

J
\

Ot «f(.) la fonction de coeflicient d’amortissement satisfaisant a

afz) = (aj<x>>1§j§NF+N] € L>(I),
(3.50)

CYj(ZL‘) > 0, Vj = 1, ,NF + N[.

Le probléme (3.49) peut étre reformulé sous forme d’un probléme de Cauchy;
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Reformulation systéme (3.49) vers un probléme de Cauchy

2 2 2 2
On pose X = (u1,Ug, Ug, - . ., UNptNy, Oftin, Ofta, OfUs, . . ., OfUNp N, )-

Ainsi, le systéme devient

dX
— = AX
dt
X(0) = X,
avec
aztui

AX =
Pou; — Oy () Oputi)

Xo=(ud,ul), i=1,2,3....,Np + NI,

177

Cadre fonctionnel du probléme de Cauchy

Nous définissons 1’espace de Hilbert

(

feHYT)

H =4 fl(gj) = O,Vj S JF)

f:(0) = £;(0),Vi,j € J.

\

Pour 'espace énergétique du systéme, nous considérons ’espace d’Hilbert complexe
X = H x L*(T),

muni du produit scalaire,

v =3 [ (00T + o))

JjeJ

ou Y, = (" ¢%),k = 1,2. Nous définissons également 1'espace des fonctions

D(A):{Y:(U,U)GHXH;UGH2()0(8u—ow )€ L*(T Z@uj

jeJ

46

(3.51)
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u v
A = ,V(u,v) € D(A),

v 0x(0pu — aw)

et

av = (a;v;)jer-

Proposition 6.
Supposons que (3.4) soit satisfait, alors 'opérateur A génére un Cy-semi groupe de contrac-

tions (T)>0

Preuve.
La démonstration est identique & celle du propositon (2) précédent. Nous utilisons la méme

méthode :

1. On montre que 'operateur A est dissipatif, car

R{(AU,U)x) = — Z/] ;| 0,v;]2dz < 0.

jeg 71

2. On montre que l'operateur (I — A) est surjective,

En effet, Pour tout (f,g) € H, nous résolvons ’équation

(I = A)(u,v) = (f,9)-
Ce probléeme se réduit a une forme bilinéaire

a(u,w) = l(w). (3.52)

avec,
a(u,w) = Z (/ u;w;dz +/ (14 aj(x)) (%uj@wwjdx)
jedJ J J
et
L(w) = Z/ (g9; + f;) W5 + a;(2)0, f;0pw;dx.
jeJ V1
On a

a(wu) > fuly,  VueH.



3.2. L’EQUATION DES ONDES AVEC AMORTISSEMENT DE KELVIN-VOIGT 48

Alors a est une forme sesquilinéaire coercitive et continue sur H x H.

Il est facile de montrer que L est une forme linéaire continue sur H.
|a(u, w)| < Cllullu|lwllm

[(w)] < Kllwllz;

avec

C=1+ max s, K= max [f;+gjllce;

llallall £l 2

D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le probléme (3.52) a une solution unique u dans
H et on déduit l'existence de v € H. Puis, le théoréeme de Lumer-Phillips implique que

Iopérateur A génére un Cy-semi groupe de contractions.

On obtient donc le résultat d’existence et d’unicité suivante.

Proposition 7.

Pour une donnée initiale Uy € X, il existe une solution unique
UeCR.,X)
du systéme (3.51). De plus, si Uy € D(A,), alors il existe une solution unique
UecCRy,D(A))NCHR,, X),

du systéme (3.51), et on a

t [Nr+Np
E(t) — E(0) = —/ ( Z / aj(:c)|8xtuj\2dx> ds, Vt>0.
0 j=1 Y1
Ou nous définissons l’énergie comme suit

Np+Ny

E(t) = % Z /1 (\@uj(a:’t)’?jt\8xuj(x,t)|2)dx.



3.2. L’EQUATION DES ONDES AVEC AMORTISSEMENT DE KELVIN-VOIGT 49

Par conséquence, E(t) est décroissant et le systeme (3.51) est dissipatif.

3.2.2 Stabilité asymptotique

Proposition 8.

Supposons que la fonction o satisfasse l'hypotheése (H), alors

(i) Uopérateur A n’a pas de valeurs propres sur l'axe imaginaire si et seulement si

%%Q,VQgi#jSNF. (3.53)

J

(ii) Sous la condition (3.10), on a
iR* N oess(A =10,

0l 0.s55(A) est le spectre essentiel de l'opérateur A et R* = R\ {0}.

Preuve.

Pour consulter la démonstration en détail, nous invitons le lecteur & se référer a ’article

[14]. 0

3.2.3 Taux de décroissance de 1’énergie

Le résultat principal est énoncé comme suit.

Théoréme 3.2.1.

Soit (Ty(t)),>q le Co-semi-groupe borné sur lespace de Hilbert X, avec pour générateur A,.
Sous Uhypothese (H) et si {;, j = 2, ..., N satisfont la condition (S), alors pour tout & > 0,
nous avons

| () Ao (I — Ay) 2| = O(t™F%), ¥E > 0, t — oo

Preuve.

Pour consulter la démonstration en détail, nous prions le lecteur de se référer a la publication

[14]. 0

Remarque 6.
A partir de ce qui précede, nous concluons que notre réseau en étoile conserve sa stabilité et
que son énergie décroit a la méme vitesse lorsque le dissipateur passe du type visqueux a celui

de Kelvin-Voigt.



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons pu rappeler quelques notions de base sur différents espaces
nottament les espaces de Banach, Hilbert et Sobolev. Puis nous avons introduit la notion
de semi-groupes et I’étude de la stabilité pour ces derniers. Pour finir nous avons intoduit
deux systémes en réseau étoile nous avons prouvé l'existence et l'unicité de la solution en
transformant ce dernier en un probléme de Cauchy, et grace a 'approche des semi-groupes
nous avons démontré que la stabilité forte des solutions de notre systéme dépend de la condition
d’irrationalité des longueurs bornées.

Concrétement, la nature du semi-groupe associé au méme systéme change avec le chan-
gement de régularité du coefficient de dissipation, car nous trouvons toujours que le taux de

décroissance polynomiale dépend d’un parameétre & > 0.
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