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Notations

D le disque unité ouvert du plan complexe C.
D le disque unité fermé du plan complexe C.
T le cercle unité .

f̂(n) n-ème coefficient de Fourier de f .

f ∗ la limite radiale de f sur T.
Hol(D) l’espaces des fonctions holomorphes dans D.
M un tribu dans un ensemble Ω.

L∞(T) l’espaces des fonctions bornée dans T.
L(E,F ) l’ensemble des opérateurs linéaires bornés de E dans F .

L(E) l’ensemble des opérateurs linéaires bornés de E dans E.

H l’espace de Hilbert.

H2 l’espace de Hardy.

H∞ l’espace des fonctions analytiques bornés.

u fonction intérieure.

P projection orthogonale de L2 sur H2.

Pu projection orthogonale de L2 sur K2
u

µ une mesure positive.

Kλ noyau reproduisant de H.

Lϕ l’opérateur de Laurent de symbole ϕ.

Tϕ l’opérateur de Toeplitz sur H2 de symbole ϕ.

K2
u l’espace modèle.

K∞u = K2
u ∩H∞.

Auϕ l’opérateur de Toeplitz tronqué sur K2
u de symbole ϕ.
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Introduction

Dans le cadre d’un mémoire de master, j’ai mené une étude pour mettre en lumière les

opérations suivantes pour obtenir une matrice de Toeplitz à partir d’un opérateur de Toe-

plitz sur l’espace de Hardy.

On note par D le disque unité, et T le cercle unité du plan complexe. On appelle opérateur

de Toeplitz de symbole φ, et on note Tφ, l’opérateur défini par :

Tφ : H2(D) −→ H2(D)

f −→ Tφf = PH2(φf)

où H2 l’espace de Hardy est le sous espace de fonctions holomorphes dans D. et P est la

projection orthogonale de L2(T)sur H2(T).

Le but de ce travail :

Comment peut on obtenir une matrice Toeplitz à partir d’un opérateur de Toeplitz ?

Mon travail s’organise en quatre chapitres :

J’ai consacré le premier chapitre au préliminaire des concepts suivants :(l’espace de Hilbert,

les espaces de Hardy Hp en citent la définition de L2(T) qui est l’ensemble des fonctions de

carrés intégrables sur T, et H2(T) c’est l’ensemble des fonctions f ∈ L2(T) dont les coeffi-

cients de Fourier de signe négatifs sont nuls, autrement dit :

H2(T) = {f ∈ L2(T), f̂(n) = 0, n < 0} avec : f̂(n) = 1
2π

∫ 2π

0
f(eiθ)e−inθdθ, ainsi que

l’identification entre H2(D) et H2(T).

Le deuxième chapitre traite l’opérateur et la matrice de Toeplitz, l’opérateur de Laurent

et sa matrice.

Le troisième chapitre nous étudions l’espace modèle, les opérateurs de Toeplitz tronqués,

les opérateurs de Toeplitz tronqués de type α et leurs représentations matricielles.

Dans le dernier chapitre on a proposé une application sur les matrices de Toeplitz.

Djerboua Hayet 6



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Espace de Hilbert

[7] Soit E l’espace vectoriel sur K(R ou C), on appelle produit scalaire sur E toute forme

symétrique, bilinéaire et définie positive. C’est à dire :

〈., .〉 : E × E −→ R
(x, y) −→ 〈x, y〉

– ∀α, β ∈ R,∀x, x′
, y ∈ E〈αx+ βx

′
, y〉 = α〈x, y〉+ β〈x′

, y〉 (linéaire à gauche)

– ∀a, b ∈ R,∀x, y, y′ ∈ E〈x, ay + by
′〉 = a〈x, y〉+ b〈x, y′〉 (linéaire à droite)

– ∀x, y ∈ E〈x, y〉 = 〈y, x〉 (symétrie)

– ∀x ∈ E〈x, x〉 ≥ 0 (définie positive)

(〈x, x〉 = 0⇔ x = 0)

∗ On dit que le couple (E, 〈., .〉) est un espace prés-hilbertien, si E est un espace vectoriel

et 〈., .〉 est un produit scalaire.

∗ Si l’espace E est de dimension fini, on appelle (E, 〈., .〉) espace euclidien, de même, si

a la place du corps R on prend C on aboutit a des espaces pré-hilbertien complexe.

La proposition suivante fait le lien entre les espaces pré-hilbertien et les espaces normés.

Proposition. 1.1.1. Soit (E, 〈., .〉) est un espace prés-hilbertien alors l’expression

‖x‖ = 〈x, x〉 12 ,

définie une norme sur E, on dira que ‖.‖ est la norme associée au produit scalaire.

Définition 1.1.1. On appelle espace Hilbertien ou espace de Hilbert tout espace pré-hilbertien

complet.

Djerboua Hayet 7



1.1. Espace de Hilbert

Exemple 1.1.1. 1. Rn muni du produit scalaire euclidien défini par :

∀x = (x1, x2, ....., xn) y = (y1, y2, ......, yn) ∈ Rn,

On a :

〈x, y〉 = x.y = x1y1 + x2y2 + .....+ xnyn.

2. L’espace L2(Ω,Σ, µ) constitue par les fonctions de carré intégrable muni du produit

scalaire :

∀f, g ∈ L2(µ), 〈f, g〉 =
∫

Ω
f(x)g(x)dµ(x),

c’est l’un des important exemples d’espaces de Hilbert, la norme associée est :

‖ f ‖2= 〈f, f〉
1
2 = (

∫
Ω

| f(x) |2 dµ(x))
1
2

.

Théorème 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz) Pour tout x, y ∈ H, on a :

| 〈x, y〉 |≤‖ x ‖‖ y ‖.

Théorème 1.1.2. (Identité du parallélogramme) Pour tout x, y ∈ H, on a :

(‖ x+ y ‖)2 + (‖ x− y ‖)2 = 2(‖ x ‖2 + ‖ y ‖2).

Proposition. 1.1.2. Un espace pré-hilbertien H est un espace vectoriel normé avec la norme

‖ x ‖= 〈x, x〉 12 induite par le produit scalaire.

Preuve. i- ‖x‖ ≥ 0 : ‖x‖ = 0⇔ 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0

ii- ∀α ∈ R ‖αx‖ = 〈αx, αx〉 12 = (|α|2〈x, x〉) 1
2 = |α|〈x, x〉 12

iii- (‖ x+ y ‖)2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉

6 |〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉|

6 |〈x, x〉|+ |〈x, y〉|+ |〈y, x〉|+ |〈y, y〉|

6 ‖x‖2 + 2‖x‖.‖y‖+ ‖y‖2

6 (‖x‖+ ‖y‖)2

=⇒ ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.

Djerboua Hayet 8



1.1. Espace de Hilbert

Définition 1.1.2. Lorsqu’un espace pré-hilbertien H muni de la norme induite par le produit

scalaire est complet, on dit que H est un espace de Hilbert.

Exemple 1.1.2. 1. L’espace euclidien Ck = {x = (x1, x2, ......., xk) : xi ∈ C, i = 1, ....., k....},
muni du produit scalaire :

〈x, y〉 =
k∑
i=1

xiyi ,

est un espace de Hilbert .

2. L’espace

l2 = {x = (xj)j>0, xj ∈ C,
∞∑
j=1

| xj |2< +∞} ,

muni du produit scalaire,

〈x, y〉 =
∞∑
j=1

xjyj ,

est un espace de Hilbert.

Opérateur linéaire sur l’espace de Hilbert.

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le corps K on appelle opérateur de E dans F , toute

application T défini de E dans F par :

T : E → F

x → T(x)

D(T ) désigne le domaine de définition de l’opérateur T

Définition 1.1.3. L’opérateur T est dite linéaire si et seulement si :

∀x, y ∈ E, µ, λ ∈ K, T (λx+ µy) = λT (x) + µT (y)

Théorème 1.1.3. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et soit T un opérateur

linéaire de E dans F , alors :

T est borné(continue)⇔ ∃M > 0, ∀x ∈ E, ‖ T (x) ‖F≤ M ‖ x ‖E le plus petit des

nombresM vérifient cette inégalité s’appelle norme de l’opérateur T et se note ‖ T ‖

Djerboua Hayet 9



1.1. Espace de Hilbert

‖ T ‖= {infM≥ 0, ‖ Tx ‖F≤M ‖ x ‖E }

Remarque 1.1.1. L’ensemble L(E,F ) de tous les opérateurs linéaires bornés, si E et F sont

des espaces vectoriels normés, alors L(E,F ) est aussi un espace vectoriel normé on note

L(E) si E = F .

Définition 1.1.4. Soient T et T0 deux opérateurs linéaires bornés, T de E dans F et T0

de F dans G, on appelle produit T0T de ces opérateurs, l’opérateur T1 qui à un élément

x ∈ E fait correspondre l’élément z = T0T (x) ∈ G

1. le domaine de définition de D(T1) de l’opérateur T1 est constitue par les

x ∈ D(T ) tels que Tx ∈ D(T0)

2. si T et T0 sont des opérateurs bornés dans des espaces vectoriels normés,

l’opérateur TT0 est aussi borné et : ‖ T0T ‖≤‖ T0 ‖ . ‖ T ‖

Définition 1.1.5. On appelle produit KT d’un opérateur T par un scalaire K

l’opérateur qui à un élément x fait correspondre l’élément KTx

Théorème 1.1.4. Pour tout opérateur borné T , on a :

‖ T ‖ = sup‖x‖≤1 ‖ Tx ‖F
= supx 6=0

‖Tx‖F
‖x‖E

Théorème 1.1.5. Soit H un espace de Hilbert, soit T un opérateur linéaire borné de H,T est

dit compact si et seulement s’il existe une suite d’opérateur borné (Fn) de rang finie tel

que : ‖ T − Fn ‖→ 0

Définition 1.1.6. Soient E et F deux espaces vectoriels et T ∈ L(E,F ), l’unique applica-

tion linéaire T ∗ ∈ L(F,E) telle que pour tout x ∈ E, y ∈ F on ait

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉 s’appelle l’adjoint de T , on a de plus ‖ T ∗ ‖=‖ T ‖

Proposition. 1.1.3. Soient E et F deux espaces de Hilbert, l’application

T → T ∗ est isométrie de L(E,F ) dans L(F,E), elle est linéaire, de plus ∀T ∈ L(E,F )

1. (T∗)∗ = T

2. ‖ T ∗T ‖=‖ T ‖2

Djerboua Hayet 10



1.1. Espace de Hilbert

3. (TS)∗ = S∗T ∗

Preuve. Par définition du produit scalaire et de l’adjoint, pour tout x ∈ E, y ∈ F, T1, T2 ∈
L(E,F ) et λ ∈ C on a :
〈x, (T1 + λT2)∗(y)〉 = 〈(T1 + λT2)(x), y〉

= 〈T1(x), y〉+ λ〈T2(x), y〉
= 〈x, (T ∗1 )(y)〉+ 〈x, λ(T2)∗(y)〉
= 〈x, (T1)∗ + λ(T2)∗(y)〉

ainsi T → T ∗ est linéaire, elle est isométrie d’après la proposition de l’unicité :

1. Montrons que (T ∗)∗ = T , c-à-d on montrons que 〈T (x), y〉 = 〈(T ∗)∗(x), y〉
on a :

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉

= 〈T ∗(y), x〉

= 〈y, (T ∗)∗(x)〉

= 〈(T ∗)∗(x), y〉

2. Montrons que ‖ T ∗T ‖=‖ T ‖2, tout d’abord on appelle que la norme opérateur est

une norme d’algèbre et donc, en particulier :

‖ T ∗T ‖≤‖ T ∗ ‖‖ T ‖=‖ T 2 ‖, d’autre part

‖ T ∗T ‖ = sup‖x‖≤1 ‖ T ∗T (x) ‖
= sup‖x‖≤1,‖y‖≤1 | 〈T ∗T (x), y〉 |
> sup‖x‖≤1 |〈T ∗T (x), x〉|
= sup‖x‖≤1 | 〈T (x), T (x)〉 |=‖ T ‖2 .

On a donc l’égalité ‖ T ∗T ‖=‖ T ‖2

3. Enfin pour vérifier (TS)∗ = S∗T ∗, il suffit de montrer pour tout

x ∈ E et y ∈ F , 〈(TS)∗(x), y〉=〈S∗T ∗(x), y〉.

On a :

Djerboua Hayet 11



1.1. Espace de Hilbert

〈(TS)∗(x), y〉 = 〈x, (TS)(y)〉

= 〈T ∗(x), S(y)〉

= 〈S∗T ∗(x), y〉,

donc on a l’égalité (TS)∗ = S∗T ∗

Définition 1.1.7. l’espace de Hilbert H est séparable s’il possède une suite de points qui est

dense dans H.

Théorème 1.1.6. Soit H l’espace de Hilbert séparable, il possède une base et méme une

infinité de bases orthonormales, toutes ses bases possèdent le méme nombre d’élément appelé

la dimension de l’espace de Hilbert H.

Théorème de représentation de Riesz.

Théorème 1.1.7. Soit T un opérateur linéaire continu sur l’espace de Hilbert H, alors il

existe g ∈ H, pour tout f ∈ H on a :

T (f) = 〈f, g〉,

de plus :

‖ T ‖=‖ g ‖,

(où ‖ T ‖ est la norme de l’opérateur T et ‖ g ‖ est la norme de l’espace de Hilbert

de g).

Preuve. Supposons que H est séparable et démontrons ce théorème sur R, comme H est sé-

parable on peut choisir une base orthonormal {φj}j≥1 de H.

Soit T un opérateur linéaire continue et posons aj = T (φj), soit

cj = 〈f, φj〉, et fn =
∑n

j=1 cjφj comme φj forme une base de H, et T est linéaire alors :

T (fn) =
n∑
j=1

ajcj, (1.1)

et on sait que ‖f − fn‖ −→ 0 quand n→∞ comme T est borné on a :

‖ T(f)− T(fn) ‖≤‖ T ‖‖ f − fn ‖, (1.2)

Djerboua Hayet 12



1.1. Espace de Hilbert

car ‖ f − fn ‖−→ 0 lorsque n→∞ donc d’après l’égalité (1.1) et l’inégalité (1.2) on a :

T (f) = lim
n→∞

T (fn) =
∞∑
j=1

ajcj, (1.3)

montrons que les aj sont carrés sommables |T (f)| ≤‖ T ‖‖ f ‖ c-à d :

|
n∑
j=1

cjaj| ≤‖ T ‖ (
∞∑
j=1

(cj)
2)

1
2 , (1.4)

l’équation (1.4) doit être vérifier pour toute cj carré sommable, posons N un entier positif

et posons :

cj =

aj si j ≤ N

0 si j > N

Il est clair que comme la suite est carré sommable, donc l’équation (1.4) est obtenue :

|
n∑
j=1

(aj)
2 |≤‖ T ‖ (

∑
(aj)

2)
1
2 ,

(
N∑
j=1

(aj)
2)

1
2 ≤‖ T ‖, (1.5)

alors aj est carré sommable car la suite des sommes partielles est borné, comme aj est carré

sommable, la fonction

g =
∑
j

ajφj ,

est bien définie comme élément de H et :

T (f) =
∑
j

ajcj = 〈f, g〉 ,

finalement l’équation (1.5) nous donne ‖ g ‖≤‖ T ‖ mais d’après l’inégalité de Cauchy

Schwarz on a aussi,

| T (f) |=| 〈f, g〉 |≤‖ f ‖ . ‖ g ‖,

où :
| T (f) |
‖ f ‖

≤‖ g ‖=⇒‖ T ‖≤‖ g ‖,

donc :

‖ T ‖=‖ g ‖.

Djerboua Hayet 13



1.1. Espace de Hilbert

Définitions et propriétés.

Orthogonalité.

Définition 1.1.8. Deux vecteurs x, y d’un espace hilbertien H sont orthogonaux, et on écrit

x ⊥ y si 〈x, y〉 = 0

Définition 1.1.9. Deux sous espaces F1, F2 d’un hilbertien H sont orthogonaux si :

∀x ∈ F1, ∀y ∈ F2 : 〈x, y〉 = 0.

Proposition. 1.1.4. Soit F un sous espace d’un hilbertien H, l’ensemble des vecteurs de

H orthogonaux a F forme un sous espace vectoriel de H, noté F⊥

F⊥ = {x ∈ H, 〈x, y〉 = 0, ∀y ∈ F}

Proposition. 1.1.5. (Théorème de Pythagore)

Soit (x1, x2, ....., xn) n vecteurs d’un espace Hilbertien H orthogonaux deux à deux, alors :

(x1, x2, ....., xn)(x1, x2, ......, xn) = 〈x1, x1〉+ 〈x2, x2〉+ ......+ 〈xn, xn〉

Projection orthogonale.

Théorème 1.1.8. (Théorème de Riez de la projection orthogonale)

Soit H l’espace de Hilbert, et F un sous espace vectoriel fermé, soit x0 un point de

H n’appartient pas à F alors le problème infx∈F ‖ x0 − x ‖ possède une seule solution no-

tée x ∈ F et telle que (x0 − x) ∈ F⊥ cet élément x est appelé projection orthogonale de

x0 sur F et l’application associée noté (pF (x0)).

Le résultat qui permet de manipuler l’application de projection orthogonale est le sui-

vante :

Proposition. 1.1.6. L’application qui à un point de H fait correspondre sa projection or-

thogonale sur un sous espace fermé F possède les propriétés suivantes :

1. PF (αx+ βy) = αPF (x) + βPF (y)

2. PF + (PF )⊥ = idH

Djerboua Hayet 14



1.1. Espace de Hilbert

3. (‖ x ‖)2 = (‖ PF (x) ‖)2 + (‖ (id− PF )(x) ‖)2

4. PF (xn)→ PF (x), si ‖ xn − x ‖−→ 0

5. x ∈ F ⇔ PF (x) = x

6. x ∈ F⊥ ⇔ PF (x) = 0

7. PF (PF )(x) = PF (x)

8. F1 ⊆ F2 ⇔ PF1(PF2)(x) = PF1(x)

Théorème 1.1.9. Soit H = F
⊕

F⊥ et la décomposition de x ∈ H dans cette somme directe

est : x = P (x) + (id− P )(x)

Preuve. Pour tout x ∈ H, x = P (x) + (x− P (x)) appartient à H = F + F⊥ et

F ∩F⊥ = {0} la somme est donc direct, H = F
⊕

F⊥, ceci veut dire que P est la projec-

tion sur F parallèlement à F⊥. On appelle donc cette application la projection orthogonale

de H sur F.

Base orthonormale.

Définition 1.1.10. Soit H l’espace de Hilbert, (ei)i∈I une famille de vecteurs est dite :

1. orthogonale si < ei, ej >= 0, i 6= j

2. orthonormale si de plus ‖ ei ‖= 1,∀i ∈ I

Exemple 1.1.3. Soit L2 [−π, π] l’espace des fonctions de carré intégrable sur l’intervalle [−π, π] la

famille (ep(t))p∈z = (eipt)p∈z est orthonormale.

Fonctions holomorphes et harmoniques.

Fonction holomorphe.

Définition 1.1.11. Soit Ω un ouvert de C et soit f une fonction de Ω dans C ; z0 un point

de Ω. On dit que f est dérivable au point z0 si :
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1.1. Espace de Hilbert

lim
∆z→0

∆z→6=0

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
existe.

Notation :

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

= f
′
(z0)

.

Si pour tout z0 ∈ Ω, f
′
(z0) existe, on dit alors que f est holomorphe dans Ω.

On note par : z = x+ iy

z −→ ω = f(z) = f(x+ iy)

= u(x, y) + iv(x, y).

Fonction harmonique.

Définition 1.1.12. Soit D un domaine de R2. Une fonction f définie de D dans C est dite

harmonique si les dérivées partielles d’ordre un et deux existent, et sont continues et si de

plus elle solution de l’équation de Laplace c’est à dire :

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y
= 0.

Fonctions log+ et log− .

Définition 1.1.13. La fonction log+ est la fonctions continue définie sur ]0,+∞[ par :

log+(s) =

log s si s ≥ 1

0 si 0 < s < 1

autrement dit, log+ (s) = sup (log s, 0).

la fonction log− est la fonction continue définie sur ]0,+∞[ par :

log−(s) =

0 si s≥ 1

-log s si 0 < s < 1

Autrement dit : log− (s )= sup (− log s, 0 ))
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1.1. Espace de Hilbert

Le noyau reproduisant d’un espace de Hilbert.

Définition 1.1.14. Soit H l’espace de Hilbert de fonctions définies sur D et à valeurs

dans C, on note 〈x, y〉 et ‖ . ‖, respectivement le produit scalaire et la norme de H. On dit

qu’une application K de D× D est un noyau reproduisent pour H si :

1. Pour tout z, ω ∈ D, Kz(ω) = K(z, ω) est une fonction de ω qui appartient à H.

2. Pour tout z ∈ D et tout f ∈ H

f(z) = 〈f,Kz〉.

En particulier pour tout z, ω ∈ D,

Kz(ω) = 〈Kz, Kω〉 et ‖Kz‖ = 〈Kz, Kz〉
1
2 = K(z, z)

1
2 .

Théorème 1.1.10. Soit H l’espace de Hilbert de fonctions sur D, alors H admet un noyau

reproduisant si et seulement si f → f(z) est continue sur H pour tout z ∈ D.

Preuve. Si H admet un noyau reproduisent K alors :

|f(z)| = |〈f , Kz〉| ≤‖ f ‖‖ Kz ‖

Réciproquement si f −→ f(z) est linéaire continue sur H pour tout

z ∈ D, alors par le théorème de représentation de Riesz, pour chaque z ∈ D, il existe gz ∈
H tel que

f(z) = 〈f, gz〉.

Et gz vérifie 1 et 2 ce qui conclu.

Proposition. 1.1.7. Soit H un espace de Hilbert de fonction holomorphe sur D admettant

un noyau reproduisent K, alors

1. K est unique.

2. pour tout z, ω ∈ D, K(z, ω) = K(ω, z).

3. soit z ∈ D, K(z, z) = 0⇔ f(z) = 0 pour tout f ∈ H.
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1.1. Espace de Hilbert

4. pour tout z, ω ∈ D, | K(z, ω) |≤ K(z, z)
1
2K(ω, ω)

1
2

pour tout z ∈ D, l’application Kz = K(z, .) est bornée sur tout compact de D× D.

5. K est une fonction définie positive, i-e :

n∑
j,k=1

ajakK(ωj, ωk) ≥ 0

pour toute suite complexe (ai)0≤i≤n et tout sous-ensemble finie

{ωj}0≤j≤n ⊂ D.

Preuve. 1. si K et K ′ sont deux noyaux reproduisant pour H alors

‖Kz −K
′
z‖ = 〈Kz −K

′
z, Kz −K

′
z〉

= 〈Kz −K
′
z, Kz〉 − 〈Kz −K

′
z, K

′
z〉

= (Kz −K
′
z)(z)− (Kz −K

′
z)(z)

= 0

Ainsi

‖Kz −K
′
z‖ = 0, et Kz = K

′
z pour tout z ∈ D, donc K = K

′

2. K(z, ω) = 〈Kz, Kω〉 = 〈Kω, Kz〉 = K(ω, z)

3. ⇐= est évident car Kz ∈ H.

=⇒ on remarque que 0 = K(z, z) = 〈Kz, Kz〉 = (‖Kz‖)2, donc

Kz = 0, ainsi

|f(z)| = |〈f,Kz〉| = 0, pour tout z ∈ D.

4. L’inégalité est immédiate par l’inégalité de Cauchy Schwartz. Kz est holomorphe sur D donc

bornée sur les compacts de D, il est alors clair que K est bornée sur les compacts

de D× D.

n∑
j,k−1

ajakK(ωj, ωk) = |
n∑
j=1

ajKωj|2 ≥ 0
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1.2. Les espaces de Hardy Hp, 0 ≤ p ≤ ∞.

1.2 Les espaces de Hardy Hp, 0 ≤ p ≤ ∞.

On va noter quelques définitions et résultats classiques concernant l’espace de Hardy H2.

1.2.1 L’espace L2(T).

On note par D le disque unité du plan complexe C, T le cercle unité de C et par Hol(D) l’espace

des fonctions holomorphes dans D et soit dµ = dt
2π

la mesure de Lebesgue sur T.

Définition 1.2.1. On note par L2(T) l’ensemble des fonctions de carré intégrable sur T par

rapport à la mesure dµ. Il est bien connu que L2(T) muni du produit scalaire défini par

〈f, g〉 =
∫
T fgdµ

est un espace de Hilbert et que la suite des fonctions (en)n∈Z, définies par

en(z) = zn, est une base orthonormée de L2(T). On notera par ‖ . ‖2 la norme dans L2(T).

Théorème 1.2.1. ( De Plancherel-Parseval)

[9] Si f ∈ L2(T) et si (Cn)n∈Z est la suite de ses coefficients de Fourier alors :(
Cn = 1

2π

∫ 2π

0
f (eit) e−intdt

)
donc ‖ f ‖2= ( 1

2π

∫ 2π

0
|f(eit)|2dt) 1

2 =
∑

n∈Z | Cn |2 de

plus, f est la somme de la série de Fourier :

(Sn(f)) > 0 ( ou Sn(f)(eit) =
∑
|k|6n Ckeikt) avec limn→∞ ‖ f − Sn ‖2= 0.

Remarque 1.2.1. Lorsque f ∈ L2 (T) f n’est pas en général égal à la somme de série de

Fourier
∑

n∈Z Cneint.

La classe de Nevanlina N .

Définition 1.2.2. La classe de Nevanlina N est définie par :

N := {f ∈ Hol(D) : sup0≤r<1

∫ π
−π log+ |f (reit) dt| <∞} .

Les fonctions de N étant holomorphe, ce sont des fonctions harmoniques sur D à valeurs

complexes.nous allons tout d’abord considérer les fonctions de N qui ne s’annulent pas sur

D.
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1.2. Les espaces de Hardy Hp, 0 ≤ p ≤ ∞.

Inégalité de Jensen.

Soit µ une mesure positive sur une tribu M dans un ensemble Ω telles que µ (Ω) ∈
]0,+∞[, soit f ∈ L2 (µ) une fonction á valeurs réelles telles que : a < f(x) < b pour tout

x ∈ Ω avec a ∈ R ∪ {−∞} et b ∈ R ∪ {+∞} et soit ϕ une fonction convexe sur ]a, b[, on a

l’inégalité :

ϕ
(

1
µ(Ω)

∫
Ω
fdµ

)
≤ 1

µ(Ω)

∫
Ω

(ϕ ◦ f) dµ

En particulier si µ (Ω) = 1 on obtient :

ϕ
(∫

Ω
fdµ

)
≤
∫

Ω
(ϕ ◦ f) dµ

Inégalité de Holder et Minkowshi.

Soit X un espace mesuré, de mesure µ positive, soient f et g deux fonctions mesurables

sur X à valeurs dans [0,+∞[

1. soient p et q deux exposants conjugués
(
ie : 1

p
+ 1

q
= 1
)
avec

1 < p <∞, alors
∫
X
fgdµ ≤

(∫
X
fpdµ

) 1
p
(∫

X
gqdµ

) 1
q (inégalité de Hölder)

2. soit p ∈ [1,∞[, alors(∫
X

(f + g)p dµ
) 1

p ≤
(∫

X
fpdµ

) 1
p +

(∫
X
gpdµ

) 1
p (inégalité de Minkowski)

L’espace de Hardy Hp(D).

Définition 1.2.3. Pour f ∈ Hol(D) on définit les quantités suivantes :

M0 (f, r) = 1
2π

∫ 2π

0
log+ |f (reit) |dt

Mp (f, r) =
{

1
2π

∫ 2π

0
|f(reit)|pdt

} 1
p si 0 < p < +∞

M∞(f, r) = supt∈[0,2π] |f(reit)|

alors l’espace de Hardy Hp(D) est défini par :

Hp(D) =
{
f ∈ Hol(D) : sup0≤r<1Mp(f, r) <∞

}
.
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1.2. Les espaces de Hardy Hp, 0 ≤ p ≤ ∞.

Pour p =∞ on note

H∞(D) =
{
f ∈ Hol(D) : sup0≤r<1M∞(f, r) <∞

}
.

Proposition. 1.2.1. Soit f ∈ Hol (D), les fonctions r →Mp (f, r)(pour

0 ≤ p ≤ ∞) sont des fonctions croissantes sur [0, 1[, nous avons les inclusions suivantes :

H∞ ⊂ Hp ⊂ Hs ⊂ N pour 0 < s < p <∞ .

Preuve. Si f ∈ H∞(D), pour tout p ∈ ]0,∞[ ona | f(reit)p ≤‖ f ‖p∞ pour r ∈ [0, 1[ et

t ∈ [0, 2π[ on en déduit alors Mp(f, r) ≤‖ f ‖∞ pour r ∈ [0, 1] ce qui implique ‖ f ‖p≤‖
f ‖∞ et donc H∞(D) ⊂ Hp(D) pour tout p > 0, pour p > s > 0, d’après l’inégalité de

Hölder, pour f mesurable sur le cercle centré en 0 de rayon r ∈ ]0, 1[, on a :
∫ π
−π | f(reit) |s

dt 6 (
∫ π
−π | f(reit) |p dt)

s
p (2π)1− s

p et don ; Ms(f, r) ≤ Mp(f, r) ainsi Hp(D) ⊂ Hs(D)

pour p > s > 0. Enfin, pour tout s > 0 comme limx → ∞ log x
xs

= 0, il existe A > 0 tel

que log x
xs
≤ A pour tout x ≥ 1, par conséquent, si f mesurable sur le cercle centré en 0

de rayon r ∈ ]0, 1[ on a :
∫ π
−π log+ |f(reit)|dt =

∫
t∈[−π,π]

:| f(reit) |≥ 1 log(reit) | dt ≤
A
∫
t∈[−π,π]:(reit)|≥1

| f(reit) |s dt on a donc M0(f, r) ≤ AMs(f, r)
s ce qui prouve Hs(D) ⊂

N pour s > 0.

Théorème 1.2.2. (De factorisation) Toute fonction f non identiquement nulle de Hp(D)

(p ∈ ]0,∞[) peut se factoriser sous la forme f = Bg ou B est un produit de Blachke et

g ∈ Hp(D) sans zéro dans D.

1.2.2 L’espace de Hardy H2(D).

On rappelle que l’espace de Hardy H2(D) est l’espace des fonctions holomorphes tel que :

H2(D) ={f ∈ Hol(D) : sup0≤r≤1M2(f, r) <∞ }.

Théorème 1.2.3. [1] Une fonction f ∈ Hol(D) de la forme

∀z ∈ D : f(z) =
∑
n≥0

anz
n,

appartient à H2(D) si et seulement si∑
n≥0

| an |2<∞,

dans ce cas

‖f‖2 = (
∑
n≥0

| an |2)
1
2 .
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1.2. Les espaces de Hardy Hp, 0 ≤ p ≤ ∞.

Le produit scalaire sur H2(D) défini par :

〈f, g〉 =
∑
n≥0

anbn

telle que

g(z) =
∑
n≥0

bnz
n

.

1.2.3 L’espace de Hardy H2(T).

L’espace de Hardy H2(T) est l’ensemble des fonctions f ∈ L2(T) dont les coefficients de

Fourier de signe négatifs sont nuls, autrement dit :[17]

H2(T) := {f ∈ L2(T), f̂(n) = 0, n < 0) }

avec f̂(n) = 1
2π

∫
T f(eiθ)e−inθdθ les coefficients de Fourier d’ordre n.

Identification entre H2(D) et H2(T).

Définition 1.2.4. Soient f ∈ Hol(D), 0 ≤ r < 1, on appelle limite radiale de f , et on

note f ∗ la fonction définie par :

f ∗(eiθ) = limr→1 f(reiθ).

Existe presque partout sur T, d’après le théorème de Fatou(Voir[17]).

Théorème 1.2.4. [1] L’application ϕ : H2(D)→ H2(T) tel que ϕ(f) = f ∗(reiθ) = limr→1 f(reiθ),

est une isomorphisme isométrie.

Compte tenu de l’existence d’un isomorphisme isométrique entre H2(D) et H2(T), dans

la plupart des articles de recherche on trouvera la notation H2, laquelle désignera indiffé-

remment H2(D) où H2(T) suivant le contexte.

Les fonctions intérieures .

Définition 1.2.5. Une fonction intérieurs est une fonction u ∈ H∞(D) telle que

|u∗(eit)| = 1 presque partout avec (u∗(eit) = limr→1 u(reit)).
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Définition 1.2.6. Un produit de Blaschke est un produit de la forme :

B(Z) = eiλZkΠn
|αn|
αn
· αn − Z
1− αnZ

ou λ ∈ R, K entier naturel et (αn)n suite vide finie ou

infinie de produit D\ {0 } tels que ∑
n

1− | αn| <∞

lorsque (αn)n est infinie.

Exemple 1.2.1. [3] Soit λ ∈ D alors bλ est la fonction de D dans lui-même définie par

bλ(z) = |λ|z−λ
λ1−λz , ∀z ∈ D.

Si λ = 0 alors on pose pour tout z ∈ D, b0(z) = z. On remarque que bλ est holomorphe sur

D et que pour z ∈ T, on a

| bλ(z) |= | z−λ
1−λz | = |

z−λ
z−λ | = 1.

Donc pour tout λ ∈ D, bλ est une fonction intérieure. La fonction bλ est le facteur de Bla-

schke associé à λ.
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Chapitre 2

Opérateur et matrice de Toeplitz.

On aimerait bien commencer ce chapitre par les opérateurs de Laurent sur L2(T). Ces

derniers sont relatifs aux opérateurs de Toeplitz. Réellement, l’opérateur de Toeplitz sur H2(T)

n’est autre qu’un opérateur de Laurent suivi de la projection de Riez. On dit que l’opé-

rateur de Toeplitz est la compression de l’opérateur de Laurent à l’espace de Hardy.

2.1 Opérateur de Toeplitz .

Opérateur de Laurent.

Définition 2.1.1. Soit φ une fonction dans L2(T) et D(Lφ) l’ensemble des fonctions f dans

L2(T) telles que le produit φf soit dans L2(T), on appelle opérateur de Laurent ou encore

opérateur de multiplication, de symbole φ sur L2(T) l’opérateur définie par :

Lφ : D(Lφ) ⊆ L2(T) −→ L2(T)

f −→ Lφf = φf

Il est clair que D(Lφ) est dense dans L2(T) puisqu’il contient l’espaces des fonctions conti-

nues à support compact sur T qui lui est dense dans L2(T)

Proposition. 2.1.1. [11] Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. φ est borné sur T

2. D(Lφ) = L2(T)

3. Lφ est borné sur L2(T)

Djerboua Hayet 24



2.1. Opérateur de Toeplitz .

Preuve. 1) =⇒ 2) Il est évident que si le symbole φ est borné sur T alors le produit φf est

dans L2(T) avec ‖ φf ‖2≤‖ φ ‖∞‖ f ‖2 ceci pour toute fonction f ∈ L2(T).

2) =⇒ 3) Soit (fn)n une suite dans L2(T) telles que :

lim
n→∞

‖ fn − f ‖2= 0 ∧ lim
n→∞

‖ Lφfn − g ‖= 0

on veut montrer que f ∈ L2(T), ce qui est évident car L2(T) est complet,

et que g = Lφf . Comme (fn)n converge en norme ‖ . ‖2 vers f , on peut extraire alors une

sous suite

(fnk)k de (fn)n telle que (fnk)k converge simplement vers f u-presque partout.Ceci implique

que

φfnk −→ φf quand k → +∞ (2.1)

µ-presque partout. De la même manière on obtient

Lφfnk = φfnk → g (2.2)

µ-presque partout. De (3.1) et (3.2) on déduit que g = φf µ presque partout

i-e : g = Lφf .

3) =⇒ 1) [8] Si Lφ est borné sur L2(T) alors il existe une constante c > 0 telle que

‖ Lφf ‖2≤ c ‖ f ‖2. Pour toute fonction f dans L2(T). En particulier :

‖ φ ‖2=‖ Lφe0 ‖2 ≤ c ‖ e0 ‖2= c

‖ φ2 ‖2=‖ Lφφ ‖2 ≤ c ‖ φ ‖2≤ c2

...

‖ φn ‖2≤ cn ∀n ∈ N∗.

En itérant ce procédé n fois, on obtient ‖ φn ‖2≤ cn pour tout entier n positif, ce qui si-

gnifie que :

∀n ∈ N∗
∫
T |

φ
c
|2ndµ ≤ 1

supposons que :

µ(
{
|φ
c
| > 1

}
) > 0.

Il est simple de voir que :
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2.1. Opérateur de Toeplitz .

{
|φ
c
| > 1

}
= ∪m≤1

{
|φ
c
| > 1 +

1

1 +m

}
.

Avec pour tous entiers m1 < m2 on a :{
|φ
c
| > 1 + 1

m1

}
⊆
{
|φ
c
| > 1 + 1

m2

}
,

d’où :

µ(

{
|φ
c
| > 1

}
) = lim

m→+∞
µ(

{
|φ
c
| > 1 +

1

m

}
)

.

Comme par hypothèse il existe un entier m0 ≥ 1 telle que : µ(
{
|φ
c
| ≤ 1

}
) > 0.

En notant E0 =
{
|φ
c
| ≤ 1 + 1

m0

}
, nous obtenons :∫

T |
φ
c
|2ndµ ≥

∫
E0
|φ
c
|2ndµ > (1 + 1

m0
)2nµ(E0), ∀n ≤ 1, ce qui absurde car

(1 + 1
m0

)2n −→ +∞ donc |φ(z)| ≤ c pour presque tout z ∈ T et par suite φ est bornée.

Proposition. 2.1.2. Si φ une fonction dans L∞(T) alors : ‖ Lφ ‖=‖ φ ‖∞

Matrice de Laurent .

Soit φ une fonction dans L2(T) et notons par φ̂(n) le coefficient de Fourier d’indice n de φ :

φ̂(n) =
∫ 2π

0
φ(t)e−int dt

2π
.

Définition 2.1.2. Soit (an)n∈Z une suite de nombres complexes. On considère A la matrice

infinie suivante :

A =



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . a0 a−1 a−2 a−3 a−4 . . .

. . . a1 a0 a−1 a−2 a−3
. . .

. . . a2 a1 a0 a−1 a−2
. . .

. . . a3 a2 a1 a0 a−1
. . .

. . . a4 a3 a2 a1 a0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


dont les éléments d’une même diagonale sont égaux. La matrice A est la matrice de Laurent.
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2.1. Opérateur de Toeplitz .

Théorème 2.1.1. [5] Soit A = (an)n∈Z une matrice de Laurent définit un opérateur borné

sur l2(Z), si et seulement s’il existe une fonction φ borné sur T telle que (an)n∈Z est la suite

de coefficients de Fourier de φ.

A =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . φ̂(0) φ̂(−1) φ̂(−2) . . .

. . . φ̂(1) φ̂(0) φ̂(−1) . . .

. . . φ̂(2) φ̂(1) φ̂(0) . . .

. . .
...

...
... . . .


Preuve. Supposons que A défini un opérateur borné sur l2(Z), soit φ l’isomorphisme de L2(T)

dans L2(Z) qui a toute fonction associe sa série de coefficients de Fourier. Posons alors

φ = φ−1(Ae0) où e0 = (..., 0, 1, 0, ...).

Si Lφ est l’opérateur de Laurent de symbole φ alors sa matrice dans la base orthonormée (en)n∈Z

n’est autre que la matrice A.

Or par hypothèse, A définit un opérateur borné sur l2(Z). Donc la matrice de Lφ est la ma-

trice A.

Réciproquement, soit φ dans L∞(T) et soit A la matrice donnée.

Comme le symbole φ est borné, l’opérateur de Laurent Lφ est borné. De plus sa matrice dans

la base orthonormée (en)n∈Z de l2(Z) est la matrice A.

Théorème 2.1.2. [8] Un opérateur bornéM de L2(T) dans lui même est un opérateur de

Laurent si et seulement si sa matrice dans la base orthonormée de L2(T) est une matrice de

Laurent.

Preuve. si Lφ un opérateur de Laurent borné et si A = (ai,j)i,j∈Z est sa matrice dans la

base orthonormée (en)n∈Z.Alors :aij = 〈Lφej, ei〉 = 〈φej, ei〉

ai+k,j+k = 〈φejek, ekei〉 = 〈φej, e−kekei〉 = 〈φej, ei〉.
Donc aij = ai+k,j+k pour tout k dans Z et A est une matrice de Laurent.

Réciproquement :soitM un opérateur borné sur L2(T) dont la matrice dans la base ortho-

normée de L2(T) est une matrice de Laurent c’est à dire :

pour tout couple (i, j) ∈ Z2, 〈Mej+1, ei+1〉 = 〈Mej, ei〉.
Pour prouver queM est bien un opérateur de Laurent on a le théorème suivante :

Théorème 2.1.3. Un opérateur borné de L2(T) dans lui même est un opérateur de Laurent

si et seulement s’il commute avec Le1.
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Preuve. On a :
∀i, j ∈ Z 〈MLe1ej, ei〉 = 〈Mej+1

, ei〉
= 〈Mej , ei−1〉
= 〈Mej , L

∗
e1
ei〉

= 〈Le1Mej , ei〉.

Donc MLe1 = Le1M.

Opérateur shift(décalage).

Définition 2.1.3. [16] On note S : H2 −→ H2 défini par S(f) = zf l’opérateur de décalage

à droite, cet opérateur est borné et une isométrie de H2.

L’adjoint de S est l’opérateur de décalage à gauche noté S∗ défini par :

S∗(f) =
f(z)− f(0)

z

En effet, pour f, g ∈ H2, on a

〈S(f), g〉 = 〈zf, g〉 = 〈f, zg〉.

Soit k ∈ C, on a :

〈zf, k〉 = k〈zf, 1〉

= k〈zf, k0〉

= kẑf(0)

= 0.

Donc

〈S(f), g〉 = 〈f, z(g(z)− g(0))〉 = 〈f, g(z)− g(0)

z
〉.

La matrice de l’opérateur S est défini par :
0 0 0 . . .

1 0 0 . . .

0 1 0 . . .

0 0 1 . . .


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Opérateur de Toeplitz.

[11] Notons par P la projection orthogonale de L2(T) dans H2(T) et dite aussi projection

de Riez.

Définition 2.1.4. Soit Lφ un opérateur de Laurent borné sur L2(T), c-à-d ϕ ∈ L∞ on ap-

pelle opérateur de Toeplitz de symbole φ et on note Tφ l’opérateur défini par :

Tφ : H2(D) −→ H2(D)

f −→ Tφf = PH2(Lφf) = PH2(φf)

Un opérateur de Toeplitz est la compression de l’opérateur de Laurent de L2(T) sur H2(T).

Remarque 2.1.1. Dans le cas ou φ ∈ H∞, l’opérateur de Toeplitz est juste l’opérateur de

Laurent Lφ c’est à dire Tφ = Lφ si φ ∈ H∞.

Propriétés des opérateurs de Toeplitz

Proposition. 2.1.3. [2] L’application qui à toute fonction bornée φ associé à l’opérateur de

Toeplitz Tφ est injective.

En d’autres termes, si Tφ = 0 alors nécessairement φ = 0.

Preuve. En effet, si pour toute fonction f dans H2(T), Tφf = 0 alors en particulier

Tφen = 0 pour tout entier n ≥ 0, ou les en sont les éléments de la base orthonormée

de H2(T).

Si φ =
∑+∞
−∞ aiei est le développement en série de Fourier de φ où

ai = 〈φ, ei〉 alors pour tout entier positif n le développement en série de Fourier de

φen et φen =
∑+∞
−∞ aiei+n, dire que Tφen = P (φen) = 0, pour tout entier positif n revient

à dire que les ai sont tout nulles pour i > −n. On en déduit donc que ai = 0 et ceci pour

tout i ∈ Z et donc φ est nulle.

Théorème 2.1.4. L’opérateur de Toeplitz Tφ est borné si et seulement si

φ ∈ L∞(T) et l’application φ −→ Tφ de L∞(T ) à l’ensemble des opérateurs continues sur H2 est

linéaire et injective.

Proposition. 2.1.4. [23] Soit φ ∈ L∞(T), alors ‖ Tφ ‖=‖ φ ‖∞.

Théorème 2.1.5. Tϕ est un opérateur compact si et seulement si ϕ = 0.

On a quelques propriétés des opérateurs de Toeplitz qui nous seront utiles sont regroupés

dans la proposition suivante :
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Proposition. 2.1.5. [23]

1. Soit φ et ψ deux fonctions bornée sur T, alors Pour tout α, β ∈ C on a : Tαφ+βψ =

αTφ + βTψ

2. L’opérateur identité I de H2(T) est l’opérateur de Toeplitz de symbole

φ = 1, et l’opérateur nul est l’opérateur de Toeplitz de symbole 0

3. Tϕ = 0 si et seulement si ϕ = 0

4. Pour tout couple de fonctions f et g dans H2(T) on a 〈Lφf, g〉 = 〈Tφf, g〉 .

En effet, comme f et g sont dans H2(T), on a tout de suite que :

〈Lφf, g〉 = 〈Lφf, Pg〉 = 〈PLφf, g〉 = 〈Tφf, g〉

5. L’adjoint d’un opérateur de Toeplitz Tφ est l’opérateur de Toeplitz de symbole φ, le

conjugué de φ. En effet soient f et g deux fonctions dans H2(T). On a :

〈f, Tφg〉 = 〈f, Lφg〉.

Or l’adjoint de l’opérateur Lφ est Lφ alors :

〈f, Tφg〉 = 〈Lφf, g〉.

Alors :

〈f, Tφg〉 = 〈Tφf, g〉,

et ceci pour toutes fonctions f et g dans H2(T). Ce qui prouve bien que

T ∗φ = Tφ

6. L’opérateur de Toeplitz est hermitien. C’est-à-dire T ∗φ = Tφ, si et seulement si

φ = φ. En d’autres termes l’opérateur de Toeplitz est hermitien si et seulement si φ est

réel.

7. La matrice d’un opérateur de Toeplitz dans la base orthonormée (en)n∈Z de H2(T) est

une matrice de Toeplitz.

En effet, soit (aij)i,j∈Z la matrice d’un opérateur de Toeplitz Tφ dans la base orthonor-

mée (en)n∈Z de H2(T) alors pour tout entier positif k on a :

ai+k,j+k = 〈Tφej+k, ei+k〉 = 〈φej+k, ei+k〉 = 〈φej, ei〉 = 〈Tφej, ei〉 = aij.
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2.2 Produits d’opérateurs de Toeplitz

Parmi les problèmes qui nous intéressent pour les opérateurs de Toeplitz et leur produits.

La question posé : est-ce que le produit de deux opérateurs de Toeplitz est un opérateur de

Toeplitz ?

Car l’ensemble des opérateurs de Toeplitz n’est pas stable par la multiplication, en d’autre

manière si Tφ et Tψ sont deux opérateurs de Toeplitz bornés, alors le produit n’est pas de tous

un opérateur de Toeplitz.

Mais, sur l’espace de Hardy, Brown et Halmos [8] en 1962, ont donné une condition néces-

saire et suffisante pour que le produit de deux opérateurs de Toeplitz est un opérateur de

Toeplitz.

Théorème 2.2.1. Soient ϕ et ψ deux fonctions bornées sur T. Le produit TϕTψ est un opé-

rateur de Toeplitz si et seulement si ψ est anti -analytique ou si ϕ est analytique. Donc on

a :

TϕTψ = Tϕψ

Preuve. Soient (ai,j)i,j≥0, (bi,j)i,j≥0, et (ci,j)i,j≥0 les matrices de Tϕ, Tψ et TϕTψ
respectivement, c’est-à-dire que pour tout n ∈ Z, les (an) sont les coefficients de Fourier

de ϕ et les (bn) sont ceux de ψ.

Pour tout couple (i, j) d’entiers positifs, on a :

cij =
∞∑
k=0

ai−kbk−j,

et

ci+1,j+1 = ai+1b−j−1 +
∞∑
k=0

ai−kbk−j,

c’est-à-dire

ci+1,j+1 = cij + ai+1b−j−1.

Il vient que, pour tout entiers positifs i et j, si

ci+1,j+1 = cij

alors

ai+1b−j−1 = 0.

Si la matrice (ci,j)i,j≥0 est une matrice de Toeplitz, donc le produit TϕTψ est un opérateur

de Toeplitz, alors
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(i) Soit ai+1 = 0 pour tout entier positif i ou bien b−j−1 = 0 pour tout entier posi-

tif j, ce qui est équivalent à dire que ϕ̂(n) = 0 pour tout entier n ≥ 1, donc ϕ est

anti-analytique

[Tϕ] =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . ϕ̂(0) ϕ̂(−1) ϕ̂(−2) . . .

. . . 0 ϕ̂(0) ϕ̂(−1) . . .

. . . 0 0 ϕ̂(0) . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


(ii) ou bien ψ̂(n) = 0 pour tout entier n ≤ −1, donc ψ est analytique.

[Tψ] =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . ψ̂(0) 0 0 . . .

. . . ψ̂(1) ψ̂(0) 0 . . .

. . . ψ̂(2) ψ̂(1) ψ̂(0) . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


Réciproquement, si ψ est analytique alors Tψ est l’opérateur de multiplication par ψ et donc

pour toute fonction f dans H2

TϕTψf = Tϕ(ψf) = p(ϕψf) = Tϕψf.

Et si ϕ est anti-analytique alors son adjoint ϕ est analytique, alors

(TϕTψ)∗ = TψTϕ = Tψϕ = (Tϕψ)∗.

Par un deuxième passage à l’adjoint, on obtient que

TϕTψ = Tϕψ

.

Corollaire 2.2.1. Si Tφ est un opérateur de Toeplitz inversible sur H2(T) alors son inverse

est un opérateur de Toeplitz si et seulement si φ est analytique ou si φ est anti-analytique.

Preuve. Notons par T−1
φ l’inverse de l’opérateur Tφ. Si T−1

φ est un opérateur de Toeplitz, i.e. S’il

existe une fonction bornée ψ telle que T−1
φ = Tψ, alors :

TφTψ = TψTφ = I = Te0 .

D’où , d’après le Théorème 3.4.1
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φ est anti-analytique où ψ est analytique (∗)

et

φ est analytique où ψ est anti-analytique. (∗∗)

Si φ n’est pas anti-analytique alors, d’après(∗∗), ψ est analytique et comme ψ est sup-

posée non constante alors forcément elle n’est pas anti-analytique et donc par (∗), φ est

analytique.

Réciproquement, si φ est analytique alors, Tφ est commute avec Te1 et on a alors

T−1
φ TφTe1 = T−1

φ Te1Tφ.

En composant à droite par T−1
φ dans l’équation précédente, on obtient

Te1T
−1
φ = T−1

φ Te1.

Ceci prouve bien que T−1
φ est un opérateur de Toeplitz analytique.

Si φ est anti-analytique alors φ est analytique et d’après ce qui précédent on a

T−1

φ
Te1 = Te1T

−1

φ
.

Par passage à l’adjoint dans cette égalité, on obtient que

T ∗e1T
−1
φ = T−1

φ T ∗e1.

2.3 Matrice de Toeplitz

Définition 2.3.1. [11] On appelle une matrice de Toeplitz, toute matrice définie par une

suite de nombres complexes (an)n∈Z est ayant la forme suivante :
a0 a−1 a−2 . . .

a1 a0 a−1 . . .

a2 a1 a−0 . . .

. . . . . . . . . . . .


Une matrice infinie B = (aij)i,j est dite de l’opérateur de Toeplitz Tϕ sur H2 dans la

base {1, z, z2, z3, ...} est donnée par :
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aij = 〈Tϕzj, zi〉
= 〈P (ϕzj), zi〉
= 〈ϕzj, P zi〉
= 〈ϕ, zi−j〉
= ϕ̂(i− j)

donc on a :

B =


ϕ̂(0) ϕ̂(−1) ϕ̂(−2) . . .

ϕ̂(1) ϕ̂(0) ϕ̂(−1) . . .

ϕ̂(2) ϕ̂(1) ϕ̂(0) . . .
...

...
... . . .


Théorème 2.3.1. [6] Une matrice de Toeplitz A = (an)n∈Z définit un opérateur borné

sur `2(Z) si et seulement s’il existe une fonction bornée φ sur T telle que les nombres

(an)n∈Z sont ses coefficients de Fourier i.e :

an = 1
2π

∫ 2π

0
φ(eiθ)e−inθdθ, n ∈ Z.

Dans ce cas la norme de l’opérateur engendré par A est égale à :

‖φ‖∞ := supesst∈T]|φ(t)|.
Telle que (supess f = inf{c ∈ R+ tel que |f | ≤ c, µ− pp}) .

Preuve. Soit φ ∈ L∞(T) la fonction dont les coefficients de Fourier sont les éléments (an)n∈Z de

la matrice A et soit Lφ l’opérateur de Laurent de symbole φ. On sait que Lφ est borné si et

seulement φ est aussi borné, auquel cas ‖Lφ‖ = ‖φ‖∞. On note parMφ la matrice de L’opé-

rateur Lφ dans la base orthonormée (en)n∈Z de `2(Z) :

Mφ =



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . a0 a−1 a−2 a−3 a−4 . . .

. . . a1 a0 a−1 a−2 a−3 . . .

. . . a2 a1 a0 a−1 a−2 . . .

. . . a3 a2 a1 a−0 a−1 . . .

. . . a4 a3 a2 a1 a0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


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D’après le théorème (3.2.1),Mφ définit un opérateur borné sur `2(Z) si et seulement

si φ ∈ L∞(T) et dans ce cas ‖Mφ‖ = ‖φ‖∞. On remarque que la matrice A n’est autre que le

quart inférieur droit de la matriceMφ ; autrement dit, si on note par P la projection orthogo-

nale de `2(Z) alors A = PMφ. ceci implique que si φ ∈ L∞(T) alors ‖A‖ ≤ ‖Mφ‖ = ‖φ‖∞.
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Chapitre 3

L’opérateur de Toeplitz tronqué.

Les opérateurs de Toeplitz tronqués sont des compressions des opérateurs de Laurent sur

l’espace modèle [18].

3.1 Espace modèle.

Définition 3.1.1. [4] Soit u une fonction intérieure. On appelle espace modèle correspon-

dant à u, le sous espace de H2 défini par :

K2
u := (uH2)⊥ = H2 	 uH2 = {f ∈ H2, 〈f, ug〉 = 0, ∀g ∈ H2}

De plus on défini

K∞u := K2
u ∩H∞

Exemple 3.1.1. [19]

1) Si u(z) = zn alors K2
u est l’ensemble des polynôme de degré

(n− 1) à coefficients dans C. c’est à dire

K2
u = {a0 + a1z + a2z

2 + ....+ an−1z
n−1 ∈ C}

2) Si u est un produit de BLASCHKE d’ordre fini avec des zéros λ1, λ2, ......, λn, comptés

avec leurs ordre de multiplicité alors :

K2
u = {a0 + a1z + a2z

2 + ....+ an−1zn−1

(1− λ1z)(1− λ2z)....(1− λnz)
; (ai)0≤i≤n−1 ∈ C.
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3.2 Opérateur de Toeplitz tronqué.

Définition 3.2.1. [15] Soit ϕ ∈ L2(T) et on considère l’application définie sur K∞u par :

K∞u → K∞u

f → Pu(ϕf)

Si cette application peut être prolongée en une application continue sur K2
u, on note Aϕ ce

prolongement et on appelle opérateur de Toeplitz tronqué de symbole ϕ. (voir [13, 20])

Matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué.

Dans cette partie, on met l’accent sur les matrices des opérateurs de Toeplitz tronqués

sur l’espace modèle dans le cas où la fonction intérieure est égale à zn, ou bien un produit

de Blaschke d’ordre fini. Si u(z) = zn, et ϕ ∈ L2, on a S la base de K2
u et la matrice de

l’opérateur de Toeplitz tronqué Aϕ relativement à la base S n’est autre qu’une matrice de

Toeplitz usuelle formée par les coefficients de Fourier de la fonction ϕ.

En effet, si A = (akj)0≤k,j≤(n−1) est la matrice de Aϕ dans la base S alors

akj = ϕ̂(k − j).
La matrice de Aϕ relativement à la base S est de la forme :

A =



a0 a−1 . . . . . . a−n+2 a−n+1

a1 a0
. . . a−n+2

a2 a1
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . a0 a−1

an−1 . . . . . . a2 a1 a0


Produit des opérateurs de Toeplitz tronqués.

Sedlock dans [21] a montré seulement l’existante de α, à travers la méthode utilisé pour

le produit des opérateurs de Toeplitz tronqué.

Théorème 3.2.1. [15] Soient A et B deux matrices de Toeplitz. Le produit A × B est une

matrice de Toeplitz si et seulement si l’une des condition suivantes est vérifiée :

i) A et B sont toutes les deux triangulaires inférieures ou triangulaires supérieures.
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ii) A ou B est un multiple de l’identité.

iii) Il existe un α ∈ C tel que A et B sont de la forme :

A =



a0 αan−1 . . . . . . αa2 αa1

a1 a0
. . . αa2

a2 a1
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . a0 αan−1

an−1 . . . . . . a2 a1 a0



B =



b0 αbn−1 . . . . . . αb2 αb1

b1 b0
. . . αb2

b2 b1
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . b0 αbn−1

bn−1 . . . . . . b2 b1 b0



Preuve. Notons A = (ai,j)1≤i,j≤n = (ai−j)1≤i,j≤n, B = (bi,j)1≤i,j≤n = (bi−j)1≤i,j≤n et

A×B = C = (ci,j)1≤i,j≤n.

Par définition,

cij =
n−1∑
k=0

aikbkj

C est une matrice de Toeplitz si et seulement si :

cij = ci−j =
n−1∑
k=0

ai−kbk−j

Nous distinguons deux cas pour cette égalité.

(i) Pour i=j, on a : c0 =
∑n−1

k=0 ai−kbk−i pour i = 0, 1, ...., n− 1. doù

c0 =
n−1∑
k=0

ai−kbk−i =
n−1∑
k=0

ai−k+1bk−j−1
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pour i = 0, 1, ...., n− 2. En déduit l’égalité

ai−n+1bn−i−1 = ai+1b−i−1.

Autrement dit 

a−n+1bn−1 = a1b−1

a−n+2bn−2 = a2b−2

... . . . ...

a−1b1 = an−1b−n+1

(ii) Pour tout i 6= j, posons l = i− j, j = i− l avec | l |= 1, ..., n− 2, nous avons :

ci−j = cl =
n−1∑
k=0

ai−kbk−i+l.

Remarquons que pour chaque i et l, on a l’égalité :

n−1∑
k=0

ai−kbk−i+l =
n−1∑
k=0

ai−k+1bk−1−i+l

ai−n+1bn−1−i+l = ai+1b−1−i+l

En obtient les systèmes suivants :



a1b−1 = a−n+1bn−1

a1b−2 = a−n+1bn−2

...
...

...

a1b−n+1 = a−n+1b1

a2b−1 = a−n+2bn−1

a2b−2 = a−n+2bn−2

... =
...

...

a2b−n+1 = a−n+2b1
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3.2. Opérateur de Toeplitz tronqué.



an−1b−1 = a−1bn−1

a−n+2bn−2 = a2bn−2

... =
...

...

an−1b−n+1 = a−1b1

Donc, pour chaque i ∈ {0, 1, ...., n}, on déduit que :



aib−1 = a−n+ibn−1

aib−2 = a−n+ibn−2

... =
...

...

aib−n+1 = a−n+ib1

S’il existe ai0 6= 0, on pose β =
a−n+i0

ai0
.

On obtient :

b−1 = βbn−1, b−2 = βbn−2, ..., b−n+1 = βb1

On obtient :

b−1 = βbn−1, b−2 = βbn−2, ..., b−n+1 = βb1

Nous avons deux alternative pour β.

(a) Si β = 0 alors b−1 = b−2 = ... = b−n+1 = 0, et on a :

(i) soit a−n+1 = 0 pour tout les i ∈ {0, 1, ..., n},

(ii) ou bien b1 = b2 = ... = bn = 0

En résumé, si β = 0 alors A et B sont toutes les deux triangulaires inférieures

ou β est multiple de l’identité.

(b) Si β 6= 0 dans ce cas on a : b−1 = βbn−1, b−2 = βbn−2, ..., b−n+1 = βb1

Nous avons encore deux cas :

(i) S’il existe un s tel que bn−s 6= 0 alors

aib−s = a−n+ibn−s
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3.3. Opérateur de Toeplitz tronqué de type α.

donc

βaibn−s = a−n+ibn−s

d’où

a−n+i = βai

Donc A et B sont de la forme suivante

A =



a0 αan−1 . . . . . . αa2 αa1

a1 a0
. . . αa2

a2 a1
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . a0 αan−1

an−1 . . . . . . a2 a1 a0



et

B =



b0 αbn−1 . . . . . . αb2 αb1

b1 b0
. . . αb2

b2 b1
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . b0 αbn−1

bn−1 . . . . . . b2 b1 b0



(ii) Si b1 = b2 = .... = bn = 0 alors B est un multiple de l’identité.

3.3 Opérateur de Toeplitz tronqué de type α.

La notion d’opérateur de Toeplitz tronqué de type α est introduit par Sedlock en 2010

Voir[21].
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3.3. Opérateur de Toeplitz tronqué de type α.

Définition 3.3.1. Soit α ∈ D. Un opérateur de Toeplitz tronqué A est dit de type α si et

seulement s’il existe ϕ ∈ K2
u telle que

A = Aϕ+αSuϕ̃+c, c ∈ C.

Et on a ϕ̃ = u(z)ϕz et Su(f) = Pkuzf.

On note par βαu l’ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués de type α.

Sedlock nous a donné plusieurs spécificité de l’opérateur de Toeplitz tronqué de type α.

Matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué.

Si u = zn on a :

βαϕ =



ϕ̂(0) αϕ̂(N) αϕ̂(N − 1) . . . αϕ̂(1)

ϕ(1) ϕ̂(0) αϕ̂(N) . . . αϕ̂(2)

ϕ̂(2) ϕ̂(1) ϕ̂(0) . . . αϕ̂(3)
...

...
... . . . ...

ϕ̂(N) ϕ̂(N − 1) ϕ̂(N − 2) . . . ϕ̂(0)


Matrice circulante.

Une matrice circulante constitue un cas particulier de matrice de Toeplitz.

Définition 3.3.2. Une matrice circulante est une matrice carrée de taille

(n× n) dans laquelle on passe d’une ligne à la suivante par permutation circulaire(décalage

vers la droite)des coefficient et de la forme

C =



c0 c1 c2 . . . cn−1

cn−1 c0 c1 cn−2

cn−2 cn−1 c0 cn−3

... . . . ...

c1 c2 c3 . . . c0


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Chapitre 4

Application sur les matrices de Toeplitz.

Dans ce chapitre on a proposé une application sur les matrices de Toplitz qui traite les

points suivants.

4.1 l’inverse d’une matrice de Toeplitz.

On s’intéresse à l’inverse d’une matrice de Toeplitz, selon la méthode de

(Xiao-Guang lv)[14] pour le déterminer.

Définition 4.1.1. Soit T de taille (n× n), une matrice de Toeplitz telle que

T =



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . a0 a−1 . . . . . . a1−n . . .

. . . a1 a0 . . . . . . a2−n . . .

. . . a2 a1
. . . . . . a3−n . . .

. . .
...

...
... . . . ... . . .

. . . an−1 an−2 . . . . . . a0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . .


où a−n(n− 1), ....., an−1, sont des nombres complexes on note : T = (ap−q)

n
p,q=1,

alors l’inverse d’une matrice de Toeplitz n’est pas en général une matrice de Toeplitz
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4.1. l’inverse d’une matrice de Toeplitz.

La formule de l’inverse d’une matrice de Toeplitz .

Lemme 4.1.1. Soit T = (ap−q)
n
p,q=1 une matrice de Toeplitz et qui vérifiée la formule sui-

vante :

KT − TK = feTn − e1f
TJ

où : K =


0 . . . . . . 1

1
. . . ...

... . . . . . . ...

. . . . . . 1 0

 , J =


1

. . .
. . .

1



e1 =



1

0
...
...

0


, en =



0
...
...

0

1


, f =


0

an−1 − a−1

a2 − a−n+2

a1 − a−n+1


Théorème 4.1.1. [14] Soit T = (ap−q)

n
p,q=1, une matrice de Toeplitz, si l’un des système de

ces équations Tx = f, Ty = e1, admet une solution :

x = (x1, x2, ...., xn)T , y = (y1, y2, ...., yn)T .

Alors

a) T est inversible.

b) T−1 = T1U1 + T2U2,

où :

T1 =


y1 yn . . . y2

y2 y1
. . . ...

... . . . . . . yn

yn . . . y2 y1

 , U1 =


1 −xn . . . −x2

... 1
. . . ...

... . . . −xn

... . . . 1



T2 =


x1 xn . . . x2

x2 x1
. . . . . .

... . . . . . . xn

xn x2 . . . x1

 , U2 =


0 yn . . . y2

0
. . . ...
. . . yn

0


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4.1. l’inverse d’une matrice de Toeplitz.

Preuve. D’après le lemme 4.1.1, etTx = f , Ty = e1, on a :

KT = TK + feTn − e1f
TJ

= T [K + xeTn − yfTJ ].

Et :

KiT = Ki−1T [K + xeTn − yfTJ ]

= T [K + xeTn − yfTJ ]i.

Pour ce la :

Kie1 = KiTy = T [K + xeTn − yfTJ ]iy.

Soit :

ti = [K + xeTn − yfTJ ]i−1y, T = (t1, t2, t3, ..., tn)

Tti = T [K + xeTn − yfTJ ]i−1y = Ki−1e1 = ei.

TT=T(t1, t2, ..., tn) = (e1, e2, ..., en) = In.

Donc, la matrice T est inversible, et l’inverse de T est la matrice T̃ = T−1.

Donc on montrons (b)

t1 = y, ti = [K + xeTn − yfTJ ]ti−1, (i = 1, 2, ..., n)

ti = T−1ei, Jei = en−1+1

JTJ = T T , JJ = I, JT = J .

Et pour : i > 1 :

ti = Kti−1 + xeTn ti−1 − yfTJti−1

= Kti−1 + xeTnT
−1ei−1 − yfTJT−1ei−1

= Kti−1 + xeTnJJT
−1Jen−i+2 − yfTT−1Jei−1

= Kti−1 + xeT1 T
−T en−i−2 − yfTT−T en−i+2

= Kti−1 + xyT en−i+2 − yxT en−2

= Kti−1 + yn−i+2x− xn−i+2y.
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4.2. Application sur l’équation de Schrödinger.

Donc on a :

t1 = y, t2 = Ky + ynx− xny,
...

tn = Kn−1y +Kn−2xyn −Kn−2yxn + ....+ xy2 − yx2, T−1 = (t1, t2, ...., tn)

= (y,Ky, ...., Kn−1y)


1 −xn . . . −x2

1
. . . ...
. . . −xn

. . . 1

+ (x,Kx, ...,Kn−1x)


0 yn . . . y2

0
. . . ...
. . . yn

0



=


y1 yn . . . y2

y2 y1
. . . ...

... . . . . . . yn

yn . . . y2 y1




1 −xn . . . −x2

1
. . . ...
. . . −xn

1

+


x1 xn . . . x2

x2 x1
. . . ...

... . . . . . . xn

xn . . . x2 x1




0 yn . . . y2

... 0
. . . ...
. . . yn

0


Remarque 4.1.1. D’après le Théorème 4.1.1, on supposent que la matrice de Toeplitz est

une matrice circulente, on dit que l’élément de la matrice T = (ap−q)
n
p,q=1, satisfait

ai = ai−n pour tout i = 1, ..., n− 1, donc on peut dire que f = 0, tel que :

x = T−1f = 0, donc x = T−1f = 0.

Alors, de (b) dans le Théorème 4.4.1 , on obtient

T−1 =


y1 yn . . . y2

y2 y1
. . . ...

... . . . . . . n

yn . . . y2 y1



On déduit que : l’inverse d’une matrice circulente est une matrice circulente.

4.2 Application sur l’équation de Schrödinger.

On propose une application sur les matrices de Toeplitz dans la mécanique quantique.

Les matrices de Toeplitz sont été utilisées Pour résoudre l’équation de Schrödinger (voir[10]).
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4.2. Application sur l’équation de Schrödinger.

On étudie le comportement asymptotique d’une particule confinée en une seule dimension

pot de puits carré de longueur L avec des murs parfaitement rigides. Le potentiel est défini

comme :

V (x) =

0, 0 < x < L

∞, x ≤ 0, x ≥ L
(4.1)

l’équation habituelle de Schrödinger indépendante du temps avec les conditions limites

de Dirichlet est donnée par :

−
h2

2m
d2

dx2
ψ(x) = Eψ(x), 0 < x < L

ψ(x) = 0, ∀x /∈ (0, L)
(4.2)

et il y a des solutions aux fonctions propres défini par :

ψn(x) =


√

2
L

sin(nπ
L
x), n ∈ N, 0 < x < L

0, ∀x /∈ (0, L).
(4.3)

L’opérateur − d2

dx2
a un spectre discret non borné par le haut avec des points

En = h2

2m

(
nπ
L

)2
, n ∈ N. (4.4)

le produit de N propres valeurs est

ΠN
i=1En =

(
h2π2

2mL2

)N
(N !)2 ≈ 2

e

(
h2

2mL2

)N (
π
e

)2N+1
(N + 1)2N+1 (4.5)

on a la formule N ! ≈
√

2π(N + 1)N+ 1
2 e−(N+1) pour N assez grand ont été appliquée la

somme des N valeurs propres est :

∑N
n=1En =

(
h2π2

2mL2

)∑N
n=1 n

2 =
(
h2π2

2mL2

) (
1
3
N2 + 1

2
N + 1

6

)
N. (4.6)

Dans la méthode discrétisée, nous considérons une grille de N ′ points ordonné de l’in-

tervalle [0, L]

x0 = 0 < x1 < ... < xN ′ < xN ′+1 = L (4.7)
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4.2. Application sur l’équation de Schrödinger.

avec un espacement égal à xi+1 − xi = ε > 0, ∀i = 0, ...., N
′
. Ensuite en employant la

seconde centrée estimateur de différence du second dérivée, à savoir

d2

dx2
ψ(x) = limε→0+

ψ(x+ε)−2ψ(x)+ψ(x−ε)
ε2

(4.8)

et dénotent les valeurs propres de la fonction ψ aux points de la grille par

ψi = ψ(xi), le problème(2) est équivalent à

(AN ′ )ij ψj = Eiψi,j = 1, ...., N
′

avec

ψ−k = ψ0 = 0 = ψN ′+k,∀k ∈ N (4.9)

où

AN ′ = h2

2mε2
BN ′ = h2

2mε2


2 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 2


N ′×N ′

(4.10)

les valeurs propres et les vecteurs propres de BN ′ sont

 λk = 2
(

1 + cos
(

kπ
N ′+1

))
, 1 ≤ k ≤ N

′

emk = sin
(
k(m+1)π

N ′+1

)
, 0 ≤ m ≤ N

′ − 1.
(4.11)

Alors sont déterminant est donné récursivement par

detAN ′ = 2
(

h2

2mε2

)
detAN ′−1 −

(
h2

2mε2

)2

detAN ′−2
(4.12)

avec solution Le déterminant à été évalué à l’aide des valeurs propres(4.11)

detBN ′ = ΠN
′

k=1λk = ΠN
′

k=1(2 + 2 cos
(

kπ
N ′+1

)
) = N

′
+ 1. (4.13)
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Résumé
Dans la première partie de ce mémoire on s’intéresse à l’opérateur de Toeplitz qui est

la compression de l’opérateur de Laurent Lφ (l’opérateur de multiplication) dans l’espace de

Hardy, et φ ∈ L2(T) le symbole de l’opérateur, et on trouve la matrice de Toeplitz à partir

de son opérateur.

Dans la deuxième partie, on a défini l’opérateur de Toeplitz tronqué Aφ comme la com-

pression de l’opérateur de Toeplitz Tφ sur l’espace modèle K2
u avec u une fonction intérieure

non constante .

En ajoutent la condition nécessaire et suffisante de Sedlock pour que le produit de deux

matrices de Toeplitz est une matrice de Toeplitz.

Dernièrement on a proposé une application sur les matrices de Toeplitz dans la méca-

nique quantique.

Mots clés : Espace de Hardy, l’opérateur de Laurent, opérateur et matrice de Toeplitz,
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Résumé 
   Dans la première partie de ce mémoire on s'intéresse à l'opérateur de Toeplitz qui est 

la compression de l'opérateur de Laurent L  (l'opérateur de multiplication) dans l'espace de 

Hardy, et  𝜑     le symbole de l'opérateur, et on trouve la matrice de Toeplitz à partir de 

son opérateur. 

     Dans la deuxième partie, on a défini l'opérateur de Toeplitz tronqué   comme la 

compression de l'opérateur de Toeplitz   sur l'espace modèle   
   avec u une fonction 

intérieure non constante . 

    En ajoutent la condition nécessaire et suffisante de Sedlock pour que le produit de deux 

matrices de Toeplitz est une matrice de Toeplitz. 

    Dernièrement on a proposé une application sur les matrices de Toeplitz dans la 

mécanique quantique. 
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                                                                                                                       ملخص

 داء فً فضاء هازديفً انجصء الاول تطسقنا انى تعسٌف يؤثس توبهٍتص و هو تقهٍص نًؤثس انج

 تسًى زيص انًؤثس .       𝜑  حٍث،

وهو     نا باٌجاد يصفوفت توبهٍتص انطلاقا ين يؤثسه .وندٌنا كرنك يؤثس توبهٍتص انًتقطعو نقد قً

  ضغظ ين يؤثس توبهٍتص عهى انفضاء اننًوذجً 
ٍت غٍس ثابتت ونقد اضفنا انشسط دانت داخه   uيع   

بهٍتص تبقى يصفوفت توبهٍتص و فً انجصء الاخٍس  ين اجم جداء يصفوفتٍن تو  sedlock ـانلاشو وانكافً ن

 ين انًركسة قًنا بوضع تطبٍق حول اهًٍت يصفوفت توبهٍتص فً يٍكانٍك انكى.

 الكلمات المفتاحية

دانت داخهٍت، فضاء نًوذجً، يؤثس  ،وبهٍتصت يؤثس و يصفوفت ،يؤثس نوزنت،  فضاء هازدي

 توبهٍتص انًتقطع.
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