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Notations

D le disque unité ouvert du plan complexe C.
D le disque unité fermé du plan complexe C.
T le cercle unité .
f(n) n-éme coefficient de Fourier de f.
f* la limite radiale de f sur T.
Hol(D) I'espaces des fonctions holomorphes dans D.
M un tribu dans un ensemble ().
L>(T) I'espaces des fonctions bornée dans T.
L(E, F) | 'ensemble des opérateurs linéaires bornés de E dans F'.
L(E) | l'ensemble des opérateurs linéaires bornés de E dans E.
H I’espace de Hilbert.
H? I'espace de Hardy.
H> I’espace des fonctions analytiques bornés.
u fonction intérieure.
P projection orthogonale de L? sur H?.
P, projection orthogonale de L? sur K?
W une mesure positive.
K noyau reproduisant de H.
L, I'opérateur de Laurent de symbole .
T, I'opérateur de Toeplitz sur H? de symbole .
K? I'espace modéle.
K =KZNnH>.
AL l'opérateur de Toeplitz tronqué sur K2 de symbole ¢.




Introduction

Dans le cadre d’'un mémoire de master, j’ai mené une étude pour mettre en lumiére les
opérations suivantes pour obtenir une matrice de Toeplitz & partir d’'un opérateur de Toe-
plitz sur 'espace de Hardy.

On note par D le disque unité, et T le cercle unité du plan complexe. On appelle opérateur

de Toeplitz de symbole ¢, et on note Ty, I'opérateur défini par :

T,: H*D) — H*(D)
/ — Tyf = Pu2(0f)

ot H? l'espace de Hardy est le sous espace de fonctions holomorphes dans D. et P est la
projection orthogonale de L?(T)sur H?(T).
Le but de ce travail :
Comment peut on obtenir une matrice Toeplitz a partir d’'un opérateur de Toeplitz ?

Mon travail s’organise en quatre chapitres :
J’ai consacré le premier chapitre au préliminaire des concepts suivants :(I’espace de Hilbert,
les espaces de Hardy HP en citent la définition de L?(T) qui est 'ensemble des fonctions de
carrés intégrables sur T, et H%(T) c’est I'ensemble des fonctions f € L?*(T) dont les coeffi-
cients de Fourier de signe négatifs sont nuls, autrement dit :

HX(T) = {f € L*(T),f(n) = 0,n < 0} avec : f(n) = & [Z7 f(e")e "?d0, ainsi que
I'identification entre H*(D) et H*(T).

Le deuxiéme chapitre traite 'opérateur et la matrice de Toeplitz, 'opérateur de Laurent
et sa matrice.

Le troisiéme chapitre nous étudions I'espace modéle, les opérateurs de Toeplitz tronqués,
les opérateurs de Toeplitz tronqués de type a et leurs représentations matricielles.

Dans le dernier chapitre on a proposé une application sur les matrices de Toeplitz.

Djerboua Hayet 6



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Espace de Hilbert

[7] Soit E I'espace vectoriel sur K(R ou C), on appelle produit scalaire sur F toute forme

symétrique, bilinéaire et définie positive. C’est a dire :

(,) : ExE — R
(z,y) — (2,9)

~ Va,B €R, Vo, y € Elax + Bz, y) = oz, y) + Bz, y) (linéaire & gauche)

~ VYa,b e R,Vz,y,y € E{x,ay+by) = a{z,y) + b{x,y) (lincaire a droite)

— Vax,y € E(x,y) = (y, ) (symétrie)

— Vx € E(z,z) > 0 (définie positive)

((r,z) =0< x=0)

* On dit que le couple (F, (.,.)) est un espace prés-hilbertien, si £ est un espace vectoriel
et (.,.) est un produit scalaire.

* Si 'espace E est de dimension fini, on appelle (F, (.,.)) espace euclidien, de méme, si
a la place du corps R on prend C on aboutit a des espaces pré-hilbertien complexe.

La proposition suivante fait le lien entre les espaces pré-hilbertien et les espaces normés.
Proposition. 1.1.1. Soit (E,(.,.)) est un espace prés-hilbertien alors ’expression
Izl = (z,2)2,
définie une norme sur E, on dira que ||.|| est la norme associée au produit scalaire.

Définition 1.1.1. On appelle espace Hilbertien ou espace de Hilbert tout espace pré-hilbertien

complet.

Djerboua Hayet 7



1.1. Espace de Hilbert

Exemple 1.1.1. 1. R™ muni du produit scalaire euclidien défini par :

Vi = (xl,l’g, ..... ,.CL’n) Yy = (y17?427 ...... 7yn) (- Rn}
Ona :

(z,y) =2y = 2191 + Toy2 + ... + T Yn-

2. Lespace Lo(S), %, ) constitue par les fonctions de carré intégrable muni du produit

scalaire :

Vf.g € La(n), (f.9) = [o f(x)g(x)du(z),

c’est ['un des important exemples d’espaces de Hilbert, la norme associée est :

17 1= {804 = (| 1 5@ P dnto)?

Théoréme 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz) Pour tout x,y € H, on a :

| (@) (<l = [y Il

Théoréme 1.1.2. (Identité du parallélogramme) Pour tout x,y € H, on a :

Te+y D+ Uz =y D> =201 17+ v II*)

Proposition. 1.1.2. Un espace pré-hilbertien H est un espace vectoriel normé avec la norme

| z ||= (x,x)2 induite par le produit scalaire.
Preuve. i [|z||>0:|z]|=0< (z,2) =02 =0
ii- Yo € R |laz| = (aw,az)? = (ja(z,2))? = |a|(z,7)?

iii- (| x4y |)>= (@ +y,z+y) = (,2) + (2,9 + y,2) + ¥, y)

< Kzoz) +(zy) + (Y, 2) + (4, 9)]
< o)+ Koyl + Ky, )] + [y, )]
< el 2 lyll + fly]1?

< (flll + lyl)?

= llz+yll <zl + vl

Djerboua Hayet 8



1.1. Espace de Hilbert

Définition 1.1.2. Lorsqu’un espace pré-hilbertien H muni de la norme induite par le produit

scalaire est complet, on dit que H est un espace de Hilbert.

Exemple 1.1.2. 1. L’espace euclidien C* = {x = (2,29, ....... o) € Cli=1, kL

muni du produit scalaire :

k
<Qf, y) = lez )
=1

est un espace de Hilbert .

2. L’espace

= {2 = (2;);50,2; € C, ) | 25 ’< +00}
j=1

muni du produit scalaire,

<.’L',y> = ijy_J ;
j=1

est un espace de Hilbert.

Opérateur linéaire sur ’espace de Hilbert.

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le corps K on appelle opérateur de E/ dans F', toute

application T" défini de E dans F par :
T : E — F

x — T(z)

D(T) désigne le domaine de définition de 'opérateur T’

Définition 1.1.3. L’opérateurT est dite linéaire si et seulement si :
Va,y € B, p, A € K, T(Ax + py) = AT (x) + pT'(y)

Théoréme 1.1.3. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, et soit T' un opérateur
linéaire de E dans F', alors :
T est borné(continue) < IM > 0,Vx € E, || T(z) ||r< M || x || le plus petit des

nombres M vérifient cette inégalité s’appelle norme de l'opérateur T' et se note || T ||

Djerboua Hayet 9



1.1. Espace de Hilbert

IT [[={inf M =0, Tz [r< M || 2|z}

Remarque 1.1.1. L’ensemble L(E, F') de tous les opérateurs linéaires bornés, si E et F' sont

des espaces vectoriels normés, alors L(E, F') est aussi un espace vectoriel normé on note

L(E)si E=F.

Définition 1.1.4. SoientT' et Ty deux opérateurs linéaires bornés, T' de E dans F et Ty
de ' dans G, on appelle produit TyT de ces opérateurs, ['opérateur T, qui a un élément

x € E fait correspondre ’élément z = ToT () € G

1. le domaine de définition de D(T}) de l'opérateur Ty est constitue par les

x € D(T) tels que Tx € D(Ty)

2. si'T et Ty sont des opérateurs bornés dans des espaces vectoriels normées,

Vopérateur TTy est aussi borné et : || ToT ||<[| To || . || T' ||

Définition 1.1.5. On appelle produit K'T' d’un opérateur T par un scalaire K

lopérateur qui a un élément x fait correspondre l’élément KT,

Théoréme 1.1.4. Pour tout opérateur borné T, on a :

1T = suppy< | Ta lIp

o T2
Pe0 2] e

Théoréme 1.1.5. Soit H un espace de Hilbert, soit T un opérateur linéaire borné de H, T est
dit compact si et seulement s’il existe une suite d’opérateur borné (F,) de rang finie tel
que || T — F, ||— 0

Définition 1.1.6. Soient E et F' deuz espaces vectoriels et T € L(E, F), l'unique applica-
tion linéaire T* € L(F, E) telle que pour toutx € E,y € F on ait
(T(x),y) = (x, T*(y)) s’appelle l’adjoint de T', on a de plus | T* ||=|| T ||

Proposition. 1.1.3. Soient E et F' deux espaces de Hilbert, [’application
T — T* est isométrie de L(E, F') dans L(F, E), elle est linéaire, de plus VT € L(E, F)

L (T =T

2. | T ||=[1 T |I”

Djerboua Hayet 10



1.1. Espace de Hilbert

3. (TS) = S*T*

Preuve. Par définition du produit scalaire et de [’adjoint, pour toutx € E,y € F,T1,T5 €
L(E,F)etAxeCona:
(,(Th + AT2)"(y)) = (Ty + X13)(2), y)

<T1<LL’>, y> + /\<T2(‘T)7 y>
= <:L‘, (Tl*)<y>> + <I,X(T2)*(y)>
(@, ()" + X(T2)*(y))

ainsi 7' — T™ est linéaire, elle est isométrie d’apres la proposition de I'unicité :

1. Montrons que (T*)* = T, c-a-d on montrons que (T'(z),y) = (T*)*(x),y)

ona:
(T(x),y) = (=,T°(y))
= (T*(y), )
= {y, (T7)*(2))
= ((1")(x), y)
2. Montrons que || T*T ||=|| T ||, tout d’abord on appelle que la norme opérateur est

une norme d’algébre et donc, en particulier :

=T |<I 7= I T [|=l T2 ||, d’autre part

T

>

SUp|jz<1 || 77T () ||
SUD| <1 <t | (77T (x),9) |
supjy) <1 [(T"T'(x), )|
supjg<1 | (T(2), T(@)) |=[ T |I” .

On a donc I'égalité || T*T ||=|| T ||?

3. Enfin pour vérifier (7°S)* = S*T*, il suffit de montrer pour tout
xe€FetyeF,(TS) (x),y)=(S*T*(x),y).

On a :

Djerboua Hayet
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1.1. Espace de Hilbert

(T5)(x),y) = (&, (TS)(y))

donc on a l'égalité (1°'5)* = S*T™*

Définition 1.1.7. [’espace de Hilbert H est séparable s’il posséde une suite de points qui est

dense dans H.

Théoréme 1.1.6. Soit H l’espace de Hilbert séparable, il posséde une base et méme une
infinité de bases orthonormales, toutes ses bases possédent le méme nombre d’élément appelé

la dimension de l’espace de Hilbert H.

Théoréme de représentation de Riesz.

Théoréme 1.1.7. Soit T un opérateur linéaire continu sur l’espace de Hilbert H, alors il

existe g € H, pour tout f € H on a :

T(f)={f9),

de plus :

I 1=llg

(o || T || est la norme de lopérateurT et || g || est la norme de l’espace de Hilbert
de g).

Preuve. Supposons que H est séparable et démontrons ce théoréeme sur R, comme H est sé-
de H.

Soit T' un opérateur linéaire continue et posons a; = T(¢;), soit

parable on peut choisir une base orthonormal {¢j}j>1

c; = (f,05), et fn= Z?Zl c;j@; comme ¢; forme une base de H, etT' est linéaire alors :

n

T(fa) =) aje;, (1.1)

J=1

et on sait que ||f — ful| — 0 quand n — oo comme T est borné on a :

I'TCH) = TCa) ISIT NS = ol (1.2)

Djerboua Hayet 12



1.1. Espace de Hilbert

car || f — fu ||—> 0 lorsque n — oo donc d’apres 'égalité (1.1) et linégalité (1.2) on a :

n—oo

T(f) = lim T(f,) =Y ajc;, (1.3)
j=1
montrons que les a; sont carrés sommables |T(f)| <||T |||| f || c-a d :
n oo )
> cal I T IO ()2, (1.4)
j=1 Jj=1
Uéquation (1.4) doit étre vérifier pour toute c¢; carré sommable, posons N un entier positif
et posons :
a; si J<N
Cj =
0 st >N

Il est clair que comme la suite est carré sommable, donc l’équation (1.4) est obtenue :

(@) 11T I (Y0
(@) < T (15)

alors a; est carré sommable car la suite des sommes partielles est borné, comme a; est carré

gzza]gbja

J
est bien définie comme élément de H et :

sommoable, la fonction

T(f) = > ases = (£.9)

finalement équation (1.5) nous donne || g ||<|| T || mais d’aprés Uinégalité de Cauchy

Schwarz on a aussi,

T = ) 1< F 1T gl
o :

'||T§f|)| L <gl=lT <l g1,
donc :

I {1=Ilg |-

Djerboua Hayet 13



1.1. Espace de Hilbert

Définitions et propriétés.
Orthogonalité.
Définition 1.1.8. Deux vecteurs x,y d’un espace hilbertien H sont orthogonauz, et on écrit
xlysi(z,y)=0
Définition 1.1.9. Deux sous espaces Fi, Fy d’un hilbertien H sont orthogonaux st :
Vo € F1,Vy € Fy: (x,y) = 0.

Proposition. 1.1.4. Soit F' un sous espace d’un hilbertien H, [’ensemble des vecteurs de

H orthogonauz a F forme un sous espace vectoriel de H, noté F*
Ft={z€H, (x,y)=0,Vy € F}

Proposition. 1.1.5. (Théoréme de Pythagore)

Soit (x1,Ta, ..., x,) nvecteurs d’un espace Hilbertien H orthogonaux deux & deuz, alors :

Projection orthogonale.

Théoréme 1.1.8. (Théoréme de Riez de la projection orthogonale)

Soit H l'espace de Hilbert, et F' un sous espace vectoriel fermé, soit xo un point de
H n’appartient pas a F alors le probléeme inf,cr || xo — = || posséde une seule solution no-
téeT € F et telle que (xg — T) € F* cet élément T est appelé projection orthogonale de
xg sur F' et Uapplication associée noté (pr(xo)).

Le résultat qui permet de manipuler l’application de projection orthogonale est le sui-

vante :

Proposition. 1.1.6. L’application qui a un point de H fait correspondre sa projection or-

thogonale sur un sous espace fermé F' possede les propriétés suivantes :

1. Pr(ax + By) = aPp(z) + BPp(y)

Djerboua Hayet 14



1.1. Espace de Hilbert

3. (= 1)? = (I Pr() D+ (I (id — Pr)(x) [])?
4. Pr(xn) = Pp(x),si || 2n — 2 [[— 0

5. 1€F & Pp(z)=x

6. € F+ & Pp(z) =0

7. Pp(Pp)(x) = Pr(z)

8. F1 C Fy & Pp(Pp,)(z) = P, (2)

Théoréme 1.1.9. Soit H = F @ F* et la décomposition de x € H dans cette somme directe
est :x = P(x) + (id — P)(x)

Preuve. Pour toutz € H,x = P(x) + (x — P(z)) appartient o H = F + F* et
FNF+ = {0} la somme est donc direct, H = F @ F*, ceci veut dire que P est la projec-

tion sur F parallélement a F-. On appelle donc cette application la projection orthogonale
de H sur F.

Base orthonormale.

Définition 1.1.10. Soit H l’espace de Hilbert, (e;)ic; une famille de vecteurs est dite :

1. orthogonale si < e;,e; >= 0,1 # j

2. orthonormale si de plus || e; ||=1,Vi € I

Exemple 1.1.3. Soit L? [—m, 7| l’espace des fonctions de carré intégrable sur l'intervalle [—m, 7| la

famille (ey(t))pe. = (€7"),e. est orthonormale.

Fonctions holomorphes et harmoniques.

Fonction holomorphe.

Définition 1.1.11. Soit Q un ouvert de C et soit f une fonction de 2 dans C; zy un point
de Q. On dit que f est dérivable au point zg si :

Djerboua Hayet 15



1.1. Espace de Hilbert

f(zo+Az) — f(z0)

Alirilo A existe.
Az—#0
Notation :
lim f(Z) - f(ZO) _ f’(zo)

Z—r20 Z — ZO

St pour tout zy € €1, f’(zo) existe, on dit alors que f est holomorphe dans Q.

On note par : z=x+ 1y

z—w=[f(z) = flz+1y)
= u(z,y) + w(z,y).

Fonction harmonique.

Définition 1.1.12. Soit D un domaine de R%. Une fonction f définie de D dans C est dite
harmonique si les dérivées partielles d’ordre un et deux existent, et sont continues et si de

plus elle solution de l’équation de Laplace c’est a dire :

*f  0*f
o2 "oy — Y

Fonctions log" et log™ .

Définition 1.1.13. La fonction log* est la fonctions continue définie sur |0, +oo| par :

logs s s>1
log™(s) =
0 si 0<s<1
autrement dit, log™ (s) = sup (log s,0).

la fonction log™ est la fonction continue définie sur |0, +o0[ par :

0 si s>1
log™(s) =
Jogs s1 0<s<1

Autrement dit : log™ (s )= sup (—logs,0))

Djerboua Hayet 16



1.1. Espace de Hilbert

Le noyau reproduisant d’un espace de Hilbert.

Définition 1.1.14. Soit H l’espace de Hilbert de fonctions définies surlD et a wvaleurs
dans C, on note (x,y) et|| . ||, respectivement le produit scalaire et la norme de H. On dit

qu’une application K deD x D est un noyau reproduisent pour H si :
1. Pour tout z,w € D, K, (w) = K(z,w) est une fonction dew qui appartient a H.

2. Pour tout z € D et tout f € H

f(z) = ([, K2).

En particulier pour tout z,w € D,

[N

K.(w) = (K., K,) et | K| = (K., K.)? = K(2,2)%.

Théoréme 1.1.10. Soit H l’espace de Hilbert de fonctions surD, alors H admet un noyau

reproduisant si et seulement si f — f(z) est continue sur H pour tout z € D.

Preuve. Si H admet un noyau reproduisent K alors :

[f) = [ K <[ f I K]

Réciproquement si f — f(z) est linéaire continue sur H pour tout
z € D, alors par le théoréme de représentation de Riesz, pour chaque z € D, il existe g, €
H tel que

f(z) = ([, 92)-
Et g. vérifie 1 et 2 ce qui conclu.

Proposition. 1.1.7. Soit H un espace de Hilbert de fonction holomorphe surD admettant

un noyau reproduisent K, alors

1. K est unique.

2. pour tout z,w € D, K(z,w) = K(w, 2).

3. soitz€ D, K(z,2) =0< f(z) =0 pour tout f € H.
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1.1. Espace de Hilbert

4. pour tout z,w € D, | K(z,w) |< K(z,2)2 K (w,w)?

pour tout z € D, Uapplication K, = K(z,.) est bornée sur tout compact de D x D.

5. K est une fonction définie positive, i-e :

Z a;ap K (wj,wi) >0

.77k7:1

pour toute suite complexe (a;)o<i<n €t tout sous-ensemble finie
{wj}ogjgn C ]D)

Preuve. 1. si K et K sont deux noyauz reproduisant pour H alors
K. - K| = (K. - K, K. - K_)
= (K.— K, K.)— (K. - K, K)
= (K. = K)(2) = (K. - K.)(2)
= 0
Ainsi

|K. — K| =0, et K, = K, pour tout z € D, donc K = K’

2. K(z,w) = (K,,K,) = (K,,K,) = K(w, 2)

3. < est évident car K, € H.
= on remarque que 0 = K(z,2) = (K, K,) = (|| K.]|)?, donc
K, =0, ainst

lf(2)| = |{f, K,)| =0, pour tout z € D.

4. L’inégalité est immédiate par l’inégalité de Cauchy Schwartz. K, est holomorphe sur D donc

bornée sur les compacts delD, il est alors clair que K est bornée sur les compacts

deD x D.

> @K (wy,wp) = | Y a;Ku* >0
=1

J,k—1
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1.2. Les espaces de Hardy H?, 0 < p < o0.

1.2 Les espaces de Hardy H?”, 0 < p < o0.

On va noter quelques définitions et résultats classiques concernant lespace de Hardy H?.

1.2.1 L’espace L*(T).

On note par D le disque unité du plan complexe C, T le cercle unité de C et par Hol(D) ’espace

des fonctions holomorphes dans D et soit dy = g—ff la mesure de Lebesgque surT.

Définition 1.2.1. On note par L*(T) ’ensemble des fonctions de carré intégrable sur T par

rapport & la mesure du. Il est bien connu que L*(T) muni du produit scalaire défini par

<f7g> :f'ﬂ‘ff_]dlu

est un espace de Hilbert et que la suite des fonctions (e, )nez, définies par

en(2) = 2", est une base orthonormée de L*(T). On notera par || . ||2 la norme dans L*(T).

Théoréme 1.2.1. ( De Plancherel-Parseval)
[9] Si f e L*(T) etsi (Co)nez est la suite de ses coefficients de Fourier alors :
2w i —in 2 i 1
(Co= L Jy S (€M emimat) done | f o= (& ;" 1F(€")Pdt): = Soe | Co [P de
plus, f est la somme de la série de Fourier :

(Su(£)) 20 (ou Su(f)(e") = Z|k|gn Cre™) avec lim,, o0 || f = Sy [l2= 0.
Remarque 1.2.1. Lorsque f € L*>(T) f n'est pas en général égal a la somme de série de

Fourtery", , Cpe™.

La classe de Nevanlina M.
Définition 1.2.2. La classe de Nevanlina N est définie par :

N = {f € Hol(D) : supy<,1 [" log™ |f (re’)dt| < oo}

Les fonctions de N étant holomorphe, ce sont des fonctions harmoniques sur D a valeurs
complexes.nous allons tout d’abord considérer les fonctions de N qui ne s’annulent pas sur

D.
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1.2. Les espaces de Hardy H?, 0 < p < o0.

Inégalité de Jensen.

Soit p une mesure positive sur une tribu M dans un ensemble 0 telles que p(€2) €
10, +00, soit f € L*(u) une fonction G valeurs réelles telles que :a < f(x) < b pour tout
x € Q avec a € RU{—o0} et b € RU{+o0} et soit ¢ une fonction conveze sur |a,b[, on a

["inégalité :
? (s Jo Sdn) < sy Jo (9o £ dp

En particulier si i (2) =1 on obtient :

o (Jo fdu) < [ (wo f)dpu

Inégalité de Holder et Minkowshi.

Soit X un espace mesuré, de mesure j positive, soient f et g deux fonctions mesurables

sur X a valeurs dans [0, +00]

1. soient p et q deux exposants conjugués (ze ) avec
1
P

1 <p<oo,alors [ fgdu < ([ fPdu)? ([ qu,u) (inégalité de Holder)

2. soit p € [1,00], alors
(fx (f+9) d,u)% < (fy fpd,u)% + ([y gpdu) (inégalité de Minkowski)

L’espace de Hardy H?(D).

Définition 1.2.3. Pour f € Hol(D) on définit les quantités suivantes :

Mo (f,r) = 3= [y log™ |f (re™) |dt
My (f.r) = { & [ 1FrePat}” si 0 <p < +oo
Moo(fv 71) = Supte[O,ZW] |f(reit)|

alors l’espace de Hardy HP(D) est défini par :

HP(D) = {f € Hol(D) : supy<, .1 My(f,r) < co}.

Djerboua Hayet 20



1.2. Les espaces de Hardy H?, 0 < p < o0.

Pour p =00 on note
H>*(D) = {f € Hol(D) : supy<, .1 Moo(f, 1) < 00}

Proposition. 1.2.1. Soit f € Hol (D), les fonctions r — M, (f,r) (pour
0 < p < ) sont des fonctions croissantes sur [0, 1[, nous avons les inclusions suivantes :

H>*Cc HPC HSCN pour 0 <s<p<oo.

Preuve. Si f € H*(D), pour tout p € ]0,00[ ona | f(re®)? <|| f |[%, pourr € [0,1] et
t € 10,27 on en déduit alors M,(f,r) <|| f ||l pour r €[0,1] ce qui implique || f ||,<||
f |l €t donc H*(D) C HP(D) pour toutp > 0, pourp > s > 0, d’aprés l'inégalité de
Holder, pour f mesurable sur le cercle centré en 0 de rayon 1 €0,1[, ona : [ | f(re™) |*
dt < (J7 | f(ret) [P dt)r(2m)' "0 et don; M(f,r) < My(f,r) ainsi H*(D) C H*(D)

pour p > s > 0. Enfin, pour tout s > 0 commelim, — 008% = 0, 4l existe A > 0 tel

xs

que 1(;ng < A pour tout x > 1, par conséquent, si f mesurable sur le cercle centré en 0

de rayon r € 10,1[ on a : [T log" |f(re™)|dt = fte[ﬂw] | fre®) |> 1 log(re®) | dt <
Afte[—w,w}:(reitﬂzl | f(re®) |*dt on a donc Mo(f,7) < AM(f,r)* ce qui prouve H*(D) C
N pour s > 0.

Théoréme 1.2.2. (De factorisation) Toute fonction f non identiquement nulle de H? (D)
(p € ]0,00]) peut se factoriser sous la forme f = Bg ou B est un produit de Blachke et
g € H?(D) sans zéro dans D.

1.2.2 L’espace de Hardy H?*(D).

On rappelle que ’espace de Hardy H*(D) est l’espace des fonctions holomorphes tel que :
H?*(D) ={f € Hol(D) : supy<,<; Ma(f,r) < o0 }.
Théoréme 1.2.3. [1/ Une fonction f € Hol(D) de la forme
VzeD: f(z) = Zanz”,
n>0

appartient o H*(D) si et seulement si

Z | a, |*< oo,

n>0

dans ce cas

11l = an )z,

n>0
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1.2. Les espaces de Hardy H?, 0 < p < o0.

Le produit scalaire sur H*(D) défini par :

(f,9) =) anbu

n>0

g(z) = Z by 2"

n>0

telle que

1.2.3 L’espace de Hardy H?(T).

L’espace de Hardy H?(T) est I’ensemble des fonctions f € L*(T) dont les coefficients de

Fourier de signe négatifs sont nuls, autrement dit :[17]

-~

H(T) := {f e LX(T), f(n) = 0, n < 0) }

avec f(n) = o= fo f(e?)e=?dB les coefficients de Fourier d’ordre n.

Identification entre H*(D) et H*(T).

Définition 1.2.4. Soient f € Hol(D),0 < r < 1, on appelle limite radiale de f, et on

note f* la fonction définie par :
fH(e) = lim,y f(re”).
Eziste presque partout sur T, d’aprés le théoreme de Fatou(Voir[17]).

Théoréme 1.2.4. [1] L application ¢ : H*(D) — H%(T) tel que p(f) = f*(re) = lim,_,; f(re'?),

est une isomorphisme isométrie.

Compte tenu de Uexistence d’un isomorphisme isométrique entre H*(D) et H*(T), dans
la plupart des articles de recherche on trouvera la notation H?, laquelle désignera indiffé-

remment H?(D) ot H*(T) suivant le contexte.

Les fonctions intérieures .

Définition 1.2.5. Une fonction intérieurs est une fonction v € H®(D) telle que

lu*(e™)| = 1 presque partout avec (u*(e) = lim,_,; u(re™)).
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1.2. Les espaces de Hardy H?, 0 < p < o0.

Définition 1.2.6. Un produit de Blaschke est un produit de la forme :
B(Z) = e”\Zan‘a | 'la —— ou A € R, K entier naturel et (o), suite vide finie ou
[67% — Oy,

infinie de produit D\ {0} tels que

Z I— | ap| < o0
lorsque (av,), est infinie.

Exemple 1.2.1. /3] Soit A € D alors by, est la fonction deD dans lui-méme définie par

br(z) = |,\A1‘Z__Xi7 Vz € D.

Si A = 0 alors on pose pour tout z € D, by(z) = z. On remarque que by est holomorphe sur

D et que pour z € T, on a

[0a(2) = 155 = 155 = 1

Donc pour tout X € D, by est une fonction intérieure. La fonction by, est le facteur de Bla-

schke associ€ a \.
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Chapitre 2
Opérateur et matrice de Toeplitz.

On aimerait bien commencer ce chapitre par les opérateurs de Laurent sur L*(T). Ces
derniers sont relatifs auz opérateurs de Toeplitz. Réellement, [’opérateur de Toeplitz sur H*(T)
n’est autre qu’un opérateur de Laurent suivi de la projection de Riez. On dit que [’opé-

rateur de Toeplitz est la compression de ['opérateur de Laurent a ’espace de Hardy.

2.1 Opérateur de Toeplitz .

Opérateur de Laurent.

Définition 2.1.1. Soit ¢ une fonction dans L*(T) et D(Ly) l’ensemble des fonctions f dans

L3(T) telles que le produit ¢ f soit dans L*(T), on appelle opérateur de Laurent ou encore
opérateur de multiplication, de symbole ¢ sur L*(T) l'opérateur définie par :

Ly : D(Lsg) < L*T) — L*(T)
o — Lef=9of

Il est clair que D(Lg) est dense dans L*(T) puisqu’il contient l’espaces des fonctions conti-
nues a support compact sur'T qui lui est dense dans L*(T)
Proposition. 2.1.1. [11] Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est borné surT

2. D(Ly) = L*(T)

3. Ly est borné sur L*(T)
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2.1. Opérateur de Toeplitz .

Preuve. 1) = 2) Il est évident que si le symbole ¢ est borné sur T alors le produit ¢f est
dans L*(T) avec || ¢f |2<|| ¢ llooll f |l2 ceci pour toute fonction f € L*(T).
2) = 3) Soit (fn)n une suite dans L*(T) telles que :

Tim || fo = f llz=0A lim || Lo fu =g [|=0
on veut montrer que f € L*(T), ce qui est évident car L*(T) est complet,
et que g = Lyf. Comme (f,)n converge en norme || . ||2 vers f, on peut extraire alors une
sous suite
(fok)k de (fn)n telle que (fur)r converge simplement vers f u-presque partout.Ceci implique

que
¢ frr —> ¢f quand k — +oo (2.1)

u-presque partout. De la méme maniére on obtient

Lofok = 0fnk = g (2.2)

p-presque partout. De (3.1) et (3.2) on déduit que g = ¢ f u presque partout

i-e g = Lgf.
3) = 1) [8] SiLgy est borné sur L*(T) alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
[ L¢f o< c|| f |- Pour toute fonction f dans L*(T). En particulier :

| @ llo=I[l Loeo ll2 <cleoll2=c

16 llo=I Led Il <cll ¢ [l2< ¢

0" < em VneN

En itérant ce procédén fois, on obtient || ¢™ ||2< ¢ pour tout entier n positif, ce qui si-

gnifie que :
vneN []8Prdp <1
SUPpPoOSoOns que :
u({|¢]>1}) > 0.

1l est simple de voir que :
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2.1. Opérateur de Toeplitz .

Awvec pour tous entiers my; < mo on a :

{|9\ >1+i} C {lf\ >1+i},
c mi c m2

d’on :

wi21>1h = i {1214 2

Comme par hypothése il existe un entier mg > 1 telle que : u({]%] <1})>0.
En notant By = {|%5| <1+ m%)}, nous obtenons :
Jr |%|2”d,u > on |%|2”d,u > (14 mLO)Z",u(EO), Vn <1, ce qui absurde car

(1+ m%))% — +oo donc |¢(2)| < ¢ pour presque tout z € T et par suite ¢ est bornée.

Proposition. 2.1.2. Si ¢ une fonction dans L>(T) alors : || Ly ||=] ¢ ||l

Matrice de Laurent .

Soit ¢ une fonction dans L*(T) et notons par a(n) le coefficient de Fourier d’indice n de ¢ :

21

o(n) = [)" d(t)e 4L,
Définition 2.1.2. Soit (a,)nez une suite de nombres complexes. On considére A la matrice

nfinie suivante :

ap a—1 A_2 A_3 A_4

aq apy a-1 Qa_—o9 a_3

as a9 aq Qo a_q

as asg az ai Qg

dont les éléments d’une méme diagonale sont égaux. La matrice A est la matrice de Laurent.
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2.1. Opérateur de Toeplitz .

Théoréme 2.1.1. [5] Soit A = (a,)nez une matrice de Laurent définit un opérateur borné
sur*(Z), si et seulement s’il existe une fonction ¢ borné sur T telle que (a,)nez est la suite

de coefficients de Fourier de ¢.

=
<)
S
N
) e
I .
b

[a—y
N— S~—
<)
. T~
@) |
~— —
N~—

s

I
ﬁ)/@\)@) .
BCRG :

<) )

Preuve. Supposons que A défini un opérateur borné sur 1*(Z), soit ¢ l'isomorphisme de L*(T)
dans L*(Z) qui a toute fonction associe sa série de coefficients de Fourier. Posons alors

&= ¢ (Aey) ot eg = (...,0,1,0,...).

Si Ly est lopérateur de Laurent de symbole ¢ alors sa matrice dans la base orthonormée (e,)nez
n’est autre que la matrice A.

Or par hypothese, A définit un opérateur borné sur [>(Z). Donc la matrice de Ly est la ma-
trice A.

Réciproquement, soit ¢ dans L*°(T) et soit A la matrice donnée.

Comme le symbole ¢ est borné, l'opérateur de Laurent Ly est borné. De plus sa matrice dans

la base orthonormée (ey,)nez de I*(Z) est la matrice A.

Théoréme 2.1.2. [8] Un opérateur borné M de L*(T) dans lui méme est un opérateur de
Laurent si et seulement si sa matrice dans la base orthonormée de L*(T) est une matrice de

Laurent.

Preuve. si L, un opérateur de Laurent borné et si A = (a;;)ijez est sa matrice dans la
base orthonormée (e, )nez.Alors :

a;; = (Lgej, €i) = (¢e;, €:)

Uik gk = (P€jer, exei) = (Pej, e_rerer) = (gej, €).
Donc aij = @ity j+r pour tout k dans Z et A est une matrice de Laurent.
Réciproquement :soit M un opérateur borné sur L*(T) dont la matrice dans la base ortho-
normée de L*(T) est une matrice de Laurent c’est a dire :
pour tout couple (i,7) € Z*, (Meji1,ei41) = (Mej, e;).

Pour prouver que M est bien un opérateur de Laurent on a le théoreme suivante :

Théoréme 2.1.3. Un opérateur borné de L*(T) dans lui méme est un opérateur de Laurent

st et seulement s’il commute avec L. .
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2.1. Opérateur de Toeplitz .

Preuve. On a :
\V/Z,j <Y/ <ML616]‘,61'> = <Mej+17€i>

= <Mej,€i—1>
= <M€j7 L21€i>
- <L61M€j7€i>'

Donec ML, = L., M.

Opérateur shift(décalage).

Définition 2.1.3. [16] On note S : H> — H? défini par S(f) = zf Uopérateur de décalage
a droite, cet opérateur est borné et une isométrie de H?.

L’adjoint de S est l'opérateur de décalage & gauche noté S* défini par :
f(z) = £(0)

z

S*(f) =
En effet, pour f,qg € H?, on a
(S(f),9) = (zf.9) = {f.Z9)-

Soitk € C, on a :

(2f,k) = k(zf,1)
= E<Zf,]€0>
= %zf(0)

Donc
(S(f),g9) = ({f.2(9(2) — 9(0))) = (f, ————).

La matrice de lopérateur S est défini par :

0 0
0 0
10
01

o O = O
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2.1. Opérateur de Toeplitz .

Opérateur de Toeplitz.

[11] Notons par P la projection orthogonale de L*(T) dans H*(T) et dite aussi projection
de Riez.

Définition 2.1.4. Soit Ly un opérateur de Laurent borné sur L*(T), c-a-d ¢ € L™ on ap-
pelle opérateur de Toeplitz de symbole ¢ et on note T, l'opérateur défini par :

T, : H*D) — H*(D)
f — Tyf = Py2(Lyf) = Pu2(0f)

Un opérateur de Toeplitz est la compression de lopérateur de Laurent de L*(T) sur H*(T).

Remarque 2.1.1. Dans le cas ou ¢ € H*™, ['opérateur de Toeplitz est juste [’opérateur de

Laurent Ly c’est a dire Ty, = Ly si p € H™.

Propriétés des opérateurs de Toeplitz

Proposition. 2.1.3. [2/ L’application qui & toute fonction bornée ¢ associé a l'opérateur de
Toeplitz Ty, est injective.

En d’autres termes, si Ty = 0 alors nécessairement ¢ = 0.
’ @

Preuve. En effet, si pour toute fonction f dans H*(T), Tyf = 0 alors en particulier

Tyen, = 0 pour tout entiern > 0, ou lese, sont les éléments de la base orthonormée
de H*(T).

St = Zfz a;e; est le développement en série de Fourier de ¢ ot

a; = (¢, e;) alors pour tout entier positif n le développement en série de Fourier de
oe, et pe, = Zfz ai€itn, dire que Tye, = P(¢e,) = 0, pour tout entier positif n revient
a dire que les a; sont tout nulles pouri > —n. On en déduit donc que a; = 0 et ceci pour

tout i € Z et donc ¢ est nulle.

Théoréme 2.1.4. L’opérateur de Toeplitz T, est borné si et seulement st
¢ € L>(T) et lapplication ¢ — T, de L°°(T) a l'ensemble des opérateurs continues sur H* est

linéaire et injective.
Proposition. 2.1.4. [23] Soit ¢ € L>=(T), alors || Ty ||=|| ¢ ||co-
Théoréme 2.1.5. T, est un opérateur compact si et seulement si p = 0.

On a quelques propriétés des opérateurs de Toeplitz qui nous seront utiles sont regroupés

dans la proposition suivante :
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2.1. Opérateur de Toeplitz .

Proposition. 2.1.5. /23]

1. Soit ¢ et deux fonctions bornée sur T, alors Pour touto,B € Con a : Thpipy =
OzT¢ —I— /BT¢

2. L’opérateur identité I de H*(T) est l'opérateur de Toeplitz de symbole

¢ =1, et Uopérateur nul est l'opérateur de Toeplitz de symbole O

3. T, = 0 si et seulement st o =0

4. Pour tout couple de fonctions f et g dans H*(T) on a (Lyf,g) = (Tysf, g) .

En effet, comme f et g sont dans H*(T), on a tout de suite que :

(Lof,g9) = (Lo f, Pg) = (PLsf,9) = (Tsf, 9)

5. L’adjoint d’un opérateur de ToeplitzTy est l'opérateur de Toeplitz de symbole o, le
congugué de ¢. En effet soient f et g deux fonctions dans H*(T). On a :

(f, Tog) = (f, Lyg)-

Or Uadjoint de lopérateur Ly est Ly alors :

(f,Ts9) = (Lz]. 9)-

Alors :
(f. Tog) = (151 9),
et ceci pour toutes fonctions f et g dans H*(T). Ce qui prouve bien que
13=1;5
6. L’opérateur de Toeplitz est hermitien. C'est-a-dire T = Ty, si et seulement si
& = ¢. En d’autres termes lopérateur de Toeplitz est hermitien si et seulement si ¢ est
réel.
7. La matrice d’un opérateur de Toeplitz dans la base orthonormée (e, )nez de H*(T) est
une matrice de Toeplitz.
En effet, soit (ai;)ijez la matrice d’un opérateur de Toeplitz T, dans la base orthonor-

mée (en)nez de H*(T) alors pour tout entier positif k on a :

Atk j+k = <T¢ej+k;€z’+k> = <¢€j+k,€z’+k> = <¢€j, 6i> = <T¢€j7€z‘> = Qyj-
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2.2. Produits d’opérateurs de Toeplitz

2.2 Produits d’opérateurs de Toeplitz

Parmi les problemes qui nous intéressent pour les opérateurs de Toeplitz et leur produits.
La question posé : est-ce que le produit de deux opérateurs de Toeplitz est un opérateur de
Toeplitz ?
Car l’ensemble des opérateurs de Toeplitz n’est pas stable par la multiplication, en d’autre
maniere si Ty et Ty, sont deux opérateurs de Toeplitz bornés, alors le produit n’est pas de tous
un opérateur de Toeplitz.
Mais, sur ’espace de Hardy, Brown et Halmos [8] en 1962, ont donné une condition néces-
saire et suffisante pour que le produit de deux opérateurs de Toeplitz est un opérateur de

Toeplitz.

Théoréme 2.2.1. Soient ¢ et deux fonctions bornées sur T. Le produit T, T, est un opé-
rateur de Toeplitz si et seulement st est anti -analytique ou si ¢ est analytique. Donc on
a:

Tso Ty = Tsod)

Preuve. Soient (a; ;)i j>0, (bi;)ij>0, €t (¢i;)ij>o0 les matrices de T, Ty et T, Ty
respectivement, c’est-a-dire que pour toutn € Z,les (ay) sont les coefficients de Fourier
de p et les (b,) sont ceux de 1.

Pour tout couple (i, j) d’entiers positifs, on a :

(o ¢]
Cij = E ai—kbk—ja
k=0

et

oo
Ciplj+1 = Qip1b_j_1 + E a; by,
k=0

c’est-a-dire
Cit1,j+1 = Cij + @ip1b_j_1.

1l vient que, pour tout entiers positifsi et j, si
Cit1,j+1 = Cij

alors

Gz’+1b—j71 = 0.

Si la matrice (c; ;)i j>0 est une matrice de Toeplitz, donc le produit T, T,, est un opérateur

de Toeplitz, alors
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(i) Soita;1 = 0 pour tout entier positifi ou bienb_;_y = 0 pour tout entier posi-
tif 7, ce qui est équivalent & dire que (n) = 0 pour tout entiern > 1, donc ¢ est

anti-analytique

[T,)=1... 0 2(0)

(i1) ou bien zZ(n) = 0 pour tout entiern < —1, donc 1) est analytique.

. (0) 0
[Ty =|... ©Q) %) o0
. 9(2) P(1) $(0)

Réciproquement, si1 est analytique alors Ty, est l'opérateur de multiplication par 1) et donc

pour toute fonction f dans H?
TTyf = To(0f) = plef) = Touf.
Et si @ est anti-analytique alors son adjoint @ est analytique, alors
(T,Ty)" = TyTs =Ty, = (Typ)™
Par un deuziéme passage a [’adjoint, on obtient que

TsoTw = TW

Corollaire 2.2.1. Si T, est un opérateur de Toeplitz inversible sur H*(T) alors son inverse

est un opérateur de Toeplitz si et seulement si ¢ est analytique ou st ¢ est anti-analytique.

Preuve. Notons par Tgl Uinverse de l'opérateur T),. Si Td>_1 est un opérateur de Toeplitz, i.e. S’il

existe une fonction bornée ) telle que qul =Ty, alors :
TyTy =TTy =1=T,,.

D’ou , d’aprés le Théoréeme 3.4.1
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2.3. Matrice de Toeplitz

¢ est anti-analytique ot 1) est analytique (%)
et

¢ est analytique ot 1 est anti-analytique.  (x)

Si ¢ n’est pas anti-analytique alors, d’aprés(xx), 1 est analytique et comme 1 est sup-
posée non constante alors forcément elle n’est pas anti-analytique et donc par (x), ¢ est
analytique.

Réciproquement, si ¢ est analytique alors, Ty est commute avec Ty, et on a alors
T, TyTey = T, ' T Ty,
En composant a droite par T, U dans Uéquation précédente, on obtient

TaT, "' =T, Ta.

Ceci prouve bien que ch_l est un opérateur de Toeplitz analytique.

Si ¢ est anti-analytique alors ¢ est analytique et d’apres ce qui précédent on a
Tg‘lTel = TuTs".
Par passage a l'adjoint dans cette égalité, on obtient que

TAT, " =T, 'Ty.

2.3 Matrice de Toeplitz

Définition 2.3.1. [11] On appelle une matrice de Toeplitz, toute matrice définie par une

suite de nombres complexes (a,)nez est ayant la forme suivante :

g a—1 Qa_9
ap Qo a_q

(05} aq a_o

Une matrice infinie B = (a;;);; est dite de l'opérateur de Toeplitz T, sur H* dans la

base {1,z,2% 23, ...} est donnée par :
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2.3. Matrice de Toeplitz

ai; = (T, 2"
= (P(pz7),2")
= (p#, P2')
= <907'Zi_j>
= (i —J)
donc on a :
2(0) &(-1) &(-2)
L_ s 20 sy
e(2) @(1)  #(0)
Théoréme 2.3.1. [6/ Une matrice de Toeplitz A = (ay)nez définit un opérateur borné

sur (*(Z) si et seulement s’il existe une fonction bornée ¢ sur T telle que les nombres

(an)nez sont ses coefficients de Fourier i.e :

Uy = o 027r p(e®)e0dh, n e Z.

Dans ce cas la norme de l'opérateur engendré par A est égale a :

[¢lloo = supessiem|6(t)]
Telle que (supess f =inf{c € R, tel que |f| < ¢, u—pp}) .

Preuve. Soit ¢ € L*>®(T) la fonction dont les coefficients de Fourier sont les éléments (an)nez de
la matrice A et soit Ly lopérateur de Laurent de symbole ¢. On sait que Ly est borné si et
seulement ¢ est aussi borné, auquel cas ||Ls|| = ||¢]|l- On note par My la matrice de L’opé-

rateur Ly dans la base orthonormée (e,)nez de (*(Z) :

ap aA_1 | A_—92 QA_3 Q_4

aq Qo a_1 a_9 Qa_g3

Mqﬁ - Lo Qo aq Qo a_1 Qa_9
as a9 aq a_og a_1

g ag a2 a1 Qo
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2.3. Matrice de Toeplitz

D’apres le théoreme (3.2.1), My définit un opérateur borné sur (*(Z) si et seulement
si¢ € L>®(T) et dans ce cas ||My|| = ||¢]|l- On remarque que la matrice A n'est autre que le
quart inférieur droit de la matrice My ; autrement dit, si on note par P la projection orthogo-

nale de (*(Z) alors A = PMy. ceci implique que si ¢ € L>=(T) alors ||A|| < || Myl = ||0]lco-
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Chapitre 3
L’opérateur de Toeplitz tronqué.

Les opérateurs de Toeplitz tronqués sont des compressions des opérateurs de Laurent sur

Uespace modeéle [18].

3.1 Espace modeéle.

Définition 3.1.1. [}/ Soit u une fonction intérieure. On appelle espace modéle correspon-

dant a u, le sous espace de H?* défini par :
Ky = (uH*)* = H* o uH? = {f € H, (f,ug) =0, Vg € H*}
De plus on défini
K :=K>NH®

Exemple 3.1.1. [19/
1) Siu(z) = 2" alors K? est l’ensemble des polynéme de degré

(n —1) a coefficients dans C. c’est a dire
KS ={ap+ a1z + a2+ ... +a, 12"t e C}

2) Siu est un produit de BLASCHKE d’ordre fini avec des z2€ros Ay, Ag, ...... s An, COMPLES

avec leurs ordre de multiplicité alors :

ap+ a1z + as2® + ...+ a2t

(1= X2)(1 = Ag2)..a(1 = Ny 2)

i (a3)o<i<n—1 € C.

Ky ={
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3.2. Opérateur de Toeplitz tronqué.

3.2 Opérateur de Toeplitz tronqué.

Définition 3.2.1. [15] Soit p € L*(T) et on considere Uapplication définie sur K° par :
K — K°

[ — Pu(ef)

Si cette application peut étre prolongée en une application continue sur K?2

u’

on note A, ce

prolongement et on appelle opérateur de Toeplitz tronqué de symbole @. (voir [13, 20])

Matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué.

Dans cette partie, on met l’accent sur les matrices des opérateurs de Toeplitz tronqués
sur l’espace modéle dans le cas ot la fonction intérieure est égale a 2™, ou bien un produit
de Blaschke d’ordre fini. Siu(z) = 2", et € L? on a S la base de K? et la matrice de
Vopérateur de Toeplitz tronqué A, relativement a la base S n’est autre qu’une matrice de
Toeplitz usuelle formée par les coefficients de Fourier de la fonction .

En effet, si A = (arj)o<kj<(n—1) €t la matrice de A, dans la base S alors

ag; = ¢(k — j).

La matrice de A, relativement a la base S est de la forme :

ag a1 ... ... Q_pi2 G_pi1
a ) . a_n42
Q2 a1
A=
Qo a_y
Ap—1 -+« .. Q9 ay ao

Produit des opérateurs de Toeplitz tronqués.

Sedlock dans [21] a montré seulement ['ezistante de «, & travers la méthode utilisé pour

le produit des opérateurs de Toeplitz tronqué.

Théoréme 3.2.1. [15] Soient A et B deux matrices de Toeplitz. Le produit A x B est une

matrice de Toeplitz si et seulement si ['une des condition suivantes est vérifiée :

i) A et B sont toutes les deux triangulaires inférieures ou triangulaires supérieures.

Djerboua Hayet 37



3.2. Opérateur de Toeplitz tronqué.

ii) A ou B est un multiple de l'identité.

i) 1l existe un o € C tel que A et B sont de la forme :

ao adp—1 ... ... QA3 aaq
a ag . Qs
a2 ai
A=
ao Alp—1
Ap—1 ce Ce (05} aq Qo
b() Oébn_l e e OébQ Oébl
bl b() abg
by by
B =
bo O[bn_l
bn—1 by b1 bo

Preuve. Notons A = (ai,j>1§i,j§n =
Ax B=C=(cij)h<ij<n-
Par définition,

(aij)i<ij<n, B = (bij)icijcn = (bisj)i<ij<n €t

n—1
Cij = E aikbkj
k=0

C' est une matrice de Toeplitz si et seulement si :

n—1
Cij = Ci—j = E Qi—kbg—j
k=0

Nous distinguons deux cas pour cette égalité.

(i) Pour i=j, on a : co = Zz;é a;_tbp_; pouri=20,1,....n — 1. dou

n—1 n—1
Co = E ai—br—; = E aikarlbkfjfl
k=0 k=0
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3.2. Opérateur de Toeplitz tronqué.

pouri=0,1,....n — 2. En déduit [’égalité

Qi—ng1bp—i—1 = @jp1b_i_1.

Autrement dit

(

Opgibp1r = arb_q
U_piobp_o = azb_
a_1by = Op_1b_pp

\
(1i) Pour touti # j, posonsl=1i—j,j=1i—1lavec|l|=1,...,n—2, nous avons :

n—1
Ci—j = C = E @i br—iy1.
k=0

Remarquons que pour chaquet etl, on a l’égalité :

n—1 n—1
E i—br—iyi = g @i—k+10k—1-i+1
k=0 k=0

Qi—nt1bn—1-i41 = Qip1b_1 54

En obtient les systemes suivants :

aib_, = a—n+1bn—1
aib_y = U_pt1bp_o
\ artb_p1 = a—n+101
(
asb_y = O_pi2bp
asb_o = A_pyoby o
L asb_py1 = a_p42b1

Djerboua Hayet 39



3.2. Opérateur de Toeplitz tronqué.

ap—1b_4 = a_1bpy
A—piobp_o = apby,_s
L ap1b_pny1 = a_1by

Done, pour chaque i € {0,1,....,n}, on déduit que :

(
aib—l - a—n—l—ibn—l
a;b_s = G_pyibp—2
L ab_ni1 = a—niby
A_pti
Sil existe azy £ 0, on pose f = —0
a0
On obtient :
b—l - ﬁbn—h b—2 - ﬂbn—Qa ) b—n+1 = Bbl
On obtient :

b,1 = anfly b72 = 5bn727 ey bfn+1 = Bbl

Nous avons deux alternative pour 3.

(a) Sip=0alorsb.y=bo=..=b_,1=0,etona:

(i) soit a_n+1 = 0 pour tout lesi € {0,1,...,n},

(i1) ou bienby =by=..=b,=0
En résumé, si f = 0 alors A et B sont toutes les deuz triangulaires inférieures

ou B est multiple de l'identité.
(b) SipB # 0 dans ce cas on a : b_y = Bb,_1, b_g = Bb,_a,....,0_n41 = by

Nous avons encore deux cas :

(i) S’il existe un s tel que b,_s # 0 alors

ab_s = a'—n—i—ibn—s
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3.3. Opérateur de Toeplitz tronqué de type a.

donc
ﬁaibn—s = a—n+ibn—5
d’ot

a_pnyi = Ba

Donc A et B sont de la forme suivante

Qo aAlp—1 .. ... Q049 aaq
aq ag R Qs
A= a9 aq
Qo Alp—1
Ap—1 e N 05} aq Qo
et
bo Oébn_l e e OébQ Oébl
bl bo e Oébg
b b :
B = '2 1
bo O[bn_l
bnfl b2 bl bO
(ii) Siby = by = ....=b, =0 alors B est un multiple de l’identité.

3.3 Opérateur de Toeplitz tronqué de type a.

La notion d’opérateur de Toeplitz tronqué de type a est introduit par Sedlock en 2010
Voir[21].
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3.3. Opérateur de Toeplitz tronqué de type a.

Définition 3.3.1. Soita € D. Un opérateur de Toeplitz tronqué A est dit de type o si et

seulement sil existe p € K2 telle que

A:AQO—FQW—FC’ S C

Et on a 9 = u(2)9z et Su(f) = Py, 2f.
On note par B l’ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués de type c.

Sedlock nous a donné plusieurs spécificité de l’opérateur de Toeplitz tronqué de type a.

Matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué.

Siu=2z2"ona:

P(0)  ap(N)  ap(N —1) ap(1)
p(1)  (0) ap(N) ap(2)
ge =192 o) (0) ap(3)
PN) @(N—-1) @(N =2 #(0)

Matrice circulante.
Une matrice circulante constitue un cas particulier de matrice de Toeplitz.

Définition 3.3.2. Une matrice circulante est une matrice carrée de taille

(n x n) dans laquelle on passe d’une ligne a la suivante par permutation circulaire(décalage

vers la droite)des coefficient et de la forme

Co C1 Cy ... Cp—1

Cn—1 G (G Cn—2

C=|cn2 cno1 Cn—3
C1 Co C3 ... Co
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Chapitre 4
Application sur les matrices de Toeplitz.

Dans ce chapitre on a proposé une application sur les matrices de Toplitz qui traite les

points sutvants.

4.1 l'inverse d’une matrice de Toeplitz.

On s’intéresse a linverse d’une matrice de Toeplitz, selon la méthode de

(Xiao-Guang lv)[14] pour le déterminer.

Définition 4.1.1. Soit T de taille (n X n), une matrice de Toeplitz telle que

Qo a_q cee e Q1op
aq Qo cee . Q9_p
T = (05} aq as—n
Ap—1 QAp—2 ... ... Qo
ot a_n(n —1),.....;an_1, sont des nombres compleves on note : T = (ap—q); 41,

alors 'inverse d’une matrice de Toeplitz n’est pas en général une matrice de Toeplitz
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4.1. 'inverse d’une matrice de Toeplitz.

La formule de ’inverse d’une matrice de Toeplitz .

Lemme 4.1.1. SoitT = (ap,q);q:1 une matrice de Toeplitz et qui vérifiée la formule sui-

vante :
KT —TK = fel —e f1J
0 1 1
1 . :
1 0 1
1 0
0
0
Ap_1 — a_
€1 = > €n = s f = ! !
a2 — G_p42
0
a1 — Q_p+1
0 1

Théoréme 4.1.1. [14] Soit T = (a,—q)p -1, une matrice de Toeplitz, si l'un des systeme de

ces équations T, = f, T, = e, admet une solution :

T

Tr = (*/Elaz?a axn) y Y = (y17y27 ""7yn)T-

Alors

a) T est inversible.

b) T = Uy + TQUQ,

ou !
B Yn .- Y2 1 -y ... —T9
L o1
T, = Y2 1 ’ o= |
: Yn : . —Tp
Yn -+ Y2 N : o1
T Ty ... X9 0 vy ... Yo
To X1 - ... 0
T2 = ? ! , U2 =
Ln Yn
Ty T2 ... T 0
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4.1. 'inverse d’une matrice de Toeplitz.

Preuve. D’apres le lemme 4.1.1, etT, = f,T, = e1, on a :

KT = TK+ fef —e f'J
= T[K +xel —yfrJ].

Et :
K'T = K7'T[K +xel —yfTJ]
= T[K +zel —yfrJ)".
Pour ce la :
K'ey, = K'T,=T[K +xel —yfTJ]'y.
Soit :

ti=[K+xel —yfTIy, T =(t,to,ts, ... tn)

Tt = TIK +zel —yfTJ] 7y = Kle; = e
TT:T(tl, tz, ceny tn) = (61, €9,y .uny 6n) = [n
Done, la matrice T est inversible, et Uinverse de T est la matrice T =T~ 1.

Donc on montrons (b)

ty =y, t; = [K +xel —yfTJJt;i 1, (i=1,2,...,n)
ti=T7"Ye;, Je;=en 141
JTJ=T" Jj=1, J'=1J.
Et pour :1>1 :

t; = Kt +zeltiy —yffJti
= Kt,_{1+ xefT‘lei_l — yfTJT_lei_l
= Kt,_,+ :ceZJJT’lJen,HQ — yfTT’lJei,l
= Kt + xefT_Ten_,-_g — yfTT_Ten_HQ
= Kti1+ay eniv2—yr eps

= Kti 1+ Yn—it2® — Tp_iy2y.
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4.2. Application sur I’équation de Schrédinger.

Donc on a :

=y, to=Ky+y,x—x,y,

t, = K" Yy + K" 2qy, — K" 2yx, + .... + 2ys — Y9, T = (t1,te,...., 1)

1 —Tpn ... —XT2 0 Yo -+ Y2
1 - : 0 - :
= (y, Ky, ...., K" ly) + (2, Kz, ..., K" 1)
—Tn Yn
1 0
Yi Yn .- Yo 1 -z, ... —z9 T T, Ty 0 yn ... Yo
L o Ty x . : 0 :
_ y'Q Y n .2 1
Yn - Y2 U1 1 Ty ... Xo X1 0

Remarque 4.1.1. D’apres le Théoreme 4.1.1, on supposent que la matrice de Toeplitz est
une matrice circulente, on dit que l’élément de la matrice T' = (a,—q)y -, satisfait
a; = a;_y pour touti =1,....n — 1, donc on peut dire que f =0, tel que :
r=T"1f=0,doncx=T"1f =0.
Alors, de (b) dans le Théoréme 4.4.1 , on obtient

Y Yo - Y2
Tfl _ Y2 . :
Yn - Y2 U1

On déduit que : linverse d’une matrice circulente est une matrice circulente.

4.2 Application sur I’équation de Schrodinger.

On propose une application sur les matrices de Toeplitz dans la mécanique quantique.

Les matrices de Toeplitz sont été utilisées Pour résoudre I’équation de Schrédinger (voir[10]).
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4.2. Application sur I’équation de Schrodinger.

On étudie le comportement asymptotique d’une particule confinée en une seule dimension
pot de puits carré de longueur L avec des murs parfaitement rigides. Le potentiel est défini

comme :

0, 0<z<L
V(z) = (4.1)
00, r<0,z>1L
I’équation habituelle de Schrodinger indépendante du temps avec les conditions limites

de Dirichlet est donnée par :

_h —
s-a=(x) = EY(z), 0 <z <L (42)

Y(z) =0, Yz ¢ (0,L)

et il y a des solutions aux fonctions propres défini par :

(@) \/%sin(%x), neN, O0<z<L
€Tr) =

Un (4.3)
0, Vo ¢ (0,L).
L opérateur —% a un spectre discret non borné par le haut avec des points
nm 2
le produit de N propres valeurs est
Y, B = (85) (V02 2 () (2)7F (v 12 (4.5)
1=1"-n 7 \ 2mL2 )™ e \ 2mL? e ’

on a la formule N! =~ /27(N + 1)N+%e_(N+1) pour N assez grand ont été appliquée la

somme des N waleurs propres est :

S B = (5 ) SiLn? = (£253) (BN2+ AN+ 1) V. (4.6)
Dans la méthode discrétisée, nous considérons une grille de N' points ordonné de lin-

tervalle [0, L]

To=0<m <..<xp <Tpry =1L (4.7)
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4.2. Application sur I’équation de Schrodinger.

z; =€ > 0,¥i =0,...,N'. Ensuite en employant la

avec un espacement égal a ;i q
seconde centrée estimateur de différence du second dérivée, a savoir

L p(x) = lim, g+ LTI (4.8)
et dénotent les valeurs propres de la fonction ¢ aux points de la grille par
Y = (x;), le probleme(2) est équivalent
(Ay)y 5 = Babiy =1,...,N'
avec
Vo =% =0=1vYy 4, VkeN (4.9)
ot
2 -1 0 0
-1 2 -1 0
Ay = 2By = 2 4.10
N 2me2 N 2me2 0 1 9 1 ( )
0o —1 2 .
N XN
les valeurs propres et les vecteurs propres de By sont
Ne=2 (14 cos (7)) 1<k < N
R , (4.11)
o sin( 8@13”) ,0<m<N —1.
Alors sont déterminant est donné récursivement par
2
avec solution Le déterminant a été évalué a l'aide des valeurs propres(4.11)
(4.13)

detBy =TIV Ay =TIV (2 + 2 cos <N’TL>) — N +1.
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Résumé

Dans la premiére partie de ce mémoire on s’intéresse a lopérateur de Toeplitz qui est
la compression de l'opérateur de Laurent Ly (I'opérateur de multiplication) dans ’espace de
Hardy, et ¢ € L*(T) le symbole de l'opérateur, et on trouve la matrice de Toeplitz a partir
de son opérateur.

Dans la deuziéme partie, on a défini 'opérateur de Toeplitz tronqué Ay comme la com-
pression de l'opérateur de Toeplitz Ty sur l'espace modeéle K2 avec u une fonction intérieure
non constante .

En ajoutent la condition nécessaire et suffisante de Sedlock pour que le produit de deux
matrices de Toeplitz est une matrice de Toeplitz.

Dernierement on a proposé une application sur les matrices de Toeplitz dans la méca-

nique quantique.
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fonction intérieure, espace modele, opérateur shift, opérateur de Toeplitz tronqué et tronqué

de type a.



Abstract

In the first part of this memory one interweaves with the operator of Toeplitz which is the
compression of the operator of Laurent Ly in the space of Hardy, ¢ € L*(T) is the symbol
of the operator, and one finds the matrixz of Toeplitz from its operator.
In the second part, we have defined the truncated Toeplitz operator Ay as the compression
of the Toeplitz operator T, on the model space K2 withu a non-constant interior function.
Add the necessary and sufficient condition of Sedlock so that the product of two Toeplitz
matrices is a Toeplitz matriz.

Finally, we proposed an application on the matrices of Toeplitz in quantum mechanics.

Keywords : Hardy space, Laurent operator, Toeplitz operator and matriz, inner func-

tion, model space, shift operator, Truncated Toeplitz operator and truncated of type «.
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ﬁésumé \
Dans la premiére partie de ce mémoire on s'intéresse a l'opérateur de Toeplitz qui est

la compression de l'opérateur de Laurent L¢ (l'opérateur de multiplication) dans I'espace de

Hardy, et <peL2 (T)le symbole de I'opérateur, et on trouve la matrice de Toeplitz a partir de
son opérateur.
Dans la deuxiéme partie, on a défini l'opérateur de Toeplitz tronqué A,comme la

compression de l'opérateur de Toeplitz T, sur l'espace modele Kzf avec u une fonction
intérieure non constante .
En ajoutent la condition nécessaire et suffisante de Sedlock pour que le produit de deux
matrices de Toeplitz est une matrice de Toeplitz.
Derniérement on a proposé une application sur les matrices de Toeplitz dans la
mécanique quantique.

Mots cleés:
Espace de Hardy, I'opérateur de Laurent, opérateur et matrice de Toeplitz, fonw

intérieure, espace modeéle, opérateur shift, opérateur de Toeplitz tronqué et tronqué de type a.

ﬂbstract \
In the first part of this memory one interweaves with the operator of Toeplitz which is

the compression of the operator of Laurent L¢ in the space of Hardy, (pELZ (T)is the symbol
of the operator, and one finds the matrix of Toeplitz from its operator.
In the second part, we have defined the truncated Toeplitz operator A, as the

compression of the Toeplitz operator T, on the model space Klf with u a non-constant
interior function.

Add the necessary and sufficient condition of Sedlock so that the product of two
Toeplitz matrices is a Toeplitz matrix.

Finally, we proposed an application on the matrices of Toeplitz in quantum mechanics.

Keywords:
Hardy space, Laurent operator, Toeplitz operator and matrix, inner function, model

@ce, shift operator, Truncated Toeplitz operator and truncated of type a. /
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