République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université Amar Télidji Laghouat

Faculté des Sciences
Département de Mathématique et Informatique

Projet de Licence

Domaine : Mathématique informatique (MI)
Filiére : Mathématique
Option : Mathématique

Théme

Modélisation de la croissance d’une population a P’aide
d’une équation différentielle ordinaire

Présenté par :
Me" Hamdi Halima et M¢!¢ Hadjaissa Hadjer

Soutenu le : 07 Juin 2014.

Devant le jury composé de :

Président : M"™ RAHMOUNE Abita M.A.A, Université de Laghouat
Rapporteur : D" NOUIRI Brahim M.C.B, Université de Laghouat
Examinateur : M" RAHMOUNE Abdelaziz M.A.A, Université de Laghouat

Année universitaire 2013/2014



Remerciements

Ce travail a été réalisé au sein du laboratoire d’Informatique et de Mathématiques (LIM) a
I'université de Laghouat sous la direction de Monsieur NOUIRI Brahim, Maitre de conférences
a 'université de Laghouat. Je tien a le remercier pour leur disponibilité leurs conseils et pour
avoir guidé ce travail avec beaucoup d’intérét.

Mes remerciements s’adressent a Monsieur Lagraa Nacereddine chef de laboratoire d’In-
formatique et de Mathématiques d’avoir disponibilité tous les moyens de laboratoire durant
la période de la préparation de ce projet.

Je remercie les membres du Jury pour leurs acceptations d’examiner ce projet.

Mes derniers et profonds remerciements vont a mes chers parents a qui je dédie ce travail
ainsi qu’a toute ma famille et mes amis pour leur grand soutien.

Aussi, je remercie tout mes collégues et aux qui m’ont aidé de prés ou de loin en vue de
réaliser ce projet.



Dédicaces

Mes tout premier remerciement pour dieu qui nous a donner la force pour accomplir ce
travaille
Je dédie ce mémoire a :
A Mes parents :
Ma meére, qui veiller pour ma réussite, de par son amour, son soutien, tous les sacrifices et
ses précieux conseils, pour toute son assistance et sa présence dans ma vie, recois a travers
ce travail aussi modeste .
Mon pére, qui peut étre fier et trouver ici le résultat de longues années de sacrifices et de
privations pour m’aider & avancer dans la vie. Puisse Dieu faire en sorte que ce travail porte
son fruit ; Merci pour les valeurs nobles, I’éducation et le soutient infini venu de toi.
A mes chers fréres et mon oncle
A toute ma famille mes oncles et mes tentes mes cousines et mes cousins
A mes amies qui n’ont cessé d’étre pour moi des exemples de persévérance, de courage et de
générosité.
A mes cher professeur qui ont tout fait pour notre réussite
A mon encadreur Mr Nouiri et pour ses grands efforts
A ma meilleur amie et mon bindme Halima Hamdi que dieu te garde

Hadjer Hadjaissa

il



Je tiens d’abord a remercier Dieu le tout puissant qui nous a donné la force et la patience
d’accomplir ce modeste travaille
Je dédie ce modeste travail a celle qui ma donne la vie, le symbole de tendresse qui s’est
sacrifiée pour mon bonheur et ma réussite , a ma Mére
A mon pére, école de mon enfance qui a ete mon ombre durant toutes les années des études
et qui a veillé tout au long de ma vie a m’encourager me donner l'aide et a me protéger
Que dieu les gardes et les protége
A mes adorables sceurs
A mon frére
A toute ma famille mes oncles et mes tentes mes cousins et mes cousines
A mes amies
A tous ce qui me sont chéres
A tous ce qui m’aiment
A tous ceux que j’aime
A tous mes professeur qui m’ont enseigner le long de mon parcoure éducatif
A mon encadreur Mr nouiri pour sa compétence et sa disponibilité et son soutien son en-
couragement durant toute la période de notre travaille ainsi que tout les année qui nous a
enseigner
A ma chére et adorable amies Hadjer Hadjaissa
Je dédie ce travaille

Hamdi Halima

iii



Résumé

Notre objective dans ce projet est la résolution analytique et numérique d’un probléme
de la croissance d’une population dans environnement isolée est fréquemment modélisée par
une équation différentielle ordinaire non linéaire autonome du premier ordre :

P(ty) = Ry @

{P’ (t) = aP — bP?
Ou P désigne la population au temps t, P, la population au temps t,. Le terme aP représente
le taux de naissance et bP? le taux de décés dus aux différentes causes comme : compétition
pour les ressources naturelles, pour la nourriture et pour I’espace vital etc...

Solution analytique On commence par 1’étude d’'un probléme de Cauchy gouverné par
une équation différentielle autonome du premier ordre et ensuite nous présentons une

étude qualitative sur exemple pratique dans la dynamique des populations : modéle de
Verhulst.

Solution numérique On applique les deux méthodes d’Euler explicite et Rung-Kutta
d’ordre 4 sur cet modéle.
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Introduction

La dynamique des populations est I’étude de la croissance d’'une ou plusieurs populations,
dans un environnement donné, qu’elles soient isolées ou en interactions les une avec les autres.
Les premiers modéles de croissance de populations date de la fin du 18™¢ siécle avec le
modéle de Malthus. Malthus était un économiste qui disait que si elle n’est pas freinée,
une population s’accroint géométriquement. Ceci se traduit par une équation différentielle
ordinaire de premier ordre
P (t)y=rP(t) 2)

ot P (t) est la taille de la population et 7 son taux de croissance.
La solution de cette équation est P (t) = FPye™. Dans ce cas ¢’est la position de r par
rapport & 0 qui donne le sens de variation de P (t).

i Sir < 0, la taille de la population diminue,
i Sir = 0, la population reste constante et
i Sir > 0, la population augmente de maniére exponentielle.

Le fait que la population augmente de maniére exponentielle n’est pas biologiquement sa-
tisfaisant, car méme si une population arrive dans un environnement contenant toutes les
sources nécessaires, ce qui est le cas pour les espéces invasives, une population ne peut pas
augmenter exponentiellement jusqu’a l'infini. Des phénoménes d’autorégulation vont donc se
mettre en place.

Ces phénoménes sont pris en compte dans le modéle de Verhulst en 1838, appelé aussi
modéle a croissance logistique. Ce modéle se présente sous la forme d'une équation différen-

tielle de type de Bernoulli
P(t)=rP(1- 52
{ (1) =rp(1-52) @

P(to):P()

avec r le taux de croissance de la population et K la capacité d’accueil du milieu c’est-a-dire
le nombre maximale que le milieu peut accueillir en tenant compte de ’espace, des ressources,
etc...

Une population a croissance logistique tend toujours vers K, la capacité d’accueil, quelque
soit la densité de population d’origine F.
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TABLE DES MATIERES 1

Notre objective dans ce projet est la résolution analytique et numérique d’un probléme
de la croissance d’une population dans environnement isolée est fréquemment modélisée par
une équation différentielle ordinaire non linéaire du premier ordre :

P'(t) = aP — bP? (4)
P (to) - PO

Ou P désigne la population au temps ¢, Py la population au temps ty. Le terme a P représente
le taux de naissance et bP? le taux de décés dus aux différentes causes comme : compétition
pour les ressources naturelles, pour la nourriture et pour I'espace vital etc...

Notre projet se décompose en trois chapitre :

Le premier chapitre consacré a la solution analytique de notre modéle par I'équation de
Bernoulli et linterprétation de la limite de solution P (t) quand ¢ tend vers +oo et puis
étudier la variation de la fonction dérivée P’ si P (t) < 5 et si P(t) > g et on termine ce
chapitre par des représentations graphiques de la solution exacte dans le cas ou la population
initiale Fy < ¢ et le cas ou [ > ¢.

Dans le second chapitre, on s’intéresse par la solution numérique du probléme de Cauchy
sur un intervalle [0, 7] par la méthode d’Euler explicite. On démontre un résultat de la
convergence de cette méthode et on termine par un programme sur Matlab de schéma d’Euler
explicite et en comparant le résultat avec la solution exacte.

Dans le chapitre 3, on s’intéresse par la solution numérique sur un intervalle [0, T'] par les
méthodes de Rung-Kutta d’ordre 2 et d’ordre 4 et on compare les résultats obtenus dans les
deux derniers chapitres avec la solution analytique.

Hamdi & Hadjaissa Projet de fin d’étude



Chapitre 1

Modéle de la croissance d’une population

1.1 Equations différentielles autonomes d’ordre 1

Définition 1.1. Soient I un intervalle de R et f : [ — R une fonction. On appelle équation
différentielle autonome d’ordre un, toute équation différentielle de la forme :

y'=rW) (1.1)

Définition 1.2. (Point d’équilibre). on dit que y* est un point d’équilibre (ou point sta-
tionnaire) pour I’équation différentielle (L.1)) si f (y*) =0

Remarque 1.3. L’intérét de ce type d’équation se situe dans les situations qui aménent ces
équations, notamment 1’étude de la variation des populations : la croissance d'une population
(logistique).

Proposition 1.4. (Translations des solutions) Si y est solution de (1.1)) sur I, alors pour
tout a € R, la fonction 1oy : t — y (t — a) est solution de (1.1)) sur Uintervalle o + T

Démonstration. Par composition 7,y st définie et dérivable sur a + I avec
(ray) () =¥/ (t —a) = f (ray (1))

Remarque 1.5. Par translation, tout probléme de Cauchy peut se ramener & un probléme
en tyg = 0.

Théoréme 1.6. Soient I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction de classe C*
sur I n’admet pas un point d’équilibre sur I. St yg € I, le probléme de Cauchy suivant :

/I __
Yy (0) =Y
admet une solution locale.

Démonstration : f est de classe C! sur I et yy € I. Alors pour tout y;,y, € I, avec le
théoréme des accroissements finis sur [y;, 2], on obtient :

f)—f)=@—y)f ), nelyyl.



1.2. MODELE DE LA CROISSANCE D’'UNE POPULATION 3

Alors, on a :

\f (y2) = f ()| < Llys — o], L=sup|f (n)].

nel

Dongc, la fonction f est localement Lipschitzienne sur I. D’aprés le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, le probléme (1.2)) admet une solution locale.

Corollaire 1.7. Les solutions de [’équation (1.1)) sont strictement monotones si y n’est pas
d’un point d’équilibre.

Démonstration. Soit y une solution de (|1.2)) non injective. Il existe a,b € I tel que a < b
et y(a) = y(b). Par le théoréme de Rolle, il existe ty € [a,b] tel que ¥/ (to) = 0 et alors

[y (o)) = 0.

Posons yg = y (to) de sorte que vérifie f (yg) = 0. Puisque la fonction t — yq est solution
sur R de I’équation ¢ = f (y), c¢’est une solution maximale et y en est une restriction. Ainsi,
y est une fonction constante.

1.2 Modéle de la croissance d’une population

Si on pose dans le probléme de Cauchy(1.2), y = P et f(P) = aP — bP?, on obtient
un probléme de Cauchy qui modélise la croissance d’une population dans un environnement
isolé. Ce probléme est donné par

{P’ — f(P(t)) = aP (t) — bP2(¢)

P (ty) = P (1)

Ou P désigne la population au temps ¢, Py la population au temps ¢y. Le terme ap représente
le taux de naissance et bP? représente le taux de déceés dus aux différentes causes : compétition
pour les ressources naturelles, pour la nourriture et pour I'espace vital etc...

1. L’équation (1.3) admette deux solutions constantes P (t) = 0 et P (t) = a/b,
2. Si P(t) # 0 et P(t) # a/b, la fonction f est de classe C!. Alors, en utilisant Théo-

réme , le probléme ([1.3)) admet une solution locale.
1.2.1 Solution analytique

[équation (1.3)) est une équation différentielle ordinaire de Bernoulli pour m = 2 car
elle est écrite sous la forme :

P/
P’:ap—bzﬂzsﬁ—%:—b (1.4)
On pose Z = %, alors, on a :
—-P
7' = Pz

Hamdi & Hadjaissa Projet de fin d’étude



1.2. MODELE DE LA CROISSANCE D’'UNE POPULATION 4

En remplagant dans (1.3]) on obtient :
Z'+aZ =b (1.5)

L’équation (1.4)) est une équation linéaire de premier ordre. Premiérement, on résout
I’équation sans second membre :

Z’+aZ:0:>%:—adt:>Z:k;e_“t7 keR
On suppose que k est un fonction de ¢. Alors, on a :
7' =K (t)e ™ — ak(t)e”™
on remplace dans I'équation (1.4), on obtient :
K (t)e ™ —ak(t)e ™ + ak(t)e ™ = b = K'(t) = be™

b
=k=-e"4+conceR
a

Alors, on a :
b 1
Z=—4c"=P=
a 2 4 ce~at
a
= P =
b+ ace=
Pour déterminer la constante ¢, on a :
a a— bbb,

Plt)=FP=P=——=>¢c=———
(to) 0 0=y eato € Pe—ato

Alors, la solution exacte de probléme de Cauchy (1.3]) est donnée par :

CLPO

P(t) =
( ) bPO + (a — P()b) e—alt—to)

(1.6)

Remarque 1.8. A partir de la solution exacte (1.6)), nous avons pour t assez grand :

lim p(t) = li alt a
1m = 1m — —
oo TSRO bRy + (a — Pob) e o) b

Alors, la limite § est signifie I'équilibre de la population ou la capacité d’accueil (biotique)
de I’environnement considéré.

Remarque 1.9. On peut résoudre I'équation différentielle non liniére ([1.3)) par la méthode
des variables séparables.

Hamdi & Hadjaissa Projet de fin d’étude



1.2. MODELE DE LA CROISSANCE D’'UNE POPULATION 5

Etude de la variation de ‘ﬁl—f

De (|1.3]) et pout tout t € |0, 400 [, nous avons :

= a(aP — bP?) — 2b(aP — bP*)p
= (aP — bP?)(a — 2bP)
= P(a —bP)(a — 2bP)

Alors, on a :
P e p—oouP="oup="
— = =0ouP=-o0oulP=—
dt? b 2b
Le tableau de variation de la dérivée seconde 5575 est le suivant
P 0 5 7
a—bP + 0
a— 2bP + 0 —
P 0 + 0 — 0

Remarque 1.10. Le point (%,p (a/2b)) est un point d’inflexion pour la fonction P.

Allure du graphe de P (t)

Pour déterminer I’allure générale du graphe de la fonction P, il convient d’en effectuer un
étude sur la dérivée de P. Donc, on dérive cette fonction, on obtient :

CL2P0 ((I — bP()) €_a(t_t0)
6Py + (a — bPy) e=e(t=10)]

P () =

2

Trois cas peuvent alors se présenter :On donne a = 0.029 et b = 2.695.107'% et ¢ € [0, 500].

Hamdi & Hadjaissa Projet de fin d’étude



1.2. MODELE DE LA CROISSANCE D’'UNE POPULATION 6

Si0< Py < ¢, alors P'(t) > 0 et donc la solution analytique P est croissante.

10" 0<PO<aib

| | | |
0 100 200 300 400 500

Hamdi & Hadjaissa Projet de fin d’étude



1.2. MODELE DE LA CROISSANCE D’'UNE POPULATION 7

Si Py > ¢, alors P’ (t) < 0 et donc la solution analytique P est décroissante,

w 10" PO=alb
14 T T T T

1.33

1.2

149

1.1

1.05

| |
300 400 500
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1.2. MODELE DE LA CROISSANCE D’'UNE POPULATION

SiPOZOOUPOZ%,

alors P’ (t) = 0 et donc la solution analytique P est constante,

a
%10

F0=0 ou PO=a/b
12 . . . .
10 1 i
8 i
g of -
4t i
2k "
DD 'HLJD 2[1,10 3[I]D 4[510 500
t

Hamdi & Hadjaissa
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Chapitre 2

Méthode d’Euler explicite

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution numérique au probléme suivant :

{P’ (t) = F(P(t)) = aP () = bP2(1), t € [to, o + T 1)

par la méthode d’Euler. Etant donné une subdivision réguliére t) < t; < ... <ty =to+ T
de lintervalle [to,to + T et en posant ¢, =ty + nh ou At =T/N.
En intégrant le probléme ({2.1)) sur intervalle [t,, t,41], on obtient :

P(tu) = P(t) + | e ) d (2.2

En utilisant la méthode de rectangle a gauche pour l'intégrale de seconde membre de (2.2)),
on trouve le schéma d’Euler explicite suivant :

Poo1=P,+Atf(P,), Yn=0,1,...,N — 1. (2.3)

Définition 2.1. (Consistance). Soit P la solution exacte du probléme de Cauchy (2.1). On
appelle erreur de consistance (ou erreur de troncature) du schéma d’Euler explicite (2.3)), la
quantité :

P (tnr) = P (tn)

B = At

—f(P(t)), Yn=0,...,N —1. (2.4)

Le schéma d’Euler explicite ([2.3)) est dit consistant si ’erreur de troncature tend vers 0 lorsque
At tend vers 0, c’est & dire
lim R" = 0.

At—0

Lemme 2.2. Le schéma d’Euler explicite (2.3)) est consistant d’ordre un, c¢’est & dire

VneN, R, =0 (At).
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Démonstration : On suppose que la solution exacte P € C?([t,to + T]). En utilisant
la formule de Taylor avec le reste de Lagrange a I'ordre un sur la solution P, alors il existe
0 €10,1] tel que :

2
Ptye)) = P(t) + ALP (1) + ATtP" (£, + OA)
At?
=P (t,) + Atf (P (t,)) + TP (tn + 0AL)

Alors, on a :

At M
R, = —P"(t, +0At) < >

: At, (2.5)

ol
M= sup |P"(t)]

tE[to,t0+T]

Définition 2.3. (Erreur de convergence). On appelle erreur de convergence la différence
entre la solution exacte et la solution numérique

en = |P(t,) — Pyl (2.6)
On dira que le schéma d’Euler explicite (2.3 est convergent si :

lim e, = 0.
n—4o0o

Lemme 2.4. Le schéma d’Euler explicite (2.3)) est convergeant.

Démonstration : De (2.3) et (2.6), on a :

P(tn-‘rl) = P(tn) + Atf(P(tn)) + AtRna
Poiy = P+ Atf(P,).

et avec (2.6), on obtient :
ent1 = en + At[f(P(tn)) — f(Po)] + AtRy,
la fonction f est Lipschitzienne, alors, on a :
[f(P(tn)) = f(Pal < Llen],
donc, de (2.9)), on a :
lent1] < (1+ ALL) le,| + %(At)? (2.7)

Pour compléter la démonstration, nous avons besoin les deux lemmes suivants :

Hamdi & Hadjaissa Projet de fin d’étude
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Lemme 2.5. Soit (6,,)n>0) une suite positive telle que :
Vn=0,...,N 0,1 <ab,+a, /a,a >0
Alors :

a®—1

Vn=1,...,N+1 Qnganﬁg—i—aZai:a"@o—i—aa_l

=0

(2.8)

Démonstration : Montrons par récurrence sur n 'inégalité suivante :

a” —1

a—1

0, <a"fy + o

L’inégalité est vraie pour n = 0. On suppose donc que l'inégalité est vraie pour n et on la
démontre pour n 4+ 1. On a :
Oni1 < ab, + «

Donc
a—1

a—1
an+1_a
<ad""p+ —a+a
a—1
an+1_1
<a"MPy+ —a
a—1

01 < a(a"y +

a)+

Lemme 2.6. Nous avons l'inégalité :
VneN, (14+r)"<e™ r>0.
Démonstration : On pose g (r) =¢e" —r — 1. Alors, on a :
Vr>0,¢(r)=e—-1>0

donc, la fonction g est strictement croissante sur |0, +oc[. D’autre part, on a : g (0) = 0,
alors on a :
g(r)>0=1+r<e"

Alors, pour tout n € N, on a :
(1+7)" <e™.

On pose a = 1+ r dans (2.8) et en utilisant Lemme on obtient :
0, < ey + e (e —1). (2.9)
r

De (2.7) et (2.9), on obtient :

M(At)? elmat — 1
2 LAt

len| < eFAteg| + /¥n=1,...,N.

Si ey = 0, nous avons :

lim max e, = 0.
At—0 nAt<T

Hamdi & Hadjaissa Projet de fin d’étude
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Schéma d’Euler explicite avec Matlab

Explications

Nettoyage

(facultatif mais conseillé)
Temps initial

Donnée initiale

Temps final
Pas de temps
Nombre des noeuds

Début de boucle

Fin de boucle
Dessin de la solution

Exemple numérique

Soient a = 0.029; b = 2.695¢ — 12; p0 = 3.34€9; T' = 500, At = 50.

Programme
clear all;
close all;

t0=0;

Py = 3.34¢€%;
a=0.029;
b=2.695e"12;
T = 500;
dt =1;

N = floor(T/dt) ;
P = zeros(N,1);
tt = zeros(N,1);
P (1) = PO;
tt(1) = 10
fori=1:N-1

end
plot(tt,P, 't’);

P(i+1) = P(i) + dt x P(i) (a — b. x P(3));
tt(i+1)=t0+ (i + 1) = dt;

Hamdi & Hadjaissa
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¥ mg schema d'Euler explicite: O=F0=a/b
" ! ! ! !
']D ................................................................................................. -
9 e e e S R R R R R P R R R _ - -
solution exacte
8 ........................................................ SO|Uti0ﬂ apprOChée |
E 'I,-' ................................................................................................... ]
6 ................................................................................................... -
5 ..................................................................................................... .
4 e ) e e L L e e e T e s L e T e ]
3 i i 1 1
0 100 200 300 400 500

Hamdi & Hadjaissa Projet de fin d’étude
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Soient @ = 0.029; b = 2.695¢ — 12; p0 = 11€9; T = 500 et At = 10.

s Schéma d'Euler explicite: PO=a/b, dt=10
11 . .
1.085 =
Solution exacte
Solution approchée
’]Dg .................................................................................................... ]
'][:]85 .............................................................. ........................................ ]
1[]8 ........................................................... ........................................ ]
1075 | |
0 300 400 500
t

Projet de fin d’étude
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Erreur de schéma d’Euler explicite.

X mT Erreur de schema d'Euler explicite: 0=F0<afb, dt=1
1 ) r T !

Erreur

-15

i i I 1
] 100 200 200 400 500
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Chapitre 3

Méthodes de Rung-Kutta

3.1 Idée sur la méthode de Rung-kutta

sont des méthodes d’analyse numérique d’approximation de solution d’équations dif-
férentielles,elles ont été nommées aussi en I’honneur des mathématiciens Carl runge, et
Martin Wilhelm kutta lesquels élaborérent la méthode en 1901 . ces méthodes reposent sur
le principe de l'itération c’est-a- dire qu’'une premiére estimation de la solution est utilisé
pour calculer second estimation , plus précise et ainsi de suite .

Une méthode itérative a un pas consiste a approcher chaque valeur y(¢,.1) par une valeur
Yn+1 de R calculée en fonction de ¢, y, ( valeur approchée de y(t,)) et du pas At . Une telle
méthode peut s’écrire :

yn-i—l = yn +hf(tn7yn7At)7n = 07 1’27' A 7N
Yo = TiAe
Ou f est une fonction de [tg, to + 7] x R x [0, Aty] dans R dépendant du probléme (1.3)

(3.1)

3.2 Principe des méthodes de rung-kutta
on pose t, =t, + St et =y + 4t

on plend le développement en série de Taylor autour de ce point s’écrit en remplacant ¢, —
tn + EAL — £t At dans le développement de Taylor :

At At At (At)?

At
y(tn + At) = y(tn + =) + 7@/ W(t,, + <)+ y D (t, + =) +0((A)?)
At At At)? At
=y+ Tf(tn + 779) + %y@)(tn + 7)
on calcule :
At 4 At
(2) 2 _ =0
y@ (t, + 2) At2[ y(t, + At) — 2y(t, + 2)+y( n)] + OAL
4 .
= (A1) [y(t, + At) — 25 + y(t,)] + OAt

16
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remplacant dans le devancement de Taylor on obtient :

A A
i+ D) = o+ S5 F b )+ Sl + A8 = 25+ y(6)] + O((AD))
At At 1 1
A
= ylt) + Atf (b + 5 9)
=y(tn) + g1{31

At At

Atf(t, + At g) = Atf(t, + 5o T 71@)

= Atky + O(At)?

y(t, + At) = y(t,) + Atk

c’est la méthode de Rung-Kutta d’ordre 2.
en prenant le développement de Taylor de la fonction f jusqu’au degré 4.un raisonnement
similaire a celui méme a la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 on obtient :

(k'l = Atf( myn)

ko = Atf(ta+ Sy, + 5

ks =Atf(tn+ Sy + %) 0<n<N
k4 = Atf(t, + At,y, + ks3)

Yni1l = Yn + 5(k1+2k2+2k3+k4)

(tnp1 =tn+ AL

3.3 Notion de consistance,stabilite et convergence

Définition 3.1. (consistance) :
La methode (3.1)) est consistante avec 1'équation (1.2)) si on a

max |y/(t,) — f(tn, y(t,), At)|=0,n=0,1,...,N—1

At—0

Ou y est solution de (1.3)) la dérivée approchée de y en t

) = Y20 =300

_ Y(tns1) — y(tn)
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Définition 3.2. Soient deux suites ¥, et z, définies par les équation :

Yn+1 = Yn + AtF(tm Yn, At) Yo € R (32)

Yoo =Y, + AtF[(t,, Y, At) +€6,] Yo R (3.3)

On dit que le schéma (3.3)) et le schéma (3.2)) perturbe par €, et par la nouvelle condition
initial

Définition 3.3. (stabilité¢) : La méthode (3.1) est stable s’il existe deux constantes M; et
M, indépendantes de Attellesque : Ouy,, et Y, sont les résultants des schéma (3.2)) et (3.3)

respectivement

Définition 3.4. Soit na; = yp condition initiale pour un At fixé
On dit que la méthode (3.1)) est convergent si :

(nar — At, quandAt — 0) = max |y, — y(t,)] — 0
At—0

Théoréme 3.5. Si la méthode (3.2)) est consistante et stable, alors elle est convergente

Démonstration :

Y(tni1) — y(tn) = At[f(tn, y(tn), At) + €] (3.4)

Avec y solution de (L.2)). La méthode est consistante, alors on a :

tn - tn
At—00<n<N At

— F(tn, y(tn, At)] =0

ou encore

lim max |e,| =0
At—=0 n

Comme la méthode (3.1) est stable , il résulte de(??) et (3.4) qu’il existe deux constantes
M et M, telles que :

_ < —
Jmax [y, —y(ta)| < Mifnar —n| + Mo max |e,|

On a comme hypothéses de convergence |na; — n| — 0 quand At — 0 Donc

li n— Y(tn) =0
A mas lyn = y(tn)|

Et la méthode (3.1)) est convergente.

Lemme 3.6. Une condition nécessaire et suffisante pour que la méthode (3.1). Soit consistant
avec Uéquation différentielle (1.2)) est que :

F(t,y,0) = f(t,y); Vte[to,to+T];VyeR (3.5)

Démonstration :
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— Condition nécessaire :

Alir—I}o 0ShN [Vy(tn) — f(tn, y(tn), At)[ = 0
donc ; ¢
hm max |y( n+1) - y( n)
At—00<n<N At

= ftn, y(tn), AD)[ = 0

lim masx |i/”“ Fl@y(@))da — F(t, y(t), Ab)| = 0

At—00<n<N At [,
Soit t € [to,to + T1,il existe une suite ¢,(n dépendant de At) tendant vers t quand
At — 0 . f et F sont continues, donc

1 [ien
Jim 5 flx,y(x))dx = f(t,y(t))
lim F(tn, y(tn), At) = F(t,y(t),0)

Donc :

fty(@) = F(t,y(t),0) = 0,9t € [to, to + T1, 2 = y(1)

Parcourt R quand y parcourt Pensemble des solution de 'équation (1.2)) d’ou (3.5).
— Condition suffisante :
Si F(z,y(x),0) = f(z,y(x)), a-t-on (3.2)), c’est-a~dire la consistance ?

R 0t) = vl0)) = Fltao(t). 80 = 55 [ 1P y().00 = Fit,(t). A

F est continue uniformément sur le compact
(ta y(t))/t S [t07t0 + T] X [07 Ato]% tn S x S tn+17
On a:
max |F(l’,y<l’), 0) - F(tna y(tn>’ At)| =0

0<n<N
Quand At — 0. Ce qui entraine

1 tn+1
ﬁﬁ&ﬁ F(o,y(2),0) = F(ta, y(ta), M)de| = 0

Quand At — 0; ce qui est bien équation (3.2))
Lemme 3.7. Si I vérifie la condition de Lipschitz

\F(t,y, At) — F(t,y", At)| < Lly — y*|,Vt € [to,to + T, Vy,y" € R,VAt € [0, Aty] (3.6)

Avec L ne dépendant pas de At ,alors la méthode (3.6) est stable avec pour constantes M, et
M2 N
eL(t—tQ) _ 1

L

Le parametre Aty est le rayon de stabilité de la méthode .

M1 = BL(t_tO) A\ M2 =
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Démonstration : Soient (y,) et (z,) vérifiant

Yni1 = Yn + AtF(ty, yn; At),n=0,...,N — 1
Zna1 = 2n + AL(F(ty, 20, At) +€,),n=0,...,N —1

On fait la différence et on a :

Uni1 — Zna1| < |Un — 2n| + AL F (tn, Yn, At) — F(tn, zn, At)| + At|e,|
‘ynJrl - ZnJrl‘ < (1 + AtL)‘yn - Zn’ + |AtH6n‘>n = 07 17 cee 7N -1

Alors,d’aprés le lemme (3.6)et (3.7) on a :

Yo — 2] < |yo — 2 ,eL(tfto)Jr& max e,
Yn n| = Yo 0 I n=0,..N—1 n
pour n =0,..., N Donc :

L(t—to) _ 1

_ < _ L(t—t() €
ni%%}.,isz” Znl < lyo — zole + L n=0,...N

D’ou la stabilité

Théoréme 3.8. Soit F' vérifiant

1. F(t,y,0) = f(t,y);Vt € [to,to+T],Vy €R

2. |F(t,y, At) — F(t,y*, At)| < Lly — y*|; Yy, y* € R.
Vit € [to, to + T, VAL € [0, Aty] avec L indépendant de At
Alors, la méthode (3.1) converge

Démonstration :
1. = consistance d’aprés le lemme (3.6)
2. = stabilité d’aprés le lemme (3.7))

consistance et stabilité = convergence d’aprés le probléme de Cauchy . On peut démontrer
de la méme facon que le schéma d’Euler explicite.
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Schéma de Rung-Kutta d’ordre 4 avec Matlab

Explications

Nettoyage

(facultatif mais conseillé)
Temps initial

Donnée initiale

Temps final
Pas de temps
Nombre des noeuds

Début de boucle

Fin de boucle
Dessin de la solution

Programme
clear all;
close all;

t0=20;

Py = 3.34¢€°;
a=0.029;
b=2.695¢"12;
T =500;
dt =1;

N = floor(T/dt);
P = zeros(N,1);
tt = zeros(N,1);

P (1) = PO;
tt(1) = t0;
while t < T

K1 =axP0—bx P0?;

K2=ax(PO+h/2+«K1)—bx(PO+h/2x K1

K3=ax(PO+h/2xK2)—bx(P0+h/2x K2

K4=ax(PO+hxK3)—bx(P0+ hx K3)?
phi = (K1+4+2x K2+ 2% K3+ K4)/6;

P = PO+ h*phi;
PP(i) = P0;
PO=P;
t(i) = t;
t=t+h;
y(i) = pt;
end
plot(tt,PP, '1’)
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Exemple numérique

Soient a = 0.029; b = 2.695e — 12; p0 = 3.34e9; T = 500, At = 50.

5 10° RI4: D=PO<a/h, dt=70, T=500

maolution approchee =
=alution exacte

1 1 | 1 | 1 | |
0 A0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t
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Soient @ = 0.029; b = 2.695¢ — 12; p0 = 11€9; T = 500 et At = 10.

10" RI4: PO>a/b, dt=A0, T=500
11 T T T T T T T T T

1.055

>olution approchee

Solution exacte

1.09

1.08

"ID?’E 1 1 1 | 1 | 1 | |
0 a0 100 150 200 250 300 350 400 450 500

t
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Erreur de schéma de Rung-Kutta d’ordre 4.

Erreur: FK4, dt=1, T=500
"Il T T T T T T T T T

Erreur

1 1 | 1 | | |
a =l 100 150 200 250 300 350 400 450 &00
t
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Comparaison entre Euler explicite et Rung-Kutta d’ordre 4

Soient @ = 0.029; b = 2.695¢ — 12; p0 = 3.34¢9; T = 500, At = 1.

Erreurs: R4 et Euler explicie

14

12

10

] ]
a a0 100

«10°  Comparaison entre Euler explicite et R4 (dit=1 et T=500)

200 250 300 350 400 450 500

t

150
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Chapitre 4

Annexe

4.1 Application contractante

Soient (E,d) un espace métrique et f : F — FE une application. on dit que f est une
application contractante s’il existe un réel k € [0, 1] tel que pour tout (z,y) € E? on ait

d(f (), f(y)) < kd(z,y)

Définition 4.1. Soient (E,d)un espace métrique et f : £ — E une application . on dit que
f est une application faiblement contractante s’il existe un réel k € [0, 1] tel que pour tout

reEd(f(f(2),f(x) < Kd(f (x),7)

Remarque 4.2. si f est une application contractante de I’espace métrique E vers lui méme
alors k' < k ou

k = sup (cﬁ) )( )):(I,y)GEQ,:U#y
Vg M@ TG

d(f (x),x)

4.2 Théoréme du points fixe

Soit f une application d’un espace métrique (F,d) dans un autre (F,0)

Définition 4.3. — L’application f est dite Lipschitzienne s’il existe k& > 0 tell que , pour
tout z,y € Eona:d(f(x),[f(y) <kd(z,y)
— Lorsqu’on peut choisir k£ €]0, 1] on dit que f est contractante

Proposition 4.4. Tout application Lipschitzienne est continue et en plus uniformément
continue dans la suite , soit (E,|.||) espace métrique complet et soit f: E — E

Définition 4.5. On dit que f admet un point fixe §'il existe z € E tel que f () ==

Théoréme 4.6. Toute contraction d’un espace métrique complet admet un unique point fize.
lexistence du point fize résultat de ['itération de f a partir d’un point arbitraire xo € E de E
on pose Tny1 = f(x,) et on vérifie que la suite (x,) converge dans E

dans le cas ou (E,d) est complet , Uapplication f admet un seul point fize
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4.3 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Théoréme 4.7. (Théoréeme de Cauchy-Lipschitz) Soit le probléme de Cauchy suivant :

Z_?; = f (‘Tvy)
{y(%’o) = Yo 41

Soit T > 0 un réel donné. Si la fonction f : [xo,z0+T] X R — R est vérifié les hypothéses
suivantes :

1. f continue sur ([xg,x0+ T] x R) .
2. La fonction f (x,-) est de Lipschitz c’est & dire

e > 0 tel que |f (v, 1) — f (2,2)] < K lys — ol Vi € [0, 70+ T) Vyrgp € R (4.2)

Alors, le probleme (4.1)) admet une solution unique de classe C' sur [xg, xg + T).

Démonstration. Pour tout = € [zg, 9 + T] en intégrant (4.1)) sur l'intervalle [z, 2], on
obtient :

D=t [ Fty) (4.3
zo
Posons E = C([zg, xo + T] X R). Alors, E est un espace de Banach pour la norme ||-|| définie

par :

= max X
Iyl penax ly ()]

Soit I'application continue G : E — F définie par :
Glo)a) =wo+ [ Fty@)dt Vo e fmoyz+ 1] (4.4
o

Posons :

Yn = G(yn—l) = Gn(Q) ‘n = Gn(z)

De (4.4)), (4.2) et pour tout Yz € [xg, 29 +T] on a :
Gy \g/Uty @A»w<@/w )~ (1) dt

Alors, pour tout n € N* nous avons :
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G(y) = G"(2) = |G (G () =G (G (2)]
<k/ |G"Hy) — G H(2)] dt

D’autre part, on a :
yn (@) r</ F (s () — F (1, 20 ()] d
<k:/ o (£) — 2 ()]

<k / / (s (1) = f (& 202 (1) d
K / K / e (1)~ 2 () et
/ /51/ (t, Yn—s (t)) — [ (t, z_3 (1)) |dtdt dts

< k" 1/ / / f () — f(tz)|dtdty ... dt,
510
_k:”// / ly — z|dt...dt, 1
Zo Y Zo zo
x Sp—1
x0 xo

z Sn—1
<KE"ly— z|/ / (tnoy — xo) dtdty ... dt,_,
xo xo

x (tl o :L,O)nfl
§k”|y—z|/ MY g
w (n—=1)!

(/fT)

IN

| /\

<

ly — 2|

Donc :
(kT)"

n!

|G (y) — G™(2)] < M, |y — 2| ot M,, =

On va démontrer que la série numérique »_ M, est convergente. Alors, avec la régle de
D’Alembert, on a :
My (KT nl i KT
M,  (n+ DL notenti
donc, >~ M, est convergente ,et d’aprés la condition nécessaire de convergence d’une série
numérique, nous avons :

lim M, =0

n—-+0o
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Alors, il existe ng € N tel que pour tout n > ng implique M,, < 1 donc G™ est une application
contractante de E dans E. D’aprés le théoréme de point fixe G™ a un point fixe unique y* € £
tel que

Yy =G"(y") (4.6)
Et d’autre part :
Gy = GG () = Gy) (4.7)

D’apres (4.6) et (4.7) on a : G(y*) = y*. Alors, y* est un point fixe unique de G. Donc (4.4))

a une unique solution y* , laquelle est 'unique solution de (4.1)).

4.4 Equation de Bernoulli

[’équation est de type
Y +a(x)y =b(x)y" neN

ou a et b sont deux fonctions linéaires
— en tout point de I x R il possédé une unique solution maximal
— y = 0 est une solution de 1'équation
— la recherche des solutions qui ne s’annulent pas on pose z = # on se rameéne alors a
une équation linéaire de premier ordre
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