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Résumé

Notre objective dans ce projet est la résolution analytique et numérique d'un problème
de la croissance d'une population dans environnement isolée est fréquemment modélisée par
une équation di�érentielle ordinaire non linéaire autonome du premier ordre :{

P ′ (t) = aP − bP 2

P (t0) = P0

(1)

Où P désigne la population au temps t, P0 la population au temps t0. Le terme aP représente
le taux de naissance et bP 2 le taux de décès dus aux di�érentes causes comme : compétition
pour les ressources naturelles, pour la nourriture et pour l'espace vital etc...

Solution analytique On commence par l'étude d'un problème de Cauchy gouverné par
une équation di�érentielle autonome du premier ordre et ensuite nous présentons une
étude qualitative sur exemple pratique dans la dynamique des populations : modèle de
Verhulst.

Solution numérique On applique les deux méthodes d'Euler explicite et Rung-Kutta
d'ordre 4 sur cet modèle.
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Introduction

La dynamique des populations est l'étude de la croissance d'une ou plusieurs populations,
dans un environnement donné, qu'elles soient isolées ou en interactions les une avec les autres.

Les premiers modèles de croissance de populations date de la �n du 18me siècle avec le
modèle de Malthus. Malthus était un économiste qui disait que si elle n'est pas freinée,
une population s'accroînt géométriquement. Ceci se traduit par une équation di�érentielle
ordinaire de premier ordre {

P ′ (t) = rP (t)

P (0) = P0

(2)

où P (t) est la taille de la population et r son taux de croissance.
La solution de cette équation est P (t) = P0e

rt. Dans ce cas c'est la position de r par
rapport à 0 qui donne le sens de variation de P (t).

+ Si r < 0, la taille de la population diminue,

+ Si r = 0, la population reste constante et

+ Si r > 0, la population augmente de manière exponentielle.

Le fait que la population augmente de manière exponentielle n'est pas biologiquement sa-
tisfaisant, car même si une population arrive dans un environnement contenant toutes les
sources nécessaires, ce qui est le cas pour les espèces invasives, une population ne peut pas
augmenter exponentiellement jusqu'à l'in�ni. Des phénomènes d'autorégulation vont donc se
mettre en place.

Ces phénomènes sont pris en compte dans le modèle de Verhulst en 1838, appelé aussi
modèle à croissance logistique. Ce modèle se présente sous la forme d'une équation di�éren-
tielle de type de Bernoulli {

P ′ (t) = rP
(

1− P (t)
K

)
P (t0) = P0

(3)

avec r le taux de croissance de la population et K la capacité d'accueil du milieu c'est-à-dire
le nombre maximale que le milieu peut accueillir en tenant compte de l'espace, des ressources,
etc...

Une population à croissance logistique tend toujours versK, la capacité d'accueil, quelque
soit la densité de population d'origine P0.
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TABLE DES MATIÈRES 1

Notre objective dans ce projet est la résolution analytique et numérique d'un problème
de la croissance d'une population dans environnement isolée est fréquemment modélisée par
une équation di�érentielle ordinaire non linéaire du premier ordre :{

P ′ (t) = aP − bP 2

P (t0) = P0

(4)

Où P désigne la population au temps t, P0 la population au temps t0. Le terme aP représente
le taux de naissance et bP 2 le taux de décès dus aux di�érentes causes comme : compétition
pour les ressources naturelles, pour la nourriture et pour l'espace vital etc...

Notre projet se décompose en trois chapitre :
Le premier chapitre consacré à la solution analytique de notre modèle par l'équation de

Bernoulli et l'interprétation de la limite de solution P (t) quand t tend vers +∞ et puis
étudier la variation de la fonction dérivée P ′ si P (t) < a

2b
et si P (t) > a

2b
et on termine ce

chapitre par des représentations graphiques de la solution exacte dans le cas où la population
initiale P0 <

a
b
et le cas où P0 >

a
b
.

Dans le second chapitre, on s'intéresse par la solution numérique du problème de Cauchy
sur un intervalle [0, T ] par la méthode d'Euler explicite. On démontre un résultat de la
convergence de cette méthode et on termine par un programme sur Matlab de schéma d'Euler
explicite et en comparant le résultat avec la solution exacte.

Dans le chapitre 3, on s'intéresse par la solution numérique sur un intervalle [0, T ] par les
méthodes de Rung-Kutta d'ordre 2 et d'ordre 4 et on compare les résultats obtenus dans les
deux derniers chapitres avec la solution analytique.

Hamdi & Hadjaissa Projet de �n d'étude



Chapitre 1

Modèle de la croissance d'une population

1.1 Équations di�érentielles autonomes d'ordre 1

Dé�nition 1.1. Soient I un intervalle de R et f : I → R une fonction. On appelle équation
di�érentielle autonome d'ordre un, toute équation di�érentielle de la forme :

y′ = f (y) (1.1)

Dé�nition 1.2. (Point d'équilibre). on dit que y∗ est un point d'équilibre (ou point sta-
tionnaire) pour l'équation di�érentielle (1.1) si f (y∗) = 0

Remarque 1.3. L'intérêt de ce type d'équation se situe dans les situations qui amènent ces
équations, notamment l'étude de la variation des populations : la croissance d'une population
(logistique).

Proposition 1.4. (Translations des solutions) Si y est solution de (1.1) sur I, alors pour
tout α ∈ R, la fonction ταy : t 7→ y (t− a) est solution de (1.1) sur l'intervalle α + I

Démonstration. Par composition ταy st dé�nie et dérivable sur a+ I avec

(ταy)′ (t) = y′ (t− a) = f (ταy (t))

Remarque 1.5. Par translation, tout problème de Cauchy peut se ramener à un problème
en t0 = 0.

Théorème 1.6. Soient I un intervalle ouvert de R et f : I → R une fonction de classe C1

sur I n'admet pas un point d'équilibre sur I. Si y0 ∈ I, le problème de Cauchy suivant :{
y′ = f (y)

y (0) = y0

(1.2)

admet une solution locale.

Démonstration : f est de classe C1 sur I et y0 ∈ I. Alors pour tout y1, y2 ∈ I, avec le
théorème des accroissements �nis sur [y1, y2], on obtient :

f (y2)− f (y1) = (y2 − y1) f ′ (η) , η ∈ ] y1, y2 [ .

2



1.2. MODÈLE DE LA CROISSANCE D'UNE POPULATION 3

Alors, on a :

|f (y2)− f (y1)| ≤ L |y1 − y2| , L = sup
η∈I
|f ′ (η)| .

Donc, la fonction f est localement Lipschitzienne sur I. D'après le théorème de Cauchy-
Lipschitz, le problème (1.2) admet une solution locale.

Corollaire 1.7. Les solutions de l'équation (1.1) sont strictement monotones si y n'est pas
d'un point d'équilibre.

Démonstration. Soit y une solution de (1.2) non injective. Il existe a, b ∈ I tel que a < b
et y (a) = y (b). Par le théorème de Rolle, il existe t0 ∈ [a, b] tel que y′ (t0) = 0 et alors
f (y (t0)) = 0.

Posons y0 = y (t0) de sorte que véri�e f (y0) = 0. Puisque la fonction t 7→ y0 est solution
sur R de l'équation y′ = f (y), c'est une solution maximale et y en est une restriction. Ainsi,
y est une fonction constante.

1.2 Modèle de la croissance d'une population

Si on pose dans le problème de Cauchy(1.2), y = P et f (P ) = aP − bP 2, on obtient
un problème de Cauchy qui modélise la croissance d'une population dans un environnement
isolé. Ce problème est donné par{

P ′ = f (P (t)) = aP (t)− bP 2 (t)

P (t0) = P0

(1.3)

Où P désigne la population au temps t, P0 la population au temps t0. Le terme ap représente
le taux de naissance et bP 2 représente le taux de décès dus aux di�érentes causes : compétition
pour les ressources naturelles, pour la nourriture et pour l'espace vital etc...

1. L'équation (1.3) admette deux solutions constantes P (t) = 0 et P (t) = a/b,

2. Si P (t) 6= 0 et P (t) 6= a/b, la fonction f est de classe C1. Alors, en utilisant Théo-
rème 1.6, le problème (1.3) admet une solution locale.

1.2.1 Solution analytique

L'équation (1.3) est une équation di�érentielle ordinaire de Bernoulli pour m = 2 car
elle est écrite sous la forme :

P ′ = aP − bP 2 ⇒ P ′

P 2
− a

P
= −b (1.4)

On pose Z = 1
P
, alors, on a :

Z ′ =
−P
P 2

Hamdi & Hadjaissa Projet de �n d'étude



1.2. MODÈLE DE LA CROISSANCE D'UNE POPULATION 4

En remplaçant dans (1.3) on obtient :

Z ′ + aZ = b (1.5)

L'équation (1.4) est une équation linéaire de premier ordre. Premièrement, on résout
l'équation sans second membre :

Z ′ + aZ = 0⇒ dZ

Z
= −adt⇒ Z = ke−at, k ∈ R

On suppose que k est un fonction de t. Alors, on a :

Z ′ = k′(t)e−at − ak(t)e−at

on remplace dans l'équation (1.4), on obtient :

k′(t)e−at − ak(t)e−at + ak(t)e−at = b⇒ k′(t) = beat

⇒ k =
b

a
eat + c où c ∈ R

Alors, on a :

Z =
b

a
+ ce−at ⇒ P =

1
b
a

+ ce−at

⇒ P =
a

b+ ace−at

Pour déterminer la constante c, on a :

P (t0) = P0 ⇒ P0 =
a

b+ ce−at0
⇒ c =

a− bP0

P0e−at0

Alors, la solution exacte de problème de Cauchy (1.3) est donnée par :

P (t) =
aP0

bP0 + (a− P0b) e−a(t−t0)
(1.6)

Remarque 1.8. A partir de la solution exacte (1.6), nous avons pour t assez grand :

lim
t→+∞

p(t) = lim
t→+∞

aP0

bP0 + (a− P0b) e−a(t−t0)
=
a

b

Alors, la limite a
b
est signi�e l'équilibre de la population ou la capacité d'accueil (biotique)

de l'environnement considéré.

Remarque 1.9. On peut résoudre l'équation di�érentielle non linière (1.3) par la méthode
des variables séparables.

Hamdi & Hadjaissa Projet de �n d'étude



1.2. MODÈLE DE LA CROISSANCE D'UNE POPULATION 5

Étude de la variation de dP
dt

De (1.3) et pout tout t ∈ ] 0,+∞ [ , nous avons :

d2P

dt2
= a

dP

dt
− 2b

dP

dt
P

= a(aP − bP 2)− 2b(aP − bP 2)p

= (aP − bP 2)(a− 2bP )

= P (a− bP )(a− 2bP )

Alors, on a :

d2P

dt2
= 0⇒ P = 0 ou P =

a

b
ou P =

a

2b

Le tableau de variation de la dérivée seconde d2P
dt2

est le suivant :
P 0 a

2b
a
b

a− bP + 0
a− 2bP + 0 −
P ′′ 0 + 0 − 0

Remarque 1.10. Le point
(
a
2b
, p (a/2b)

)
est un point d'in�exion pour la fonction P .

Allure du graphe de P (t)

Pour déterminer l'allure générale du graphe de la fonction P , il convient d'en e�ectuer un
étude sur la dérivée de P . Donc, on dérive cette fonction, on obtient :

P ′ (t) =
a2P0 (a− bP0) e−a(t−t0)

[bP0 + (a− bP0) e−a(t−t0)]
2

Trois cas peuvent alors se présenter :On donne a = 0.029 et b = 2.695.10−12 et t ∈ [0, 500].

Hamdi & Hadjaissa Projet de �n d'étude



1.2. MODÈLE DE LA CROISSANCE D'UNE POPULATION 6

Si 0 < P0 <
a
b
, alors P ′ (t) > 0 et donc la solution analytique P est croissante.

Hamdi & Hadjaissa Projet de �n d'étude



1.2. MODÈLE DE LA CROISSANCE D'UNE POPULATION 7

Si P0 >
a
b
, alors P ′ (t) < 0 et donc la solution analytique P est décroissante,

Hamdi & Hadjaissa Projet de �n d'étude



1.2. MODÈLE DE LA CROISSANCE D'UNE POPULATION 8

Si P0 = 0 ou P0 = a
b
, alors P ′ (t) = 0 et donc la solution analytique P est constante,

Hamdi & Hadjaissa Projet de �n d'étude



Chapitre 2

Méthode d'Euler explicite

Dans ce chapitre, on s'intéresse à la résolution numérique au problème suivant :{
P ′ (t) = f (P (t)) = aP (t)− bP 2 (t) , t ∈ [t0, t0 + T ]

P (t0) = P0

(2.1)

par la méthode d'Euler. Étant donné une subdivision régulière t0 < t1 < . . . < tN = t0 + T
de l'intervalle [t0, t0 + T ] et en posant tn = t0 + nh où ∆t = T/N .

En intégrant le problème (2.1) sur l'intervalle [tn, tn+1], on obtient :

P (tn+1) = P (tn) +

∫ tn+1

tn

f (P (t)) dt (2.2)

En utilisant la méthode de rectangle a gauche pour l'intégrale de seconde membre de (2.2),
on trouve le schéma d'Euler explicite suivant :

Pn+1 = Pn + ∆tf (Pn) , ∀n = 0, 1, . . . , N − 1. (2.3)

Dé�nition 2.1. (Consistance). Soit P la solution exacte du problème de Cauchy (2.1). On
appelle erreur de consistance (ou erreur de troncature) du schéma d'Euler explicite (2.3), la
quantité :

Rn =
P (tn+1)− P (tn)

∆t
− f (P (tn)) , ∀n = 0, . . . , N − 1. (2.4)

Le schéma d'Euler explicite (2.3) est dit consistant si l'erreur de troncature tend vers 0 lorsque
∆t tend vers 0, c'est à dire

lim
∆t→0

Rn = 0.

Lemme 2.2. Le schéma d'Euler explicite (2.3) est consistant d'ordre un, c'est à dire

∀n ∈ N, Rn = O (∆t) .

9



10

Démonstration : On suppose que la solution exacte P ∈ C2 ([t0, t0 + T ]). En utilisant
la formule de Taylor avec le reste de Lagrange à l'ordre un sur la solution P , alors il existe
θ ∈ ] 0, 1 [ tel que :

P (tn+1) = P (tn) + ∆tP ′ (tn) +
∆t2

2
P ′′ (tn + θ∆t)

= P (tn) + ∆tf (P (tn)) +
∆t2

2
P ′′ (tn + θ∆t)

Alors, on a :

Rn =
∆t

2
P ′′ (tn + θ∆t) ≤ M

2
∆t, (2.5)

où
M = sup

t∈[t0,t0+T ]

|P ′′ (t)|

Dé�nition 2.3. (Erreur de convergence). On appelle erreur de convergence la di�érence
entre la solution exacte et la solution numérique

en = |P (tn)− Pn|. (2.6)

On dira que le schéma d'Euler explicite (2.3) est convergent si :

lim
n→+∞

en = 0.

Lemme 2.4. Le schéma d'Euler explicite (2.3) est convergeant.

Démonstration : De (2.3) et (2.6), on a :

P (tn+1) = P (tn) + ∆tf(P (tn)) + ∆tRn,

Pn+1 = Pn + ∆tf(Pn).

et avec (2.6), on obtient :

en+1 = en + ∆t[f(P (tn))− f(Pn)] + ∆tRn

la fonction f est Lipschitzienne, alors, on a :

|f(P (tn))− f(Pn| ≤ L|en|,

donc, de (2.5), on a :

|en+1| ≤ (1 + ∆tL) |en|+
M

2
(∆t)2. (2.7)

Pour compléter la démonstration, nous avons besoin les deux lemmes suivants :

Hamdi & Hadjaissa Projet de �n d'étude
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Lemme 2.5. Soit (θn)n≥0) une suite positive telle que :

∀n = 0, . . . , N θn+1 ≤ aθn + α, /a, α ≥ 0

Alors :

∀n = 1, . . . , N + 1 θn ≤ anθ0 + α
n∑
i=0

ai = anθ0 + α
an − 1

a− 1
(2.8)

Démonstration : Montrons par récurrence sur n l'inégalité suivante :

θn ≤ anθ0 +
an − 1

a− 1
α

L'inégalité est vraie pour n = 0. On suppose donc que l'inégalité est vraie pour n et on la
démontre pour n+ 1. On a :

θn+1 ≤ aθn + α

Donc

θn+1 ≤ a(anθ0 +
an − 1

a− 1
α) + α

≤ an+1θ0 +
an+1 − a
a− 1

α + α

≤ an+1θ0 +
an+1 − 1

a− 1
α

Lemme 2.6. Nous avons l'inégalité :

∀n ∈ N, (1 + r)n ≤ enr, r ≥ 0.

Démonstration : On pose g (r) = er − r − 1. Alors, on a :

∀r > 0, g′ (r) = er − 1 > 0

donc, la fonction g est strictement croissante sur ] 0,+∞ [ . D'autre part, on a : g (0) = 0,
alors on a :

g (r) ≥ 0⇒ 1 + r ≤ er

Alors, pour tout n ∈ N, on a :
(1 + r)n ≤ enr.

On pose a = 1 + r dans (2.8) et en utilisant Lemme 2.6, on obtient :

θn ≤ enrθ0 +
α

r
(enr − 1) . (2.9)

De (2.7) et (2.9), on obtient :

|en| ≤ eL∆t|e0|+
M(∆t)2

2

eLn∆t − 1

L∆t
/∀n = 1, . . . , N.

Si e0 = 0, nous avons :
lim

∆t→0
max
n∆t≤T

en = 0.

Hamdi & Hadjaissa Projet de �n d'étude
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Schéma d'Euler explicite avec Matlab

Explications Programme

Nettoyage clear all ;
(facultatif mais conseillé) close all ;
Temps initial t0 = 0 ;
Donnée initiale P0 = 3.34e9 ;

a = 0.029 ;
b = 2.695e−12 ;

Temps �nal T = 500 ;
Pas de temps dt = 1 ;
Nombre des n÷uds N = floor(T/dt) ;

P = zeros(N, 1) ;
tt = zeros(N, 1) ;
P (1) = P0 ;
tt(1) = t0 ;

Début de boucle for i = 1 : N − 1
P (i+ 1) = P (i) + dt ∗ P (i) (a− b. ∗ P (i)) ;

tt(i+ 1) = t0 + (i+ 1) ∗ dt ;
Fin de boucle end
Dessin de la solution plot(tt,P, 'r') ;

Exemple numérique

Soient a = 0.029 ; b = 2.695e− 12 ; p0 = 3.34e9 ; T = 500, ∆t = 50.
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Soient a = 0.029 ; b = 2.695e− 12 ; p0 = 11e9 ; T = 500 et ∆t = 10.
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Erreur de schéma d'Euler explicite.
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Chapitre 3

Méthodes de Rung-Kutta

3.1 Idée sur la méthode de Rung-kutta

sont des méthodes d'analyse numérique d'approximation de solution d'équations dif-
férentielles,elles ont été nommées aussi en l'honneur des mathématiciens Carl runge, et
Martin Wilhelm kutta lesquels élaborèrent la méthode en 1901 . ces méthodes reposent sur
le principe de l'itération c'est-a- dire qu'une première estimation de la solution est utilisé
pour calculer second estimation , plus précise et ainsi de suite .

Une méthode itérative a un pas consiste a approcher chaque valeur y(tn+1) par une valeur
yn+1 de R calculée en fonction de tn, yn ( valeur approchée de y(tn)) et du pas ∆t . Une telle
méthode peut s'écrire :{

yn+1 = yn + h f(tn, yn,∆t);n = 0, 1, 2, . . . , N

y0 = η∆t

(3.1)

Ou f est une fonction de [t0, t0 + T ]× R× [0,∆t0] dans R dépendant du problème (1.3)

3.2 Principe des méthodes de rung-kutta

on pose t̃n = tn + ∆t
2
et ỹ = y + ∆t

2

on prend le développement en série de Taylor autour de ce point s'écrit en remplaçant tn →
tn + ∆t

2
∆t→ ∆t

2
dans le développement de Taylor :

y(tn + ∆t) = y(tn +
∆t

2
) +

∆t

2
y(1)(tn +

∆t

2
) +

(∆t)2

8
y(2)(tn +

∆t

2
) +O((∆t)3)

= ỹ +
∆t

2
f(tn +

∆t

2
, ỹ) +

(∆t)2

8
y(2)(tn +

∆t

2
)

on calcule :

y(2)(tn +
∆t

2
) =

4

∆t2
[y(tn + ∆t)− 2y(tn +

∆t

2
) + y(tn)] +O∆t

=
4

(∆t)2
[y(tn + ∆t)− 2ỹ + y(tn)] +O∆t

16
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remplaçant dans le devancement de Taylor on obtient :

y(tn + ∆t) = ỹ +
∆t

2
f(tn +

∆t

2
, ỹ) +

1

2
[y(tn + ∆t)− 2ỹ + y(tn)] +O((∆t)3)

=
∆t

2
f(tn +

∆t

2
, ỹ) +

1

2
y(tn + ∆t) +

1

2
y(tn)

= y(tn) + ∆tf(tn +
∆t

2
, ỹ)

= y(tn) +
∆t

2
k1

∆tf(tn + ∆t, ỹ) = ∆tf(tn +
∆t

2
, yn +

∆t

2
k1)

= ∆tk2 +O(∆t)3

y(tn + ∆t) = y(tn) + ∆tk2

c'est la méthode de Rung-Kutta d'ordre 2.
en prenant le développement de Taylor de la fonction f jusqu'au degré 4.un raisonnement

similaire a celui même a la méthode de Runge-Kutta d'ordre 2 on obtient :



k1 = ∆tf(tn, yn)

k2 = ∆tf(tn + ∆t
2
, yn + k1

2
)

k3 = ∆tf(tn + ∆t
2
, yn + k2

2
) 0 ≤ n ≤ N

k4 = ∆tf(tn + ∆t, yn + k3)

yn+1 = yn + 1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

tn+1 = tn + ∆t

3.3 Notion de consistance,stabilite et convergence

Dé�nition 3.1. (consistance) :
La methode (3.1) est consistante avec l'équation (1.2) si on a

max
∆t→0

|y′(tn)− f(tn, y(tn),∆t)| = 0, n = 0, 1, . . . , N − 1

Ou y est solution de (1.3) la dérivée approchée de y en t

y′(t) =
y(t+ ∆t)− y(t)

∆t

y′(t) =
y(tn+1)− y(tn)

∆t

Hamdi & Hadjaissa Projet de �n d'étude
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Dé�nition 3.2. Soient deux suites yn et zn dé�nies par les équation :

yn+1 = yn + ∆tF (tn, yn,∆t) y0 ∈ R (3.2)

Yn+1 = Yn + ∆tF [(tn, Yn,∆t) + εn] Y0 ∈ R (3.3)

On dit que le schéma (3.3) et le schéma (3.2) perturbe par εn et par la nouvelle condition
initial

Dé�nition 3.3. (stabilité) : La méthode (3.1) est stable s'il existe deux constantes M1 et
M2 indépendantes de ∆ttellesque : Ouyn et Yn sont les résultants des schéma (3.2) et (3.3)
respectivement

Dé�nition 3.4. Soit η∆t = y0 condition initiale pour un ∆t �xé
On dit que la méthode (3.1) est convergent si :

(η∆t → ∆t, quand∆t→ 0)⇒ max
∆t→0

|yn − y(tn)| → 0

Théorème 3.5. Si la méthode (3.2) est consistante et stable, alors elle est convergente

Démonstration :

y(tn+1)− y(tn) = ∆t[f(tn, y(tn),∆t) + εn] (3.4)

Avec y solution de (1.2). La méthode est consistante, alors on a :

lim
∆t→0

max
0<n<N

|y(tn+1)− y(tn)

∆t
− F (tn, y(tn,∆t)| = 0

ou encore
lim

∆t→0
max
n
|εn| = 0

Comme la méthode (3.1) est stable , il résulte de(??) et (3.4) qu'il existe deux constantes
M1 et M2 telles que :

max
0<n<N

|yn − y(tn)| ≤M1|η∆t − η|+M2 max
0<n<N

|εn|

On a comme hypothèses de convergence |η∆t − η| → 0 quand ∆t→ 0 Donc

lim
∆t→0

max
0<n<N

|yn − y(tn)| = 0

Et la méthode (3.1) est convergente.

Lemme 3.6. Une condition nécessaire et su�sante pour que la méthode (3.1). Soit consistant
avec l'équation di�érentielle (1.2) est que :

F (t, y, 0) = f(t, y); ∀t ∈ [t0, t0 + T ];∀y ∈ R (3.5)

Démonstration :

Hamdi & Hadjaissa Projet de �n d'étude
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� Condition nécessaire :

lim
∆t→0

max
0<n<N

|∇y(tn)− f(tn, y(tn),∆t)| = 0

donc

lim
∆t→0

max
0<n<N

|y(tn+1)− y(tn)

∆t
− f(tn, y(tn),∆t)| = 0

lim
∆t→0

max
0<n<N

| 1

∆t

∫ tn+1

tn

f(x, y(x))dx− F (tn, y(tn),∆t)| = 0

Soit t ∈ [t0, t0 + T ],il existe une suite tn(n dépendant de ∆t) tendant vers t quand
∆t→ 0 . f et F sont continues, donc

lim
∆t→0

1

∆t

∫ tn+1

tn

f(x, y(x))dx = f(t, y(t))

lim
h→0

F (tn, y(tn),∆t) = F (t, y(t), 0)

Donc :

f(t, y(t))− F (t, y(t), 0) = 0; ∀t ∈ [t0, t0 + T ], z = y(t)

Parcourt R quand y parcourt l'ensemble des solution de l'équation (1.2) d'ou (3.5).
� Condition su�sante :
Si F (x, y(x), 0) = f(x, y(x)), a-t-on (3.2), c'est-a-dire la consistance ?

1

∆t
(y(tn+1)− y(tn))− F (tn, y(tn),∆t) =

1

∆t

∫ tn+1

tn

[F (x, y(x), 0)− F (tn, y(tn),∆t)]dx

F est continue uniformément sur le compact

(t, y(t))/t ∈ [t0, t0 + T ]× [0,∆t0]; tn ≤ x ≤ tn+1,

On a :

max
0<n<N

|F (x, y(x), 0)− F (tn, y(tn),∆t)| = 0

Quand ∆t→ 0. Ce qui entraine

max
0<n<N

| 1

∆t

∫ tn+1

tn

F (x, y(x), 0)− F (tn, y(tn),∆t)dx| = 0

Quand ∆t→ 0 ; ce qui est bien équation (3.2)

Lemme 3.7. Si F véri�e la condition de Lipschitz

|F (t, y,∆t)− F (t, y∗,∆t)| ≤ L|y − y∗|,∀t ∈ [t0, t0 + T ],∀y, y∗ ∈ R,∀∆t ∈ [0,∆t0] (3.6)

Avec L ne dépendant pas de ∆t ,alors la méthode (3.6) est stable avec pour constantes M1 et
M2 :

M1 = eL(t−t0) ∧M2 =
eL(t−t0) − 1

L
Le paramètre ∆t0 est le rayon de stabilité de la méthode .
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Démonstration : Soient (yn) et (zn) véri�ant

yn+1 = yn + ∆tF (tn, yn; ∆t), n = 0, . . . , N − 1

zn+1 = zn + ∆t(F (tn, zn,∆t) + εn), n = 0, . . . , N − 1

On fait la di�érence et on a :

|yn+1 − zn+1| ≤ |yn − zn|+ ∆t|F (tn, yn,∆t)− F (tn, zn,∆t)|+ ∆t|εn|
|yn+1 − zn+1| ≤ (1 + ∆tL)|yn − zn|+ |∆t||εn|;n = 0, 1, . . . , N − 1

Alors,d'après le lemme (3.6)et (3.7) on a :

|yn − zn| ≤ |y0 − z0|eL(t−t0) +
eL(t−t0) − 1

L
max

n=0,...,N−1
|εn|

pour n = 0, . . . , N Donc :

max
n=0,...,N

|yn − zn| ≤ |y0 − z0|eL(t−t0 +
eL(t−t0) − 1

L
max

n=0,...,N
|εn|

D'ou la stabilité

Théorème 3.8. Soit F véri�ant

1. F (t, y, 0) = f(t, y);∀t ∈ [t0, t0 + T ] ;∀y ∈ R
2. |F (t, y,∆t)− F (t, y∗,∆t)| ≤ L|y − y∗| ; ∀y, y∗ ∈ R.

∀t ∈ [t0, t0 + T ],∀∆t ∈ [0,∆t0] avec L indépendant de ∆t
Alors, la méthode (3.1) converge

Démonstration :

1. ⇒ consistance d'après le lemme (3.6)

2. ⇒ stabilité d'après le lemme (3.7)

consistance et stabilité⇒ convergence d'après le problème de Cauchy . On peut démontrer
de la même façon que le schéma d'Euler explicite.
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Schéma de Rung-Kutta d'ordre 4 avec Matlab

Explications Programme

Nettoyage clear all ;
(facultatif mais conseillé) close all ;
Temps initial t0 = 0 ;
Donnée initiale P0 = 3.34e9 ;

a = 0.029 ;
b = 2.695e−12 ;

Temps �nal T = 500 ;
Pas de temps dt = 1 ;
Nombre des n÷uds N = floor(T/dt) ;

P = zeros(N, 1) ;
tt = zeros(N, 1) ;
P (1) = P0 ;
tt(1) = t0 ;

Début de boucle while t ≤ T
K1 = a ∗ P0− b ∗ P02 ;

K2 = a ∗ (P0 + h/2 ∗K1)− b ∗ (P0 + h/2 ∗K1)2 ;
K3 = a ∗ (P0 + h/2 ∗K2)− b ∗ (P0 + h/2 ∗K2)2 ;
K4 = a ∗ (P0 + h ∗K3)− b ∗ (P0 + h ∗K3)2 ;

phi = (K1 + 2 ∗K2 + 2 ∗K3 +K4)/6 ;
P = P0 + h ∗ phi ;
PP (i) = P0 ;
P0 = P ;
tt(i) = t ;
t = t+ h ;
y(i) = pt ;

Fin de boucle end
Dessin de la solution plot(tt,PP, 'r')
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Exemple numérique

Soient a = 0.029 ; b = 2.695e− 12 ; p0 = 3.34e9 ; T = 500, ∆t = 50.
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Soient a = 0.029 ; b = 2.695e− 12 ; p0 = 11e9 ; T = 500 et ∆t = 10.
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Erreur de schéma de Rung-Kutta d'ordre 4.
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Comparaison entre Euler explicite et Rung-Kutta d'ordre 4

Soient a = 0.029 ; b = 2.695e− 12 ; p0 = 3.34e9 ; T = 500, ∆t = 1.
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Chapitre 4

Annexe

4.1 Application contractante

Soient (E, d) un espace métrique et f : E 7→ E une application. on dit que f est une
application contractante s'il existe un réel k ∈ [0, 1[ tel que pour tout (x, y) ∈ E2 on ait
d (f (x) , f (y)) < kd (x, y)

Dé�nition 4.1. Soient (E, d)un espace métrique et f : E 7→ E une application . on dit que
f est une application faiblement contractante s'il existe un réel k ∈ [0, 1[ tel que pour tout
x ∈ E d (f (f (x)) , f (x)) < k′d (f (x) , x)

Remarque 4.2. si f est une application contractante de l'espace métrique E vers lui même
alors k′ ≤ k ou

k = sup
d (f (x) , f (y))

d (x, y)
: (x, y) ∈ E2, x 6= y

k′ = sup
d (f (f (x)) , f (x))

d (f (x) , x)
, x ∈ E, x 6= f (x)

4.2 Théorème du points �xe

Soit f une application d'un espace métrique (E, d) dans un autre (F, ∂)

Dé�nition 4.3. � L'application f est dite Lipschitzienne s'il existe k > 0 tell que , pour
tout x, y ∈ E on a : ∂ (f (x) , f (y)) ≤ kd (x, y)

� Lorsqu'on peut choisir k ∈]0, 1[ on dit que f est contractante

Proposition 4.4. Tout application Lipschitzienne est continue et en plus uniformément
continue dans la suite , soit (E, ‖.‖) espace métrique complet et soit f : E 7→ E

Dé�nition 4.5. On dit que f admet un point �xe s'il existe x ∈ E tel que f (x) = x

Théorème 4.6. Toute contraction d'un espace métrique complet admet un unique point �xe.
l'existence du point �xe résultat de l'itération de f a partir d'un point arbitraire x0 ∈ E de E
on pose xn+1 = f(xn) et on véri�e que la suite (xn) converge dans E
dans le cas ou (E, d) est complet , l'application f admet un seul point �xe
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4.3 Théorème de Cauchy-Lipschitz

Théorème 4.7. (Théorème de Cauchy-Lipschitz) Soit le problème de Cauchy suivant :{
dy
dx

= f (x, y)

y (x0) = y0

(4.1)

Soit T > 0 un réel donné. Si la fonction f : [x0, x0 + T ]× R −→ R est véri�é les hypothèses
suivantes :

1. f continue sur ([x0, x0 + T ]× R) .

2. La fonction f (x, ·) est de Lipschitz c'est à dire

∃k > 0 tel que |f (x, y1)− f (x, y2)| ≤ k |y1 − y2| ∀x ∈ [x0, x0 + T ] ∀y1, y2 ∈ R (4.2)

Alors, le problème (4.1) admet une solution unique de classe C1 sur [x0, x0 + T ].

Démonstration. Pour tout x ∈ [x0, x0 + T ] en intégrant (4.1) sur l'intervalle [x0, x], on
obtient :

y (x) = y0 +

∫ x

x0

f (t, y (t)) dt (4.3)

Posons E = C([x0, x0 + T ]×R). Alors, E est un espace de Banach pour la norme ‖·‖ dé�nie
par :

‖y‖ = max
x∈[x0,x0+T ]

|y (x)|

Soit l'application continue G : E −→ E dé�nie par :

G(y)(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y (t))dt ∀x ∈ [x0, x0 + T ] (4.4)

Posons :

y1 = G(y) z1 = G(z),

y2 = G(y1) = G2(y) z2 = G2(z),

...

yn = G(yn−1) = Gn(y) zn = Gn(z).

De (4.4), (4.2) et pour tout ∀x ∈ [x0, x0 + T ] on a :

|G (y)−G (z)| ≤
∫ x

x0

|f (t, y (t))− f (t, z (t))| dt ≤ k

∫ x

x0

|y(t)− z(t)| dt

Alors, pour tout n ∈ N∗, nous avons :
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|Gn(y)−Gn(z)| =
∣∣G (Gn−1 (y)

)
−G

(
Gn−1 (z)

)∣∣
≤ k

∫ x

x0

∣∣Gn−1(y)−Gn−1(z)
∣∣ dt (4.5)

D'autre part, on a :

|yn (x)− zn (x)| ≤
∫ x

x0

|f (t, yn−1 (t))− f (t, zn−1 (t))| dt

≤ k

∫ x

x0

|yn−1 (t)− zn−1 (t)| dt

≤ k

∫ x

x0

∫ s1

x0

|f (t, yn−2 (t))− f (t, zn−2 (t))| dt

≤ k

∫ x

x0

k

∫ s1

x0

|yn−2 (t)− zn−2 (t)| dtdt1

≤ k

∫ x

x0

k

∫ s1

x0

∫ s2

x0

|f (t, yn−3 (t))− f (t, zn−3 (t)) |dtdt1dt2

...

≤ kn−1

∫ x

x0

∫ s1

x0

. . .

∫ sn−1

x0

|f (t, y1)− f (t, z1)| dtdt1 . . . dtn−1

≤ kn
∫ x

x0

∫ s1

x0

. . .

∫ sn−1

x0

|y − z| dt . . . dtn−1

≤ kn |y − z|
∫ x

x0

. . .

∫ sn−1

x0

dtdt1 . . . dtn−1

≤ kn |y − z|
∫ x

x0

. . .

∫ sn−1

x0

(tn−1 − x0) dtdt1 . . . dtn−1

≤ kn |y − z|
∫ x

x0

(t1 − x0)n−1

(n− 1)!
dt

≤ (kT )n

n!
|y − z|

Donc :

|Gn(y)−Gn(z)| ≤Mn |y − z| où Mn =
(kT )n

n!

On va démontrer que la série numérique
∑
Mn est convergente. Alors, avec la règle de

D'Alembert, on a :
Mn+1

Mn

=
(kT )n+1

(n+ 1)!

n!

(kT )n
⇒ lim

n→+∞

KT

n+ 1
= 0

donc,
∑
Mn est convergente ,et d'après la condition nécessaire de convergence d'une série

numérique, nous avons :
lim

n→+∞
Mn = 0
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Alors, il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0 impliqueMn < 1 donc Gn est une application
contractante de E dans E. D'après le théorème de point �xe Gn a un point �xe unique y∗ ∈ E
tel que

y∗ = Gn(y∗) (4.6)

Et d'autre part :

Gn+1(y∗) = Gn(G (y∗)) = G(y∗) (4.7)

D'après (4.6) et (4.7) on a : G(y∗) = y∗. Alors, y∗ est un point �xe unique de G. Donc (4.4)
a une unique solution y∗ , laquelle est l'unique solution de (4.1).

4.4 Équation de Bernoulli

L'équation est de type
y′ + a(x)y = b(x)yn n ∈ N

ou a et b sont deux fonctions linéaires
� en tout point de I × R il possédé une unique solution maximal
� y = 0 est une solution de l'équation
� la recherche des solutions qui ne s'annulent pas on pose z = 1

yn−1 on se ramène alors a
une équation linéaire de premier ordre
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