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Résumé

Dans ce travail, on considere un systeme thermoélastique linéaire unidimen-
sionnel de Bresse avec terme de retard de distribution dans la premiere équation.
On démontre I'existence et 'unicité de la solution du probléeme, ainsi la stabilité
exponentielle est prouve sans I’hypothese usuelle en les vitesses des ondes. On
utilise la méthode de semi-groupe ou la méthode d’énergie.

Mots clés : Systeme de Bresse, avec un retard, stabilité exponentielle, mé-
thode de Lyaponov, thermoélastique
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Abstract

In this work, we consider a one-dimensional linear thermoelastic Bresse system
with a distributed delay term in the first equation. We prove the well-posedness
and exponential stability result, this later will be shown without the usual as-
sumption on the wave speeds. To achieve our goals, we make use of the semi-
group method.

Key-words : Bresse system, Delay terms, Exponential decay, Lyaponov me-
thod, Thermoelastic
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Notations

X Espace de Banach,

X' Espace dual de X,

H Espace de Hilbert,

Q Un ouvert de R™", n > 1,

LP(Q2) L’espace de Lebesgue, 1 < p < oo,

D(2) L’espace des fonctions tests,

D'(2) L’espace des distributions,

Wmr(Q), H™(2) L’espace de Sobolev,

Wyt Hi" La fermeture de D(€2) dans W™P(€), H™ respectivement,
A Opérateur de Laplacien.

\Y% Opérateur gradient.

D(A) Domaine de 'opérateur A,

p(A) Ensemble résolvant de I'opérateur A,

o(A) Spectre de I'opérateur A,

Co(Q) Fonctions continues a support compact dans €2,
A* L’adjoint d’un opérateur A,

p.p- Presque partout,

(.,.) Le produit scalaire d’un espace de Hilbert,

IBI® La norme associée a l'espace de Lebesgue LP(1).
Cp-semigroupe Semi-groupe fortement continu.



Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles interviennent dans de nombreux domaines
en Physique, Chimie, Biologie..., En particuliers, les problemes d’évolutions étu-
dient avec le temps d’un phénomene (champ, chaleur, vibration, ...) a partir d'un
état initial donné. Dans ce mémoire, on s’intéresse a I’étude d’un systeme de
Bresse thermoélastique linéaire a une dimension avec terme de retard de distri-
bution, on consideére le probleme suivant :

prow — k(pz + 1w + )y — lko(we — lp) + popr + [77 p(s)pi(x, t — s)ds = 0,
P1W — kO(wx - lﬁo)x + kl(@ox +lw + w) = 07
p3t; + Gz + Y = 0,
ag + g+ 06, =0,
(1)

ou (z,t) € (0,1) x Ry avec les conditions de Dirichlet :
©0(0,t) = (1,t) = ¥(0,t) = ¥(1,t) = w(0,t) = w(l,t) = 0(0,t) =0, t>0 (2)

Ce travail constitue en trois chapitres, le premier chapitre on s’intéresse a don-
ner quelques notions générales sur les espaces de Sobolev avec quelques proprié-
tés associées et quelques inégalité utiles utilisés dans la suite de ce mémoire,
nous avons donné aussi quelques théoremes principaux comme le théoréme de
Lax-Milgram et Hille-Yosida. Dans le deuxiéme chapitre nous avons vu comment
peut étudier I'existence et 1'unicité de la solution en appliquant 'idée décrit pré-
cédemment sur deux exemples en détaille, le premier exemple est un probleme
des ondes avec un terme retard et comme deuxiéme exemple nous avons donné
un probléme des ondes avec terme retard sur les bords du domaine, ’existence
et I'unicité de la solution pour chaque probleme équivalent est démontré en utili-
sant les théoremes de Hille-Yosida et de Lax-Milgram.

Le dernier chapitre consiste a donné un autre type de probleme, présenté par un
probleme de type de Bresse 1'origine de ce type est constitué de trois équations
d’ondes ou les principales variables décrivant les déplacements longitudinaux,
verticaux et les angles de cisaillement.



Chapitre 1
préliminaire

1.1 Topologies faible et faible*

Soit X un espace de Banach et soit f € X’ ( X' 'espace dual de X). On dé-
signe par (¢s) : X — R l'application définie par ps(x) = (f, x). Lorsque f
parcourt X’ on obtient une famille (¢y)sexs d’applications de X dans R.

Définition 1.1. La topologie faible o(X, X") sur X est la topologie la moins fine
sur X rendant continues toutes les applications (y)rex:.

On va définir maintenant une autre topologie sur X’ : la topologie faible étoile
que l'on note o(X’, X). Pour chaque x € X. On considere 'application (¢y) :
X’ — R définie par :

fr—e.(f)=({f,2).
Lorsque x parcourt X, on obtient une famille d’applications (¢, ).cx de X’ dans
R.

Définition 1.2. La topologie faible étoile (X', X) sur X' est la topologie la
moins fine sur X' rendant continues toutes les applications (vz)rex-

Remarque 1.1. Comme X C X", il est clair que la topologie o(X', X) est
moins fine que la topologie o(X', X"). Autrement dit la topologie o(X', X) pos-
sede moins d’ouverts (resp.fermés) que la topologie o(X', X") [ qui a son tour
posséde d’ouverts (resp.fermés) que la topologie forte |.
Proposition 1.1. /6] Soit (z,,) une suite de X. On a

(i) xn — 2 pour o(X, X")] & [f(zn) — f(z), Vf € X].

(ii) Si x, — x fortement, alors x,, — x faiblement pour o(X, X").

(iii) Si x, — x faiblement pour o(X, X'), alors ||x,|| est bornée et ||z|| <
lim inf||x,||.



1.2. ESPACE FONCTIONNELS

(iv) Sixz, — x faiblement pour o(X,X') et si f, — f fortement dans X,
(i.ellfo = fllx —0).

Proposition 1.2. [29]
Sur la compacité dans les trois topologies de l’espace de Banach X :

1. La boule unité
B={ze X :|z| <1},
dans X est compact si et seulement si dim(X) < oo.
2. La boule unité B' = {z € X' : ||z| < 1}, dans X' est compacte dans X' si
et seulement si X est réflexif.
3. B’ est toujours faiblement compact en étoile dans la topologie en étoile
faible de X'.
Proposition 1.3. [6/ Soit (f,,) une suite de X'. On a
(i) [fa = [ pour o(X', X)] & [fa(z) — f(2), Vo € X].
(ii) Si f, — f fortement, alors f, — f pour o(X', X").
Si fo — f pour o(X', X", alors f,, = f pour o(X', X).
(iii) Si f, = f pour o(X', X) alors || f,]| est bornée et ||f|| < lim inf || f,||.
(iv) Si f, = f pour o(X', X) et si x, — x fortement dans X, alors f,(x,) —

f(z).

1.2 Espace fonctionnels

1.2.1 Espace de Hilbert

Définition 1.3. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un pro-
1
duit scalaire (u,v) et qui est complet pour la norme (u,u)?

Proposition 1.4. [27] Soient X etY des espaces de Hilbert, (up)neny C X une
suite qui converge faiblement vers u et A € L(X,Y) (opérateur linéaire continu
de X dans Y). Alors la suit (A(uy))nen converge faiblement vers A(u).

preuve. Pour tout v € Y, la fonction u — (A(u),v) est linéaire continue car
[ (A(w), ) | < I Allecen lullx olly, Vu € X, vo € V.
Il existe donc w € X (w = A*(v), A* est 'adjoint de A) tel que
(A(u),v) = (u,w) pour tout u € X.
On a alors, pour tout v € X

nlggo <A(un)’ U> = ngolo <un’ w> = <u’ w> = <A(u)7 U> .



1.2. ESPACE FONCTIONNELS

1.2.2 Les espaces L?

Définition 1.4. Soitp € R avec 1 < p < oo et Q un ensemble mesurable de R™
au sens de Lebesque, on définit

LP(Q) = {f : Q — R : f mesurable et /Q\f(x)\pdx < oo}.

On note U
171 = [ [ 7@ Pas]
Sip =00

Q) = f:Q — R, fmesurable et il existe une constante C
| telle que |f(z)] < C p.p sur Q '

On note
|fllo=Inf { C, |f(z)| < C p.p sur}.

Notation 1.1. 1 1
Soit 1 <p < oo, on désigne par p' l'ezposant conjugué de p i.e. —+ — = 1.
p p

Théoréme 1.1.
LP(Q) muni de la normel|.||, est un espace de Banach, pour tout 1 < p < oco.

Remarque 1.2. En particulier, quand p = 2, L*(Q) muni du produit scalaire

(.92 = [ F@)ga)da.
est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.2. [29] Pour 1 < p < oo, L¥(Q) est un espace réflexif.

1.2.3 Espace de Sobolev W"?(Q)

Proposition 1.5. [15] La distribution T € D'(2) est dans LP(§2) s’il existe une
fonction f € LP(QY) telle que

(T, @) = /Qf(a:)go(a:)daz, pour tout p € D(§2),

ot 1 < p < oo etil est bien connu que f est unique .



1.2. ESPACE FONCTIONNELS

Définition 1.5. Soit m € N et soit p € [0,00]. On défini l’espace de Sobolev
Wm™P(Q) par :

feLr(Q), tel que 0“f € LP(QQ) pour tout a € N™ tel que
wr(Q) = la] =Y a; <m, ou, 0% = dy105>..00"

=1
Théoréme 1.3. [7] W™P(Q) muni de la norme
[ fllwmey = > 10°fllee, 1 < p < oo, pour tout f € W™P(Q),

jol<rm
est un espace de Banach.
Définition 1.6. W;""(Q) est la fermeture de D(Q) dans W™P(Q).
Définition 1.7. [27] Lorsque p = 2, on préfére notre W™2(Q) := H™(Q) et
Wy2(Q) := HM(Q). On munit Uespace H™(Q) du produit scalaire

(U, v) gy = > /8au8avdx,

la|<m @
et la norme associée
1/2
o 2
| fllzrm ) = ( > o fllz2) ) :
|| <m
Proposition 1.6.

1. Sim >m', H"(Q) est contenu, avec injection continue, dans H™ (Q).

2. H™(Q2) muni du produit scalaire .,.), est un espace de Hilbert.
Lemme 1.1. [15] Puisque D(2) est dense dans HJ'(2), on a le suivant :
D(Q) — H'(Q) — L*(Q) = H ™(Q) — D'(Q).
ou H=™(Q) le dual de HJ'() dans un sous-espace faible sur ).

Le résultats suivants sont fondamentaux dans I’étude des équations aux dérivées
partielles.

Théoréme 1.4. [7] On suppose que ) est de frontiére OS2 réguliére. Alors,
np
R p‘

1. Si1<p<mn, onaW'C LIQ), pour chaque q € [p,p*], ot p* =

n
2. Sip=mn on a WHC LY(Q), pour chaque q € [p, ).
3. Sip>nonaWh C L>®(Q) NC*(N), o a = p—n




1.2. ESPACE FONCTIONNELS

1.2.4 Les espaces LP(0,7T, X)

Définition 1.8. Soit X un espace de Banach, on désigne par LP(0,T,X), 1 <
p < oo lespace des fonctions t — f(t) de |0,T[ — X qui sont mesurables a
valeur dans X et telles que

T 1/p
([ 1ronsa) = Wlonn <o (L)
si p = 0o, on remplace la norme (1.1) par
[/l o,r,x) = sup ess [|f(£)]x- (1.2)
t€]0,T'(

Théoréme 1.5. [27] L’espace normé LP(0,T, X) est complet.

On désigne par D'(0,T, X) l'espace de distribution sur |0, 7 a valeurs dans X,
défini par
D'(0,T,X)=L(D]0,T[, X).

Si f € D'(0,T,X), sa dérivée distributionnelle premiere est définie par

<;lf;¢> _ _<f,cf;:>,Vg0€D(]0,TD-

On introduira quelques lemmes qu’on utilisera ultérieurement.

d
Lemme 1.2. [15] Si f € L*(0,T, X) eth; € LP(0,T,X) ( au sens des distribu-

tions ) (1 < p < +400), alors f € C(0,T,X).

Théoréme 1.6. [7] LP(0,T, X) muni de la norme ||.||Lr(o,r,x) €st un espace de
Banach, pour 1 <p <oo .

Proposition 1.7. [11] Soit X un espace de Banach réflexif, X' c¢’est dual, est
1 1

1<p<oo,1<p <oo, —+ — = 1. Alors le dual de LP(0,T, X) est identifié¢
p P

algébriquement et topologiquement a L¥ (0, T, X").

Proposition 1.8. [7] Si X et Y désignent deux espaces de Banach, X inclus
dans Y, avec linjection continue, alors il existe une injection continue de LP(0,T, X)
dans LP(0,T,Y).



1.3. QUELQUES INEGALITES ALGEBRIQUES

1.3 Quelques Inégalités algébriques

Notre étude est basée sur certaines inégalités algébriques connues, on veut ici
rappeler quelques une d’entre elles.

Lemme 1.3. [31/(Inégalités de Cauchy-Schwarz)
Soit E un espace préhilbertien. Tout produit scalaire satisfait l’inégalités de Cauchy-
Schwarz

(1, 2) < |2 lllz2]|, Var, 22 € E.

Le signe d’égalité est réalisé si et seulement si xq1 et xo sont dépendants.

Inégalités de Young

Lemme 1.4. Pour tout a, b€ R, on a

2

b
b<da®+ —
a_a—|—4§,

ot 0 est une constante positive.

Preuve. Prenant le résultat bien connu
(26a — b)*> >0, Va,beRT,

pour tous § > 0, on a :
45%a% + b* — 48ab > 0.

Cela implique
46ab < 46%a* + 12,

par conséquent,
b2
ab < da® + —,
- 46

Cela acheéve la démonstration. ]

Lemme 1.5. [29] Pour tous a, b > 0, l'inégalité suivante est toujours satisfait

ar W
CLbS *—Ffl,
p p



1.3. QUELQUES INEGALITES ALGEBRIQUES

Lemme 1.6. [31] (Inégalité de Young).

1

On suppose f € LP(R) et g € LIY(R) avecl < p < 00,1 < ¢ < 0o et — =
r

1 1

—+—-—=12>0. Alors (f xg) € L"(R) et

p q

1 gller@ < [1flle@llgllLe@)-
Théoréeme 1.7. [31](Inégalité de Holder).
Soient f € LP(Q) et g € LP (Q) avec 1 < p < 400, alors fg € L'(Q) et

[ 1591z < 1 £lplgl

Théoréme 1.8. (Inégalité de Holder généralisée

).
Soient fi, fa, ... f1r des fonctions telles que f; € LP/(Q), 1 <i <k avec
1 1 1 1
= — 4.+ —<1
p P P2 Pk

Alors le produit f = fifo...frx appartient a LP(Q2) et

1y < 1fellpn [ F2 o [ fi -
Lemme 1.7. [29] (Inégalité de Minkowski ).
Pourl1<p<oo, ona

Jut ol < Nl + ol

1 1—
Lemme 1.8. [29] Soient 1 < p <r </, tel que — = 4 + “
r

p
Alors

,etl <a < 1.

luller < ullzo lull 2"
Lemme 1.9. [29] Si () < 00, 1 < p <9 < o0, alors LP < LP, et
11
[ullr < ()7 # [lul| -

Lemme 1.10. (Inégalité de Poincaré)
Soit Q un domaine borné de R™. Soit p un réel supérieur ou égal a 1. Alors il
existe une constante positive C' telle que

|ullr ) < C|\Vul|r)y, Yue Wol’p(Q).
Proposition 1.9. [29/(Formule de Green).
Pour tout u € H*(Q), v € H'(Q) on a

— | Auvdr = | VuVuvdr — @vda,
s = | |

\ u Ve . 7 \ . . Y Ve .
ot o est la dérivée normale de uw a I dirigée vers [’extérieur.
n



1.4. RAPPEL SUR LES OPERATEURS

1.4 Rappel sur les Opérateurs

Définition 1.9. Une application T : H — H, ou H est un espace de Hil-
bert, est dit opérateur linéaire si et seulement si T satisfait les deux conditions
sutvantes :

1. Additivité :
Tx+y)=Tz+Ty Vx,y € H;

2. Homogénité :

T(\x) =Tz VYxe H, VAxeC.

Définition 1.10. L’opérateur T définit sur un espace de Hilbert est dit borné s’il
existe un C' > 0 tel que

|Tx||g < C||lx||lg Vxe H.
Théoréme 1.9. Soit T € L(H) la norme de T est donnée par :

1Tl ey = sup{l T, = € H, |[z]|a = 1}.

1.4.1 L’ensemble résolvant et la résolvante

Définition 1.11. [25] On appelle ensemble résolvant de T l’ensemble de points
réguliers de l'opérateur T et note par p(T') tel que

p(T)={ e C: X[ -T:D(A) C H— H, inversible},
Définition 1.12. [25] L’application
R(.,T) : p(T) — L(H)
RNT)=X—-T
s’appelle la résolvante de A.

Théoréme 1.10. [25] Soit T € L(H), l’ensemble p(T') est un ouvert non vide.

1.4.2 Opérateur fermé

Définition 1.13. On dit que l'opérateur A est fermé si toute suite x,, d’éléments
de D(A) converge vers x telle que la suite Az, soit convergente vers y alors, on
a

r € D(A) et y= Ax.

10



1.5. SEMI-GROUPE FORTEMENT CONTINUE

1.4.3 Opérateurs m-dissipatifs

Définition 1.14. [25] Un opérateur linéaire non borné dans H est un couple
(A, D(A)) ou D(A) un sous-espace vectoriel de H et A est une application li-
néaire de D(A) dans H. Le sous-espace D(A) est le domaine de A

Définition 1.15. [25] Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H est
m-dissipatif si :
(Av,v) <0,  Yve D(A),
1. A est dissipatif.
2. Im(I —A)=H i.e.

Vfe H, Jue D(A) telque u— Au=f.

1.5 Semi-groupe fortement continue

Définition 1.16. [16] Une famille T'(t)(0 <t < oo) d’opérateurs linéaires bornés
dans un espace de Banach X est appelée semi-groupe fortement continue (un Co-
semi-groupe) si

1. Tt +to) =TT (ts) iy, ts >0,

2. T00)=1,

3. Pour chaque x € X,T(.)x est continue en t sur [0, 00).

Définition 1.17. [2}] Le générateur infinitésimal de T'(t) est l'opérateur linéaire
A de domaine

T(t)r —
D(A) = {x € X: limM e:m'ste} ;
t10 t

défini par
Ttzr—x dTT(t)x

Az = i _
T ¢ dt

. pour x € D(A).
t=0

Proposition 1.10. [13] Soit T'(t) un Cy-semi-groupe. Il existe deux constantes
weER et M >1 telles que :

IT(t)|| < Me" pour 1<t < oo. (1.3)

Théoréme 1.11. [13] Soit (T(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur l’es-
pace de Banach X et soit w € R, M > 1 les constantes qui vérifient

IT)| < Me“*  pour t>0.

pour le générateur (A, D(A)) de (T(t))i>o0 les propriétés suivantes sont satis-
faites :

11



1.5. SEMI-GROUPE FORTEMENT CONTINUE

1. Si A € C tel que

RNz = /OOO e T (s)xds, (1.4)

existe pour tout x € X, alors A € p(A) et R(A\, A) = R(A).

2. SiRe(A) > w, alors A € p(A), et le résolvant R(\, A) est donné par ['ex-
pression l'intégrale (1.4).

3. ||R(A, A) pour tout  Re) > w.

||§L
Rel —w

1.5.1 Théoreme de Lax-Milgram
Définition 1.18. [6/ On dit qu’une forme bilinéaire
a(u,v): Hx H — R

est :

1. Continue, s’il existe une constante C' telle que
la(u,v)| < Clul|v] Yu,v € H,
2. coercive s’il existe une constante a > 0 telle que
a(v,v) > alv]* Vv e H.

Théoréme 1.12. (Laz-Milgram) [6]

Soit H un espace de Hilbert, a(.,.) une forme bilinéaire, continue et coercive sur
H et L : H— R une forme linéaire continue.

Alors, il existe u € H unique solution de probléme

a(u,v) = L(v) Vv € H,

de plus si a est symétrique u définie par

;a(u, u) — L(u) = min {;G(UW) - L(U>} :

1.5.2 Théoréme de Hille-Yosida

Soit T'(t) un Cy-semi-groupe. D’apres le théoreme 1.11 il s’ensuite qu’il existe
des constantes w € R et M > 1 tel que | T(¢)| < Me* pour ¢t > 0.

Définition 1.19. [24] Siw = 0, T(t) est dit uniformément borné et si de plus
M =1 il est appelé Cy-semi-groupe de contractions.
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1.6. RESOLUTION D’UN PROBLEME D’EVOLUTION

Théoréme 1.13. (Hille-Yosida)[2/]
Un opérateur linéaire (non borné) A est le générateur infinitésimal d’un Cy-
semi-groupe de contractions T(t), t > 0 si et seulement si :

1. A est fermé et D(A) = X.
2. L’ensemble résolvant p(A) de A contient R* et pour tout A > 0,

1
: < —.
RO A < 5

Remarque 1.3. [2/] Soit A le générateur infitésimal d’un semi-groupe de contrac-
tion T'(t). L’ensemble résolvant de A contient toujours le demi-plan ouvert droit,

i.e,{\ : ReA > 0} C p(A) et pour A\

IR A <

Re)’

Théoréme 1.14. (Lumer-phillips)[12]

Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire et D(A) dense dans H. Alors,
A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions si et seule-
ment si :

1. A est dissipatif.
2. Il existe A > 0 tel que Im(A — A) = H. (A est mazimal).

1.6 Résolution d’un probléme d’évolution

Etant donné, le probleme d’évolution suivant :

du
— +Au=0 sur € x [0, +00
dt | : (1.5)

u(z,0) = ug(x)

Théoréme 1.15. (Hille-Yosida) [6]
Soit A un opérateur mazximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour
tout ug € D(A) il existe une fonction unique

u € C' ([0, +o00[; H) N C ([0, +-00[; D(A))

solution du (1.5).
De plus on a

1) = |Au(t)] < |Au| 10
u(t)] < Jul

13



1.6. RESOLUTION D’UN PROBLEME D’EVOLUTION

Remarque 1.4. [6] L’intérét principal du théoréme 1.15 réside dans le fait que
pour résoudre le probléme d’évolution (1.5) on se ramené a vérifier que A est
mazimal monotone, c’est-a-dire, a étudier ’équation stationnaire u + NAu = f.
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Chapitre 2

Quelques problemes des ondes
avec terme retard

Dans ce chapitre, nous avons étudié deux cas de ce type des problémes, le pre-
mier cas est un probleme des ondes avec terme retard dans le domaine d’étude,
le deuxieme cas est un probleme des ondes avec un terme retard sur les bords du
domaine.

2.1 Equation des ondes localement amorti avec
terme retard

On considere le probleme a retard suivant :

u(x,t) — Au(z, t) + axoue(z, t) + kug(z,t —7) =0, dans Q x (0, +00),

u(z,t) =0, sur 99 x (0, 4+00),

u(z,t) =up(z), w(z,0)=u(x), dans €2,

w(z,t) = folx,t), dans Q x (—7,0),
(2.1)

ou €2 est un domaine ouvert borné de R", n > 1, 7 > 0 représente le temps de
retard, a et k sont des constantes positives.
De plus, x., est la fonction caractéristique de w, définie par

() = 1, pour =x € w,
Xw\T) = 0, pour z¢ w.
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2.1. EQUATION DES ONDES LOCALEMENT AMORTI AVEC TERME RETARD

Remarque 2.1. Si on pose v = uy, le probleme (2.1) devient

(

vz, t) = Au(z, t) — ax,v(z,t) — kv(x, t — 1), dans Q x (0, +00),
u(x,t) =0, sur 02 x (0, 400)

u(z,0) = up(x), wv(z,0)=u(x), dans 2,

v(z,t) = folz,t), dans  x (—7,0),

)

SU(t) = BU() + BU'(~7), 120,
U(0) = < Zf ) : (2.2)
Ul(—1) = fo(’?_7)>, te(0,7),

U 0 1 0 0
avch<U>,B<A _an>et®<0 —k)'

2.1.1 Ecriture du probléme équivalent

Nous introduisons la nouvelle variable suivante
2(x, p,t) = w(z, t —7p), z€Q, pe(0,1), t>0.
Par conséquent, on a
Tz (x, pt) + 2p(x, p,t) = 0, xeQ, pe(0,1), t>0.

Alors, le probleme (2.1) est équivalent a :

u(x,t) — Au(z, t) + axou(z, t) + kz(z,1,t) =0, dans Q x (0,+00),

Tz, p, t) + 2p(2z, p,t) = 0, dans 2 x (0,1) x (0, 4+00),
u(z,t) =0, sur 09 x (0, 400),

2(x,0,t) = u(z, t), sur € x (0,400),

u(z,0) = uo(a:), ur(z,0) = uy (), dans €,

2(x, p,0) = folx, —p1), dans € x (0,1),

(2.3)
On désigne par H 'espace de Hilbert, ot

H o= HNQ) x LX(Q) x L2 x (0,1))
= X x L*(2x (0,1))
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2.1. EQUATION DES ONDES LOCALEMENT AMORTI AVEC TERME RETARD

muni du produit scalaire suivant

<U, U>H = /Q(Vu(x)VU(x) +v(x)o(x))de + &7 /Q /10 z(x, p)Z(x, p)dpdz,

avec U = (u,v,2)T, U = (u,7,2)T € H et £ est un nombre positif fixe.
Pour U = (u, u, 2)T, avec v = u, le probléme (2.3) peut étre réécrit comme

(2.4)

{ Ut = AU,
U(0) = Uy = (ug, us, fol(., —.1))",

ou A: D(A) C H — H est un opérateur différentiel défini par

u v
Al o | = | Au—axov+k2(,1)
' 1

Y

z —=z
—ep

avec le domaine

D(A) == { (u,v,2)" € (H(Q) N HY(Q)) x HY(Q) x L*(Q x H(0,1)) : v = 2(.,0) dans Q }.

2.1.2 Etude de l’existence et ’unicité de la solution du
probleme équivalent

Sous les hypotheses associés a ce probleme, nous avons le résultat d’existence
suivant :

Théoréme 2.1. Pour toute donnée initiale Uy € H. il existe une solution unique
UeCR",H)
du probléme (2.4). De plus, si Uy € D(A), la solution de (2.4) satisfait
UecCR",DA)NCHRT, H).

Preuve. Pour montrer I'existence d’une solution du systeme (2.4) il suffit de
montrer que A est un générateur infinitésimal d'un Cy-semigroupe de contrac-
tion, c¢’est-a-dire A est maximal dissipatif, pour cela il suffit de montrer que
A — cl est dissipatif et maximal.
1) A — ¢l dissipatif
Pour montrer que A — ¢l est dissipatif il suffit de prouver qu’il existe ¢ > 0 telle
que

(A=c)U,U),, <0, VU € D(A). (2.5)
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2.1. EQUATION DES ONDES LOCALEMENT AMORTI AVEC TERME RETARD

(AU, U),, = /Q(VU(JJ)VU(JJ) + Au(z)v(z))dx — a/QU2(x)dx
—kz/ﬂz(;v,l)v(x)dx—f/olfgzp(a:,p)z(a:,p)d.rdp,

En utilisant I'intégration par parties, on obtient

(AU UY,, = / dw—k/ (, 1)

_6/ /Zp x,p)z(z, p)dxdp, (2:6)
De plus,
/Q/Ol 2p(x, p)z(z, p)dpdr = ;/Q/O1 (;9,022($,p)dpdx
= ;/9{32(3;71) —ZQ(x,O)}dx (2.7)

L oo L s
— = Vdz — - .
2/92 (x,1)dz 2/91} (x)dx
Donc, d’apres (2.6) et (2.7), on trouve
(AU, U),, = —a/v2xdx—k‘/z:vlvxdx
g 2(z,1)dx + f/

Q

En utilisant 1'inégalité de Young, on obtient

—k/ﬂz(a:,l)v(x)d:v < k/ |z (z, 1)v(x)|dx

< k‘s/Q 2(z,1)dzx + k/ v (x)dx

pour € = o5k

—/{;/Qz(m,l)v(x)d:c < g/ﬂ (a,)dr + o [ vA(2)de

Finalement, on obtient

(AUUY, < —a [ o ()d“(& k:2>/ () d



2.1. EQUATION DES ONDES LOCALEMENT AMORTI AVEC TERME RETARD

Dong, il existe ¢ > 0 tel que
<AU7 U>’H < CHUH%Q(Q)v

d’ou

(AU U)y, < U

Alors, l'estimation (2.5) est résulte. Donc 'opérateur A — ¢l est dissipatif.

2) A — ¢l maximal

Pour montrer la maximalité de A—cl, il suffit de montrer que Al — A est surjectif
pour chaque A > 0, nous supposons que F' = (f1, f2, f3)7 € H et on cherche

U = (u,v,2)T € D(A) solution de (A — A)U = F ceci s’écrit en termes de
composantes, comme suit

A — v = fi, (2.8)
A0 — Au — ax,v + kz(., 1) = fo, (2.9)
ATZ + 2, =T f5. (2.10)

Supposons que nous voulons trouvé avec régularité appropriée. Alors, de (2.8),

on a
v=Au— fi. (2.11)

De plus, de (2.3)4, (2.10) et (2.11), z est donnée par
2z, p) = Mu(@)e ™ — fu(x)e T 4 e T /0 " b, ) Tds, Q% (0,1) (2.12)
En particulier,
2(z,1) = Mu(z)e™ + zo(x), pour x € Q, (2.13)
avec zy € L*(Q) défini par
20(2) = —fi(z)e ™ 4+ e /0 iz, s)eMTds, x e Q.

Substituons (2.11) et (2.13) dans (2.9), on obtient
N — Au+ adxpu + kdue™ = fo + (A4 axo) fi — kzo(z), pour z € Q
Il reste a prouver qu’il existe u satisfait
(N2 + kde ™ )u — Au+ adx,u = g € L*(Q) (2.14)

On définit 'espace W = Hj(Q).
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2.1. EQUATION DES ONDES LOCALEMENT AMORTI AVEC TERME RETARD

En multipliant ’équation (2.14) par une fonction w € W et on integre sur 2, on
obtient

(A2 + kde™) /

uwdm—i—/ Vqud:r;—l—a)\/ uwdr = / gwdzx. (2.15)
Q Q Q Q

Pour u et w, on définit sur W une forme bilinéaire a(.,.) et une forme linéaire
L(.) par

a(u,w) = (A + k)\e’)‘T)/

uwda:—l—/ Vqudx—ira)\/ wwdx
Q Q Q

L(w) :/ngdx.

On montre que af(.,.) est continue, coercive et L(.) est continue.
1) La continuité de a(.,.)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

a(w,w)] < 2+ kA 4 ad) [[ull 2y [0l 2y + 1Vl 20y V2020
< max(A + kXe ™ +a), 1) (H““L‘z(g) [wll 29y + VUl 2y ||vw||L2(Q)>
< O (lull ey + 1Vull sagy) (1ol 2y + IVl 2
< C fully lwlly -

Donc af.,.) est continue.
2) La coercivité de af.,.)
D’apres l'expression de a(.,.), on a

a(u,u) = ()\2+k)\e_’\7)/QUQd:E—l—/ngqux—i-a)\/Qqux

> (A2 4 kXeT) /

qux—l—/ Vuldz
Q Q

> min(A? + ke, 1) /

. (u2 + VuQ) dx

2
> Colull.

Donc af(.,.) est coercive.
3) La continuité de L(.)
D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

[ gl ] d
Q

191l 226 0]l L2

| L(w)]

VANERVA

IA

Cs [lwllyy -
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2.2. EQUATION DES ONDES AVEC TERME RETARD SUR LES BORDS

Donc L(.)est continue.

a(.,.) bilinéaire, continue et coercive sur W et L(.) est linéaire et continue sur
W, d’apres le théoreme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution
unique u € W = H{ () telle que

a(u,w) = L(w), YweW.

Ce qui signifie que u € H}(Q) et v = — f; € H} (D).
Il reste & montrer que u € H*(Q), 2z € L*(Q; H'(0,1)) et 2(z,0) = v(z),
D’apres (2.9), on a

Au = —fo + M+ ax,v + kz(.,t) € L*(Q),

car fo,v,2(.,1) € L*(Q). Donc
u € H*(9Q).

Finalement, a partir de (2.12) et (2.10), on obtient
2(x,0) =v(x) et z€ L*(Q;HY0,1)).

Donc il existe U = (u,v,2)T € D(A) qui vérifie (\[ — A)U = F pour A > 0 et
F € H Clest-a-dire A\I — A est surjectif, pour tout A\l — (A — ¢I) est surjectif,
donc A — ¢l est maximal.

Le théoreme de Hille-Yosida assure 'existence et I'unicité d’une solution de (2.4).
Ceci terminé la démonstration. O

2.2 Equation des ondes avec terme retard sur
les bords

Nous étudions la condition nécessaire et suffisante pour obtenu une solution
unique pour un probléme des ondes avec terme retard sur les bords.

Soit Q C R™ un domaine ouvert borné du fronti¢re I' de classe C%. Nous sup-
posons que I' est divisé en deux parties I'p et ['y, c’est-a-dire, I' = I'p UT'y, avec
TDQTNZQGt FD%(D
On consideére le probleme a retard suivant :

ug(x,t) — Au(z,t) =0, dans  Q x (0, +00),

u(z,t) =0, sur I'p x (0,4+00),

gu(:c,t) = —pug(x,t) — pouy(z,t — 1), sur Iy x (0, 400), (2.16)
%

U(ZE,O) ZUO(ZE), Ut(ZE,O) :ul(x)7 dans Q7

u(z,t — 1) = folx, t — 1), dans D'y x (0,1),
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2.2. EQUATION DES ONDES AVEC TERME RETARD SUR LES BORDS

ou v(x) désigne le vecteur normal de I'unité vers I'extérieure au point € T et

u

Em est la dérivée normal. De plus, 7 > 0 représente le temps de retard, py et o
v

sont des constantes positives.

2.2.1 Ecriture du probléme équivalent

De la méme facon que le probleme précédent, nous introduisons la nouvelle
variable
2(x, p,t) = w(x,t —7p), x €Ty, pe(0,1), t >0.

Donc, on a
Tz(x, p,t) + zp(x, p,t) =0, xely, pe(0,1), t>0.

Alors, le probleme (2.16) est équivalent a :

u(x,t) — Au(z, t) = 0, dans  Q x (0, +00),
Tz (z, p,t) + 2p(z, p,t) = 0, dans T'y x (0,1) x (0, +00),
u(z,t) =0, sur I'p x (0,400),
0
—Z(z,t) = —mu(x,t) — poz(x,1,¢t), sur Iy x (0, 400),
2(2,0,t) = u(x, t), sur 'y x (0,400),
u(z,0) = UO( ), u(r,0) = w(x), dans
2(z, p,0) = folx,—pT), dans Ty x (0,1),

(2.17)
On désigne par ‘H 'espace de Hilbert, ou

H o= HL (Q)x L*(Q) x L*(T'y x (0,1))
= X x L*(T'y x (0,1))

Pour assurer l'existence et 'unicité de la solution du probleme (2.17), nous consi-
dérons que

p2 < (2.18)

et € une constante positive tel que
The < & < T(2p0 — pa2) (2.19)
Définissons sur I'espace de Hilbert H le produit scalaire

<U,U>H = /Q(Vu(a:)VU(x)%— ()T d:l:—|—£/ / z(xz, p)z(z, p)dpdl,

avec U = (u,v,2)T, U = (u,v,2)T € H et £ est un nombre positif fixe.
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2.2. EQUATION DES ONDES AVEC TERME RETARD SUR LES BORDS

Pour U = (u, us, 2)T, avec v = u; le probléme (2.17) peut étre réécrit comme

{ U, = AU,
U(0) = Uy = (uo, us, fol., —.7))",

ou A: D(A) CH — H est un opérateur différentiel défini par

i A
._ U
A 1Z} = 1 ,
——z
—ep
avec le domaine

(u,v,2)T € (B(A, LX(Q)) N HE (Q)) x HY(Q) x L*('y; H(0,1))

(2.20)

D(A) = ou
Y —pv — p2z(, 1) sur Iy, v = z(.,0) sur I'y
ou
Hp () = {u € H'(Q):u=0, dans FD}
et

E(A, L*(Q) = {u e H(Q): Au e L*(Q)}.
ou

1
appartient & H 2 (I'y) et
5, PP (T'n)

Rappelons que pour une fonction u € E(A, L*(Q2)),
la formule de Green suivante est valable
ou

_ 1
/QVqudx = /QAuwda: + <ay,w> Iy Vw € Hp (9), (2.21)

ol (.,.)p, est le crochet de dualité entre H=2(Ty) et Hz(Ty).

0
Notez en outre que pour (u,v,z)? € D(A), 8—u appartient & L%(€)) puisque
v
2(.,1) est dans L?(92).

2.2.2 Etude de l’existence et ’unicité de la solution du
probléme équivalent

Sous les hypotheses associés a ce probleme, nous avons le résultat d’existence
suivant :

Théoréme 2.2. Pour toute donnée initiale Uy € H. le probléme (2.20) admet
une solution unique

UeCRYH)
De plus, si Uy € D(A), la solution de (2.20) satisfait
UeCR" D(A)NCHRT,H).
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2.2. EQUATION DES ONDES AVEC TERME RETARD SUR LES BORDS

Preuve. Pour montrer I'existence d’une solution du systeme (2.20) on applique
le théoreme de Lumer-Phillips, pour cela il suffit de montrer que A est dissipatif
et maximal.

1) A dissipatif

Pour montrer que A est dissipatif il suffit de prouver que

(AU,U),, <0, YU € D(A).

1
(AU, U),, = /Q(Vv(a:)Vu(x)+Au(x)v(x))dx— 76'/1“ / 2,(x, p)z(x, p)dpdl.
~ /0
En utilisant la formule de Green, on obtient

(AU, = /FN?;()( = [ [ 2w )2t ppar

:/ W——/ x1ﬁ+—/
'y I'n I'n

- _/{mv ) + poz(w, 1) }u(x) ﬂ”‘g/ xldr+‘i/

INY;

= (- M1+2£T)/FNU(x)dF—,ug/ z(z, v dF—/FN (x,1)d

On a d’apres I'inégalité de Young

— o /FN z(z, Do(x)dl < po /FN |z(x, 1)v(z)|dT

< 5u2/ 2(x,1)dl’ + == / v?(x)dr.
Ty 4e
1
on pose € = —
p 9

—,ug/ z(x, Do(x)dl < &/ 2(x,1)dl + = Ha UQ(x)dF,
FN FN

2 2
donc
(AU, U),, < C”—5>/’£@JMF+</“+”W+5)/ v2(z)dT,
2 27 ) Jry 2 27
D’apres, les conditions (2.18) et (2.19), on a
f—;<06t—m+2+5 0,

alors,
(AU, U),, < 0.
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2.2. EQUATION DES ONDES AVEC TERME RETARD SUR LES BORDS

Donc A est dissipatif.

2) A maximal

Pour montrer la maximalité de A, nous supposons que F = (f1, f2 f)T € H et
on cherche U = (u,v, z)T € D(A) solution de (I — A)U = F, ceci s’écrit en termes
de composantes, comme suit

u—v=f!, (2.22)
v— Au= f? (2.23)
Tz +2,=T1f> (2.24)

Supposons que nous voulons trouvé avec régularité appropriée. Alors, de (2.22),
on a

v=u— f'. (2.25)
Aussi nous pouvons déterminer z. En effet, par (2.17)s,
2(z,0) =v(xz) pour z€Tly (2.26)
et, de (2.24), on a
T2(z,p) + 2,(z,p) = 7f*(x,p) pour x €Ty, pe(0,1). (2.27)

Alors, d’apres (2.26) et (2.27), on obtient
z2(z, p) =v(x)e T +Te T /Op f3(x,8)e" ds.
Dongc, a partir de (2.25),
2z, p) = u(z)e ™" — fH(@)e " + e /0 " P, s)eds, T x (0,1) (2.28)

En particulier,
2(z,1) =u(x)e™™ + 20(x), pour x € Ty, (2.29)

avec zg € L*(T'y) défini par

1
zo(x) = —fHa)e ™ + TefT/ fi(x,s)e™ds, x €Ty
0
Substituons (2.25) dans (2.23), on obtient
u—Au=f'+ £ (2.30)

ou (f!'+ f?) € L*(Q). On définit 'espace W = Hp_(9).
En multipliant 1’équation (2.30) par une fonction w € W et on integre sur 2, on
obtient

/Q(u — Au)wdzr = /Q(f1 + fAwdz. (2.31)
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2.2. EQUATION DES ONDES AVEC TERME RETARD SUR LES BORDS

D’apres la formule de Green et en utilisant (2.25) et (2.29), on obtient

ou
/Q(u — Av)wdzr = /Q(uw + VuVw)dx — /FN —def

= /Q(uw + VuVw)dzr + / (prvw + poz(z, 1)w) dl
I'n

= /Q(uw + VuVw)dx + /FN {M1(U — fHw + po(ue™™ + zo)w} ar.

Donc, (2.31) peut étre rééerit comme

—T o 1 2
/Quwdx+/QVqudx+(u1—l-uge )/FNuwdF—/Q(f + [ wdx

(2.32)
i / Flwdl — iy / sowdl, Yw e W,
T'n T'n

Pour u et w, on définit sur W une forme bilinéaire a(.,.) et une forme linéaire
L(.) par

a(u,w) = /Quwd:c —|—/QVqud:c + (1 + M2€77)/F uwdl’
N

L(w) = /Q(f1 + A wdx + /FN frwdD — iy /FN zowdT .

On montre que af.,.) est continue, coercive et L(.) est continue.
1) La continuité de a(.,.)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

la(u, w)| < (1+ p1 + p2e™) Hu||L2(Q) ”w||L2(Q) + ||VUHL2(Q) ||vaL2(Q)

< max(1+ pr + poe™", 1) <||U||L2(Q) [wll 2y + IVull f2q) ||Vw||L2(Q))
< (lull 2y + 1Vull 2gy) (10l 20y + V0] 20y )
< O} [fullyy [lwllyy -

Donc af.,.) est continue.
2) La coercivité de af.,.)
D’apres l'expression de a(.,.), on a

alu,u) = /Quzdx—l—/QVﬁdx—l—(,ul—ir,uge_T)/F u?dl
N
/(u2+Vu2)dx
0

el -

v

v
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2.2. EQUATION DES ONDES AVEC TERME RETARD SUR LES BORDS

Donc af.,.) est Coercive.
3) La continuité de L(.)
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

L) < [ 17 wlde+ [ 12 olde + [ 17 eldD 4 e [zl fwlde
Q Q I'n 'y
< ||f2||L2(Q) ||w||L2(Q) + (14 ) ||f1||L2(Q) ||w||L2(Q) + po ||ZO||L2(Q) ||w||L2(Q)
< max<||f2”L2(Q) (L + ) ||f1||L2(Q) » 2 ||ZO||L2(Q)) ||wHL2(Q)
< Chlwly -

Donc L(.)est continue.

a(.,.) bilinéaire, continue et coercive sur W et L(.) est linéaire et continue sur
W, d’apres le théoreme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution
unique u € W = H}_(Q) telle que

a(u,w) = L(w), Ywe W.

Ce qui signifie que u € H}_(Q) et v =u— f' € H._(Q) donc u,v € H'(Q).
Il reste a montrer que u € E(A, L*(Q)), u _ —pv—paz(., 1), 2 € L*(Tn; H3(0,1))

v
et z(z,0) = v(z),
D’apres (2.30), on a
Au=u— f' — f* € L*(Q),

car f> € L*(Q) et u, f' € Hy (Q). Donc
u € E(A, L*(Q)).

En substituant la formule de Green (2.21) dans (2.32) et en utilisant (2.30), on
obtient

/ (1 + poe” " uwdl + <8u7 w> 'y = ul/ frwdl — /LQ/ Zowdl',
r v Ty Iy

N
par conséquent

du
E» + (p1 + poe " u = pr ft — pozg sur Ty (2.33)

Substituons (2.25) et (2.29) dans (2.33), on obtient

ou

i —p1v — poz(., 1) sur Ty

27
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Finalement, & partir de (2.28) et (2.24) , on obtient

2(z,0) =v(z) et z€ L*(Ty; HY(0,1)).
Donc il existe U = (u,v, 2)T € D(A) qui vérifie (I — A)U = F pour tout F € H,
et A est maximal.

Le théoreme de Hille-Yosida assure 'existence et 1'unicité d’une solution de (2.20).
Ceci terminé la démonstration. O
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Chapitre 3

Existence globale et stabilité de la
solution d’un systeme de Bresse
avec terme de retard de
distribution.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence globale et stabilité de la solution
d’un systeme de Bresse avec terme de retard de distribution.

p1ow — k(@e + 1w + ), — lho(wy — lp) + pows + [77 p(s)pi(z,t — s)ds =0,
P1Wy — kO(wx - l@)x + kl(gpx + lw + ¢) = 07
p3(9t + g + ’Wm = 07
ag + Bq+ 6, =0,
(3.1)
ou (z,t) € (0,1) x Ry avec les conditions de Dirichlet :

0(0,1) = p(1,1) = (0, 1) = (1, 1) = w(0,£) = w(l,t) = 6(0,t) =0, ¢ >0

(3.2)
et les conditions au bord et les conditions initiales suivantes :

gp(%,O) :90()(1')7 9015@77 0) :()01<:C>7 w<l', O) :wo(l'),
Ui(x,0) = Y1(z), w(z,0) =w(x), wi(x,0)=w(x), xe€(0,1)
0(z,0) = bp(x), q(z,0) = go(x) dans(0, 0o) 33
oz, —t) = fo(z,t) dans (0,1) x (0, 72) (3.3)
©(0,t) = 9,(0,t) = w,(0,t) = 0(0,t) = 0, Vi >0
w(1,t) =(1,t) = w(l,t) =q(1,t) =0, YVt>0
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3.1. INTRODUCTION

71 et 7 sont deux nombres réels avec 0 < 71 < 7o, o > 0 est une constante
positive et p : [11, 7] — R est une fonction L, u > 0 presque partout et les
données initiales (@, 1, Yo, V1, wo, w1, fo, 0o, qo) appartiennent & un espace de So-
bolev. Nous prouvons I'existence et I'unicité et la stabilité exponentielle en fonction
des parametres suivants

akps (,01 ,02) Yo
=(1- — =) —— etk=k 4
" ( P1 ) k? b b © 0 (3 )

sous les hypotheses
T2
po = [ lu((s))lds. (3.5)

Le systeme de Bresse original est donné par les équations suivantes (Voir [5]) :

prpun = Qu +IN + Fy
Py = My — Q + F, (3.6)
prwy = Ny —1Q + F}

ou F; sont les forces extérieures et N, Q et M désignent la force axiale, la force de
cisaillement et le moment de flexion, respectivement. Ces forces sont les relations
contrainte déformation pour le comportement élastique et elles sont données par :

N = ko(w, — lp)

Q = k(py + lw + 1) (3.7)
M = by,

Ici pr = pA = pl, kg = FA, k = KGA et | = R™'. ol p est la densité du
matériau, F est le module d’élasticité, G est le module de cisaillement, k est le
facteur de cisaillement, A est la surface en coupe transversale, I est le second mo-
ment de la section transversale et R est le rayon de courbure. Les fonctions ¢, 1 et
w désignent, respectivement, le déplacement transversal, 'angle de rotation d'un
filament et le déplacement longitudinal de la poutre.

Le systeme (3.6) est un systeéme non amorti et son énergie associée reste constante
lorsque le temps ¢ évolue. Pour stabiliser le systéeme (3.6), plusieurs conditions
d’amortissement été démontrées par différents auteurs . (voir [1], [2], [3], [4], [10], [17], [28]
). En considérant les conditions d’amortissement dans des mémoires infinies agis-
sant dans les trois équations, le systeme (3.6) a été récemment étudié dans [10]

prp — Gh(vs + 1w + 1), — Ehl(w, — lp) + [5° 91(8) @ (t — $)ds = 0,
P2y — Elpyy + Gh(@x + lw + ¢) + fooo 92(5)¢xx(t - S)ds =0, (3-8)
prwy — Eh(w, — 1), + IGh(ps + 1w 4+ ) + [57 g3(s)wee(t — s)ds =0

ou (z,t) € |0,L[ xRy, g; : Ry — Ry, ¢ = 1,2,3 sont donnés des fonctions.
Les auteurs ont prouvé, dans des conditions appropriées sur les données initiales
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3.2. EXISTENCE ET UNICITE

et les mémoires g;, que le systeme est bien posé et que son énergie converge vers
zéro lorsque le temps tend vers l'infini et ils établissent un lien entre le taux de
décroissance de I’énergie et la croissance de g; a I'infini. La preuve est basée sur la
théorie des semi-groupes pour le bien posé, la méthode de I'énergie et 'approche
introduite dans [9], pour la stabilité.

Dans [2], les auteurs ont considéré le systéme de Bresse dans un domaine borné
avec retard dans les retours internes.

prow — Gh(py + lw + ), — Ehl(w, — lp) + oy + popr(z,t — 1) = 0,

P2ty — Elhyy + Gh(ps + lw + ) + ity + fiath(x,t — 72) =0

prwy — Eh(wy —19)y + 1Gh(pp + lw + ) + fuw; + fowy(z,t — 73) =0

(3.9)

ou (z,t) € (0,1) x (0,400),7; > 0 (i = 1,2,3) sont des retards temporels,
L1, fha, fi1, fia, i1, fle sont des nombres réels positifs. Ce systéme est soumis aux
conditions aux limites de Dirichlet et aux conditions initiales qui appartiennent a
un espace de Sobolev approprié. Premierement, 'auteur a prouvé 'existence glo-
bale de ses solutions dans les espaces de Sobolev I'explication de la théorie des
semi-groupes, dans une condition entre le poids des termes de retard dans les ré-
troactions et le poids des termes sans délai. De plus, ils ont étudié le comportement
asymptotique des solutions en utilisant la méthode du multiplicateur.
Le systéme de Bresse (3.6) est plus général que le systéeme de Timoshenko bien
connu, ol le déplacement longitudinal w n’est pas considéré [ = 0. Il existe un cer-
tain nombre de publications concernant la stabilisation du systeme de Timoshenko
avec différents types d’amortissement, a cet égard, nous notons les références sui-
vantes (voir [14], [8],[18],[19], [20], [22], [23], [26], [30] et [32]).
Le reste de notre chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous utilisons
la méthode de semi-groupe pour prouver que le probléme (3.1) — (3.3) et est bien
posé. Dans la section 3, nous utilisons la méthode des multiplicateurs pour établir
un résultat de stabilité exponentielle.

3.2 Existence et unicité

Dans cette section, nous donnons un résultat d’existence et d’unicité pour le
probleme (3.1) — (3.3) en utilisant la théorie des semi-groupes. Introduisons la
nouvelle variable suivante [21]

z2(z,p,t,8) = gz, t — ps), x€(0,1), pe (0,1), s€ (r,72), t >0. (3.10)
Comme

Opi(x,t —ps) Ot —ps) _ dpulw,t — ps)

(2, p,1,8) = a(t — ps) ot Ot —ps)
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et

_ Opy(x,t —ps) Ot —ps)  Opla,t—ps)
L Z o s < e T a

Alors nous avons
sz(z,p,t,s) + zp(z, p,t,8) =0 dans (0,1) x (0,1) x (0,00) X (11,72) (3.11)

Par conséquent, le probleme (3.1) est équivalent a :

p1pu — k(or +lw + 1), — lko(w, — lp) + powr + / w(s)z(z, 1,t, s)ds = 0,
T1

szi(z, p,t,s) + zp(z, p,t,s) =0,

p2¢tt - b¢xa; + k(%c + lw + 1/}) + ’7990 = 07
P1W — kO(wx - l@)x + lk"(gpx + Z’LU + d}) = 07
p39t + qz + ”th = 07

agq + g+ 0, =0,

(3.12)
Avece les mémes conditions aux bords et les conditions initiales :
2(x,0,t,8) = pi(x,t) sur (0,1) x (0,00) X (71, 72), (3.13)
Z(‘rapaoas) :fo(l',pS) sur (071) X (071) X (7—177—2>7 .
on note que
U = <90> 90t7 Z, ¢> wta w, Wy, 97 Q)Ta
alors
U = (SOta Oty 2t, Uty g, Wy, Wy, Oy, Qt)T-
Donc on peux réécrire le probleme (3.12) et (3.13) sous la forme
U'(t)+ AU(t) =0, (3.14)
U<0) = (@07 P1, ¢07 wb Wo, W1, f07 97 Q)J
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ou l'opérateur A est défini par

et

—u
k kal 1 T2
—— (g Flw+), — i(wx —lp) + @90,: + — w(s)z(x, 1,t, s)ds
) P1 P1 1 P1 1J71
u g Zp
< —v
(G b k ~
A v = p2¢ pQ (SO ¢) p2
w w
w k() l
0 = (W = 1p)a + —(pa + lw +¢))
P1 1 P1
q gqx + ;¢tz
1
éq + —0,
o

(3.15)

HY(0,1) = {he H'(0,1):h(0) =0},
a0,1) = {heH'(0,1):h(1) =0},
H?*(0,1) = H?*0,1)Nn HX0,1),
H?(0,1) H?(0,1) N HX(0, 1),

= HY0,1) x L*(0,1) x HX(0,1) x L*(0,1),
x H(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1),
x L((0,1), (11, 72), Hy (0, 1)).

On montre que 'opérateur A engendre un Cj semi-groupe dans H. On définit le
produit scalaire, pour

U= (p,u,z,9,v,w,@,0,9)", U= (9,u,z1,0,w7,0,9)"

(-0),

= k:/ol(wx + 1+ lw) (@, + 9 + lw)dz

1 1
—l—k:o/ (wy — L) (W, — lp)dx + pl/ uudx
% 1 7Y -
+ps / vodz + py / wwdzs + b / b nd (3.16)
0 0 0
L pr 1
+/ /zsu(S)/ z(z,p, s)Z(, p, s)dpdsdx
0 T1 0
1 1
+p3/ Qﬁdx—i-oz/ qqdzx.
0 0
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Alors le domaine de 'opérateur A est donné par :

UeH/ee H0,1);9,w € HX(0,1),u,0 € HL(0,1),
)

OB Pt vt A
02(1) = 0,w,(0) = ¢,(0) =0

On montre maintenant que A est un opérateur maximal monotone. On a besoin
deux lemmes suivants :

Lemme 3.1. L’opérateur A monotone et satisfait, pour tout U € D(A) .
1 1 1 )
(AU, U)y = Mo/ u2d:v+ﬁ/ qux—i—/ u/ w(s)z(x,1,t,s)dsdz
0 0 o Jr
L 1 T2 '
+/ / / 1 (8) zz,dsdpdx
0 0 Jm

Preuve. Pour tout U € D(A), et en utilisant le produit scalaire et 'intégration

(3.18)
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par parties,

(AU U), = k/ ( ux—v—lw>(gox+lw+w)dx+ko/01(—@I—i-lu)(wx—lgp)dx

P1

[k kol
+p1/ — (g lw +), — = (wy — L) + Mo%] dx
0 L A1 P1

1 [1
+,01/ u|— 2,u(s)z(x, 1,t,s) ds] dx
0 _pl T1

1 [—b k
0 P2 P P

1Tk kl
+p1/ w [—;(wm—lw)w+p(wx+lw+¢)]
1

-l—b/ Uy (—v, dw—l—/ / /zzpdpdsdx
—l—pg/oelpqu—l— 1/Jtm]dx+04/01 (fyq—l—;&;)dx
_ —k;/olux(goanlw%—@/))dx—k/o v (o + lw+ ) da
—kl/oll_u(@x—l-lw—l—@b)dx—l{:O/Ol@_ux(wx—lgp)das
—i—lko/lu(w —lgp)dx—k/lu (pr +lw+ 1), do
—kol/ — 1) dx—l—,uo/ u<ptd:z:+/ / z(z,1,t,s)dsdx
_b/o vwmdijk/O v(gpx—i—lw%—w)—i—fy/o v8,dx
—ko/lﬂ)(wz—lgo) dx+kl/1ﬂj(<px+lw+w)d:c
b / Yovpdz + / / / s) 2z, dsdpdz
—i—pg/ qud:z:—kv/ Gwmdx—l—ﬁ/ q2daz+/1q9 dx
= ,uo/ ugpﬁ—/ / z(x,1,t, s)dsdm—i—ﬁ/ ¢*d
+ / / / §) 2z, dsdpd
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= Mo/ udx—i—ﬁ/ q2d1‘—|—/ / z(x,1,t,s)dsdx

+/ // s) zz,dsdpdx

on obtient (3.18). O

Lemme 3.2. L'opérateur A + I est surjectif.

Preuve. Soit § = (f1, f2, f3, f1, [5, f6, f1, [, fo)L € H, il existe U € D(A) vérifiant

U+ AU = 3. (3.19)

L’équation (3.19) est équivalente a

U+ = fl € Hi(071)7
T2

—k (pz + lw + 1), — kol(wy — L) + pru+ popr + / p(s)z2(z,1,t,8)ds = pifo € L*(0, 1),
T1

st sy = fy € 12((0,1), H'(0, 1)),

—v—i—zﬁ fi€ HY0,1),

_wa:p + k((;pa: + le + w) + P2V + 79m = p2f5 S L2<07 1)7

—w+w= f6 S Hj(O,l),

—ko(wy — 1)z + kl(pp + 1w + ) + prow = p1 fr € L*(0,1),

gz +Yvs + p3f = psfs € L*(0,1),
(B+a)g+ 0, = afy € L*0,1).

(3.20)
A partir de (3.20)9, on trouve
0=a [ filw)dy — (3+0) [ alw)dy, (3:21)
et 0(0,t) = 0. On remplace u = p — f1, v =9 — fy, @ =w — fs, et (3.21) dans
(3.20)2, (3.20)5, (3.20)7, et (3.20)s, on trouve
—k (Soz‘f‘lw"‘@b) _kO (w:lt l@) +P1S0+N090t+/ (x717t75>d8 = hl € LZ(Oa]-))

—bthgy + k(@ + lw + ) + potp — v(B — a)q = hy € L*(0, 1)
—ko(wy — 1)z + kl(pp + lw + ) + pyw = hsy € L?(0,1),

+(B+a) [ a)dy =0, = by € L2(0,1),
2+ sz, = hs € L*(0,1),

(3.22)
ou
hi = pi(fi + f2),
hy = p2§f4+f5; — av fo,
hs = pi(fe + fr), i (3.23)
hy = —7Vfie—p3 <f8 - a/o fg(y)dy) ;
hs = z+s 'z,
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d’outre par, de (3.20) on peut trouver z tel que
2(x,0,s) =u(z) pour x€(0,1), s€ (m,m), (3.24)
de (3.20), on obtient
2(z,p,8) + s 2,(x,p,8) = f3(z,p,8) sur (0,1) x (0,1) x (14,7).  (3.25)
En utilisant (3.24) et (3.25) on obtient

z2(z,p,s) = u(z)e " + se” ¥ /p fs(z,0,5)e’*do. (3.26)
0
Alors, de (3.20) sur (0,1) x (0,1) x (71, 72);
z2(x,p,s) = p(x)e? — fre " + se** /p fs(z,0,5)e” do. (3.27)
0

et, en particulier
Z(QJ,LS) :u(x)eis—i_ZO(x?S)? YIS [071]7 S (T17T2>

avec
20 € LQ((O, 1) X (7’1,7‘2)
Défini par

z(x, p,s) = —fre 7 + se” /Op fs(z,0,5)e’*do, x€[0,1], s € (11, 72).
Pour résoudre (3.22) on consideére
a (.0, w,9), (3,9,1,9)) = L(%, 0,1, §); (3.28)
ou la forme bilinéaire
a: [HY0,1) x HA0,1) x H(0,1) x L*(0,1)]" — R
définit par
a(( 0.0, B0 0,0) = K [ (oot lot ) (5o +10+ ) do
+(B+a) / qqd:v—l—b/ Ypibpda
+p2/ bibdz — (8 + @) / qddz
+p1/ Pibdr 4+ (B + a) / qdx
+o1 / winds + ko / (we — 1) (@, — 1@)da
+ /0 poppda + /0 1 pp | pls)e *dsdx

T1

s+ a) [ ([ atway [ atay) dz.
(3.29)
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3.2. EXISTENCE ET UNICITE

et la forme linéaire
L [HN0,1) x HX0,1) x H(0,1) x L*(0,1)] — R,
définie par
L3, , @, §) / hdz + / hywd + / hade
+(a+ p) / h4/ y)dydx (3.30)

—i—/gp/ s)zo(x, s)dsdx.

V = H!0,1) x H}0,1) x H(0,1) x L*(0,1)

Posons

muni de la norme
(29,0, % = | (pa + 0 + w3 + lwe — Lol3 + ]2 + 12
comme
1 1
/0 ((,0520 + 92 + wg) dr < C/o ((@x + 1+ ) + (w, — lp)* + wi) dr, (3.31)

Pour [ assez petit, les formes a et L sont bornées. De plus, d’apres 'expression de
a, on a

1 1
a((p,¥,w,q), (¢, ¥, w,q)) = k/O (P2 +w+lw)2d$+ko/0 (we — lp)*da
1 1 1
b / V2dz + po / W2dx + py / wd
0 0 0
1 1
+(p1 +uo)/0 pPde + (B + a)/o ¢ dx

+p3(8 + a)’ /01 (/Om Q(y)dy>2

Z CH(@? w7 U}, Q)H%/

Ainsi af., .) est continue et coercive et L(.) est linéaire et continue. Par conséquent,
d’apres le théoreme de Lax-Milgram, le systéme (3.22) admet une solution unique

p € HN0,1), ¢ e HN0,1), we HN0,1), ¢¢€ L*0,1).

En remplacant ¢ dans (3.20);, ¢ dans(3.20)3 et w dans (3.20)5, ¢ dans (3.20)s, on
obtient

we HN0,1), veHN0,1), weH0,1), 6¢€H0,1).
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Si
(1, w,4) = (0,0,0) € H(0,1) x HX(0,1) x L*(0, 1),
alors (3.29) se réduit a
1 1 1 1
k:/o (e + 0+ lw)gdr — ko/o (wy — lp)pdx + p1/0 ppdr = /0 hipdz, (3.32)
Pour tout ¢ € H!(0,1), ceci implique que
—kre = ktby + 1(k + ko)wy — (kol®> + p1) + hy € L*(0,1). (3.33)

Par conséquent, la théorie de la régularité pour les équations linéaires elliptiques,
résulte que y
¢ € H2(0,1).

Par ailleurs, (3.32) est vrai pour tout ¢ € C*([0,1]),»(0) = 0 dans H}(0,1). Par
conséquent, pour tous ¢ € C*([0,1]), #(0) =0, on a

1 1
k/o s badT — /0 (ks + 1k + ko)ws — (kol® + pr)p + by ) dddz = 0.
En utilisant I'intégration par parties, on trouve

e.(1)p(1) =0, Vo e C'([0,1]),  ¢(0)=0.
Par conséquent
(1) = 0.

De méme, on obtient

0y = =k — (k+ p2)t — lkw —v(B + ) /01 qpdx + hy € L*(0,1)
—kwyy = —l(k + ko)pz — lkp + (p1 + Pho)w + hy € L*(0,1)
Gz =V — (@ + B)ps /Ox q(y)dy + ha € L*(0,1),
donc, on a
Ywe H2(0,1), g€ HN0,1), wy(0)=1(0) = 0.

On applique le résultat de la régularité des équations linéaires elliptiques garantit
I'existence d'un unique U € D(A) tel que (3.19) est satisfaite. Par conséquent,
lopérateur A est maximale. O

Finalement, en utilisant le Lemme 3.1 et le Lemme 3.2, on conclut que A
est un opérateur maximal monotone. Ainsi, par le théoreme de Lumer-Phillips
(voir [16] et [24]), on a le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 3.1. Soit Uy € H. Alors il existe une solution unique U € C(RT, H) du
probléeme (1.4)—(1.5). De plus, si Uy € D(A), alors U € C(RT, D(A))NC*(RT, H).
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3.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section, on va étudier la stabilité exponentielle de la solution du
systéme (3.1) et (3.3) et en utilisant la technique des multiplicateurs. On définie
comme suit :

1 1
E®t) = 5 /0 0167 + ot + prw? + b2 + ps0® + ag?| da

1
+; /0 [k(%e + 9+ lw)? + ko(w, — lcp)ﬂ dx (3.34)

1 g1 g1 pm
i) / / / " slus(3)|22 (@, o s, t)dsdpde.
2 0 0 7_1

On a besoin de plusieurs lemmes suivant :

Lemme 3.3. Soit (p, ¥, w,0,q,z) une solution du probléme (3.1) et (3.3). Alors,
la fonctionnelle d’énergie (3.34) satisfait,

E'(t) = —uo/ wtdw—ﬁ/ Qde_/ SOt/ o (3.35)

—/ / / \ps (8)| 22, (z, p, s, t) dsdpdz

Preuve. En multipliant les équations (3.1)1,(3.1)2,(3.1)3,(3.1)4 et (3.1)5 par
i, Uy, wy, 0, et g, respectivement et en intégrant sur (0, 1), en utilisant I'intégration
par parties avec les conditions aux bords, on trouve (3.35). ]

Lemme 3.4. Soit (p,¢,w,0,q,z) une solution du probléme (3.1) et (3.3). Alors
la fonctionnelle donner par

Fi(t) = apg/ 9/ y)dydx (3.36)
satisfait, pour toute e1 > 0, l’estimation
Fl(t) < ——/ 02dx+51/ wtdx—kc(l—l— )/ q’d (3.37)

Preuve. En calculant la dérivée de F}, en utilisant les équations quatrieme et
cinquiéme de (3.1) et en intégrant par parties, on trouve

1 1 1
Fi(t) = —p3/ «92da:—|—a’y/ qz/ztdq:—i—a/ ¢ dx
0

—Bps / / y)dydz.

En utilisant alors I'inégalité de Young et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz avec €, > 0
dans (3.38) on obtient (3.37). O

(3.38)
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Lemme 3.5. Soit (¢,v,w,0,q,z) une solution du probléme (3.1) et (3.3). Alors
la fonctionnelle

Fa(t) = — 23 / /wt Vdyda (3.39)

satisfait, pour toute e9, €3 > 0, l’estzmatzon

1 1
F) < =2 [ oot e [ (oot )

1
+<€3/ widx—i-c(l—i——l- )/ dex—i-c/ ¢*d
0 E9 3

Preuve. En calculant la dérivée de F5, puis en exploitant les équations deuxiéme
et quatrieme de (3.1), et en intégrant par parties, on obtient

1 1 1 b 1
F(t) = =po | vide =2 [ quide+py [ 0% =22 [ 0v.da
v Jo 0 v Jo

(3.40)

(3.41)
kps v
+2P5 / (pa + 0+ 1) [ 6y)dyda.
v Jo 0
En utilisant I'inégalité de Young et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve (3.40).
]

Lemme 3.6. Soit (p,¢,w,0,q,z) une solution du probléme (3.1) et (3.3). Alors
la fonctionnelle

F5(t) = pl/ Ot ((p +/ dy) dx (3.42)
satisfait, pour toute e4 > 0, ’estimation
k Lk
B) < 5 [ty tiwde—o [ vpar -0 [
2
(3.43)
< )/godx—l—c// s)|2%(x, 1,5, t)dsdx
Preuve. En calculant la dérivée de F3, en utilisant que,
2(x, p,5,0) = fo(z,ps) dans (0,1) x (0,1) x (0,72) (3.44)

Et en intégrant par parties, on obtient

Fit) = p /01 Ot /Ox Uy (y)dyde — /01 (90 + /Oxw(y)dy> /: p(s)z(z,1,s,t)dsdx

1 1 1
—k/ (pe+ 0+ w)de + py [ ghdo =k [ (w, — lp)d
0 0
—uo/0 Pt <90+/ dy) dx.
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En utilisant les inégalité de Young, Poincaré et Cauchy-Schwartz, pour estimer les
termes de coté droite de (3.45).

1 z 1 c 1
m/ o (/ w(y)dy> dr < 54/ Yidr + —/ pidr, (3.46)

0 0 0 €4 JO
ou g4 > 0. O

Lemme 3.7. Soit (p,¢,w,0,q,z) une solution du probléme (3.1) et (3.3). Alors
la fonctionnelle

Fu(t) = pa /0 " uda (3.47)

satisfait ’estimation

b/l 1 1
Fi(t) < —5/ wgdm+p2/ wfd:n—l—c/ 62dx
’ ‘ ° (3.48)

k* 1

Preuve. En calculant la dérivée de F) et en utilisant la deuxiéme équation de
(3.1), on obtient

1 1 1
Fi(t) = =b [ ot [ ido—k [ (oot v+ lw)de -

1
ey / bo0dz.
0

En utilisant 'inégalité de Young et I'inégalité de Poincaré, on obtient I'estimation
(3.48). 0

Lemme 3.8. Soit (p,¢,w,0,q,z) une solution du probléme (3.1) et (3.3). Alors
la fonctionnelle

1 1
F5(t) = —pl/o o (W, — lp) dx — ,01/0 wy (e + 0 + lw) de (3.50)

satisfait l'estimation
1 1 1
Fi() < —lk / (wy — lp)2dz — Ipy / widz + Lpy / o2dx

—l—lk/ (pz + U + lw) d:c—i—c/ z/}td:(;+2/ —lp) dx(/mu(s)ds)d:c

1
2// (5)|2*(z, 1,5, t)dsdz.
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Preuve. En calculant la dérivée de Fj et en utilisant les équations premiere et
troisieme de (3.1), on obtient

1 1 1
Fi(t) = —lko/ (w, — lp)*dx — lpl/ w?dx + l,ol/ ordx
0 0 0

+lk /Ol(gom + ¢+ lw)dx + c/ol Yidx + /01 (/TITQ p(s)ds) (wy — lp)dx.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve (3.51). ]

Lemme 3.9. Soit (p,9,w,0,q, z) une solution du probléme (3.1) et (3.3), sous la
condition k = ky. Alors la fonctionnelle

Fs(t) = —p /01 (ppr + wwy) do (3.52)

satisfait ’estimation
1 1 1 1
Fi(t) < —pl/ gofdx—pl/ wfd:t—i—c/ widx—i-ko/ (w, — lo)*dx
0 0 0 0

1 1 rt T2
+c/(gpm+w+lw)dx+§/0 gogdx(/ i

2/ / s)|2%(x, 1, s, t)dsdx.

Preuve. En calculant la dérivée de Fg, en utilisant les équations premiere et
troisieme de (3.1), on obtient

(s)ds) dx (3.53)

1 1 1 1
Fi(t) = —p1/0 prdr — p1/0 wfd:zc—kc/o Yidr + ko/o (w, — lp)*dx
1 1 T2
+c/0 (e + 0+ lw)dx + /0 (/ ,u(s)ds) wdz.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve (3.53) ]

Lemme 3.10. Soit (o, 9, w,0,q, z) une solution du probléme (3.1) et (3.3) et soit
(3.4) wraie. Alors la fonctionnelle

F(t) = p2 /1 Vi (pa + 9+ lw) dw+7/ ithyda

+bp3<p1_)/ 0 tdx—(pkl—pbz>/ ¢ (e + ¢+ lw) do

bi? bl
L T
ko 0 k' 0

(3.54)
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satisfait,

, ko , Lo, o
Ft) < =3 [ (et v+w) da:+g7/ widr + /wxdx

1
—1—8’7/0( —ly) dx—i—c(l—f- >/ @/}tdx+c(1—|— )/ ¢’d
1 1 b 1
+c<1+,> 92dx+—/ 0, (00 + 0 + lw) da
0 7 Jo
bpl 1 9 T2
—l—% Yidx / w(s)d dx+—// s)|[2%(x, 1, s, t)dsdx
5 ”)/Wlﬂ )
——= ds | 0;d
+2’y(k b uis)ds ) 6, d
b
+pg(p1_)// 22(x,1,s,t)dsdx

Preuve. En calculant la dérivée de F%, on obtient

(3.55)

1 1
Fi(t) = P2/ ¢tt(¢x+¢+lw)dx+02/ Uy (Qgr + Yy + lwy) do

b b b 1
[ =12 [ e 2 (2 2) [

” m)/’ G-
+’y <k Opyudx - % ; ¢ (o + 0 + lw) dz

b bl?
—— (pl — p2> / Gt (Qut + Uy + lwy) do — '02 / ¢t2dx
v\ k b/ Jo 0

bl? 1 bl bl
2 [ e + 20 [ + pl/' witda
ko 0 k ko 0

bpl 1 T2
+E ; </ﬁ u(s)ds) Y dx

Wsm_M)1<” )
+ 5 (k: 2 /0 /T1 w(s)ds ) 0,dz

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve (3.54). O

Lemme 3.11. Soit (¢, v, w,0,q, z) une solution du probléme (3.1), (3.3) et (3.11).
Alors la fonctionnelle

1 1 T
= / / / se | u(s)|2*(z, p, s, t)dsdpdx (3.56)
0 0 T1
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satisfait, pour une constante positive ny, nous avons l’estimation suivant

Fi(t) < —nl/// s|p(s)|2%(x, p, s, t)dsdpdz

—nl/ / / s)|2%(z, p, s, t)dsdpdx+uo/ idx.

Preuve. En calculant la dérivée de Fy, et en utilisant I’équation (3.11), on obtient

(3.57)

Fi(t) = —2 / / [ e ns) = 5,0z, . s dsdpda
= = [ L e s s
—/ // se | u(s)|2*(z, p, 5, t)dsdpdx (3.58)
0 0 Jm
1 T2
= —// \,u(s)\{67822(%1,5,15)—zQ(x,O,s,t)} dsdpdzx
0 1
1 1 T2
—/ // se | u(s)|2*(z, p, s, t)dsdpdz.
0 0 Jm

En utilisant z(x,0,s,t) = ¢, et —e™* < e~*" < 1, pour tout 0 < p < 1, on obtient

1
/ / s)|2%(z, 1, s, t)dsdpdac—I—/ |d5/ pidz
0
—nl/ // s)|2%(z, p, s, t)dsdpdz.

—S

(3.59)

Comme —e™* est une fonction croissante, nous avons —e™® < —e™, pour tout
s € |11, 2. En posant ny; = e~ ™ et en rappelant (3.5), on obtient (3.57). O

Lemme 3.12. Soit (p, ¥, w,0,q, z) une solution du probléme (3.1) et (3.3). Alors
la fonctionnelle

Fy(t) .= —p /01 (we — 1) /Ox wy(y)dydz — pr /01 o /Ox (¢z + 9 + lw) (y)dydzx

(3.60)
satisfait l'estimation
/ P1 by ! 2 Lo
Fi(t) < {5 ) | prdr — ko ; (wy — L) dx + py ; w; dx
1 ! 2 proft o
+<1+euo+k>/(%+¢+lw) dx+5/0 Yidx (3.61)

1
+* |ds/ / s)|2%(x, 1, s, t)dsdx
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Preuve. En calculant la dérivée de de Fy, et en utilisant le premiere équation de
(3.1), on obtient

B0 = = [ o= t), [Cwdvde—pr [ (o= 10) ([ wty) do

—p1 /Olsott/(f (¢z + 9 + lw) (3/>d3/d37_p1/01 Pt (/Ox (2 + 1 + lw) (y)dy>tdw

Maintenant, on prend les termes de coté droite de (3.60) en utilisant les inégalités
de Young, de Poincaré et de Cauchy-Schwartz, avec k = kg, on trouve (3.61). [

Théoréme 3.2. Soit (¢, v, w,0,q,z) une solution du probléeme (3.1) et (3.3). On
suppose que & =0 et k = kqo. Alors, la fonctionnelle d’énergie (3.34) satisfait,

E(t) < cpe™ ', Vt >0, (3.62)
ol ¢y et ¢y sont des constantes positives.

On définit Pour N, N; > 0, la fonction de Lyaponov £ suivante :
9
L(t):=NE({)+ > N;F(t) (3.63)
i=1

D’abord, on montre I’équivalence entre E(t) et L(t).

Lemme 3.13. Pour deux constantes positives ¢, et co, on a
aB(t) < L(t) <cE(t), Vt>0

Preuve. Maintenant, pour
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et < Nlong/ |9/ |dydx+N2p2p3/ |9/ e (y)|dyda
+N3P1/ | <80+/ d?/) |d$+N4P2/ Y1y | d

oo [l (e = o) do -+ pu [ (oo o+ -+ b) o

+N6/01/ | (ppr + wwy) |dx+N7P2/ | <Px+1/)+lw)|d$+N7 / 1)z |da

b b
+N7— P (p1 p2>/ |0p¢|dx + No— ( )/ |q (pz + ¢ + lw) |dx
v \k vy \k

bl pa
N
+ N7 i

bl
[ twlds + 3552 [ s
0 kO 0
1 1
-I-Ns/ / /2|Se_sp|:u(3)|22($,P,S,t)|dsdpd$
0o Jo Jn

1 T 1 T
+Nopy /0 (s — 1) /0 wi ()| dydz + py /0 o /0 (00 + 0+ [0) (3)|dy.da.

En appliquant les inégalités de Young, de Poincaré et de Cauchy-Schwartz et en
utilisant (3.34) et e=*” < 1 pour tous p € [0, 1], on obtient

L) < 6/01 (68 + 07 w0 + U246+ P (o + &+ ) + (w0, — lp)?] da
L[ slnts)122w pos. t)dsdpda
< C¢E()
Par conséquent, |£(t) — NE(t)| < cE(t) on a
(N =0o)E(t) < L(t) < (N +)E(?)
pour (N —¢) > 0. O

Preuve. (Théoreme 3.2)
On dérive (3.63) par rapport a t et en rappelant (3.37), (3.40), (3.45), (3.48),
(3.51), (3.53), (3.55), (3.57) et (3.61)
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1 1
L'(t) < [Nsc <1 + 6) + Nslpy — Nep1 + Ngpio — No <p21 - CNO) — Nﬂo] /0 pyda
4
P2 1 P1 Loy
+ | Nigp — Nz; + Niey + Nyps + Nsc + Nyc | 1 + — |+ N9§ /0 Yy dw
b 262l2 Lob
+[N253—N42+N6c+N7< Ho pl)]/ W2dz

+ [=Nslp1 — Nepr + Nrer + Nop| /0 wydz

03 11 1 L
—+ —N1+NQC(1++)+N4C+N7C<1+>i|/0dl‘
2 Eg €3 €7 0

1 1 1
+ Nlc <1 + ) + Nyc + Nyc <1 + > — Nﬁ} / qzda:
L &1 Er 0
i ko k2 ! ,
+ | Nay = N3y + Nym + Nolk + Noc /0 (00 + 0 + lw)? d
UKo Ho

—N;s— + N,
+ 32+ 5y

Ngnl/// s|u(s)|2%(z, p, s, t)dsdpdx

1
+ Ngko + Nrzel — Ngk’()] / (wy — lp)*da
0

Ng
{ Ngny + — 5 ++cN3]// s)|2%(z, 1, s, t)dsdx

On choisit Ng assez grand tel que

Ng  Nj
—N8n1+76+?+c]\f3<0

Pour Ng fixé, on choisit alors N, assez grand tel que

1
Nier — N27+N354+N4/)2+N50+N7C(1 8)—i—]\fgp21<0
7

On peut choisir Ny, Ng, N7 et N3 assez grand tel que

262l2 ,U/Obpl
k T

b
NQEg — N4§ + N@C + N7 <

—N5lp1 — N6,01 + Nyer + N9,01 <0

1 1 1
—Nlp +NQC<1++>+N4C+N7C<1+><O
2 €9 3 &7
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k k2 Lk
max {N2€2 — N3§ + N4? + N5lk + Ngc, —Ng?o + N5% + Ngko + N76/7 — Ngk’o} < 0.

On choisit N assez grand tel que

1
Nzc (1 + 5) + Nslp1 — Nep1 + Ngpio — No (p21 - CMO) — N po,
4

max 1 1 < 0.
Nic (1—1— ) + Nyc + Nyc <1—|— ) — Npj
€1 €7

En utilisant (3.34), on obtient

L't) < —apE(t), Vt>0
pour ag > 0.
D’apres le lemme 3.13 on trouve

L'(t) < =k L(t), VE>0 (3.64)
ou ki = % Donc on intégré directement (3.64) on obtient (3.62). O

C2
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons considéré un probléme thermoélastique linéaire
unidimensionnel de Bresse avec terme de retard de distribution, on a étudié 1’exis-
tence et l'unicité de la solution du probleme on utilisant la techniques de Semi-
groupe fortement continue. Apres, on a prouvé que la décroissance exponentielle
de la fonctionnelle d’énergie.
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