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Jetroduction

Soient E et F deux espaces vectoriels normees ;f étant une application continue
de E dans F .on sait que si BcF, B est ouvert ,alors f~1(B)est un ouvert de E .la
question qui se pose est la suivante :

peut-on dire que ’image directe d’un ouvert A de E est un ouvert de F ?

la réponse a cette question est négative. A cet effet, on a un théoréme de
I’application ouverte.

Dans ce mémoire, on a besoin alors d’un rappelle sur les espaces.

Le théoréme de I’application ouverte a beaucoup d’application surtout pour la
question de décomposition du spectre d’un opérateur.
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Chapitre 01 Notions générales sur les espaces

1.Les espaces métriques :

1.1.Définition : soit E un ensemble et d : EXE — [0, +o0 [une application
vérifiant les axiomes :
v (d) Vx,yeE d(x,y) = 0 ©x =y (réflexivité)

v (d)) Vx,ye E d(x,y) =d (y,x) (symétrie)

v (d3) Vx,yeE d(x,z) <d(x,y) +d (v,2) (Inégalité
triangulaire) ; ’application d s’appelle une distance ou métrique sur E et
le couple (E, d) s’appelle un espace métrique.

1.2. Exemples

» E = R™, muni de la distance définie par :
Vx,yeR"d(x,y) = Xi_; | x; —y; | estun espace métrique.

» E = R™ muni de la distance euclidienne definie par:
Vx,y € Rhdy(x,y) = [Xi—y 12 —y; 1212

» E = R™ uni de la distance de Tchebychev définie par :
Vx,y€R" dy(x,y) = Max;—; | x; —y; | estun espace métrique.
1.3.Topologie des espaces métriques
Soit (E,d) un espace metrique .
1.3.1 .Définition :
on appelle ouvert de (E,d) toute partie O de E qui est vide ou qui vérifie :

Vxe0,3ar > 0,B(x,r) c O .

On vérifie facilement les conditions d’espace topologique,ainsi une distance
définit une topologie .

1 .3.2.proposition : une boule ouverte est un ouvert.

1.3.2.1. preuve :soit B(x,, ry)une boule ouverte de (E,d) .soit x € B(x(, 1) .On

ro— d(xg,x)

a d(xyx)<rgetonposep = .alors la boule B(x, p) est incluse

dans B(x,, ) .En effet pour yeB(x,p) ona:

d(xp,x) _ ro— d(x0,x)
2 - 2

d(x()'y) Sd(XO,X) + d(x'y) < d(xO,X) + - < 10-

-
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1.3.3. corollaire :un ouvert de (E,d) est une union quelconque de boules
ouvertes.

1.3.3.1. Preuve :soit O un ouverte de(E,d) .pour tout x € O ,il existe r > 0 tel
que B(x,r) c 0 .ainsi le réel strictement positif , = sup{r > 0,B(x,r) C
Cest bien défini pour tout xedet on a 0= xeOB(x,7x).

1.4. Remarques

¢ Une suite (Xn) de points d’un espace métrique E est dite convergente
Vers un point
xe E silim,,_,, d (x,X,,) = 0.

s L’espace métrique est noté par le couple (E, d).

2. Les espaces complets

2.1. Suite de Cauchy

2.1.1. Définition : une suite (X,,) de points d’un espace métrique E est
appelée suite de Cauchy si :

Vve> 0,2 eNvn>m>netvn =>n =d((X,,X,) < est

satisfaite.
2.2. La convergence
2.2.1 Définition : On dit que la suite (X,,) converge vers x € E Si :
ve> 0,2'eN,vn = n' - d((X,,x) <€
2.3.1 espace complet

2.3.1. Définition : on dit que I’espace E est complet si toute suite de Cauchy est
convergente.

2.3.2.Exemple

» Soit E = ([a, b], R™")I’ensemble des fonctions numériques définie et
continus dans [a, b]

d(f,9) = supxejap | f(X)—gx) I.

3. Théoréme de Baire : si un espace métrigue complet E est mis sous la forme
d’une somme dénombrable de ses sous-ensembles fermésA;, A,, ... A,,; alors
I’un au moins de ces sous-ensembles contient une boule de I’espace E.

3.1. Lemme de Baire : un espace métrique complet E, s’il est composé d’un
ensemble dénombrable despoints, contient un point isolé.

-
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4. Les espaces Vectoriels normés

4.1.Définition : soit E un espace, k un corps réel, on note I.I la fonction qui
vérifie :
v (d)|lx]l =0 et ||lx|]| =0six=0.
vV (dy)VaeK, |lax||= lallx]
v (d3) llx+ vl < llx]l + |yl (Inégalité triangulaire).on dit dans ce cas
que I’espace vectorielle (E, I.I) est un espace normé.

4.2 .Exemples(Normes classiques)
Soit X eR™:
> lxlly =X Tx 1
> x|l = [ Xi=q | x; 17]%; (norme euclidienne)
> ||1xllee = Max;—1_, 1 x; | ; (norme infinie).
4.3.Remarques

+ Toute norme induit une distance, mais toutes les distances ne praviennent
pas d’une norme.

% SurR™ toutes les normes sont équivalentes.

¢ Deux normes l.letl.l sur E sont équivalentes s’il existe deux constantes
réelles a >0 et >0

Tellesque:Vx,yeE:allx|| < |yl < B llx|l.

4.4.Equivalence des normes dans un espace vectoriel normé de
dimension finie

4.4.1. Théoréme : Dans un espace vectoriel normé de dimension finie toutes les
normes sont équivalentes.

4.4.1.1.Déemonstration du théoreme : soit E un espace vectoriel de dimension
finie muni d’une norme ||.|| et (e1, ..., en) unebase de E. Soit ||.||oc la norme de E
définie par |

[x1e1 + -+ x, €, || = max; <, |x;|. Montrons que ces deux normes sont

équivalentes, ce qui montrera que toutes les normes de E sont équivalentes.

]
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Pour toutx = x;e; + -+ x,e,deEona |[|x || = [lxieg + -+ x,e,|] <
Zi=1llxkerll = Xg=1lxe - llexll < Xk=1llex Dlxllo

et il existe donc une constante k telle que ||.|| < .k|]- ||co-

Soit d’autre part S= { € E / ||x|| = 1} la sphére unité de E muni de la norme
||x]| . Considérons 1’application ¢de S dans r définie par ¢ (x) = ||x| |

Pour tous xetyde Sona |[x|]| =] yll —<Ix-Y||<K||x - ¥|| »Ce qui assure la
continuité de ¢.

D’autre part E étant de dimension finie, S est un compact de (E,||. || ) et par

conséquentg est bornée dans S et atteint ses bornes. 11 existe donc o et f dans S
tels que [lof| =m = Inficsllxllet [|B]| =M = Supyes |||l

. Comme a et B appartiennenta Son a |||l = [|B]lcc = 1donc a#0 et B #0 et
m et M sont des reels strictement positifs.

Soit x un élément non nul de E; ——appartient a S donc m < I <M soit

llx1leo e lleo

m|lx||e < |lx]I<|lx]lc M inégalité encorevalable si x = 0, ce qui acheve la
démonstration.

5.Les espaces topologiques
soit E un ensemble P(E) I’ensemble des parties de E, et soit T < P(E) .
5.1. Définition 1 :

On dit que 7 est une topologie sur E si :
v Eetpc O
v’ une rénion quelconque d'élement t appartient a .
VO; ;Ui O;CT.
Teststabe pour une réunion quelconque.
v" Une intersection finie d’élément de T appartienta t
VO0,;-1.,.CT ;N}-; 0;,Ct. Test stabe pour une intersection finie.
e Ondit que (E, 7) est un espace topologique (t est une
topologie sur E).

]
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5.2.Remarque:

e Les ¢léments de T sont appelés des ouverts
5.3. Exemple

» E ={a,b,c,d,e}

t={{E,0,{a}},{c,d},{a,c d}, {b,c,d, e}}
T Définie une espace topologique.

6.L’espace de Banach

6.1. Définition : un espace de Banach est un espace vectoriel normé et
complet.
6.2. Exemple :L! et L? sont des espaces de Banach

= Un élément de L' définie par : f eL";|If1l =/, 1f ()| du.
= Un élément de L* d éfinie par :f eL? ;|| fl|=], |f(x)|'/?

6.3. Remarques

e Tout sous espace fermé d’un espace de Banach est lui-méme
un espace de Banach pour la norme induite.

Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace
de Banach.

e Une différence topologique fondamentale entre espace
vectoriel normé de dimension finie et espace vectoriel normé
de dimension infinie réside dans la caractérisation des parties
compactes.

e Dans un espace vectoriel de dimension finie les parties
compactes sont les parties fermées et bornées.

e Dans un espace vectoriel normé de dimension infinie la
boule unité fermé n’est jamais compacte.

]
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/.L’espace de Hilbert
7.1.Définition :

Soit H un espace vectoriel ,on appelle produit scalaire
<,> HxH->C
(x,y) =< x,y >qui vérifie :

+ . p(ax + By, 2)= ap(x, 2)+ Bo(y.2).

* 0(x,y) =0, x).
+ Définie positive espace

L’espace H muni du produit scalaire est appel€ espace prehilbertien ;s’il est
complet ; alors il est appelé un espace de Hilbert.

Un espace de Hilbertest un espace norme car la norme est définie par :

|x||=V< x,x > .

Notons que de maniere général un espace norme n’est pas nécessairement un
espace de Hilbert (il faut que la norme vérifie I’égalité de parallélogramme)

7.2.Proposition :si (./.) est un produit scalaire sur H ,I’application

H— [0, + OO[

- x—y/(x/x).
Est une norme sur H.

7.3.Définition (base hilbertienne) : soit (H,(< x,x >./.)) un espace de Hilbert
,une famille (e;),.; de vecteurs de H est dite

v’ orthogonal si (e;/e;)=0, pour tous i, j €I tel que i+ j ;
v’ orthonormé si (e;/e;)=0, pour tous i, j €l tel que i= j ;et (e;/e;)=1 pour
toutiel.

e On appelle base hilbertienne de H une famille orthonormée totale de
vecteurs de H.

7.3.1. Définition (dimension hilbertienne) :on appelle dimension hilbertienne
d’un espace de Hilbert le cardinal de 1’une quelconque de ses bases hilbertiennes
.on note dim H la dimension hilbertienne de H.

]
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Chapitre 02 Rappelle sur les opérateurs

1. Opérateur linéaire
1.1. Définition :

Soient E et E; deux espaces vectorielles sur un méme corps k, une application A
s’appelle opérateur linéaire si les conditions : V xq,x, €eE a ,f €K

A (ax; + Bxy) = aAx; + [Ax,.sont satisfaites
1.2. Définitions

1.2.1 Définition1.Si ’espaceE; est unidimensionnel, alors 1’opérateur A
s’appelle fonctionnelle lin€aire.

1.2.2. Définition 2: un opérateur linéaire A d’un espace normé E dans un espace
normé Ejest dit continu ¢’est-a-dire :

Vx,x’ €E Ve 0, >0telque|lx—x'||<a=||[Ax—Ax||'<¢
1.2.3. Definition 3 : un opérateur linéaire A d’un espace E dans un espace E;est

dit borné s’il est borné sur la boule unité de I’espace E.de sorte que ||x|] <1
implique||4 x|| < ¢ (ou c est un constant).

1.3. Propriétés :

v 1.3.1. Propriété 1 : si un opérateur linéaire A est borné, il est continu en
tout point xde I’espace E.

v 1.3.2. Propriété 2 : si un opérateur linéaire A est continu pour au moins
un point x, alors il est borné.

v' 1.3.3. Propriété 3 : un opérateur linéaire qui est continu pour au moins
un point de I’espace E est continu en tous ses points.

v’ 1.3.4. Propriété 4 : un opérateur linéaire A dans un espace normé E est
dit compact s’il transforme tout ensemble borné en un ensemble pré
compact.

1.4. Remarque :

%+ Dans un espace norme de dimension finie tout opérateur linéaire est
compact.

% Les trois Théorémes suivants sont également valables pour un opérateur
continu A d’un  espace de Banach X dans un espace de Banach Y.

1.5. Théoréme 1 : si une série),;2; X,, =s converge dans I’espace E .alors
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1.6. Théoréme 2 :si x(t) est une fonction continue par morceaux sur un
intervalle

a<t <b. a valeurs dans I’espace X, alors on a

A(f) X(Ddty = [ (AX(®)) dt.

1.7. théoreme 3: si X ( t)est une fonction dérivable pour t = tya valeur dans
I’espace X, alorsona: A[ X (to)]=(4 X)'(ty).

1.8. Exemples :

> Exemplel :

Soit E un espace vectoriel topologique. PosonsA x = x pour tout x € A. Un tel
opérateur qui transforme tout elément de 1’espace en lui-méme s’appelle
opérateur identique.

> Exemple 2 :

En programmation linéaire 1’opérateur :

R™ - R

X—=< a,x >=ax =) a;X;
2. Opérateur adjoint. Opérateurs unitaires. Opérateurs hermitiens :

soit A un opérateur linéaire dans un espace préhilbertien H . on appelle
opérateur adjoint de A I’opérateur A* tel que ,pour tous x ,y de H .

(AX, y)=(x,A"y).
On dit que A est hermitien, ou auto —adjoint si A=A4"
(AX, y)=(x, Ay).
On dit que A est isométrique si Vx e H
1A x]| = lxI.
On dit que A est unitaire si A admet un inverse et si A* = A™1
(Ax, y)=(x,A7"y)
Un opérateur unitaire est isométrique .en effet
A x|? = (Ax,Ax) = (x, A"A x) = (x, A7 A x) = (x,x) = ||Ix]|*.

La réciproque est fausse ,car un opérateur isometrique peut ne pas avoir
d’inverse.

-
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2.1. Théoreme :

Les valeurs propres d’un opérateur hermitien A sont réelles .deux vecteurs
propres correspondant a deux valeurs propres distincts sont orthogonaux.

2.1.1. Démonstration:
e Soit u un vecteur propre de A pour la valeur propre on a:
(Au,u)=(u ,Au)
Ou (11, uX)=(u, pu)
Ou encore g (U, u)=u(u,u)
Comme u est vecteur propre , u X+ 0 et(u, u) #0 .donc yy; = pq. pg estréel .

e Soient u,v deux vecteurs propres correspondant a deux valeurs propres
distinctesuy, u,. On a

(Au,v)=(u, Av)
Ou (.ul u, V) = (U, Uz V)

1 (U, V) =gz (U, V) =pp(u, v) (car uy est réel)
comme pu; # Up.  (u,v)=0. uetv sontorthogonaux.
3.Propriétés spectrales des opérateurs linéaires

Un opérateur linéaire borné A agissant dans espace de Banach X appartient
algebre L(X) de tous les opérateurs lin¢aires bornés agissant dans 1’espace X
. En tant qu’élément de cette algebre il posséde un spectre S4 qui est
ensemble des nombres complexes Aour lesquels A- K n’a pas d’opérateur
inverse borné .Dans le cas de dimension finie (X=C,,) ,le spectre de
I’opérateur A se réduit ,comme nous I’avons vu dans , a un nombre fini , par
exemplem ,de points distincts qui sont les valeurs propres de I’opérateur A
.Nous savons que I’espace C,, est alors décomposable en somme directe de m
sous-espaces invariants dans chacun desquels 1I’opérateur A a un seul point
pour spectre et admet une description compléte . En cas de dimension infinie
|e spectre de I’opérateur A est un ensemble compacte non vide du

plan ,inclus dans le cercle |[k< ||Allou bien , plus exactement, dans le cercle |k <

E VIIAl" dans le cas général, on n’y peut rien ajouter
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e En cas de dimension infinie, un nombre Appartenant au spectre d’un
opérateur A n’est pas forcément une valeur propre de I’opérateur A .On
peut méme dire que ,dans ce cas ,c’est non plus la notion de valeur propre
qui devient naturelle , mais celle de valeur propre généralisée : on appelle
ainsi un nombre Aui admet une suite de vecteurs xy, x,,...telle que
|x,,| = c > 0et Ax,- &, —=0. Toute valeur propre d’un opérateur en est
évidemment une valeur propre généralisée Toute valeur propre
généralisée d’un opérateur A appartient a son spectre ;en effet, si ’on a
Ax, - k, =0 pour une suite x, et que I’opérateur admette un inverse borne
alors  x,=(A— K)'(A-E)x, > 0

e Montrons a présent que tout point sur la frontiere du spectre d’un
opérateur A est sa valeur propre généralisée . soit Aun point sur la
frontiere du spectre ; comme A- K est la limite des opérateur inversibles
A- uE , ouuS,,’opérateur A — K est un diviseur genéralise de zéro en
vertu de ... ,donc il existe suite d’opérateur P, talle que ||B,|]| = ¢ >
0,mais (A — K) B, = 0 dans I’algébre L(X).pour tout opérateur P,, nous
choisissons un vecteur y, tel que |y,|=1, |P,y,| = C/Z,En posant
X, = By, nous avons |x,| = ¢/,

(A = E)x,|= |(A = E)Pyy| < |I[(A = E)Rllyn| = 0
Ce qu’il nous fallait.

Quant aux points intérieurs du spectre d’un opérateur A ,ils ne sont pas
forcément des valeur propre généralisée

3.Le théoreme suivant rend parfois plus simple I’étude d’un opérateur

3.1.Le théoréme : Supposons que le spectre S4 d’un opérateur A
soit la réunion de deux ensembles fermés disjoints S; et S,. Alors
I’espace X est décomposable en somme directe de deux sous-espace
fermésX; etX, qui sont invariants par A , de sorte que le spectre de A
considéreé sur le sous-espace X; est I’ensemble S; et celui considéré sur
X,est S,

3.1.1.Démonstration :Nous utilisons le morphisme de 1’algébre L(X)

établi dans Ce morphisme est réaliseé par la formule
1

f=—@ (A— E)™" f(hdA

l
oul'est une courbe fermée contournant 1’ensemble S,dans le domaine
d’analyticité de la fonction f(A.Dans le cas ou I’ensemble S, est réunion
de ses parties fermée deux a deux disjointes ,il peut en étre de méme
courbe T .Dans le présent cas , I’ensemble S, est réunion de deux
ensembles fermés S; et S, sans points communs est la courbe T' peut se
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composer de deux courbes fermes I'; et I',, la premiere contournant
I’ensemble S; ,la deuxieme S,

La fonction e; (Jqui vaut 1sur I’ensemble S;et O sur S, appartient a
1’algébre U(S,) contient également la fonction e, (Jvalant 0 sur I’ensemble
S,et 1 sur S,.Ces fonctions possédent les propriétés évidentes :

e1(fre,(h=1 (SurS,), ef(h=e;(h
es (J=e, (her (Je, (b =e;(hey (3 =0.
Désignons par E; et E, les opérateurs linaires correspondant
respectivement aux fonctione;(} et e,(J Vu les propriétés dun
morphisme, nous avons
E, + E,=E ,E? =E, , E4 =E,,E,E,=EE,=0

Soient X; I’ensemble des solution (dans 1’espace X)de I’équation E;x = x
et X et celui des solution de I’équation E,x = x . En particulier , tout
vecteur de la forme x = E;y ,pour n’importe quel yeX,est solution de
I’équation E;x = x car E; (E,y)=E?y=E,y.

Il est évident que X;etX, sont des sous-espace dans espace X et sont
fermes en vertu de la continuité des opérateurs E; et E, .Si
zeX; N X,,alorsz=E,z=E,z ; or E;z=E;(E,z)=E1(E,z )=0 d’ou z=E;z=0
Ainsi , 'intersection des sous-espaces X;etX, ne contient que le vecteur
nul . En appliquant I’opérateur E; + E,=E ,a un vecteur y quelconque on
trouve y=E;y + E,y le premier terme appartenant a,X;, le deuxieme a X,
I’espace X est donc décomposé en somme directe des sous-espaces
XietX, .

Soit xeX;, Alorsona Ax = A(E;x )=E;(Ax),donc Axappartenant aussi

au sous-espace X; ; par conséquent , X; est invariant par I’opérateur A .
D’une fagon analogue ,X, est invariant par A .

Il reste @ démontrer la conclusion du théoréme . Posons A;=AEj ;
A, se confond avec A sur le sous-espace X; et est nul sur X, . D’autre part
,en peut écrire

A= f BGA- BT dA

Ici I’on peut remplacer la courbe T par I; car la fonction e; () est
nulle sur la courbe T, . Ceci fait , on peut remplacer la fonction e; (A par
1 ; définitivement ,on aura

A1=
Ensuite ,quel que soit u ,

1

2mi

§[‘1 M - E)_l dA

.
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A~ RE;= 6 (- i)(A— B)™ A

Supposons que u Soit a I’extérieur de la courbe I ; construisons 1’opérateur

Q'“ 2mi §F

Les mémes raisonnements que dans impliquent

(A-B)~tdk
Au

(A E) tark 1

2m

(A1 — uE1)Q,= Py 9SF Sﬁp fMA— Kt dEE

De la sorte , ’opérateur A~ uE est inversible dans le sous-espace X; par
conséquent , le spectre de I’opérateur A dans le sous-espace X; ne peut
contenir que les points de I’ensemble S;. De méme, le spectre de A dans
X, ne peut contenir que les points de S, . Montrons que le spectre de A

dans X; contient tous les points de I’ensembleS; .

Soit feS; .On a vu que ’opérateur A — §E est inversible dans le
sous-espace X, ,de sorte qu’il existe un opérateur Q, tel que
(A — §E)Q,y = y pour tout yeX, ;sil’opérateur A — JE était
inversible dans lesous-espace X7 ,il existerait un opérateur Q; tel que
(A— JE)Q,x = x pour tout xeX;.

On construirait alors un opérateur Q se confondant avec Qdans X; et
avec Q, dans X, et linéairement prolongé sur tout le X . En vertu de, il
serait un opérateur linéaire borné¢ dans I’espace X . Evidemment , il serait
en méme temps I’'inverse de A — AE .or c’est impossible parce que
$eS, . le théoreme est démontre.

=
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1. Principe de I’application ouverte
1.1.Introduction :

Soient X et Y Deux espaces métriques et y=F(x) est une fonction
continue, alorsl’image réciprogue de tout sous- ensemble ouvert est un
sous ensemble ouvert.

L’image F(G) d’un ensemble ouvert (GCX) n’est pas forcément un ensemble
ouvert dans Y.

1.1.1. Probléme : quellessont les conditions pour que I’image F(G) d’un
ensemble ouvert (G cX) soit un ensemble ouvert dans 'Y ?

1.2. Théoreme :

Soit A un opérateur linéaire continu appliquant d’une fagon bijective un
espace normé et complet X sur un espace normé et complet Y. Alors I’opérateur
A transformé tout ensemble ouvert (Gc X)dans un ensemble ouvert F(G) cY

1.2.1. Démonstration :
Désigner par v,la boule{x : |x |<r}.

Nous allons d’abord démontrer que la fermeture de I’ensemble A(v;) dans Y
contient une boule de I’espace Y.

Par hypothese, on a Y=AX)=A(U;=;v,)=Uy-1A(v,).d’autant plus, Y=
Usy=1 A(v,,).en vertu de théoréme de Baire.

I1 existe un numéro n=N tel que I’ensemble A(vy) contienne une boule {y : | y-
Yo | <e}.comme 1’ensemble A(vy) est évidement équilibre, il contient également

la boule {y: |y+y0 | <e}.de plus, I’ensemble A(v,) est convexe (puisqu’un
opérateur linéaire transforme un ensemble convexe en un ensemble convexe, et
la fermeture d’un ensemble convexe est convexe) contient donc la boule W=
{y: | y | <g} incluse dans I’enveloppe convexe de deux boules mentionnées.

Pour la raison d’homothétie, il est clair que, quel que soit p>0, on a
’inclusion W, cA(v,), ce qu’il nous fallait.

Montrons a présent que I’ensemble A(v;) lui-méme (et non seulement sa
fermeture) contient la boule Wy, .

=
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Soit y € Wy(n)-puisqu’on a démontré que Wy,ny © A (v1,,).1l est possible de
choisir un point y; € A (vy,,) autant proche que I'on veut du point y .par
exemple, on peut le faire de facon a avoir |y—y1 | <e/4N .vu que

W, jany©A(v1,4), ON peut trouver de méme un point y, € A(vy,4) tel que-y;-
B2 |<e/(8N).en continuant le procédé on construit, pour tout n=1,2,...... ;un
point y, € A(vyon) tel que | y-y1-y, — -y, | <e/(2"T1 N).

Par construction on a y=)7_;¥, .or,y,=A Xx,,0Ux, € vy, de sorte que
| Xy, | <1/2™I’espace X étant complet, lasériex;+x,+...converge; SOitx =
Yir—1 X, .comme I’opérateur A est continu, Ax=A
(vt X0 )= et A %, =Yzy Yp=y-de plus , | x | <¥o; 1, | < Xy 1/2"=1.par
consequent, la boule W, (5, est contenue dans I’image de la boule v;,ce qu’on
affirmait.

Toujours pour la raison homothétie, ona W,A c (Vgp (ZN))pour tout p > 0.En
particulier, il résulte de [x — xy| < 6 que |Ax — Axy|=|A(x — x¢)| < § €/(2N),
de sorte que I'image A(U) de la boule U={x:|x —x,| < 8} contient la
boule{y: |y — Ay| < 6 €¢/(2N)}Il en découle que I’image de toutensemble
ouvert GcX ensemble ouvert dans Y, et le théoreme est complétement
démontré.

1.3. Les conséquences :
1 .3.1.Conséquence :

Si A est une application continue et isomorphe d’un espace normé complet X
sur un espace normé complet Y, alors ’application inverse A~! est elle aussi
continue.

1.3.1.1. Démonstration : Dans ce cas, 1’opérateur inverse A~! est défini d’une
facon univoque et est évidemment linéaire de méme que A. en vertu du
théoréme b, I’image réciproque par ’opérateur A~! de tout ensemble ouvert
GcX est I’ensemble ouvert A GCY En

Particulier, I’image réciproque de la boule {x: |x| < €} contient une boule
{y:|y| < €},ce que signifie la continuité de I’application A~*

1.3.2.Consequence :

Si un espace vectoriel L est complet par rapport a chacune des deux
normes|x|,et|x|,alors D’existence d’une constante c¢; telle que |x|, =

&
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cq1|x|ipour tout xeL implique 1’existence d’une constante cptelle que |x|; =
c1|x|,pour tout xeL ;

» 1.3.2.1. Démonstration : Considérons I’application identique A de
I’espace normé X que 1’on obtient en munissant L de la norme |x|,Sur

I’espace normé Y que I’on obtient en munissant L de la norme |x|; .En

raison de I’inégalité |x|, = cq|x|; ,cette application est continue. par
hypotheése et selon ¢ I’application inverse est continue elle aussi, d’ou
le résultat cherché

1.3.3. Conséquence :

Supposons qu’un espace complet X soit mis sous forme de somme direct de

deux sous-espace fermés X; etX, de sorte que, pour tout vecteur xeX ,on a une
représentation unique

X =x1+xp, x1€X; xy€X,

I’opérateur P; qui a tout vecteur X fait correspondre sa composante x s’appelle
projecteur (ou projection)sur le sous-espace X;; d’une maniere analogue ,
I’opérateur P,

faisant correspondre a tout vecteur X sa composante x,s’appelle projecteur (ou

projection) sur le sous-espace X, .Ces opérateur sont évidemment linéaires, mais
il n’est point évident qu’ils soient continus. Nous verrons que les opérateurs

P; etP, sont continus en supposant I’espace X complet,les sous-espaceX; et
X,fermés, et en utilisant le théoréme sur 1’application ouverte.

En plus de la norme initial|x| = |x|;, introduisons dans I’espace X norme
x|z = lx1l1 + |x2 |4
Il est évident que |x|,vérifie les axiomes de la norme .Nous avons aussi

lx|y < |xqly + [x211 = |x];

Montrons que 1’espace X est complet par rapport a la norme
|x], .soit{x(”)}une suite de Cauchy pour la norme |x|, ;il résulte de 1’égalité

0] o)

&
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Que les suites {x ™), Jet{x ™), }sont de Cauchy pour la norme |x|;.L’espace X
étant complet, il existe les limites

x=lim,, o, x™), Xo=lim,, o x™),

Les sous-espaces X; et X,étant fermés, on a x; €Xi, x, €X,. Posons Xx=x; +x;.
Nous avons

x™ -0

1

|x—x(")|2=|x— 1+|x—x§")

De sorte que x est la limite de la suite{x }pour la norme|x|, ,ce qui démontre
que X est complet par rapport a la norme|x|, .En appliquant d on voit que les
normes |x|; et |x|,sont équivalentes ; en particulier, il existe une constante ¢
telle que I'inégalite

lx[2=x1 [1+1x2 |1 <clx]|;=c|x]
A lieu pour tout XeX ;mais alors on ; aussi
|Prx[=]x1 |1 <clx| ,|Pyx|=|x;]; <c|x|
Ce qui démontre la continuité des opérateurs P;etP,.
1.3.4. Conséquence :

Soient toujours X un espace complet, somme directe de deux sous-espaces
fermés X; et X,, etP; et P, les projecteurs correspondants .soientA ;un
opérateur linéaire continu dans X; et A,un opérateur linéaire continu dans X,
definissons dans I’espace X

L’opérateur A d’aprés la formule
AX= A(x1 + x3)=A1x1+A,x,
L’opérateur A est évidemment linéaire
L’opérateur A est continu dans I’espace X
= 1.3.4.1 .Démonstration :
En effet
AX=A{x1+A,x,=A{P;x+A,P,X
Et, les opérateurs P; etP, étant bornés dans I’espace X d’aprés e, nous avons

|Ax| < l|A1[[-|IPy ] 1x [+ Al [P ]. x| =clx]

=
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Ce qu’il nous fallait.

1. Le théoreme du graphe ferme
2.1. Rappel : graphe et topologie produit
Le graphe de T est I’ensemble  G(T) ={(u, T u)/lue E}c E xF de la
topologie produit, soit encore de la norme ||(u, v)||lgxr  =llullp X

|V || z.EXF est alors un espace de banach pour||. || pxf-
Pour prouver que {T) est fermé pour cette norme ,on se donne une suite
(U,)n end’€élément de E qui converge vers u dans E et telle que
(TU,),eny converge vers v dans F.on montre alors que v=T u. pour
montrer la continuité de T ,on se donne une suite ( U,,),, eyd’élément de E
qui converge vers u dans E. on doit alors prouver que (TU,,), ey CONverge
vers un élément v dans F et que v=T u.
Le caractere fermé T(T) est donc une hypothese a priori plus faible que la
continuité de T .nous allons maintenant voir que dans les espaces de
Banach ,le caractére fermé de T(T) est en fait équivalent a la continuité
deT.
2.2. Théoreme (graphe ferme)
soient deux (E,||. ||5) et (F,I|. ||r) espaces de Banach .soit T :E— F une
application linéaire .alors T est continue si et seulement si son graphe est
ferme.
2.2.1. Preuve
Supposons T(T) fermé et montrons que T est continue. G(T)={(u, T u)/
UE E} est un sous- espace vectoriel de E xF car T est linéaire .comme il
est fermé dans E XF qui un espace de Banach, T(T) est aussi un espace de
Banach pour||. || gx.S0it p; : EXF—E 1la premiére projection, p;((u,
v))=ualors,p; est linéaire et continue. Onconsidére sa restriction a T(T)
,q1=p1 | T(T) associe u .alors ,q; est linéaire bijective entre Banach
.q1admet donc un inverse continu par le théoréeme de I’isomorphisme de
Banach,
g1 : E=T(T)
U— (u, Tu)
Si p, : E—F est la seconde projection, p,((u, v))=v, ¢’est aussi une
application linéaire continue .alors,
p; o pr ' E—F
U—-Tu
Est continue et T=p, o pyl.donc, T est continue.

&
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On déduit du théoréme du graphe fermeéla continuité des projections sur
des supplémentaires dans les espaces de Banach.




Gonctusion

on vient de voir que Je théoréme de | ’tgaffz'catz'on cuverte a Eeaucouf
d ’g]a(]afz'catz'on Jen ertz'cufz'er Ja t[écomjaoaition goectrafe d un

g]oe”rateur )
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