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Résumé

e but de ce travail est de faire une étude sur les techniques existante de passage
entre les expressions régulieres et les automates d’arbres. En effet, une expression
rationnelle est une représentation textuelle formée d’opérateurs. Cette derniere
sert a décrire un motif d’arbres donné. Quant aux automates d’arbres, ils servent
a reconnaitre une famille d’arbre suivant une certaine régularité.

En généralisant le théoreme de Kleene connu pour les langages de mots, une
équivalence entre les langages réguliers (décrits avec une expression réguliere) et
des langages reconnaissables (reconnus par un automate d’arbre) est présente.
Trois algorithmes sont définis dans la littérature a savoir les automates de
Thompson, de positions et des équations. Le but de cette étude est la d’effectuer
une comparaison de complexités et d’équivalence entre ces trois techniques.
mots-clés: automates d’arbres, expression réguliere , Thompson, de

positions des équations ,complexités

v



Abstract

The aim of this work is to make a study on the existing techniques of passage
between regular expressions and automata of trees. Indeed, a regular expression is
a textual representation composed of operators. The latter is used to describe a
given tree pattern. As for the automata of trees, they serve to recognize a family of
trees according to a certain regularity.

By generalizing the Kleene theorem known for the language of words an
equivalence between regular languages ( described with a regular expression ) and
recognizable languages (recognized by a tree automaton ) is present. Three
algorithms are defined in the literature namely Thompson automata, positions and
equations. The aim of this study is to perform a comparison of complexities and

equivalence between these three techniques.
keywords: automata of trees,regular expression, Thompson
automata, positions , equations , complexities.
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Introduction générale

Urant les dernieres années, les chercheurs et les industriels se sont penché vers
E la théorie des langages d’arbres et des automates d’arbres afin de solutionner
des problemes complexes. Cette nouvelle tendance se matérialise dans plusieurs
domaines comme dans les données XML et XML schémas [1, 2], le traitement du
langage naturel [3], la vérification formelle et 1’analyse des programmes. Concu
pour la premiere fois dans les années soixante [4], ce formalisme avait pour but
de donner une généralisation de la théorie des langages pour les arbres faiblement
utilisés dans des domaines concrets. En effet, la seule application majeure était
la vérification des circuits intégrés. Durant les années 70, beaucoup de résultats
théoriques concernant les automates d’arbres ont été établis. Mais un écart entre
cette théorie en développement et la pratique a commencé a se manifester. En
particulier, la complexité croissante des solutions données vis-a-vis du probleme
de “décidabilité” et I’incohérence entre ses résultats et les ressources matérielles
de I’époque. Petit a petit, cette théorie a repris sa place dans la pratique. Le
retour considérable vers la structure arborescente a suscité de rediscuter, améliorer

et appliquer ce genre d’outils formels qui sont les automates d’arbres.

Automates d’arbres Les automates d’arbres sont une généralisation des automates

de mots. Ils sont parfaitement adaptés pour la modélisation des structures de
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données arborescentes (pages Web, XML, vérification des programmes, récursivité)
et sont de plus en plus utilisés comme modeles de langages en traitement
automatique des langages naturels. Les défis posés par 1’analyse de grandes masses
de données, en extraction automatique en particulier, ont suscité de nouveaux
travaux sur I’inférence grammaticale de ces automates. Les langages réguliers de
mots et les automates finis qui les reconnaissent sont des outils formels de base pour

traiter les séquences de données.

Expressions rationnelles Une expression rationnelle d’arbres appelés aussi motifs
d’arbres est aussi une généralisation de celle sur les mots. Elle est aussi une chaine
de caractere incluant des opérateurs fondamentaux permettant de décrire -selon une
syntaxe précise- un ensemble d’arbres ou bien un langage d’arbres ditrationnel.
De la méme fagon, les langages rationnels d’arbres permettent de manipuler les

structures arborescentes de données telles que les pages Web.

Problématique Le but de ce travail est de faire une étude sur les techniques existante
de passage entre les expressions régulieres et les automates d’arbres. En effet, une
expression rationnelle est une représentation textuelle formée d’opérateurs. Cette
derniére sert a décrire un motif d’arbres donné. Quant aux automates d’arbres, ils
servent a reconnaitre une famille d’arbre suivant une certaine régularité.

En généralisant le théoreme de Kleene connu pour les langages de mots, une
équivalence entre les langages réguliers (décrits avec une expression réguliere) et
des langages reconnaissables (reconnus par un automate d’arbre) est présente. Trois
algorithmes sont définis dans la littérature a savoir les automates de Thompson, de
positions et des équations. Le but de cette étude est la d’effectuer une comparaison

de complexités et d’équivalence entre ces trois techniques. Un méta-algorithm
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Plan de la thése Omit cette introduction, ce mémoire de these est organisé en 3

chapitres.

Le premier chapitre présente les définitions de notions et notations utiles pour
la compréhension des arbres, langages d’arbres et expressions rationnelles qui

dénotent la classe des langages réguliers.

- Le deuxiéme chapitre prend étudions des techniques existante pour la

conversion d’une expression rationnelle en un automate équivalent.

le troisieme chapitre. c’est le dernier chapitre, et dans le j’ai comparé entre les

différents construction d’automates.

Finalement, nous présentons nos conclusions



Chapitre 1

Généralités sur les arbres
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1 Introduction

Dans ce chapitre , nous présentons la Notions et définitions sur les arbres,les
opération sur les arbres ,les automates par les mots et par les arbres , expression

réguliere par les mots et par les arbres et langages d’arbres

2 Notions et définitions sur les arbres

Dans cette section, nous allons introduire les notions et les définitions nécessaires

pour la bonne compréhension du reste du mémoire.

Omit nos propres définitions, la plupart des notions, notations et définitions
présentées dans ce chapitre sont principalement compilées a partir du document

de référence “tata” [5]. D’autres référence sont aussi utilis€es comme [6, 7, 8].

2.1 Alphabet, mots et langages

Afin de faire I’analogie avec la théorie des langages, nous commencons par rappeler
quelques notions basiques mais nécessaire pour normaliser les formalismes [7, 8].
Un alphabet est un ensemble fini de symboles. Un symbole est appelé “lettre”.

Un mot est une suite finie (éventuellement vide) de lettres.

Un arbre est une collection (éventuellement vide) de noeuds et d’arétes assujettis
a certaines conditions : un noeud peut porter un nom et un certain nombre
d’informations pertinentes ; une aréte est un lien entre deux noeuds. Plus de détails
concernant la structure d’arbre, la définition formelle, les fonctions ainsi que des
exemples sont présentés ci-dessous

Le mot vide est noté par convention €.

L’étoile de Kleene X" (resp. X") est ’ensemble de tous les mots (resp. I’ensemble
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de tous les mots non-vides) qu’on peut construire a partir de 1’alphabet X.. En effet,

I’étoile de Kleene peut étre construite comme suit :

- € € X" est un symbole spécial appelé le mot vide,
-oCX pourtouto € X,
- siu,v € X* alors uv,vu € ¥*.

La longueur d’un mot u notée |u| correspond au nombre total des lettres de u. Par
conséquent, | | est une application de IN — ¢* qui est définie par induction comme

suit:

B |€| = 0’
-Yaeo,lal=1,
- Soient u,v € ¢* alors |uv| = |u| + |[v|.

L’opération de concaténation : de deux mots u,v € ¥* résulte un nouveau mot
uv constitué par la juxtaposition de lettres de u et de lettres de v. Nous avons
alors |uv| = |u| + |v|. La concaténation est une opération interne de X*; elle est
associative, mais pas commutative (sauf dans le cas dégénéré ot X ne contient qu’un
seul symbole). ¢ est I’élément neutre pour la concaténation : ue = eu = u. Si u se
factorise sous la forme u = xy, alors on écrira y = x"'u. La position : Pos* d’un
nombre entier i € IN est une application IN — ¢ qui retourne le symbole se trouvant
a la i—éme position d’un mot u.

Un langage est un sous ensemble de ¥ pour un alphabet ¥ donné. Un langage peut
étre fini ou infini.

Soit ¥ ={a, b,c,d}. Alors :
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- ¥ = {¢,a,b,c,ab,ba,ac,ca,abc,ach,...}, soit ’ensemble de tous les mots

composés de lettre de ¥..
- {e,a,b,c,d},{a,ab,abc,abced} sont deux langages finis.

- {a,aa,aaa,aaaa,...} est un langage infini qui contient tous les mots composés

a partir de la lettre a.
- le| = 0,labcd| = |aaaa| = 4

- Pos?cd(2)=b

3 Opérations sur les arbres

Il existe plusieurs opérations utiles sur les arbres. Deux parmi elles ont déja été
citées. Il s’agit de I’opération R qui retourne le symbole de la racine d’un arbre et
St qui retourne 1I’ensemble des sous arbres. Dans cette section, nous allons présenter

d’autres opérations tres intéressantes : substitution, concaténation.

3.1 La substitution

La substitution peut &tre vue comme un remplacement d’un sous arbre d’un arbre

cible par un autre arbre donné. Selon [6], il en existe trois types de substitutions.

Définition 1.1 (Substitution d’une seule occurrence d’un sous arbre) Soit s,t € Ty.

d
t[« s] dénote ’arbre dans lequel I’arbre u = Pos'(d) est remplacé par s.

Définition 1.2 (Substitution de toutes les occurrences d’un sous arbres) Soient
s,t € Tx. t[u « s] dénote I’arbre dans lequel toutes les occurrences de I’arbre

u sont remplacées par ’arbre s. Cette substitution est définie comme suit :

- ulu —s]=s,
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- t{lu «—s]=tsiseSt(t),

- f(tl,...,tf)[u —s]=f(t;[u <« s],...,tf[u «—s]).
Concaténation d’arbres

Etant un cas spécial de la substitution, la concaténation d’arbres est une opération
tres utilisée car elle participe dans la définition d’une classe de régularité pour les

arbres [9]. Il s’agit d’une substitution ou I’arbre a substituer est une constante.

Définition 1.3 (Concaténation d’arbres) Soit s, t € Tx. t..s dénote I’arbre o toutes

les occurrences de c € ¥y sont remplacées par ’arbre s.
- C.cS=5,
-d..s=dsid+#c,
- f(tl,...,tf).cs :f(tl.cs,...,tf.cs).
La concaténation est une loi de composition interne dans Ty satisfaisant :
- Elle n’est pas commutative : t..u # u..t,
- Elle est associative : s..(t.cu) = (S..t)..u,

- L’élément neutre de .. est c.

4 Les automates

wikipedia ”Un automate fini ou automate avec un nombre fini d’états (en anglais
finite-state automaton ou finite state machine) est un modele mathématique de
calcul, utilisé dans de nombreuses circonstances, allant de la conception de

programmes informatiques et de circuits en logique séquentielle aux applications
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dans des protocoles de communication, le controle des processus, la linguistique et

méme la biologie [10]
4.1 Les automates pour les mots

Définition 1.4 (Automate fini). Un automate fini sur un alphabet Y. est un tuple A =
(2,Q,1,F,0) Q est un ensemble fini d’ états,] C Q I’ ensemble des états initiaux,
F C Q I’ ensemble des états finals, et 6 C Q x XU {e} x Q la relation de transition.
Alternativement, on peut voir & comme une fonction de Q x ¥ U {e} dans 29 I’
ensemble des parties de Q. On étend naturellement la définition de o sur QxX*xQ
par 0*(q,€) = q et 0*(q,aw) = Uq'eé(q’a)é(q’,w). Par un abus de notation bien
pratique, on peut aussi [’étendre des ensembles d’ états ou de mots par I’ union
0*(E,L) = Uyep,uer 6°(q, u). Enfin, on peut définir similairement la relation inverse

6 ={(qap)|(paq) ed)
4.2 Les automates pour les arbres

Dans la théorie des langages réguliers des mots, les automates finis sont la
représentation la plus utilisée. Dans cette théorie, les automates déterministes
et non-déterministes sont considérés comme équivalents de point de vue
d’acceptation. La direction de traitement des mots est sans importance, Plusieurs
types d’automates finis d’arbre, qui sont d’ailleurs une généralisation des automates
de mots, peuvent étre définis. Ici, la direction de traitement de 1’arbre est
significative. Les automates sont divisés en plusieurs catégories selon deux criteres
: déterminisme et direction de traitement. Il y a des automates déterministes et
non-déterministes, qui peuvent a leurs tours étre descendants ou ascendant . Les

automates déterministes descendants sont moins puissants que les autres qui sont
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tous équivalents. Un automate d’arbre est composé d’un ensemble d’états, un
ensemble de transitions, un ou plusieurs €tats finaux et un alphabet. L’automate
a un seul état final s’il est ascendant et plusieurs s’il est descendant. Contrairement
aux automates reconnaissant les mots, ou la transition s’exprime par une relation
entre deux états, dans les automates d’arbre, une transition est une fonction affectant
d’une part un état et d’autre part un ensemble d’états. Ceci s’explique par I’ arité des
symboles de I’alphabet. Plusieurs définitions formelles d’automates d’arbre existent

dans la littérature. Elles sont similaires et utilisent un alphabet a rang borné.[11]

Définition 1.5 Un automate d’arbre A est un quadruplet (Q,Y, A, Q) tel que:

.Q est un ensemble fini d’états,

. X est un alphabet a rang borne,

. A ={6,ae€X}U{d.} est 'ensemble des relations de transition, ou 6, C Q x Q,,
pour tout a € ¥ et 0. C Q x Q est la relation de transition vide, et

. Q1 x Q est I’ensemble des etats finaux. Les relations de transition sont de la
forme

f(g1(x1),92(x2), s g (1)) —> q(f (%1, %2, %)), 0un 2 0, f € ,,9,91,..,9n €
Qetxy,x9,...,x, € X.

Si le symbole est une constante, la relation de transition est de la forme a —
q(a). Ces regles sont considerees comme des regles initiales (avec lesquelles nous

commencons les derivations).

10
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e} o
(@D—o——

Figure 1.1: Exemples de transitions simples dans un automate d’arbre

1

qo 2

@

Figure 1.2: Exemple de transition multiple dans un automate d’arbre

5 Expression réguliere

une expression réguliere ou expression normale ou expression rationnelle ou motif,
est une chaine de caracteres, qui décrit, selon une syntaxe précise, un ensemble de

chaines de caracteres possibles.”

5.1 Expression pour les mots

Langages reconnaissables

Définition 1.6 (Langage reconnaissable). Le langage reconnu par un automate est

A=(X,Q,I,F)0)

LA)={weX*|diel,feF, fed(iw)

11
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Deux automates finis sur Y. sont équivalents s’ ils reconnaissent le m?me langage
de Y. Un langage L sur ¥* est reconnaissable s’ il existe un automate fini sur ¥. tel

que L = L(A). L’ ensemble des langages reconnaissables sur X* est noté Rec(X").
Langages rationnels

Définition 1.7 (Langage rationnel) Rat(X"*) est le plus petit ensemble de parties de
3" qui contient les parties finies de X" et qui est fermé par union, concaténation
et étoile. Un langage rationnel sur ¥* est un élément de Rat(X*). Comme chaque
partie finie de ¥* est soit I’ ensemble vide, soit une union finie de mots de 3, et que
ces mots sont soit le mot vide, soit la concaténation finie de lettres de ¥, on obtient

une définition équivalente sous la forme d’ expressions rationnelles.

Définition 1.8 (Expression rationnelle) Une expression rationnelle E sur Y. est un

terme défini inductivement par
E:::@|€|a|E1|E1+E2|E1E2

ou a est un symbole de 3, et E| et E, sont des expressions rationnelles. On
interpr?te une expression rationnelle E comme un langage L(E) sur ¥ défini

inductivement par

12
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L(E,E;) = L(E1)L(E>)

Le langage d’ une expression rationnelle est bien un langage rationnel. Deux
mesures sont couramment utilisées pour la taille d’ une expression rationnelle E :

| E | la taille du terme E, définie par

lel=lel=lal=1
|E*|=| E|+1
| Ey +Ey |=| EyEy |[=| Ey |+ Ep | +1

L’ autre mesure est le nombre d’ occurences de symboles alphabétiques dans E,

défini par

lell=llell=0
lall=1
IE*[I=I E
| Ey + Ex [|=Il E1 E; [I=|| Eq [[ + [ E2 |

Le théoreme suivant énonce 1’équivalence du pouvoir de description des expressions

rationnelles et des automates finis.

Théorame: 1.9 (Kleene, [12]) Soit ¥ un alphabet. Alors : Rec(X*) = Rat(X*).
Démonstration. Les méthodes constructives permettant de démontrer les deux sens

de Uinclusion . Rat(¥X*) C Rec(X*)

13
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5.2

Expression pour les arbres

Les expressions régulieres d’arbre sont des opérateurs permettant de décrire les

langages réguliers d’arbre définis sur un mémé alphabet . Contrairement aux mots

, les arbres peuvent étre concaténés en plusieurs endroits, les mots étant connectes

seulement a la fin.

Construction d’expressions réguliéres d’arbre  Nous définissons I’ensemble Ret(Y) des

expressions régulieres sur I’alphabet ¥..

1.

2.

5.

6.

I’ensemble vide () est une expression réguliere,

Siae€X,,alors a € Ret(X),

.SifeX,etE,Ey,.. E,€Ret(X)alors f(Ey,Ey,...,E,) € Ret(Y),

Si E{,E; € Ret(X) alors (Eq + E;) € Ret(Y),
SiEy,Ey € Ret(X) etce Xy, alors (Eq..E,) € Ret(X U {e}),

Si E € Ret(X U {e}) et c € Xy, alors E* € (X Uepsilon}).

Définition 1.10 Une Expression Rationnelle d’Arbres (ERA) E a travers un

alphabet ¥ est un terme défini par induction comme suit :

E=0 (1.1)
E=f(Ey,....E,) (1.2)
E=E +E, (1.3)
E=E - E, (1.4)
E=E (1.5)

avec f €X,, ce€ Xg et E; est une ERA pouri=1...n.

14
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Afin d’extraire la sémantique d’une ERA (le langage dénoté par une ERA) nous

introduisons la définition suivante :

Définition 1.11 La sémantique d’une ERA E est le langage d’arbres | E]| défini par

induction comme suit :

[0]] =0 (1.6)

([a]] = {a} (1.7)

[E1 +E]] = [E1 ] V[[E,]] (1.8)
[E1-cEx]] = [E1]l-[[E2]] (1.9)
[(E*“] = [ET (1.10)

[[f(EllrEn)]] = {f(Sl;---;Sn) | 51 € [[El]];---;sn € [[En]]} (111)

oufelX, ceXyetE;estune ERApouri=1...n.

On dit que deux ERA E et F sont équivalentes (E = F) si et seulement si [[E]] =

[F]}

6 Langages d’arbres

La notion de langage d’arbres est tres utile dans le traitement des grandes masses
d’informations car elle donne la possibilité de décrire/reconnaitre des familles
d’arbres qui ont des caractéristiques spécifiques. Dans cette section, nous nous

intéressons aux fondements formels des langages d’arbres.

Définition 1.12 Soit Ty [’ensemble des arbres rangés définis sur . Un langage

d’arbres L est un sous-ensemble de Ty. (L C Ty).

15
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Vue que les langages d’arbres sont des ensembles, on peut utiliser les opérations
usuelles tel que I'union de deux langages d’arbres K et L (K U L), I’intersection
(KNL),le complément C(L)...En raison de simplicité, nous définissons quelques

notations nécessaires pour la lecture du reste du mémoire.

Opérations sur les langages d’arbres

Les mémes opérations de substitution sur les arbres peuvent €tre étendue sur les

langages d’arbres
Définition 1.13 Soit, f €¥,,L,Ly,...,L, € Ty.
- f(Ly,...,L,) ={f(t,..., t,) | t; € L;,i = 1,n} (forét de langages),

d d
- L[« s] = {t[« s]| t € L}(Substitution d’une seule occurrence d’un sous arbre

dans un langage),
- L{ues] = {t{ues] | t € L} (substitution d’un arbre dans un langage),

- Ly..Ly = {t;.c.t | t1 € Li,t, € Ly} (concaténation de deux langages ou

produit-c).

Le produit-c est aussi connu sous le nom de out-inside (OI) substitution [13]. Nous
rappelons quelques propriétés algébriques liées a cette notion (voir [13, 14, 15]).

Comme dans le cas des mots, le produit-c est distributif sur ’union :

Lemme 1.14 Soient L, L, et L3 trois langages d’arbres a travers Y. Soit ¢ un

symbole dans 3. Alors:

(LyULy)-cLy=(Ly-cL3)U(Ly-L3)

16
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Soit t un arbre dans Ty. Alors:

te(LiULy) - Lzyeoduel UL, Avelst=u-v
S ([duel,dvelst=u-,v)V(Auel, vels t=u-.v)
e te(lyL3)U(LycLj)
Une autre propriété commune est I’associativité.

Lemme 1.15 Soient t et t’ deux arbres dans Tx. Soit L un langage d’arbres a

travers ¥ et soit ¢ un symbole dans ¥.y. Alors:

tec (t’ 'CL) = (t'c t,) 'CL

Par induction sur la structure de ¢.

1. t=cAlorst-.(t'-.L)=t"-.L=(t-.t')-. L.

2. teXy\{clAlorst-.(t'-,L)y=t=(t-.t")-. L.

3. t=f(t,...,t,) avec n > 0. Alors :

ftr,eity) e (e L) = f(ty o (t' L), bty (£ L))

=f((t1ct))cL,...,(tyct)-cL) (Hypothese d’induction)
=f(ty et tyct’) L
=(f(t1,.- s ty) e t)-c L

Corollaire 1.16 Soient L, L et L” trois langages a travers ¥, ¢ € X . Alors :

L- (L, ‘c L”) = (L ‘c L’) ‘c L’

Ainsi, nous pouvons conclure que le produit-c est compatible avec I’inclusion.

17
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Lemme 1.17 Soit t un arbre a travers ¥, et L, L’ deux langages de Ty tel que L C L.

Alors:

t-.Lct- L

Par conséquent :

Corollaire 1.18 Soient L, L’ C L” trois langages Ty et c € . Alors :

L.L'cL- L

Une nouvelle propriété qui differe du cas des mots est présentée dans le lemme

suivant.

Lemme 1.19 Soient t1, t, et t3 trois arbres de Ty. Soient a et b deux symboles

distincts dans X tel que a n’apparait pas dans t. Alors:
(t1-ata) -tz =(t1pt3)a(t2-p 13)

Par induction sur ¢;.

1. Sit; = a, alors
(t1-at2) vtz =tapts =(t1pt3)a(t2pt3)
2. Sit; = b, alors
(t1-at2)pts=1t3=(t1 p13)a(t2p t3)
3. Sity =ce€Xy\{a, b}, alors

(t1-ato)ptz =t =(t1 -pt3) 4 (t2pt3)

18
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4. Sity = f(uy,...,u,)avec n >0, Alors

(t1eat2)pts=(f(U1-ata...., upat2))pt3
= f((ur-gt2) 3., (Uy g t2) p t3)
= f((uypt3)a(b2opt3),..., (Uyp t3) 4 (t2+p £3)) (Hypothése d’induction)
= fluy pts,.. ity pt3)q(t2pt3)

= (f(ull"'l un) b t3) ‘a (tZ b t3)

7 Conclusion

Ce chapitre est une introduction aux langages réguliers d’arbre. Nous y avons
présentés les notions de base de ce type de langages ainsi que ses différentes
représentations:les Opération sur les arbres, les automates, les expressions
régulieres pour les mots et les arbres et langage d’arbres.Ces notions seront utilisées
dans les chapitres suivants pour 1’étude les automates de Thompson,Position et

Equation .

19



Chapitre 2

Conversion d’une ER ver un
automate
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1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les techniques existante pour la conversion d’une

expression rationnelle en un automate équivalent.

2 Conversion dans les mots

2.1 Automate de Thompson

La premiere méthode présentée est I’automate de Thompson qui est une
construction simple et intuitive. :[16] on construit un automate A(E) par induction
sur I’ expression rationnelle E. Les automates généralisé vérifient comme invariant
qu’ils ont un unique état initial, qui n a pas de transition entrante et un unique état
final, qui n a pas de transition sortante. Cet invariant permet d’assurer la validité de

la construction pour la concaténation et 1’étoile.[17]

N
w- -0 O
=

A(E: + E2) = T

2 I
J[:./ ) aE @J
e
,/"\_‘ /"\_‘
A(E Es) = 4’\!\"_ ) A(E1) u )) A(Ez) ©

Cette algorithme inductif travaille en O(| E |) sur la taille de I’expression, et résulte

en un automate avec e-transitions avec au plus 2 | E | états et 3 | E | transitions, soit

au final O(| E |?) une fois les e-transitions éliminées.

21
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Exemple 2.1 : si on considéré ’expression E = (ab + b)*ba , on obtient par cette

construction I’ automate

I/-_‘\\ F} |/-_-.‘\\|

N/ N
_H-/f_ﬁ\'-, £ f/ o | i I.‘/ -__'.\. b I.'/ ___\'-.
N NI AN

e

.// -_-\- b ./ -_‘\ i @
| J—l-l‘ .:4"
N NS

Figure 2.1: Exemple de I’automate Thompson exemple(2.1)

2.2 L’ Automate de Glushkov

La deuxieme méthode étudiée est la méthode de Glushkov [18] (méthode définie
indépendamment par McNaughton et Yamada dans [19]), permettant de calculer
depuis une expression a n lettres un automate (n + 1) états. Cette méthode utilise
des calculs sur I’expression linéarisée.L’expression est analysée en vue d’ obtenir
cinq ensembles (les ensembles Pos, Null, First, Last et Follow) permettant de
lier la structure d’expression rationnelle celle d’un automate. Chacun de ces
ensembles permet d’expliciter certaines propriétés des symboles de I’expression en
considérant leurs positions, d’ou 1’utilité de I’ expression linéarisée. Considérons
une expression rationnelle E. La fonction Pos(E) explicite les différentes positions
de I’expression linéarisée de E. La fonction Null(E) retourne le singleton € si

le mot vide est contenu dans le langage dénote par E, I’ensemble vide @ sinon.

22
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La fonction First(E) retourne les positions des lettres pouvant débuter un mot du
langage. La fonction Last(E) retourne les positions des lettres pouvant terminer un
mot du langage. Enfin, la fonction Follow(E,x), ou x est un element de Pos(E),
retourne les positions pouvant succeder a la lettre en position X dans un mot du
langage dénote par I’ expression E. Soit E une expression rationnelle, E* son
expression linéarisée et x un élément de ¥g- . Les cinq ensembles sont définis

formellement de la facon suivante :

Définition 2.2 ( Définitions des Fonctions de Glushkov )

Pos(E) = Y
Null(E) _ {e} sie e L(E),
0  sinon.
First(E) = xePos(E)|Elw/62**,x,w'eL(E*
Last(E) = x € Pos(E) | 3w € ., w',x € L(E*)
Follow(E,x) = xg€Pos(E)|3w,w’ € )Z*E*,w/, x,x,w €L(E")
Exemple 2.3 Soit E = (a + b)'a + b'une expression rationnelle et soit
E* = (1 + 2)*3 + 4" son expression linéarisée. Les fonctions de Glushkov

pour I’ expression E sont les suivantes :

Pos(E)=1{1,2,3,4} Follow(E,1)={1,2,3}

Null(E) = {€} Follow(E,2)=1{1,2,3}

First(E)={1,2,3,4)} Follow(E,3) =10

23
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Last(E) = {3, 4} Follow(E, 4) = {4}

On pourra vérifier que les mots hg(e) = €,hg(11213) = aabaa,hg(3) =
a,hg(22123) = bbabaethg(44) = bb appartiennent au langage L(E) selon les
formules de la définition

Les expressions rationnelles sont définies de facon inductive. Cette propriété
permet de calculer récursivement ces cing fonctions. Chacune de ces fonctions
peut se définir sur chacun des opérateurs et atomes de la structure d’une expression

rationnelle. Le calcul récursif sur une expression linéaire s’effectue comme suit :

1):Calcul de la Fonction Pos.

Pos(0) = 0 Pos(F+G) = Pos(F)UPos(G)
Pos(€) = 0 Pos(F.G) = Pos(F)U Pos(G)
Pos(a) = a Pos(F*) = Pos(F)
2:)Calcul de la Fonction Null.
Null(0) = 0 Null(F+G) = Null(F)UNull(G)
Null(e) = € Null(F.G) = Null(F)nNull(G)
Null(a) = 0 Null(F¥) = Null(e)
3):Calcul de la Fonction First.
First(0) = 0 First(F+G) =
First(F)U First(G)
First(e) = 0 First(F.G) =
First(F)

24
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4):Calcul de la Fonction Last.

Last(0) = 0 Last(F+G) =
Last(F)U Last(G) siNull(G)

Last(e) = 0 Last(F.G) =
Last(G) sinon.

5): Calcul de la Fonction Follow.
Follow(0, x) = Follow(e, x) = Follow(a,x) =0
Follow(F + G, x) = Follow(F,x)U Follow(G, x)
Follow(F,x)U First(G) six € Last(F),

Follow(F.G, x) =
Follow(F,x)U Follow(G,x) sinon.

Follow(F,x)U First(F) six e Last(F),

Follow(F*,x)
Follow(F, x) sinon.

2.3 Expressions derivees partielles d> ANTIMIROV

La troisieme méthode présentée est la dérivation . Cette technique de construction
d’un automate équivalent a une expression rationnelle fournit des automates,
généralement non déterministes, encore plus compacts que ceux de I’automate
de GLUSHKOV. Cette construction est un raffinement de celle mise au point
par BRZOZOWSKI [1964], et le déterminisé de I’ automate que 1’on obtient est

exactement celui que 1’on aurait obtenu par la construction de BRZOZOW SKI

Définition 2.4 (Dérivée d’une expression). La dérivée partielle d,(E) d’ une
expression rationnelle E sur ¥ par une lettre a de ¥ est I’ ensemble d’ expressions

rationnelles sur ¥ défini par
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(0 = 0
a(€) = 0
2.(6) _ {e} si a=b
0  sinon
d(E+F) = d4(E) U d,(F)
do(E) = da(E){E"}
S.(EF) = d,(E).{F} si eeL(E)

d,(E){F}Ud,(F) sinon

ou l'opération de concaténation est étendue de maniére évidente aux ensembles
d’expressions rationnelles. Attention, dans d,(0) = 0, le symbole {0} du terme
de gauche est une expression rationnelle, tandis que celui du terme de droite est
I’ensemble vide ! On étend cette définition ades mots w de X" et a des ensembles

d’expressions rationnelles S par

de(E) = {E}
dwa(E) = dy4(dy(E))
aw(s) = UEeSaw(E)

Exemple 2.5 Par exemple , si on pose E = (ab + b)*ba , on obtient les dérivées

partielles successives
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d,(E) = {b(ab+ b)*ba}

dy(E) = {E,a}
d,(b(ab+b)*ba) = 0
dp(b(ab+Db)*ba) = {E}

da(a) = {e}

dp(a) = 0

d,(e) = 0

dy(€) = 0.

Cet ensemble de dérivées partielles se traduit aisément en un automate

b

(O

—| (ab+ b)*ba b ./?\ a
(ab+b) J 2

———

b(ab + b)*ba ‘

L

Figure 2.2: Automate de dérivées partielles de exemple 2.10
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3 Conversion dans les arbres

Avant d’entamer notre contribution, nous présentons les techniques existantes pour
transformer une ER en un AAFA 4 savoir I’automate de Thompson, de position et

d’équations.

3.1 Automate de Thompson

Récemment, Belabbaci [11] a proposé une généralisation de 1’automate de
Thompson pour les mots [16] aux arbres. En effet, I’automate de Thompson
pour les arbres est aussi un automate non déterministe avec e-transitions. Pour sa

construction, une forme normale a été concue (voir Figure 2.3). Plus précisément,

a

O £ 1
O £ 1
O £ 1

T

O O O

Figure 2.3: Forme générale de I’automate de Thompson

I’automate de Thompson T de I’ER E est construit d’'une maniere inductive comme

suit :

L’automate élémentaire Pour une ER E = 4, on a QF = {S},AF = {(a,S)).

(D
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L’automate pour la fonction d’arité
Soit E = f(El,...,Ef) une ER. (El,...,Ef sont aussi des ER). alors : L’ automate de

E est construit 4 partir des automates élémentaires de E;,i € 1,..., f comme suit :

QF = ulQulgfiuler),

AE = (AFW\fa—qFaex)
Uif (a5, q5° - af") — ap)
Ufla — qf\a €Yo}

Ule(qt’) — gE\ae Xo,i: 1.1}

oL
O\ L
O ‘

-1

-

Q@ QQ

QQQ
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Automate de la somme Pour une ER E = F + G, ’automate résultant est construit a

partir des deux automates élémentaires de F et de G comme suit :

QF = uUlQFU{Q I UlgflUtas),
AP = (A\a— gf,a e T} UAS\ja — qf,a € )
Ufe(qs)\a € 2o}
Ule(qs)\a € Zo)
Ule(qy) — (45))
Ule(q?) — (q7))
Ula — (qz)\a € o)

QOO OO
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Automate de la concaténation Pour une ER E = F..G,’automate résultant est

construit 4 partir des deux automates élémentaires de F et de G comme suit :

QF = {QNUIQ ) UlgFlUlgi\a e Zo),

AP = {AT\fa — q},a € D) U{AC\fa — g}, € Xo)
Ula — (q5)\a € %)
Ule(qs)\a € Zo)

Ufe(q$)\a € Z)

Ule(q7) — (q5))

31



Conversion d’une ER ver un automate 32

Automate de I’étoile Pour une ER E = F*,I’automate résultant est construit 4 partir

de ’automate élémentaire de F comme suit :

Qf = (Qfjulgfiulgi\ae o),
AP = (AT\fa— gf,a € T} U{A\[a — gf,a € To)
Ula — (g )\a € X}
Ue(ge) — (qf))
Ule(qd) — (a7}
Ue(qy) — (4/))

N 1 [\ @
SN I FaY
€ 1 1| € o

Enfin,on a :
Soit E une ER . Alors L(Tg) = [E] Une opération importante est la suppression des

epsilons qui existent dans I’automate de Thompson

Définition 2.6 Soit t un arbre, nous définissons la fonction d’élimination des
€ —transitions de l’arbre t,€ — free(t) comme suit : € — free(a) =a/a e ¥

€— free(et) =t

€—free(f(t1,t2,...,tn)) = f(e — free(tl), e — free(t2),..,e — free(tn))
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A partir de la définition de € — f ree(t) nous pouvons déduire la propriété suivante:

Propriété 2.7 € — free(tl..t2) = € — free(tl)..e — free(t2). Cette propriété peut

étre aussi étendue sur les ensembles .

Propriété 2.8 ¢ — free(t.c{tl,t2,..tk}) = € — free(t)..le — free(tl),e —
free(t2),...e — free(tk)}

3.2 Automate de positions

[ automate de position pour les arbres est une généralisation naturelle de celui sur
le mot (aussi connu sous le nom de 1’automate de Glushkov [18]). Récemment,
plusieurs publications ont défini et améliorer cette construction ([20]). On présente

les notions utilisé pour la construction e I’automate de positions.

Automate de position

les mémes étapes avec I’automate de Glushkov, I’automate de positions pour les

arbres est construit utilisant la notion de First et Follow et last

Définition 2.9 { Expression linéarisée } Une ER E travers un alphabet ¥ est
linéaire si chaque symbole de ¥ figure au plus une seule fois dans E. Néanmoins,
cette condition est loin d’étre vérifiée par toute ER. Pour cette raison, une
linéarisation de I’ER E (notée E) est faite par réindexation des symboles avec arité
supérieur ou égale 1.

Soit E = f(a+ g(b)*,g(c))..(g(f(a,g(b)*"))). En indéxaant les symboles avec arité
supérieure ou égale d 1 on obtient : E = f,(a +gz(b)*c,g3(c)).c(g4(f5(a,g6(b)*b)))
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Définition 2.10 Soit E une ER linéaire sur un alphabet Y. La fonction First est

définie comme suit :

First(E) = {R(t) | t € [E]} (2.1)
De la méme maniéere, on définit la fonction Follow :
Définition 2.11 Soit E une ER linéaire sur un alphabet ¥.. La fonction Follow est
définie comme suit :

Follow(E, f,k) = {g]3t = f(t1,...,t7) € [El R(t) = g) (2.2)

Enfin, la fonction Last est définie comme suit :

Définition 2.12 Soit E une ER linéaire sur un alphabet Y. La fonction Last est

définie comme suit :

Last(E)={ae€ Xy |3t € [E],a e St(t)} (2.3)

Par la suite, I’automate de positions est construit comme suit :

Définition 2.13 Soit E une ER linéaire sur un alphabet ¥.. I’automate de position

Pe=(Q,%,Qyf,A) de 'ER E est défini comme suit :

Q = {ffIfeZuml<k<m
Ufe')

Qr = (&)

A = {(f5q¢%....¢" | f € Tk <m,geFollow(, f,k)}
U{(e', f1.... f™) | f € First(E))
U{(e',c) | c € Zg N First(E)}

U{(f%,c)| f € Zpc € X9 N First(E)}
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Cette construction nous mene au résultat suivant:

Soit E une ER. Alors L(Pg) = [E].

3.3 Automate des dérivées partielles

L[’automate des dérivés pour les mots 4 ét€ introduit par Brzozowski [21] pour la
premiere fois la notion des dérivés d’ER pour les mots. Ensuite, Antimirov [22] a
améliorer cette construction et a proposé la notion des dérivés partielles. Dans le
cas des arbres, Kuske et al. [23] ont généralisé la notion des dérivées partielles pour
les ER d’arbres. Ainsi, la construction d’un automate dit automate d’équations est
permise. Soit N un ensemble de n-tuples d’ER a travers un alphabet ¥ pour un

entier n > 1. On définit la n-iéme concaténation avec ’ER F comme suit :

Définition 2.14

N..F ={(Ey..F,...,E,..F)| (Ey,...,E,) € N} (2.4)

Maintenant, on introduit la notion des dérivées partielles comme définie dans [23].

Définition 2.15 La dérivée partielle g_l d’une ER E a travers un alphabet ¥. pour
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un symbole g € 3+, est [’ensemble des n-tuples défini par induction comme suit :

{(El'-'-)En)} Sif =8

0 sinon
g (E)Ug ' (F)
g HE") = g H(E).E"
g ' (E).F sic&[[E]]

g_l(f(Ell"-;En)) =

g ' (E+F)

g_l(E'cF) =
¢ Y (E)..F U g \(F) sinon
L’ensemble N associé a un n-tuple d’ER est N = {F |d(Fy,...,F,...,F,) eN,n e

IN} La dérivée de E (notée d(E)) pour un ensemble de symboles de Y3 | est défini

par induction comme suit :

de(E) = {E}

awg(E) = UE’eaw(E)g_lE/lw € 2*zllg € 221

L’automate d’équation pour une ER E 4 travers X est I’automate défini comme suit :

Définition 2.16 Soit E une ER définie sur un alphabet Y. L’automate d’équations
€ =(Q,%,Qyf, A) est défini comme suit :

Q = Jy: (E)U{E}

Qr = {E}

A = {(f,Gi,....,G,,F)[F€Q,f €%,,(Gy,...,G,, € fL(F)))
U{(F,c) | F € Q,ce [F]NXy}
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On aura :

Soit E une ER. Alors L(Eg) = [E].

4 Conclusion

Dans ce chapitre étudiée ’automate Thompson , Position et Equation pour les
mots et les arbres .Le prochain chapitre portera sur une étude comparative entre

les différentes constructions suivant des criteres bien définis
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Chapitre 3

Comparision entre les
construction d’automates
d’ arbre a partir d’un ER
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1 Introduction

Dans ce chapitre , nous présentons la comparaison entre les différents construction

d’automates on fixer les critere de comparaison

Critéres de comparaison

Pour bien porter I’étude comparative,nous fixons les critere suivants

Complexité temporelle et spatiale : Comparer la complexité asymptotique des
différentes constructions. la meilleur construction est celle avec un complexité

pire cas modérée.

- Nature des automates: L’automate résultant est il déterministe, non

déterministe, avec ou sans des € — transitions.

- Etapes de construction: Chercher des relations entre les étapes de construction
des différentes techniques. Permet d’identifier I’équivalence élémentaires

entre ces constructions

- Taille de I’automate résultant : L.’ occupation mémoire des automates résultant.
il faut constater que cette propriété ne coincide pas avec la complexité spatiale
car dans cette derniere, 1’occupation mémoire intermédiaire est prise en

compte

- complexité de reconnaissance : le temps nécessaire pour q’un automate

reconnaisse un arbre quelconque.
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2 Complexité

On reporte les complexités des constructions pour les mots (Praden Florian [24])
et on les compare avec les complexités trouvées pour les méme techniques sur les

arbres ([23], [20]). Les résultats sont résumés sur le tableau suivant (3.1).

I’automate .. .
Complexité complexité pour mot | complexité par arbre
Thompson O(m) o(2")
position O(mn) O( E11?)
Dérivé partielles O(mlogn + mn) O(R,|EP)

Table 3.1: Complexité des automates par les mots et les arbres

3 Nature des automates résultatS

On classe les techniques de construction selon la nature des automates résultants.

On rappelle que tous les automates résultants sont ascendants.

automate NFTA | avec € — transition
Nature
Thompson v v
position v X
Dérivé partielles v X

Table 3.2: Nature des automates par NFTA et avec € — transition

4 Etape de construction

Dans cette partie , nous montons 1’équivalente entre les étapes de construction

élémentaires dans Thompson , position et dériver .
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soit E une Expression rationnelle ,cette comparaison se fais par induction sur la

structure de E la preuve ce fait sur les opération suivant:

- 'expression de feuil E = a

- la fonction arité E = f(Eq,.....,E,)
- I’addition E = E{ + E,

- I’étoile de kleene E = E}*

- la concaténation E = E;..E,

4.1 Construction

les expressions rationnelles E = a 1’ Automate Thompson , 1’ Automate position et

automate dérivé sont équivalents pour I’expression E = a

Lemme 3.1 :

soit E = a une expression rationnelle, alors :

Ta =P a = 8@1
Preuve

1. Tr = (E = a)

——

41



Comparision entre les construction d’automates d’arbre a partir d’un ER 42

2. Pp=E=a
. First(a) =a
.Follow(E,a,0)=0
dast(a)=a
Q= {a}
Qf = (e}
A ={(a,e"))

O——

3.8&g=E=a.al(a)={)
Q=055 =0
Qr ={E}
A ={(a{E})}

O——

On remarque que la construction est la méme pour toutes les techniques

Lemme 3.2 :

soit (E{,E,......, E,;) Expression rationnelle,soit f € ¥, ,
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Preuve

c’est T(f(Ey,....,E,)) est ’automate

QO O

«—0

1
9\
}
1
1
£ premier
pallier

QOO

secand pallier

QO O

On ajoute : (f,Sgq,.eoereene. SEnsS)
pour le automate de position : P(f(Ey,...., E;))

s0it f(Eq,.ccocvueuene , E,;) une Expression rationnelle

First(f(Eq, ccoeeeennnn. JEND))=f

S; = First(E;),1 <i<n
P(E;)=T(E;),1 <i < n (Hypothese d’indication)

Remarque 3.3 :

On remarque que ’alphabet passe directement du premier pallier vers le second
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pallier avec de € — free on assure que I’automate résultant est équivalent avec I’

automate de position

On peut de la méme maniere prouver que

Lemme 34 :
T(El + Ez) = P(E] + Ez)
T(E;.cE;) = P(E,..E»)
et
T(ET") = P(ET")

pour deux Expressions rationnelles E;, E, en supposent que T(E;) = p(E;) et
T(Ew) = p(Ey)

Lemme 3.5 :

soit Eq, ..., E,, expressions rationnelles. Alors : , P(f(Ey,...,E,)) = E(f(Ey,....E,))

Preuve

- pour I’automate de position (P) il y’a:

First(P(f(Ey, ... Ey)) = f
Follow(f(Eq,....E,)) = Ui<j<,FirstE;,

- pour I’automate de dérivée partielle :

(f,E1,... E,,E) on s’ajouté a A
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A(C,(E) = UlSiSnAE(El) U (fl Ey, ..., EnlE)'—> (2)
donc par (1) et (2) conclure que
Pr =&+ (3) On a aussi

Lemme 3.6 :
SoientE; et E,deux expressions rationnelles tel que : P(E;) = E(E;) et P(E;) =
&(E2)

Preuve

ona First(E; + Ey) = First(E{) U First(E,)
et f~(Ey+Ey) = fH(E)) U f(Ey)
donc par (3) on conclue que P(E; + E;) = E(E + E»)

On peut de la méme maniere prouver que

Lemme 3.7 :
Soient (Eq etE,)) deux expressions rationnelles P(E1) = E(E1) A P(E,) = E(E>)
preuve que P(E;..E;) = E(Ey..E,) preuve que P(E}) = E(E")

Alors, en utilisent lemme(3.1) ,Jemme(3.3), lemme(3.6), lemme(3.7) ,Jemme(3.9)

et lemme(3.11) on a:

Théorame: 3.8 Les automates de Thompson , Position et Dérivées son équivalents

par construction

45



Comparision entre les construction d’automates d’arbre a partir d’un ER

46

5 Taille de I’automate résultant

Nous nous intéressons a 1’occupant de chaque automate dans la mémoire Dans le

I"automate taille par mot | taille par arbre
Taille
Thompson 2x | E | R|E|
position I E|? [
Dérivé partielles NTEN+NEI? | TEIxIE]I?

Table 3.3: Taille des automates par les mots et les arbres

tableau suivant, nous montrons la taille de chaque automate résultant en fonction de

la taille de I’expression rationnelle de départ. Nous pouvons constater que les tailles

sont pratiquement les mémes dans les deux cas, mots et arbres a part la considération

du nombre d’arité dans

le second cas.

6 Complexité de reconnaissance

Etape utile apres la construction,

I’automate .

Complexité complexité
Thompson Rt
position 2!
Dérivé partielles 2!

Table 3.4: Complexité de reconnaissance
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7 Tableau récapitulatif
- I’automate | complexité Nature Etape d'e Taille Comple.xne
les données Temporelle construction reconnaissons
Thompson 0(2") FTA.e - equ}valent R|E| Rt
transition apres free
position O(I E %) FTA, équivalent 1EZ ]| 2!
Dérivé partielles O(R,|E ) FTA équivalent | |E|x| E [P

Table 3.5: Tableau récapitulatif résultant

On peut constater qu’a travers la construction il s’est avéré que 1’automate de
position et celui de dérives sont meilleurs en se referont sur la complexité de
construction qui est minime. de plus, un autre inconvénient sur les automates
de Thompson est la présence des € — transition . ce qui nécessite une tapes de
suppression de ce type de transition (free).néanmoins la supériorité de 1I’automate
de Thompson vient sur la partie reconnaissons que est en effet I’opération la plus

importante et qui construite le but d’utiliser les automates.

8 Conclusion

On a effectué un tour des méthodes de construction d’automates a partir d’une
expression régulicre.

On a vu que I'on pouvait toujours partir de 1’automate de Thompson, de le
déterministe et puis le minimiser. Cependant, ce n’est pas la méthode la plus
efficace. On a donc vu que I’algorithme de position permet déja de construire un
automate plus petit que celui de Thompson. Puis la construction Dériver permet
d’avoir encore un automate beaucoup plus petit. En effet, cet algorithme est

équivalent a une minimisation sur une expression réguliere légerement transformée

47



Conclusion générale

A principale contribution de ce mémoire est la comparaison entre les techniques
1 des automates de Thompson, Position et Dériver . Ce travail nous a permis de
découvrir le meilleure technique ainsi que leur complexité Apres une introduction
des notions de base des langages réguliers d’arbre, ses différentes représentations
et ses applications, nous avons présenté les techniques existante pour la conversion
d’une expression rationnelle en un automate équivalent. Dans le troisieme chapitre
du mémoire nous avons exposons, apres un rappel de ce nous avons étudions dans
les chapitres précédent nous résultants la plus pratique technique parmi les trois
techniques a partir de les comparer entres eux avec leurs complexité, natures, étapes
de construction, tailles et complexités de reconnaissance afin de notre étude on
se trouve que technique de Thompson est le meilleure et le plus simple pour la
manipulation des automates d’arbre. et de taille et complexité minimum entre les

autres techniques.
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