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Résumé

Notre mémoire s’articule sur I’étude des solutions approximatives du probleme
de Poisson, qui est une équation différentielle partielle. Nous avons montré que les
problemes aux limites sont bien posés pour ces e.d.p. elliptiques, c¢’est-a-dire qu’elles
admettent une solution unique, nous avons étudié ’exemple du Poisson. Nous avons
fait rappel formules de Green, puis au théoreme de Lax-Milgram. Nous avons définit
les espaces de Sobolev et nous avons étudié les propriétés de la méthode des éléments
finis.

Mots de clé :Probleme de Poisson ;Les équation aux dérivées partielles; For-
mules de Green ; Théoreme de Lax-Milgram ; La méthode des éléments finis.



Abstract

Our memory focuses on the study of approximate solutions to the Poisson pro-
blem, which is a partial differential equation. We have shown that the boundary
problems are well posed for these e.d.p. elliptical, that is to say that they admit
a unique solution . We have studied the example of Poisson. We recalled Green’s
formulas, then the Lax-Milgram theorem.We have defined the Sobolev spaces and
we have studied the properties of the finite element method.

Word Key :Poisson Problem ; Partial differential equation; Green’s formulas;
Lax-Milgram theorem ; the finite element method.
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Introduction

Equation de Poisson est une équation aux dérivée partielle de seconde dégrée.
Il a été nommé en remerciement au physicien francais Siméon Poisson, qui fut le
premier a découvrir son application dans la gravité cosmique et 1’électricité statique,
ou il controlait la relation entre le potentiel électrique et la distribution de la charge
électrique, et il a également des applications dans la théorie de potentiel, ’équation
de Poisson est mathématiquement formulée comme suit Ay = f telle que f une
fonction réel et ¢ est ce que nous voulons trouver, qui a son tour est un montant
scalaire, avec A étant le symbole de 'opérateur différentiel laplacien L’équation est
décomposée en coordonnées cartésiennes tridimensionnelles comme suit :

o ¢ Oy
<8x2+8y2 +822 _f<$?y7z)

Si f =0, ’équation est appelée I’équation de Laplace harmonique
En électricité statique selon la loi de Gawss(une des équation de Maxwell) alors

VD =p

V est l'opérateur d’espacement, D représente le déplacement électrique, P est la
densité de charges libres.
Et puisque

D=¢cF

telle que ¢ est la permittivité moyenne,E est le champ électrique. Puisque chaque
champ électrostatiques (selon les équations de Maxwell pour les champ électrique
statiques).

VXg =0 avec VX, le champ électrique peut étre écrit comme suit

E=-VV
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ou V représente le potentiel électrique et A 'opérateur de gradient. En Appliquons
lopérateur de divergence a 1’équation(de le champ électrique), puis remplacement
du coté gauche par I'équation VD = p alors : V(VV) = V2V = . et cette équa-
tion forme une équation de Poisson. !

Cette simple introduction de l’équation de Poisson, donne une indication du mo-
deste travail de notre mémoire, qui consiste en ’étude de 'existence des solutions
a cette équation avec des conditions aux limites (Dirichlet, Neumann, Mixte) et le
calcul des solutions approchées par la méthode des éléments finis.

Nous présenterons cette étude en trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous
présentons les concepts et théories de base qui nous aident a étudier cette équation.
Dans le deuxieme chapitre, nous étudions I'existence de solutions a cette équation,
qui devient un probléme lorsqu’elle est On dit le probléeme de Dirichlet ou de Neu-
mann de I’équation de Poisson et c’est en fonction de la condition aux limites qu’en
plus de I’équation.

cette étude se fait en trois étapes : trouver la formule variationnelle, puis sa résoudre
, et enfin I’équivalence avec le probleme

Dans le troisieme chapitre, nous traitons la méthode de Galerkin, qui est une intro-
duction a la méthode des éléments finis que nous utilisons pour calculer les solutions
approchées de cette équation et ceci dans les premiere et deuxieme dimensions 1 et
2.

Nous concluons ce travail par I’étude I'erreur d’approximation et la convergence de
la méthode des éléments finis.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Equation différentielle

Définition 1.1.1. Une équation différentielle est une équation ot l’inconnu est une
fonction(généralement notée y(x) ou simplement y), et qui se présente sous la forme
d’une relation entre cette fonction et ses dérivées(dérivée premiére y' ou dérivées
d’ordres supérieurs y" " ,...), et s’écrit de la forme :

F(z,y,9,y" .., )F) =0 (1.1)

1.1.1 Ordre d’équation différentielle

Définition 1.1.2. on appelle ordre d’une équation différentielle la dérivée supérieure
qui apparait dans ’équation différentielle

Equation différentielle du premier ordre

Définition 1.1.3. On appelle équation différentielle du premier ordre une équation

de la forme
vy = f(z,y(x)),z €I CR (1.2)

Equation différentielle d’ordre p

Définition 1.1.4. On appelle équation différentielle d’ ordre p une equation de la
forme

v = f(z,y(@),y (@), y (2),..y" "),z € CR (1.3)

ou f est une application continue donnée



1.1. EQUATION DIFFERENTIELLE

une fonction y de classe C*(I)vérifiant(1.2) est dite solution de I’équation dif-
férentielle de premier ordre. une fonction y de classe CP(I)vérifiant (1.3) est dite
solution de I’équation différentielle d’ordre p.

1.1.2 Degré d’équation différentielle

Définition 1.1.5. Le degré d’une équation différentielle est la puissance de la dérivé
supérieure.
1.1.3 Equation differentielle linéaire

Définition 1.1.6. une équation différentielle d’ordre p est linéaire si elle est de la
forme :

ao(2)y + a1 ()Y + ... + ap_1(2)yP " + ay(2)y? = g(x)

les coefficients a; dépendent au plus de z, g est une fonction réelle continue sur
un intervalle 7 C R

1.1.4 Equation differentielle linéaire homogene

Définition 1.1.7. Une équation différentielle linéaire est homogene, si la fonction
g ci-dessus est la fonction nulle :

ao(@)y + ar(@)y' + ... + ap1(2)y? 1 + ap(x)y? =0

1.1.5 Equation différentielle linéaire non homogene

Définition 1.1.8. Une équation différentielle linéaire est non homogéne, si la fonc-
tion g s’annule pas (g # 0)

Remarque 1.1.1. Une équation différentielle linéaire est a coefficients constants
si et seulement si les fonctions a; sont constantes :

ay + a1y + ... + ap_ 1P+ ayP = g(x)

otu g est une fonction continue.



1.2. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE PARTIELLE

1.1.6 Solution d’équation différentielle

Définition 1.1.9. On appelle solution d’une équation différentielle d’ordre p sur
un certain intervalle I de R, toute fonction y définie sur cet intervalle I , p fois
dérivable en tout point de I et qui vérifie cette équation différentielle sur I. On
notera en général cette solution (y,I).

1.2 Equation différentielle linéaire Partielle

Définition 1.2.1. Une équation différentielle partielle est une équation qui contient
des dérivées partielles et la fonction inconnue en elle dépend de plusieurs variables,
par exemple la température u(x,t) qui dépend de la position x et du temps t.

1.2.1 Classification des équations aux dérivées partielles

On a I’équation caractéristique :
ar? +bry + ey +dr4ey+ f=0

1. Types d’équations aux dérivées partielles :

Chaque équation différentielle partielle représente I'un des types suivants :
Parabole : si b — 4ac =0

Hyperbole : si b* — 4ac > 0

Ellipse : si b — 4ac < 0

1.2.2 Ensemble régulier

Définition 1.2.2. On dit qu’un ouvert Q) de R™ est régulier de classe C* (avec un
entier k > 1) sl existe un nombre fini d’ouverts (w;)o<i<r tels que

wy C Q, ﬁ C ngowi, o0 C ngowi

et que, pour chaque i € [1,..., 7], il existe une application bijective ¢; de classe C*,
de w; dans U'ensemble

Q={y=9.) R XR|y| <1, |y| <1}
dont linverse est aussi de classe C*, et telle que

pi(w; N =QN{y=(Y,y) ER" ' xRy, >0} =Q
Gi(w;NIN) =QN{y=(V,yn) ER" ' xR,y, =0} = Q"

7



1.2. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE PARTIELLE

Figure 1.1 Définition de la régularité d'un ouvert

1.2.3 Formule de Green

Théoréme 1.2.1. soit 2 un ouvert régulier de classe C! soit u une fonction régulier
de C*(Q) et v une fonction de C*(Q) toutes deuz a support borné dans le fermé Q.
Alors elles vérifie la formule d’intégration par partie

ou
A = — — 1.4
/Q (Au(z))o(z)de /Q Vu(@)Vo(a)d + [ oo ()o(e)ds, (1.4)
\ du :
ou Vu = est le vecteur gradient de u, et
&Uz'lgign
U ,
ou ou ou " Ou " 0%u
— =Vun=(=—,....,=—).| " |=) —met Au=
on Vi) (81:1’ ’8xn) . ;81‘@- niet Au ;82:&
M
ou
0 8u B ou 61} ou s
8@ 8% Q 0x; 8% a0 8xzm

foSgmie == [ S e+ [ S



1.3. LES ESPACES

/QAu.vda: =— /Q VuVudzr + /ag gzvds
O
1.3 Les Espaces
Normes et produits scalaires
Soit E un espace vectoriel.
Définition 1.3.1. ||.|| : E — R* est une norme sur E si et seulement si elle

vérifie :

1) ([[z]l = 0) = (z =0)

2) VA€ R, Vo € E, ||z| = |||z

3) Ve, y € E, ||z +y|| < ||z|| + ||y|| (inégalité triangulaire)

Définition 1.3.2. On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire sy-
métrique défini positive.

< ..>:FExFE — R est donc un produit scalaire sur E si et seulement s’il
vérifier :
1) Ve,y e B, < x,y >=<y,z>
2)Vay, 0,y € B, < 1+ X0,y >=< 1,y >+ < To,y >
) Ve,y e EEYAER, < A\r,y >= A< x,y >
HWVreE, z#0,<x,2>>0
A partir d’un produit scalaire, on peut définir une norme induite : ||z|| = /< z,z >
alors, d’aprés inégalité triangulaire,On a ’inégalité de Cauchy-Schwarz :

| <y > < |=llyl

-Un espace vectoriel muni d’une norme est appelée espace normée.
-Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertienne.
En particulier, c’est donc un espace normé pour la norme induite .

Définition 1.3.3. Soit E un espace vectoriel et (x,,), une suite de E. (x,), est une
suite de Cauchy si et seulement si
Ve>0, INeNVpgeNp>qg>N=|z,—z, <e.

Proposition 1.3.1. Un espace vectoriel est complet si et seulement si toute suite
de Cauchy est convergente.



1.3. LES ESPACES

Définition 1.3.4. Un espace normé complet est un espace de Banach.
Définition 1.3.5. Un espace préhilbertien complet est un espace de Hilbert.

Définition 1.3.6. Un espace de Hilbert de dimension finie est appelée espace eu-
clidien

Définition 1.3.7. On définit l’espace L*(S)) des fonctions mesurables de carré som-
mable dans Q par

L*(Q) ={u:Q— R, mesurable,/ lu’de < oo}
0

Théoréme 1.3.1. L*(Q) est un espace de Hilbert.

Définition 1.3.8. Soit p : Q — R. On définit le support de ¢ par :

Suppp = {z € Q/p(x) £ 0}

Définition 1.3.9. On appelle D(Q2) lespace des fonctions-test de Q vers R, de classe
C®, et a support compact inclus dans €.

Théoréme 1.3.2. D(Q) = Ly(Q) c’est-a-dire que pour tout f € L*(Q) il existe une
suite f, € D(Q) telle que
lim [|f = full 2 =0

n—oo

Corollaire 1.3.1. Soit f € L*(Q). Si pour toute fonction ¢ € D(Q) on a

| f@)é(w)dz =0,
alors f(x) = 0 presque partout dans §Q.

Démonstration. Soit f € L*(Q), par densité il existe une suite (f,) € D(Q) tel que
fn converge vers f in L*() et on a

| fdw= [ (7= fha+ fh)de
Afzdx:/§2f2—ffndm+/§2ffndx

10



1.3. LES ESPACES

et puisque f € L*(Q) et (f,,) € D(Q) alors

Q
et d’apres 'inégalité de Schwartz on trouve

2 2 2 2
0 < (| fllz2) = IF(f = falllzzq) < Nz If = fallzz )
et parce que f, converge vers f dans L*(Q)) dépasse par la limite on trouve

Ifll = f =0 presque par tout

Dérivation faible

On définit tout d’abord le concept de dérivée faible dans L?(f2). Cette notion
généralise la dérivation usuelle (parfois appelée, par opposition, dérivation forte) et
est un cas particulier de la dérivation au sens des distributions.

Définition 1.3.10. Soit v une fonction de L*(2). On dit que v est dérivable au
sens faible dans L*(QY) s’il existe des fonctions w; € L*(Q), pouri € {1,...,n}, telles
que, pour toute fonction ¢ € D(R2) , on a

/Q v(x)gi (x)de = — /Q wi(2)(z)dz (1.5)

v
Chaque w; est appelée la i-éme dérivée partielle faible de v et notée 3
Ty

Lemme 1.3.1. Soit v une fonction de L*(2). S’il existe une constante C > 0 telle

que, pour toute fonction ¢ € D(QQ) et pour tout indice i € {1,....,n} , on a

[ o) 2 @] < clfo (16)

L)
alors v est dérivable au sens faible.

Démonstration. : Soit L la forme linéaire définie par

L) = [ v) 5o (o)

11



1.3. LES ESPACES

A priori L(¢) n’est définie que pour ¢ € D({2), mais grace a inégalité (1.6) , on
peut étendre L par continuité & toutes les fonctions de L*(Q) car D(Q) est dense
dans L*(Q) d’aprés le Théoreme 1.3.2 .En fait, 'inégalité (1.6) prouve que la forme
linéaire L est continue surL?(2).En vertu du théoréme de représentation de Riesz,
il existe une fonction (—w;) € L*(Q) telle que

L(®) = = | wi@)p(a)dz

ce qui prouve que v est dérivable au sens faible dans L?((2).
On retrouve un résultat bien connu pour la dérivée usuelle O

Définition 1.3.11. Soit 0 une fonction de ) dans R™ dont toutes les composantes
appartiennent a L*(Q)(on note o € L*(Q)").

On dit que o admet une divergence au sens faible dans L*(Q) s’il existe une fonction
w € L?(Q) telle que, pour toute fonction ¢ € D(), on a

/Q o(2).Vé(z)dz = — /Q w(z)b(x)dz

La fonction w est appelée la divergence faible de o et notée dive.

Lemme 1.3.2. Soit o une fonction de L*(Q)". S’il existe une constante C' > 0 telle
que, pour toute fonction ¢ € D(2), on a

[ o(@)-Vé(@)da| < Clgl g

alors o admet une divergence au sens faible.

1.3.1 Les espaces H"(f2)

Définition 1.3.12. Soit m € N et a € N, l'espace de Sobolev H™(2) d’ordre m
est définie par

H™(Q) = {u € L*(Q), D*u € L*(Q),|a] <m}

ou la dérivée partielle D“v est a prendre au sens faible.
Par extension, on voit aussi que

HO(Q) = L2(Q).

12



1.3. LES ESPACES

Proposition 1.3.2. [’espace de Sobolev H™()) est un espace de Hilbert muni du
produit scalaire

(u,v) :/Q > 0%u(x)0*v(z)dx (1.7)

la|<m
et de la norme ||u| gm@) = \/(u,u).

Théoréme 1.3.3. 5i () est un ouvert borné régulier de classe C™, ou bien si§) = R},
alors D(QY) est dense dans H™(2)

1.3.2 Les espaces H'(Q)

Définition 1.3.13. Soit Q un ouvert de R". L’espace de Sobolev H'(Q)) est défini
par :

ov

H'Y(Q) = {ve L*(Q),¥i € {1,...,n}, o

€ L*(Q)} (1.8)

gv est la dérivée partielle faible de v.
Ly

HY(Q2) est appelé espace de Sobolev d’ordre 1.

En physique ou en mécanique 'espace de Sobolev est souvent appelé espace
d’énergie au sens ou il est constitué des fonctions d’énergie finie (c’est-a-dire de
norme ||ul| g1 (o) finie).

Proposition 1.3.3. l’espace de Sobolev H' () est un espace de Hilbert muni du
produit scalaire

o) = [ (ua)o(e) + Vu(@).Vo(a))da 19)
et de la norme
HuHHl(Q) = (/Q ’u(:c)]Q + |VU($)‘2d:U)1/2

Démonstration. 1l est évident que (1.9) est bien un produit scalaire dans H*(Q). il
reste donc & montrer que H'(2) est complet pour la norme associée.

Soit (uy)n>1 une suite de Cauchy dans H(Q) .

dun,
Par définition de la norme de H'(Q) , (u,),>1 ainsi que 8u

pour i € {1,...,n} sont
x.

des suites de Cauchy dans L?(©2) Comme L*(Q) est comélet, il existe des limites

13



1.3. LES ESPACES

Ouy,
au converge vers w; dans L*(Q). Or, par
Z;

définition de la dérivée faible de w,,, pour toute fonction ¢ € D(2), on a

u et w; telles que u, converge vers u et

0 duy,
/Qun(x)aidx— =y ((;;i o(z)dx (1.10)

Passant a la limite n — oo dans 1.10, on obtient

/Qun(x)gi dx = —/le-(x)gh(x)dx
ce qui prouve que u est dérivable au sens faible et que w; est la i-eme dérivée partielle
faible de wu, (9;1 Donc, u appartient bien & H*(Q) et (u,),>1 converge vers u dans
H(Q). O

Remarque 1.3.1. On a l’équivalence des normes
[ull 10y = vl 2@y + 1VOll 20n

1.3.3 Les espaces H}(Q)

Définition 1.3.14. Soit Q ouvert de R™ L’espace H}(Q) est défini comme I'adhé-
rence de D(Q2) et on a

H&(Q) = {U S Hl(Q) : Ulag = 0}
tel que OS2 est la frontiere de €.
Définition 1.3.15. Pour toute fonction u de H* (), on peut définir
july = (3 19l 2 = [ (3 (Ou)d)?

Q =1

Lemme 1.3.3. Soit Q2 un ouvert de R™ borné dans au moins une direction de l’es-

pace. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction v € CY(Q) qui
s’annule sur le bord OS)

/|v(z)|2dx < C/|Vv(:p)|2dx

14



1.3. LES ESPACES

Théoréme 1.3.4. Soit Q un ouvert bornée sur R"™ et régulier de classe C*, on définit
l'application de trace g

Y HH(Q)NC(Q) — L*(092) N C(09Q)
v — Y(v) = v]aq
Yo se prolonge par continuité en une application linéaire continue
Yo 1 HY(Q) — L*(Q)
vérifier
Je > 0: Yo € H(Q), [[v]l 1200 < cllvll gigq)

Théoréme 1.3.5. [de densité] Si Q est un ouvert borné régulier de classe C*, ou

bien si =R, ou encore si Q = R" alors D(Q) est dense dans H'(2).

Rappelons que la notation R’} désigne le demi-espace {x € R” tel que z,, > 0}.

1.3.4 Formule de Green Généralisé

Définition 1.3.16. soit Q un ouvert bornée et réqulier de C*, u € H*(Q) et v €
H?(Q) alors

ou

/Q(Au(x))v(x)dx = —/QVu(x)Vv(x)dx—i— ma—n(x)v(x)ds (1.11)

Démonstration. On a (1.11) vrai pour tout u € C%(Q) et u € C1(Q), et par ce que
D(Q) C C*(Q)
et par la densité
H™(Q) =D(Q)
on trouve que la relation 1.11 vrai pour tout u € H*(Q) et v € H(Q). O
Inégalité de Poincaré

Théoreme 1.3.6. Soit Q un ouvert borné de R.1l existe une constante C' telle que
/ lo(2)[2de < c/ Vo(z)|de (1.12)
Q Q

pour toute fonction test v dans H}(Q).
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1.3. LES ESPACES

Résultat

On a
1

Joll = ([ 1voldz)?

c’est une norme sur H}(£2) équivalent au norme dans H'((2)

Démonstration. On a

2 2 2
0]l = 0ll72() + [IV[20)n
et d’autre part
2 2 2 2 2
||U||H3(Q) = ||VU||L2(Q)n < ||u||L2(Q) + ||VU||L2(Q)n = ||U||H3(Q)
c’est a dire
2 2
HUHH5(9) < ”UHH1(Q) (1.13)

d’autre part, en utilisant (Poincaré)
2 2 2
[0z 0y = lI0ll72() + 1VUll72(0)n
2 2
< Vol + 1Vl )
2
<(1+ CZ)HVUHLQ(Q)"

alors

1
2 5 2
ol < (14 )21Vl (1.14)

donc d’aprés (1.13) et (1.14)on trouve
1
9 2
1o gy < Mol ey < (L +¢) 20l

Définition 1.3.17. Une forme linéaire L(v) telle que :

L:V —R
v +— L(v)

est continue si et seulement s’ il existe une constante K telle que
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1.3. LES ESPACES

L) < Kolly, Yo € V
Définition 1.3.18. Une forme bilinéaire a(u,v) telle que

a:VxV—DR
(u,v) — a(u,v)

est continue si et seulement s’ il existe une constante M telle que
|a(u, v)| < Mllully |v]ly,V(u,v) € V XV

Définition 1.3.19. Une forme bilinéaire a(u,v) sur V- x V est coercive (ou V-
elliptique)si et seulement si il existe une constante o > 0 telle que

a(u,uw) > allul®,Vu € V

Définition 1.3.20. On appelle V' le dual de V' [’ensemble des formes linéaires
continues sur'V . Pour tout L € V' on note

L(x)
HLHV’ = sup
vevr(oy V][

Théoréme 1.3.7. [Théoréme de Riesz| Soit V' un espace de Hilbert et V' Le
dual de V' alors

VLeV3yeV, (x,y),=Lx) YweV
L0y = llylly

1.3.5 Formulation variationnelle

Soit V' espace de Hilbert réel muni de produit scalaire (.,.) et la norme ||.|.
On définit la formulation variationnelle par la forme suivante :

ueV

(EV) {a(u, v) =L(v),YveV

ou af(.,.) est une forme bilinéaire sur V' x V
L(.) est une forme linéaire sur V.
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1.4. THEOREME DE LAX-MILIGRAM

1.4 Théoreme de Lax-Miligram

Théoréme 1.4.1. (Lax -Miligram) Soit V un espace de Hilbert. Soit a(.,.) une
forme bilinéaire continue coercive surV . Soit L(.) une forme linéaire continue
sur' V. Alors il existe un unique u € V tel que

a(u,v) = L(v), YoeV (1.15)

Démonstration. Pour tout w dans V, I'application v — a(w,v) est une forme
linéaire continue sur V. le théoreme de représentation de Riesz entraine q’il existe
un élément de V' noté A(w) tel que :

a(w,v) = (A(w),v) pour tout v € V

Par ailleurs, la bilinéarité de a(w,v) implique évidemment la linéarité de 1'appli-
cation w — A(w).
De plus, en prenant v = A(w), la continuité de a(w,v) montre que

1Aw)|* = a(w, A(w)) < M]Jwl|||A(w)]|

c’est-a-dire que || A(w)|| < M||w]| et donc w — A(w) est continue.
Une autre application du théoréme de représentation de Riesz implique qu’il existe
un élément de V', noté f , tel que ||f|, = ||L], et

L(v) = (f,v) pour tout v € V

Finalement, le probleme variationnel est équivalent a trouver u € V' tel que :
Au) = f (1.16)

Pour démontrer le théoreme il nous faut donc montrer que 'opérateur A est bijectif
de V dans V' (ce qui implique l'existence et 1'unicité de u) et que son inverse est
continue (ce qui prouve la dépendance continue de u par rapport a L). La coercivité
de a(w,v) montre que

vlwl® < alw, w) = (A(w), w) < [|A@w)]|[wl]

ce qui donne
v||w| < ||A(w)|| pour tout w eV (1.17)

c’est-a-dire que A est injectif.

Pour montrer que A est surjectif, c’est-a-dire que Im(A) = V (ce qui n’est pas
évident si V' est de dimension infinie), il suffit de montrer que Im(A) est fermé dans
V et que Im(A)* = {0}.

En effet, dans ce cas on voit que V = {0} = (Im(A)*)t = Im(A) = Im(A), ce

18



1.4. THEOREME DE LAX-MILIGRAM

qui prouve bien que A est surjectif. Soit A(w,) une suite dans I'm(A) qui converge
vers b dans V' . En vertu de (1.17) on a

vlfwn = wpll < || A(wn) = Alw,)]|

qui tend vers zéro quand n et p tendent vers I'infini. Donc w,, est une suite de
Cauchy dans l'espace de Hilbert V' | c¢’est-a-dire qu’elle converge vers une limite
w € V . Alors, par continuité de A on en déduit que A(w,) converge vers A(w) = b,
c’est-a-dire que b € Im(A) et Im(A) est donc fermé. D’autre part, soit v € Im(A)*,
la coercivité de a(w,v) implique que

vlo)l” < a(v,v) = (A(v),0) = 0

c’est-a-dire que v = 0 et Im(A)L = {0} ce qui prouve que A est bijectif.
Soit A™! son inverse : 'inégalité présidente avec w = A~!(v) prouve que A™! est
continue, donc la solution v dépend contintiment de f. O

Une formulation variationnelle posséde souvent une interprétation physique, en
particulier si la forme bilinéaire est symétrique. En effet dans ce cas, la solution
de la formulation variationnelle réalise le minimum d’une énergie (tres naturelle en
physique ou en mécanique)

Proposition 1.4.1. On se place sous les hypothéses du Théoréeme de Lax-Milgram.
On suppose en plus que la forme bilinéaire est symétrique a(w,v) = a(v,w) pour
tout v,w eV .
Soit J(v) Uénergie définie pour v € V' par
1

J(v) = ia(v,v) — L(v) (1.18)
Soit u € V la solution unique de la formulation variationnelle. Alors u est aussi
['unique point de minimum de [’énergie, c’est-a-dire que

J(u) = min J(v)

Réciproquement, siu € V' est un point de minimum de l’énergie J(v), alors u est la
solution unique de la formulation variationnelle.
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1.4. THEOREME DE LAX-MILIGRAM

1.4.1 Inégalité de Poincaré Wirtinger

Théoréme 1.4.2. Soit Q un ouvert inter connectés de classe C' et soit1 < p < 400
alors

30>0, Ve H'(Q) o= MOl < CIVelpe,  (119)

telle que

M(v) = ’é’/gf(:v)d:v (1.20)
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Chapitre 2

Etude I'existence des solutions de
I’équation de Poisson

Histoire de Siméon Deniz Poisson

Siméon Denis Poisson est un savant francais en mathématiques et physique,il a
laissé ses empreintes en plusieurs domaines, né en 1741 et meurt en 1840.En 1798
il est entré a I’école polytechnique a l'age de dix-sept ans.En 1801, Ses premieres
publications paraissent dans le Journal de 1’école polytechnique.En 1802, il a travaillé
autant que Professeur suppléant a 1’école polytechnique et il a été titularisé en 1806.11
a travaillé en 1809 a la Faculté des Sciences de 1’Université de Paris, puis élu a
I’Académie des Sciences en 1812.Poisson a publié des centaines de mémoires, extraits
de mémoires, rapports,notes, et une douzaine de livres, dont deux furent aussitot
traduits en anglais et en allemand pendant ces quarante années.En 1966 Salomon
Bochner a résumé ainsi son opinion sur Poisson : « He worked most successfully in
virtually all parts of mathématics and mathematical physics. He was probably the
greatest French mathématicien of the 19th century».

2.1 Equation de Poisson

Définition 2.1.1. On appelle équation de Poisson [’équation aux dérivées partielles
du second ordre suivante : Au = f ou f est une fonction généralement donnée sur
un domaine borné de R™ et de frontiere réguliére et A est [’opérateur laplacien.

le probleme de trouver w a partir de f et satisfaisant certaines conditions aux limites.

Remarque 2.1.1. S f = 0, alors l’équation est appelée "Equation de Laplace”.
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2.2. LES CONDITIONS AUX LIMITES

-7 . ;
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FIGURE 2.1 — Siméon Denis Poisson

Remarque 2.1.2. Les équations de Poisson ne sont pas suffisantes pour déterminer
la solution au bord de l'ouvert Q0 (ouvert de R™). Pour cela, nous avons besoin d’in-
formations complémentaires sur le comportement de la solution au bord de ['ouvert
Q, c’est ce qu’on appelle les «conditions aux limitesy. Les conditions aux limites de
Dirichlet et de Neumann sont utilisées dans les équations différentielles partielles
elliptiques, ces conditions sont trés importantes pour [’existence et ['unicité de la
solution.

2.2 Les Conditions aux limites

Définition 2.2.1. Soit Q un ouvert bornée sur R", telle que n € N*, par termes des
conditions aux limites nous étendons les informations supplémentaires sur le bord
de Q) de celui-ci

1. Condition aux limites de Dirichlet
u(z) donnée pour tout z € Jf.

2. Conditions aux limites de Neumann

U
o donnée pour tout x € 012, telle querj est le vecteur normal a la frontiere
n
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2.3. LES PROBLEMES ELLIPTIQUE

0f€), et on a par définition gu = Vu.n sur 0f)
n

3. Condition mixte

a—u donnée sur I'y, u(x) donnée sur I'y telle que : 02 =T UTy et 1Ny = ¢
n

2.3 Les Problemes Elliptique

Conditions aux limites de Dirichlet Homogéne

Soit le probléeme aux limites suivant :
—Au = f, x € (), (2.1)

w=0,  z€00. (2.2)

On cherche une solution a I’équation de Poisson (2.1) avec les conditions limites
homogenes (2.2) sachant que :

f : Est un second membre qui appartient & I'espace L?((2).

Q) : Est un ouvert borné de I’éspace R".

0% : Est la frontiere de (2

substituant les équations (2.1) et (2.2) par le systéeme d’équation (P) tel que :

—Au = f, x € €,
P
(){ u =0, x € 02

L’approche variationnelle pour étudier le probléme $(P) est constituée de trois étapes
que nous allons les présenter comme ci-dessous.

1. Etablir une formulation variationnelle,
2. Montrer que cette formulation possede une solution unique,

3. Prouver 1’équivalence avec le probleme initial.

Etape 1 : Etablissement d’une formulation variationnelle (FV)

Dans une premiere étape il faut proposer une formulation variationnelle du probleme
aux limites, qui va encoder a elle seule, a la fois I’équation et les conditions aux
limites. De maniere conceptuelle, il s’agit de trouver :
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2.3. LES PROBLEMES ELLIPTIQUE

1. Une forme bilinéaire a(., .),
2. Une forme linéaire L(.),
3. Un espace de Hilbert V'

De maniéere que (P) soit équivalent a trouver :

u €V telque a(u,v) = L(v) pour toutv € V. (2.3)

V' est un espace vectoriel qui vérifie :

uveV=>u+uweV V(A u €RxR. (2.4)

On mettre
V:{U:QHR,U‘C‘)QZO}

Pour trouver la formulation variationnelle, on multiplie I’équation (2.1) par une
fonction test réguliere v € V et on integre par parties sur €2 .Au sens ou l'on
suppose 'existence et la régularité de la solution u afin que tous les calculs effectués
soient licites, ce calcul est principalement formel. A I'aide de la formule de Green

fodx = — | Auvds = | Vu.Vudr — %vdx (2.5)
J e = = f, s = | J,

0 On
ov
—ds =0
/39877 °

Puisque u doit satisfaire une condition aux limites de Dirichlet, u = 0 sur 02, on
doit choisir un espace de Hilbert V' tel que toute fonction v € V' vérifie aussi v = 0
sur Jf2. Dans ce cas, 1'égalité (2.5) devient :

on trouve :

avec

/Q f(@)v(x)de = /Q Vu(z).Vo(z)dz (2.6)

Nous avons supposé que f € L*(Q), donc il suffit que v(x) € L*(€).Les composantes
du terme droite de I’équation (2.6), a savoir Vu(z)etVu(x) doivent appartiennent
aussi & L2(9).

Alors,le sous-espace de Hilbert dont les éléments s’annulent sur le bord 0f2

V= {v € L*(Q); Vv € L*(Q)",v|oq = O}
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2.3. LES PROBLEMES ELLIPTIQUE

doit étre :

V= Hy(Q)

Ainsi, la formulation variationnelle proposée pour (P) est de trouver u € HJ () tel
que :

/Q Vu.Vods = /Q fode Yo e HY(Q) (2.7)

Etape 2 : Résolution de la formulation variationnelle.

Cette étape est consacrée a la vérifications que la formulation variationnelle admet
une solution unique. Pour aboutir a ce but, nous utilisons le Théoreme de Lax-
Miligram , en vérifiant les hypotheses :

a(u,v) :/QVU($).VU([£)CZ[L' et L(v) :/Qf($)v($)d$ Yo e Hy()  (2.8)

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut vérifier que L est une forme
linéaire continue sur Hg () :

L@)| =1 fodo
< [ Iflvlde

< N Fllzz @y 101l 20
< CONAN 20l g )

et que a est une forme bilinéaire continue sur Hg ()
I(a,v)] = | / VuVuda|
< ||VU||L2(Q)n-||VU||L2(Q)n
< Jull g - 101 3 )

Selon l'inégalité de Poincaré la forme bilinéaire a est coercive (elliptique), donc il
existe v > 0 tel que :

a(v,v) = /vi.vvdg; = IVl 2y = V0l iy Vo€ HIQ)  (29)
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2.3. LES PROBLEMES ELLIPTIQUE

On conclu qu'il existe une solution unique u € H} () de la formulation variation-
nelle, puisque H} () est un espace de Hilbert et toutes les hypotheéses du Théoreéme
de Lax-Miligram sont satisfaites.

Etape 3 : Equivalence avec 1’équation.

Cette derniere étape consiste a vérifier que la résolution de la formulation varia-
tionnelle méne bien a la résolution du probleme aux limites (P), et a préciser dans
quel sens la solution de (2.7) est aussi une solution de (P). On vient de prouver
que la formulation variationnelle (2.7) possede une solution unique et pour montrer
I’équivalence avec le probléme initial, on procéde comme suit :

Cas 1:

u e H*(Q)

d’apres formule de Green on a :

— | Au.wdr + @vdx = [ fwdx
Q 8 On Q

_/S:ZA’U“/Ude :/Qf.vdl’ Vv € D(Q)

On en déduit alors

/Q(Au + flude =0 Yv e D(Q)

= —Au=f presque partout dans £

On en déduit que
u=20 presque partout sur 0f).

(C’est-a-dire : u € HL(Q) = ulpg = 0).
Finalement, on a retrouvé ’équation et la condition aux limites de (P).
Cas 2 :
u ¢ H3(9)
Dans ce cas on ne peut pas utiliser la formule de Green.On définit la fonction vec-
torielle o, et on pose 0 = Vu, tel que :

= ‘ / fudx

Q

= ’/O’.Vl}dl’
Q

d’aprés le critere d’existence d'une divergence faible ,pour tout v € D(12),

Jdive € L*(Q) /Vu.Vvda: = / o.Vudr = —/ divavdqu/ onudz (2.11)
Q Q Q o0
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2.3. LES PROBLEMES ELLIPTIQUE

avec
/ onvdr =0
o9
Donc :
—/ divovdr = —/ fodz Vv e D)
Q Q
= / (dive + f)vdx =0. Yv € D(Q).
Q
= —divVu = f presque par tout sur €2
— f = Au presque par tout sur §2
et on a

u € Hé(Q) :>u‘ag =0

Forme énergétique

Proposition 2.3.1. Soit J(v) l’énergie définie pour v € HY () par :

1
J(v) = Q/QIV'U\de—/vadx (2.12)
Soitw € HY(Q) la solution unique de la formulation variationnelle. Alors u est aussi

l'unique point de minimum de ’énergie, c’est-a-dire que :

J(u) = min J(v) (2.13)

veH1(Q)

Réciproquement, si u € H} () est un point de minimum de l’énergie J(v), alors u
est la solution unique de la formulation variationnelle suivant :

{uEV
J(u) < J(v)

Démonstration. Supposons que u est une solution de la forme énergétique et
prouvons qu’elle satisfait la formulation variationnel en publiant I’expression énergie
J(u + 6v),telle que 6 variable réel tend vers 0, et v pour tout v € V une fonction
test sur V.

supposons que u est une solution de la probléme énergétique et on a

IV(u+ 0v)|* = |Vul* + 20VuVo + 0% Vo
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2.3. LES PROBLEMES ELLIPTIQUE

On intégré dans () on trouve
6? 9
J(u+0v) = J(u) + 5 /Q |Vou|“dzx + 0{a(u,v) — L(v)} (2.14)

d’aprés 'hypothese on a J(u) < J(u + 0v).
On utilise (2.14) on trouve

la(u, v) — L(v)] 6 + ; [/Q yw?dx] 6 >0 (2.15)

On observe(2.15) est un polynoéme de seconde dégrée, positive donc

A =(a(u,v) — L(v))* <0, YoeV
— (a(u,v) — L(v))* =0, YoeV
= a(u,v) — L(v) =0, YoeV
= a(u,v) = L(v), YoeV

Supposons que u est une solution de la formulation variationnelle et prouvons que
c¢’est une solution de la forme énergétique.

On a
J(v) — J(u) = {a(u,v —u) — L(v) + ;/Q |V (v— u)|2dx}

et d’aprés I’hypothese on trouve
a(u,u —v) — Llv—u) =0

alors

J(0) — J(u) = ;/Q\(v — ) e > 0
= J(v) > J(u),Yvo eV
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2.3. LES PROBLEMES ELLIPTIQUE

c’est a dire

{uEV
J(u) < J(v)

Alors u est une solution de la forme énergétique. O]

Probleme de Dirichlet non-homogene

Définition 2.3.1. Soit Q un ouvert borné de l’espace R™, f € L*(Q), On définit le
probléeme de Dirichlet non-homogéne comme suivant :

(D){—Au:f z €

U = Uy r e

telle que ug est la trace de fonction de H'(2). Pour résoudre cette probléme suivons
la méthode suivant :
on met w = u — ug, on trouve
(1) —Aw=f+Aug=f x e
w=0 €N
Le probléeme (1) est un probléme de Dirichlet homogene.
En suivant les méme étapes que ci-dessus, on trouve que le probléeme (1) admet une

solution unique w € H} ().
Donc le probleme (D) admet un solution unique v = w + .

Conditions aux limites de Neumann

Définition 2.3.2. Soit 2 un ouvert borné de l’espace R™, 02 son bord, et soit
feL*Q) et ge L*00).

On définit le probleme de Neumann comme suit :

—Au=f x €
N
() %:Vun:g x € 02
an
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2.3. LES PROBLEMES ELLIPTIQUE

Notons que le probleme de Neumann n’accepte pas une solution unique car si u
est une solution de (V) alors u + ¢ avec (c constante) ainsi solution de (N) car

—Alu+c)=—-Au—Ac=—-Au=f

Ou+c) Ou Odc Ou

o oy ton oy Y (2.16)

et pour trouver la solution unique de (V) on définit la relation R comme suit

uRvE& u—v=c

R est une relation d’équivalence donc 'espace que nous recherchons est 1’ensemble
des lignes d’équivalence définie comme suit

X =H'(Q)/R
Remarque 2.3.1. On prend v =1 on trouve

/Q—Audx:/gfd:c

En appliquant Green, on obtient

/QVuV1—/Qan1ds—/f1dx

car V1 = 0 alors

B %ds _ / fda

—/mgds:/ﬂfdx

c’est a dire

et dessus

/Qfdﬂva/mgdSzO (2.17)
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2.3. LES PROBLEMES ELLIPTIQUE

Alors si les fonctions donnée ne vérifient pas la relation (2.17), donc il n’y aura
pas de solution au probleme de Neumann.

Remarque 2.3.2. [ est difficile de traiter l’espace X, c’est pourquoi nous définis-
sons un espace équivalent

W:{veHl(Q):/Qv:O} (2.18)
qui est un espace de Hilbert.

Démonstration. W est un espace de Hilbert car
Soit

v HY Q) — R (2.19)
v P(v) = /Qv (2.20)

On a
-1l est clair que v est une forme linéaire.
1 est continue car

1

$()| = | [ vde] < 190 oll a0
1

<10 ol 0

On remarque que W = ¢~1{0}, W est un sous espace fermée sur H'(Q) qui est de
Hilbert donc W est un espace de Hilbert.
On définit la norme sur W comme suit :

o]l = HVUHL?(Q)”

Prouve d’équivalence des normes

On a W un sous espace sur H!(Q) donc

2 2 2
lollw = [ollzz@n + VO[22 ()

et pour démontrer ’equivalence on a

2 2 2 2 2
vl = l[vllz2@) + [[Vllz2@)e = [lv = M(0)[720) + [Vl 7200
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2.3. LES PROBLEMES ELLIPTIQUE

et d’apres Poincaré-Wirtinger on trouve

2 2 2
ol < C2[IV[l72gyn + IVl L2 0n
2
< (C? + DIVl 720

donc

2 1

o]l < (C*+1)2 ||VU||L2(Q)n
et d’autre part, en utilisons la définition de la norme de H'(2) on trouve
2 2

IVollZ2 ) < 0l

c’est a dire
IVollz20yn < llvlliw
Alors d’apres(2.21) et (2.21) on trouve
1
IVOll 20y < Iolly < (CF 4+ D2Vl ()

Et pour résoudre cette probleme nous suivons les étapes suivantes :
Etape 1 : Etablissement d’une formulation variationnelle (FV)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Supposons que u est une solution de le probleme différentielle partielle et nous
montrons qu’il vérifie la formulation variationnelle, en multipliant les deux cotés de

Iequation —Au = f et en intégrant sur 2 on trouve

/Q—Auvd:p:/gfvdx

En utilisons la formule de Green on trouve
/ VuVudr = / fudx +/ guds YveW
Q Q a0

Donc on obtient la formulation variationnelle suivante :

ueWw

(V) {a(u,v) =Lv) YveW

telle que

a(u,v) :/QVqudx
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et
L(v) :/fvd:c+/ guds
0 Ge)

Etape 2 : Résolution de la formulation variationnelle.
Pour résoudre la formulation variationnelle, il suffit de vérifier les conditions du
théoreme de Lax-Milligram

1. L(.) linéaire .
2. L(.) continue car
L) =1 [ fodz+ [ guds
9) o9
alors
L) < [ |flleldz+ [ d
L) <1 [ \fllolde + [ lollvlda
En utilisant Cauchy Schwartz on trouve

(L) < [z @llvll 22 ) + 191 2@y 101l 2 a0

Donc
IL)| < Nl 2@y llv = M)l 20y + €llgll g q)
D’apres I'inégalités de Poincaré Writinger on trouve
[L(v)] < C/HfHL2(Q)”VUHL2(Q)” + C~C”||9HL2(aQ)”UHW
En utilisons 1'équivalence des normes on trouve
[L(v)| < (C/HfHL?(Q) + C-C””9||L2(BQ))||U||W

1. a(.,.) est bilinéaire

2. a(.,.) est continue car

a(u,v)| = | [ Vuv
En utilisant Cauchy Schwartz on trouve
la(u, v)| < ||VU||L2(Q)n||VU||L2(Q)n
Donc d’apres 1’équivalence des normes on obtient

la(u, v)] < C*lully vl
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3. af(.,.) est coercive

On a
a(v,0) = [ Voo = Vol ygp = C2Joll}y
Donc d’apres Lax-Miligram il existe une unique solution u qui vérifie
a(u,v) = L(v) YveW

Etape 3 : Equivalence avec I’équation différentielle partielle (N)
On a

Sive D)

Il y’a deux cas

-Cas 1:u e H*(Q)

On a

/Vqudx:/fvd:c+/ guds YveW
Q Q o0

En utilisant la formule de Green on trouve

/—Auvdw+/ &Lvds:/fvdx—i—/ guds YveW
Q 80 On Q o0

Donc
[ (=au= fode= | | -0 ds o e D©)
. u vdz = | (g o v v
Alors
[(~Au=fdz =0 voeD@)
Q
Donc
—Au— f=0 presque par toutsur €
Alors

—Au=f presque par toutsur S

-Cas 2 : u # H*(Q)
On met ¢ = Vu donc

|/QaVvdx| = |/vad$|
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Donc
| [ oVuda] <11l l0l ago

D’aprés la norme de divergence

Jdive € L*(Q) - / oV = — / divVu.v
Q Q

c’est a dire
—/QdivVu.v = /vadx Vv € D(Q)
Alors
/Q(—Au — flvde =0
Donc
—Au—f=0 presque par tout sur §)
Donc

—Au=f presque par toutsur )

Siv e D) On a

/Vquda::/fvdx+/ gudx YveW
Q Q o9

En utilisons formule de Green on trouve

/Q(—AU — [lvdz = /aQ (9 — g;;)vds Vv € D(2)

Et on a
/ (—Au — fluvde =0 Yo € D(Q)
Q
Donc

—Au—f=0 presque par tout sur §2
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Alors

Ag(g—g:;)vds:() Yo € D(Q) Yv e D(Q)

Car D(Q) est dense dans H'(Q) donc la derniere relation reste vérifier pour tout
v e HY(Q), donc

(9= Soralo)ds = 0.20(0) € L2(08)

n
Alors
(g — gz,%(v» —0=g— gz € L*(00)" = {0}
Donc
ou
an =g presquepartoutsurdf).

Probleme mixte pour I’équation de Poisson
Définition 2.3.3. Soit Q) un ouvert, 02 divisé en deux parties I'y et I'y c’est a dire :
0 =T1UT, (2.25)
On consideére la condition de Dirichlet sur I'y
U = g zely (2.26)

et la condition de Neumann sur I'y

ou

o =g z el (2.27)

On considére u une solution d’équation de poisson dans [’espace de ), prenons ug
définie dans €2, et on choisit l’espace des fonctions test

W = {veH'(Q),v|r, =0} (2.28)

dans ce cas, nous écrivons la condition de Dirichlet non homogéne sous la forme
équivalente u = ug + w.
W un espace de Hilbert car :
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b HY(Q) — L2(Q)
v— ¢(U> = U|F1

W est linéaire.
Y est continue car :

1Y) 20y = vl r2ry) < M0l r2g0)
< c|lvll g

d’apres la définition de la forme linéaire v» on a W = ¢~1{0}
donc W est un sous espace dans H'(Q)) qui est Hilbert alors W est un espace de
Hilbert.

On définit la norme sur W de la forme suivante :

[vllw = [Vl 2 n

Pour résoudre le probleme mizte d’équation de poisson nous suivons les étapes sui-
vantes :

Etape 1 : Etablissement d’une formulation variationnelle. :
On multiplie I’équation de poisson —Awu = f par une fonction test réguliere v € W
et on integre sur €2 on trouve :

/—Auvdx:/fvdx
Q Q

d’apres la formule de Green on trouve :

/Vqudx:/fvdm—i-/ @vds
Q Q Q0 On
mais on a
ou ou ou

/(m@nvs Flanv s+ F28nvs FQgUS
d’ou :

/Vqudx:/fvdx+/ guds  YveW (2.29)

Q Q )

En remplagant w = u — ug dans (2.29) on trouve w solution de

37



2.3. LES PROBLEMES ELLIPTIQUE

/ VwVuds = / fodz — / VuoVode + | guds  YveW (2.30)
Q Q Q

1)

c’est a dire :

w=u— U Yw e W
/ VwVods — / Fodz + / guds — / VuoVuds
Q Q Ty Q

alors u solution de I’équation (2.29) équivalent que w est une solution de (2.30)
Etape 2 : Résolution de la formulation variationnelle.

a( / VwVudz YvoeW
/ fuds +/ guds Yve W

a est une forme bilinéaire.
a continue car :

la(w, v)| = |/QVwVvdx| < IV g2 | Vol 2
< lwlly-[lvlly

L est linéaire et continue car :

V)| = |/vadx —1—/F guds — /QVUOVvdx|

< Hpr(Q)-HUHL?(Q) + HQHH(FQ)-HUHL?(FQ) + HVUOHLQ(Q)”‘HVUHLQ(Q)
< ez -0l ) + gl z2oo) -0l ) + VU0l 2@y -Vl 20)n
< 2 + Cellgllzon) + 1V uoll 2 gyn-llvllw
a est coercive :
a(v,0) = [ Vo = €2l
donc d’apres théoreme de lax Miligram :

Jw e W :a(w,v) = L(v) YoeW
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Etape 3 : Equivalence avec I’équation.
Supposons que w est une solution de la formulation variationnelle et démontrons

que u est une solution de I’équation.Nous avons deux cas :
Casl v € D(Q)

/QVwVvdx:/Qf.vdx—k/F g.vds—/ﬂVUOVv Vv € D(Q)

1:w,u€ H*Q)
on utilisons la formule de Green et on trouve :

/Aw vd:v—l—/ —vds—/f.vd:v+/ g.vds+/ Auovda:—/ %.vds
89 on I, Q aq On

puisque v € D(£2) on a :
— / (Aw — Aug — f).vde =0
Q
= —Aw—Aug=f presque partout sur €
et on a

weW = wlp, =0

—Au=f
U|F1 = Ug

donc

2 w,ug & H*(Q)
on pose 0 = Vw et g9 = Vg
on utilise la divergence on trouve

—/ dz’va.v—l—/ anvds:/f.vdx+/ divao.vdx—l—/ guds
Q Gl9) Q Q Ty
- —/ divo.vdz :/ f.vdx+/ divog.vdx
Q Q Q
= — / (—dive — divoy — f)vdr =0
Q

— —divo — divog = f presque par tout sur §2
—Au=f presque par tout sur

et on a:

UJGW:>U)|F1:0
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Cas2 v ¢ D(Q)

On utilise la divergence on trouve

—/ dz’va.v—l—/ onvds :/ f.vdx—i—/ divao.vd:n—/ aonvds—i-/ gudsVv € W
Q o9 Q Q o0 Ty

0 0
= —/ Awvdx —/ Augvdz :/ fvdx —/ (——w - —uo) + g).v.dsVv e W
Q Q Q s On  On
ow  Ouyg
—+—— =9 presque par tout sur I'y
on I
ou
a—n =g presque par tout sur I'y

Forme énergétique

On observe que les conditions de théoreme de Lax Miligram sont évidentes et
a(.,.) est symétrique donc u vérifier la valeur minimum de 1'énergie c’est a dire :

J(u) = min J(v)

veW

J(v) = ;a(v,v) — L(v)

J(v) = ;/Q|V(U)2|dx—/ﬂfvdx—/r29@ds
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Chapitre 3

Méthode des éléments finis

3.1 Méthode de Foedo-Galerkin

La méthode de Galerkin est un principe général pour construire des approxima-
tions pour résoudre le probleme aux limites, nous considérons le probléme variation-
nelle dans un espace de dimension infinie et cette méthode est une introduction a la
méthode des éléments finis. On a le probléme variationnelle u € V' :

{UGV
a(u,v) = L(v) = (f,v) YoeV

ou
(u,v) — a(., .)une forme bilinéaire sur V' x V

v+ L(v) = (f,v) une forme linéaire sur V'

V' un espace vectoriel des fonctions .

Nous appliquerons la méthode de Galerkin au probleme de Poisson avec les condi-
tions aux limites de Dirichlet homogenes, ou I’espace dans lequel nous cherchons des
solutions est V' = H{ (), et la formulation variationnelle approximative est :

a(u,v) = /QVqudx = /vad:v =Lv) YweV

I’espace V' de dimension infini consiste a remplacer I’espace de Hilbert V' par un sous-
espace de dimension finie V), telle que V;, C V, c’est-a-dire a chercher la solution du
probleme variationnel :

uy € V),
a(up,vy) = L(vp) Y, € V,

(Fv)h{
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on considere la base (¢1, @9, ..., ¢,) de V3, c’est a dire V}, est l'espace induite par
(¢1, ¢2, ..., on), €t la solution uy € Vj, écrit sous la forme :

up) = Zn‘iuj%(x)

ou (uj)i=1,..» € R, donc la solution de la formulation variationnelle approximative
consiste a trouver le vecteur w;, vérifier

a’(uhvvh) = <f7 Uh> vUh S Vh

a(zn: w;pj,vp) = (f,on) Yo, €V

n
= > a(gj,vn)u; = (f,on) Yo, €V
7j=1
on pose v, = ¢; , on trouve :

Za ¢],¢Z <f7¢z> Vl:177n
7j=1
on pose la matrice A : A = (Ajj)i<ij<n € R™" | et, (4;5) = a(oj, i)
le vecteur F' :F = (F})1<i<n € R, et, F; = (f, ¢:).
on trouve que la solution de (F'V); est la solution de AU = F, si la matrice A est
inversible alors la solution que nous recherchons est U = A7'F | et elle est unique.

Remarque 3.1.1. On peut montrer que la solution est unique en prouvant que A
est bijective .

Démonstration. Injective : Il suffit de prouver que le noyau est nul
on a :

AU—0:>Z alg;, d)u; =0 Vi=1,...n

7j=1

:>ZZCL ®;, Pi)uu; =0
=17

=1
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a est coercive donc :

donc A est injective.

Surjective :

On a A est injective dans 'espace V}, et V}, de dimension finie alors A est bijective.
donc A est inversible ce qui implique que U = A7'F, alors elle admet une unique
solution, donc la (F'V);, admet une unique solution dans l'espace V,. O]

3.1.1 Méthode des éléments finis

Définition 3.1.1. La méthode des éléments finis est un cas spécial de la méthode de
Galerkin .L’idée de base de cette méthode est de remplacer l’espace de Hilbert V' sur
lequel est posée la formulation variationnelle par un sous-espace Vi de dimension
finie(dimV}, < o0). Le probléme "approché" posé sur Vi, da la simple résolution d’un
systeme linéaire, dont la matrice est appelée matrice de rigidité.

La Méthode des éléments finis en dimension 1

On a le domaine Q =0, 1[. En dimension 1 un maillage est simplement constitué

d’une collection de points ()., ., tels que :
ro=0<m <..<xp < Ty =1.

Le maillage sera dit uniforme si les points x; sont équidistants, c’est-a-dire que
h h L 0<ji<n+1
r;=jhavech=—— 0<j7<mn+1,
i=J n+1 J
Les points z; sont aussi appelés les sommets (ou nceuds) du maillage.

Dans tout ce qui suit on notera Py, ’ensemble de polynomes a coefficients réels d'une
variable réelle de degré inférieur ou égal a k

k
P, = {p(x) => a;zl,a; € R}

=1

P, est un espace vectoriel de dimension k£ + 1.
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3.1.2 Convergence par Méthode des éléments finis P,

Considérant 1'espace des fonctions de dimension finie V! inclus de I'espace V},,
telle que :

Vh:{UEC([O,l]) telque v | elP’l,VOSjgn}

T, Tj+1

Vi ={veVi: v(0)=v(1) =0}

V,} est un sous espace sur H} de dimension n

¢($):{1—|$| si el <1

0 si lz| > 1

et on a le graphe de la fonction ¢

Figure 3.1 Les fonctions ¢

Lorsque le maillage est uniforme, les fonctions de base se définissent a partir d’une
unique fonction ¢ par

I—l’j

)

¢j(z) = &(
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et

1-— ‘l’ — fl/’j‘ st x € [$j,1,l'j+1]

¢(r) = h

0 st non

Lemme 3.1.1. L’espace Vj,, est un sous-espace de H*(0,1) de dimension n + 2, et
toute fonction vy, € V est définie de maniére unique par ses valeurs auxr sommets
(j)o<jcni1 Comme suit

(@) =5 oo x)  vee

Démonstration. Avant de passer a la preuve rappelons que les fonctions continues
et de classe C!' sont des fonctions de H'(0,1) d’autre part en remarquant que
¢j(x;) = 0,5, ou 0;; est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si ¢ = j et 0 sinon,
alors :

n+1
vn € Vo = wn(@) = 2 j6j(ai)
]:

= vp(x;) = ji; a;pi(x;) = oy

— up(z) = :g v (25);()

]

Remarque 3.1.2. L’importance de la méthode des éléments finis est que [’ensemble
{z, ¢;(x) # 0,Yi} est petit par apport a lintervalle de la solution [0, 1].
Cela conduit a que la majorité des coefficients de la matrice de rigidité A = a(¢;, ¢i)1<ij<n
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seront nuls.

Iy L= ]

Figure 3.2 Les fonctions de base.

Exemple 3.1.1. Probléme de Dirichlet de dimension 1 :
Considérons le Probléme de Dirichlet suivants :

—u" = f,x€]0,1]
u(0) =u(l)=0

. On commence par écrire le probléeme a résoudre sous une forme dite faible ou

variationnelle. Celle-ci s’obtient en multipliant [’équation initiale de Dirichlet par

une fonction v qui s’annule également sur le bord du domaine, a intégrer sur tout le
domaine, et a faire une intégration par parties. On obtient successivement

_ /01 W (2)v(z)de = /01 f(x)v(x)dx

1, 1
puis, comme —/ u' (z)v(x)dr = / o' (2)v'(x)dz (le terme tout intégré disparait car
0

v(0) =v(1) =0, on arrive a

-/ L () (@) de = | ' b @)o(2)de (3.1)
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Pour toute fonction v suffisamment dérivable 1 pour que le calcul ait un sens. Cette
formulation variationnelle peut s’appliquer dans le cas de l’espace de fonction Vil
c’est-a-dire que [’on peut chercher a résoudre le probleme suivant

1 1
Trouwver wuy €V, telque /uﬁl(x)v;b(x)d:v:/ f(x)vp(z)dx (3.2)
0 0

On décompose alors up, sur la base des (¢;)1<j<n

En notant

la formulation variationnelle donc revient a résoudre dans R™ le systeme linéaire :
AUy = by,

En résolvant ce systeme linéaire, on obtient le vecteur U, dont les composantes sont
les valeurs de uy, aux sommets (z;)1<i<n du maillage.si j #i—1 ouj #iouj # j+1
alors les fonctions ¢;(x).¢s(x) = 0 donc ¢.¢;(r) =0

Calcule A,

on a :

r — T;
1+ n T € [Ty, 7]

T € [T, Tig1]
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1

_ st j=1—1
Tig1 — T;
1 AR T S
st =1
/ Oi(x)i(x)dr= 5 = L1 T — !
0
- st g=1+1
Tj— Tj
0 sinon
et, dans le cas du maillage uniforme, on aura :
1 i1
—— st =17—
2 h !
L 2 o
| d@di@yda=sn, "
0
1 i
3 st ) =1+
0 sinon
La matrice Ay, est tridiagonale et s’écrit dans ce cas :
2 -1 . 0
1 -1 2 -1
. . |
0 ) .. =1 2

Définition 3.1.2. On dit qu’une matrice A est définie positive si :
Vu € R" — {0} : (Au,u) >0
Lemme 3.1.2. Toute matrice A définie positive est inversible.

Démonstration. Démonstration par ’absurde : supposant que A n’est pas inversible,
alors il existe un vecteur u # 0 de R" tel que Au = 0 ce qui implique que (Au,u) =0
avec u # 0, contradiction avec A est définie positive.

Montrons que A;, est définie positive

pour uy = (ug, Us, ..., u,) de R, le vecteur Aju;, donnée par

(Zn:Aluj,...,zn:An].uj) = (zn:a bj, P1)Uy, ... ,zn:a (¢, Dn)u )
j=1 j=1 j=1 j=1

on trouve

n n

(At un) = 37 (05, dn)usue = a( wyty, Y win) = al @) = [ i) *da

i=1j=1
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telle que @(z) une fonction de V! définie par @(z) = > w;¢i(z) et (u1,us, ..., u,) ne
i=1

1 .
sont pas nuls,peut facilement vérifier que @(z) # 0 implique que / % (:L')|2d:c >0
0

alors A, est définie positive, donc Aj, est inversible. n
Calcul b,

On a by, = (f, ¢i>1§z‘gm pour obtenir le second membre by, il faut calculer les inté-

grales

T

(.00 = [ f@oiteyie = |

Ti—1

F(2)bs(x)dz + / * F(2)6i(x)da

by, = /Wrl flz)pi(x)dx  pourtoutl <i<n

i—1

L’évaluation exacte du second membre by, peut étre difficile ou impossible si la fonc-
tion f est compliquée. En pratique on a recours da des formules de quadrature (ou
formules d’intégration numérique) qui donnent une approximation des intégrales dé-
finissant by,. Par exemple, on peut utiliser la formule du "point milieu"

N /ggi+1 Y(x)dr ~ (miﬂ * xl)

Tig1 — X4 Jz; 2

ou la formule des "trapézes”

1 /Ii“ W(z)dr ~ ; (Y(@ig1) +10(x3))

Tip1 — Tj Jzy

ou la formule de Simson

ZT; + x;
- lae) +4(Z ) + (i + 1)
/. U(x)de = (xiq — ;) -
st on utilise la formule de "trapezes” , on trouve :
73 o . . . =1 0 = . (3.4)
) S22 =1 .
0 . .0 =1 2| |u, f(zn)

tel que (ug,us,...u,) inconnu et la solution approximative est alors donnée par
n

up(z) = ; ui(2:) i)
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3.1.3 Meéthode des éléments finis dans dimension 2

On explique toujours la méthode des éléments finis sur le probleme de Dirichlet
homogene :

(p) = —Au =f, xe
PP=Yu =0, zeon

tel que € est un ouvert borné sur R?, supposons que la formulation variationnelle du
probleme admette une solution u dans ’espace V', tel que 'espace V' est ’ensemble
des fonctions continue de classe C'' par morceau sur ) et s’annule sur la frontiére.
Nous recherchons I’approximation par la fonction u; solution de la méme formulation
variationnelle avec remplacement V' par l'espace de I'approximation V.
premierement

On va définir un maillage ) dans la dimension 2.

Définition 3.1.3. On appelle un maillage triangulaire T}, pour ) chaque ensemble
de triangles (K;)1<i<n @rréguliers qui divise Q. On suppose que les triangles sont
fermés et l'intersection a l'intérieur de deux triangles K; et K; est vide ou égale a
un sommet commun de deux triangles, ou un coté commun de deuz triangles

Plus tard, on note le sommet ou le neud du maillage (les sommets des triangles
communs du maillage)

Remarque 3.1.3. Un maillage peut étre construit a partir de quadrilatéres ou de
polygones en général, comme dans la dimension 1.

On définie Py, l'espace d’un polynome a deux variables de degré inférieur ou égal a
k.

Py = {p(w,y) = Y agr'ya; € R} (3.5)
i,j>0,i+5<k
Exemple 3.1.2. Le polynome de premier degré s’écrit sous la forme :
p(z,y) =a+br+cy

Le polynome du second degré s’écrit sous la forme :

p(z,y) = a +bx + cy + dovy + ex® + fy?
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Figure 3.3 -Exemple de maillage triangulaire en dimension n = 2

Les espaces approchés sont définis de la méme maniere dans le cas de la dimension
1, on choisit les fonctions qui sont continues sur €, ses restrictions sur chaque triangle
K; sont des polynémes.
Pour approcher P; par exemple nous avons :

Vhl = {u S C(ﬁ),u!m (SHET VKZ € U|3Q = O}
Les fonctions ¢; qui prennent la valeur 1 au neeud (z;,y;) du maillage et la valeur 0
au reste des nceuds (1, ;) du maillage forment la base de I'espace V;! .

la matrice de rigidité A, peut étre calculée de la méme maniére qu’en dimension 1
par la formule :

Aij = al05,0) = [ Vo,(2.9)V6i(x,y)drdy
et le deuxieéme élément
(£.0) = [ f@y)oi(a,y)drdy

se calcule sous la forme approximative par les formules quadratiques.
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3.1.4 Erreur d’approximation et la convergence de la mé-
thode des éléments finis

La méthode des éléments finis se concentre sur le calcul de la solution approxi-
mative u, du probleme variationnel en substituant I'espace V' par I'espace V},, tel
que (V3 C V) de dimension finie.
la question qui peut étre posée ici est quelles sont les erreurs qui résultent du rem-
placement de ’espace V' par V},, c’est a dire quelle est I'erreur entre la fonction u et
Up ?

Pour répondre a cette question, nous utilisons un outil qui permet de mesurer la
distance entre les deux fonctions u et wuy,.
On a pour une fonction v définie sur I'intervalle [0,1] , nous savons que la norme

dans L? définie par :
1 3
ol = ([ lo(a)Pd)

On définit la distance entre deux fonctions v; et vy par :

d(vi,v2) = [Jv1 — U2||L2(o,1)

On peut définir une norme qui permet de mesurer la distance entre deux fonctions
et en méme temps celle entre leurs dérivées, qui n’est que la norme définie sur H'*
par :

Nl

2 2
ol = <|rv||L2<o,1> ; ||v'||L2<0,1)>

1 1 3
- </ |v\2dx—|—/ |u’\2d;c>
0 0

Lemme 3.1.3. Supposons qu’il existe une solution u de V au probléme de poisson
dans la dimension 1, tel que V est I’ensemble des fonctions continues, C* par mor-
ceau sur [0,1] et vérifie u(0) = u(1) = 0.
Soit Vi, C V un sous espace approximatif de dimension finie, et soit u, de Vj la
solution approximative.
Alors il existe ¢ > 1 ne dépend pas du Vj, qui vérifie :

Ju— uhHHl(O,l) < c.d(u, Vi)
telle que :

d(u, V) = vifg/h [|u — UhHHl(o,l)
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est la distance entre la fonction uw et l’espace approximatif Vj,.

Donc Uerreur est limitée d’en haut par la distance entre la solution et [’espace ap-
prozimatif Vi, multipliée par une constante c positive.

Dans étape suivante nous estimons la valeur de la distance d(u,V},) par des fonc-
tions d’espace approzimatif Vy,,plus précisément par fonctions indexées h qui sont
sur le maillage .

1l est clair que plus que h est petit, plus que la dimension de V}, est grande, parce

que pour Py par exemple on trouve dimV;, = n tel que n = P 1

De plus, plus V}, est grand, il s’approche de l’espace V', et la solution exacte est u,
et nous aurons la figure suivante :

Figure 3.4- De plus, plus V}, est grand,u;, s’approche de u.

Dans le cadre de approrimation par les éléments finis, on peut vérifier que :
li =
lim d(u, V) =0

pour cela la solution approchée converge vers la solution exacte pour h — 0.
c’est a dire

}l}_}r% Ju— UhHHl(o,l) =0
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et pour prouver que :
ilzli% d(u, V) =0
il suffit de trouver la fonction u de V), qui vérifie :
[ = vnll g9,y — 0
et cect quand h tend vers zéro
On considere I'approximation par les éléments finis Py, et on prend la seule

fonction Tyu(z) de V;! qui prend les mémes valeurs avec u aux points z; du maillage
comme il est illustré dans la figure suivante :

g \\ N |

ly=(
‘f‘\' (- J)
Figure 3.5 -Polarisation de la fonction u

La fonction approximative I,u appelée polarisation u, exprimée dans la base (¢1, ¢, ..., ¢r)
comme suivant :

n

Tu(z) =Y ulz;)¢i(x)

i=1

la proposition suivant permet de mesurer la valeur des approximations, que quel soit
v de V' par polariseur I,v.
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Proposition 3.1.1. Soit v de V et soit Iv polarisé en V', alors on a
tim o = o) = 0
et si la fonction v de classe C* alors il existe k > 0 indépendant de h vérifie
v — IhUHHl(O,l) < kh|v' ||L2(0,1)
Enfin pour prouver la convergence de la solution approchée uy, vers la solution u

Ju— Uh(U)HHl(m) < Cvirel;f,h lu — Uh“Hl(O,l)

< flu— IthHl(O,l) —0

et dans le cas de la solution u de classe C?, on a :

[Ju— Uh”Hl(o,l) < ckhl|’ HL2(0,1) —0
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Conclusion

Dans cette mémoire, nous avons étudié l'existence et 1'unicité de solution de
probléme de poisson avec conditions limites (Dirichlet, Neumann, Mixte) nous uti-
lisons la formulation variationnelle et théoreme de Lax-Milligramme et calculer les
solutions approchées par la méthode des éléments finis ( dans la dimension 1 et 2).
Elle est la méthode numérique de référence pour le calcul des solutions de problemes
aux limites . Nous avons vu que le principe de cette méthode est directement issu
de Papproche variationnelle. L.’idée de base de la méthode des éléments finis est
de remplacer 'espace de Hilbert V' sur lequel est posée la formulation variationnelle
par un sous-espace Vj de dimension finie. Le probléeme "approché" posé sur V, a
la simple résolution d’un systeme linéaire, dont la matrice est appelée matrice de
rigidité. Par ailleurs, on peut choisir le mode de construction de V}, de maniere a ce
que le sous-espace V}, soit une bonne approximation de V' et que la solution u; dans
V}, de la formulation variationnelle soit "proche" de la solution exacte u dans V'
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