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Avant-Propos
Ce manuel est destiné aux étudiants de la deuxiéme année universitaire des spécialités
scientifiques et techniques, aux étudiants du tronc commun sciences et technologies, il

correspond au programme du module Physique 3, partie vibrations mécaniques.

1l contient quatre principaux chapitre présentés sous forme d’un résumé de [’essentiel du
cours sans demonstration, suivi par une sérié des exercices corrigés, afin de permet aux
étudiants de bien comprendre les phénomenes des vibrations mécaniques, et de maitriser

["utilisation du formalisme de Lagrange pour la résolution des différents problemes.

Le premier chapitre de ce manuel est consacré aux oscillateurs linéaires a un seul degré de

liberté libres non amortis.

Le deuxieme chapitre est réservé aux oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres

amortis.

Le troisieme chapitre est consacré aux oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté

amortis forcés.

Le dernier chapitre du polycopié est attribué aux oscillateurs a deux degrés de liberté.

Dr. Helaimia Taoufik
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Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres non
amortis



Chapitre | Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres non amortis

I. Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres non amortis :
I.1. Rappel de cours :
I.1.1 Définitions :

Oscillateurs : des systemes mécaniques qui effectuent un mouvement de va et vient autour
d’une position d’équilibre stable, qui se répete périodiquement au cours du temps [1, 2].

Linéaires : les forces (pour les mouvements de translation) et les moments (pour les
mouvements de rotation) sont proportionnelle a leurs élongations.

T=—Kxi, M=—-COK

Un seul degré de liberté : le mouvement du systéme au cours du temps, peut étre décrit par
une seule coordonnée indépendante (une coordonnée généralisée).

Libres : les forces extérieures exercant sur le systéme sont nulles (ﬁExt = 6)

Non amorti : les forces de frottement exergant sur le systéme sont négligeables (ﬁpmt = 6),
et par conséquence I’amplitude d’oscillation est constante au cours du temps.

1.1.2. Positions d’équilibre stables et instables :

. ... Yy eq au
Pour déterminer les positions d’équilibre (P.E) on a : 10 =
deq

. . . d?U
Les positions d’équilibres sont stables (P.E.S) si, aaz >0
Qeq

d*u
Les positions d’équilibres sont instables (P.E.I) si, Wz <0
Geq

1.1.3. Forme quadratique de I’énergie potentielle : dans le cas des oscillations de faibles
amplitude, 1’énergie potentielle a une forme quadratique U(q) = Aq? + cnst, ou q est la
coordonnée généralisée [3].

I.1.4. Nombre des degrés de libertés du systéme : on détermine le nombre des degrés de
liberté d’un systéme, en utilisant la relation suivante d = ¢ — [

d : nombre des degrés de liberté (coordonnées indépendantes) du systéme.
¢ : nombre des coordonnées qui caractérisent le systéme.

[ : nombres des liaisons entre les coordonnées décrivant le systéme.

I.1.5. Formalisme de Lagrange : L =T — U [4]

T : Energie cinétique du systéme.
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U : Energie potentielle du systéme.

I.1.6. Equation de Lagrange : I’équation de Lagrange d’un oscillateur libre non amorti & un

o d (dL dL . R
degré de liberté a la forme n (d_q) 2 = 0, ou q est la coordonnée généralisée [4].

1.1.7. Equation différentielle du mouvement : 1’équation différentielle du mouvement d’un

oscillateur libre non amorti, a toujours la forme générale ¢ + qu = 0 [5]

Wy = ZT—: = 2mf, , est la pulsation propre (fréquence angulaire) du mouvement oscillatoire du

systeme

T, est la période propre du mouvement oscillatoire du systéme (représente le temps d’une
oscillation compléte)

fo est la fréquence du mouvement oscillatoire du systéme (représente le nombre des

L . 1 .,
oscillations complétes par une seconde), et on a f, = P (sa unité est le Hertz)
0

1.1.8. Equation horaire du mouvement : représente la solution de 1’équation différentielle
du mouvement, a une forme sinusoidale q(t) = Acos( Wyt + ). On détermine les valeurs

des deux constants A et ¢ a partir des conditions initiales [6].

1.1.9. Condition d’oscillation du systéeme : a partir de 1’équation différentielle du

mouvement du systéme ¢ + qu = 0, le systéme oscille si la condition suivante est vérifiée

Wg > 0, c'est-a-dire que Wy doit étre réelle et positive.

I.2. Série des exercices corrigés :

Exercice (1) :

Soit le systéeme mécanique de la figure 1.1 constitué
d’une masse m=5Kg, attachée a un ressort de constante
de raideur K=150 N/m. . "

On écarte la masse m de sa position d’équilibre avec un
petit déplacement x, et on le lache sans vitesse initiale.

1. Calculer I’énergie potentielle du systeme X(t) r

2. Calculer I’énergie cinétique du systéme.

3. Donner I’expression du Lagrangien L du
systeme.

4. Donner I’équation différentielle du mouvement.

5. Calculer la période propre de cet oscillateur To.

Figurel.1
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Solution de I’exercice (1) :

On a: m=5Kg, K=150 N/m.
1. calcul de I’énergie potentielle du systéme :

Ux) =U, + Uk

U, = -mgx, Uy = %K(x + x0)?

1
Ulx) = EK(x + x0)? — mgx

Pour les oscillations de faibles amplitudes, il faut trouver la forme quadratique de 1’énergie
potentielle suivante : U(x) = Ax?

au
A I’équilibre on a : = =0

Xx=0

av K(x + xy) —mg, av

m ..
= =Kxyg—mg =0, xq = 79 estla position
dx dxx=0 K

d’équilibre du systéme. On simplifie I’expression de 1’énergie potentielle :

U(x) = %sz +%Kx02 + Kxx, — mgx

Ulx) = %sz + %K’xo2 + x(Kxo, — mx)

En utilisant la condition d’équilibre (I’équation nulle), on obtient la forme quadratique :
U(x) = %sz + cnst

2. calcul de I’énergie cinétique du systéme :

: d
T(x)=Tm= %mvz, v = d—:

=X
. 1 .o

T(x) = Smx

3. Pexpression du Lagrangien L :

L=T-U, L=%m9’cz—%Kx2+cnst

4. I’équation différentielle du mouvement :

Pour déduire 1’équation différentielle du mouvement, on utilise 1’équation de Lagrange d’un
oscillateur linéaire a un seul degré de liberté libre non amorti, qui a la forme :
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d (dL dL

(@20 o
dt \dq dq

oug =x,y,0.... est la coordonnée généralisée.
dL . d (dL .. dL

— = mx, —(—,) =mx, —=—Kx

dx dt \dx dx

mxX+Kx =0 (2)

Cette équation représente 1’équation différentielle du mouvement, on peut 1’écrire sous la
forme générale : ¥ + wix = 0

2
. K K . . .
X+ (—) x=0, wy = /— est la pulsation propre du mouvement vibratoire de cette

oscillateur libre non amorti.

5. Calcul de la période propre de cet oscillateur To :

21 21 m
Ona:WO=T—, TO =W—, T0=2TL' ’;
0

0

Application numérique :

Ty = 2(3.14) /1—;:’0, Ty = 1.146 s, est la période propre de cet oscillateur libre non amorti.

Exercice (2) :

Soit le systéme mécanique représenté dans la
figure 1.2. On écarte la masse m de sa position
d’équilibre d’un petit déplacement xo=10 cm, et
on lache le systéme a lui-méme.

On donne : m= 1 Kg, K= 20 N/m.

Figure 1.2

1. Calculer le lagrangien L du systéme.
2. Donner I’équation différentielle du

systeme.
3. Calculer la pulsation propre d’oscillation wg.
4. Calculer la période propre d’oscillation To.

Solution de I’exercice (2) :

On a les données : m=1 Kg, K=20 N/m
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1. Calcul du Lagrangien du systeme L :
L=T-U
L’énergie potentielle du systéme :

U,, = £mgh, il n y’a aucun déplacement vertical de la masse m pendant son mouvement,
donc:h=0, U, =0

Uy = %K(x + x0)%, U(x) = K(x + x4)?
A Véquilibre: &2 =0
dxx=0
au au
= K(x + xp), Ty Kxy =0, xo =0

Et la forme quadratique de ’énergie potentielle est : U(x) = Kx?

L’énergie cinétique du systéme :

: d
T(x)=Tm= %mvz, = d—:

T(%) = mi?
Donc: L =T — U, L=§mx2—1<x2

2. ’équation différentielle du mouvement du systéme :

> équati Y
L’équation de Lagrange est : T (dx) I 0 (1)
On obtient I’équation suivante : mX + 2Kx = 0 (2)

Cette équation représente 1’équation différentielle du mouvement, on peut 1’écrire sous la
forme générale : ¥ + wix = 0

’ZK 21 m
Ona:wy = F’ TO =W—, T0=2TL' %
0 \I

3. Calcul de la pulsation propre w, :

2(20
Wy = Q, wy = 6.32 Rad/s
1
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4. Calcul de la période propre T :

2T 2T
WO = et TO = —
To Wo

Application numérique :

_2(3.14)
0™ 632

, T, =099s

Exercice (3) :

Soit un pendule simple constitu¢ d’une masse ponctuelle
m=2 Kg, et d’un fil inextensible de longueur 1=20 cm
(Figure 1.3). On écarte le systéme par rapport a sa
position d’équilibre d’un angle faible 8, et on le lache a
lui-méme.

Calculer le lagrangien L du systéme.
Donner I’équation différentielle du mouvement.
Calculer la pulsation propre d’oscillation wy,.

PR

Figure 1.3

Calculer la période propre d’oscillation To.

Solution de ’exercice (3) :

Ona:m=2Kg, =20 cm.

1. Pexpression du Lagrangien du systéme L :

L=T-U

L’énergie potentielle du systeme :

Uu) =U,, = +mgh, h=1—Icosd =1(1 — cosB),

2

Pour les faibles angles on a les approximations suivantes : C0SO = ,etsinf = 60

62 62
h = l?, U(Q) = Um =mgl?

L’énergie cinétique du systéme :
N 1. 42 . _ 2
T(Q) =Tm = E]m/oe > Jmjo = ml

T(%) = >mi26?
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2

L=T U—1 1262 10
= —zm mg 2

2. I’équation différentielle du mouvement :

L’équation de L t~i(ﬂ)—£—0 1
cquation de Lagrange est: —{ —2 T (1)
d (dL dL

w(G5) =mp62, 2= —mglp

(1) donne ml262 + mgld = 0, 0 + %9 =0 ()

L’équation (2) est I’équation différentielle du mouvement de cet oscillateur libre non amorti,

elle a la forma générale : @ + wZ@ = 0

Wy = \/% est la pulsation propre du mouvement.

3. Calcul de la pulsation propre du mouvement :

Wy =\/g Rad/s
l

Application numérique :

10
Wgo = —, Wp = 7.07 Rad/s
0.2

4. Calcul de la période propre d’oscillation :

2T 2T
Wo = —, et TO = —
To Wo

Application numérique :

2(3.14
Ty = (7.07 ) 7. =089

Elle représente le temps d’une oscillation compléte du systéme.

On peut calculer la valeur de la fréquence f, qui représente le nombre des oscillations
compléte par unité du temps, on a :

fo== . fo=——=112Herz

To
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Exercice (4) :

Soit le systéme mécanique représenté dans la figure 1.4. Le cylindre homogene de masse M=1
Kg, et de rayon R=10 cm. Le ressort de raideur K=30 N/m, et la tige sans masse de longueur
1=15 cm, porte a son extrémité libre une masse
ponctuelle m=150 g.

Calculer I’énergie potentielle du systeme
Calculer I’énergie cinétique du systéme.
Donner I’expression du Lagrangien L.

Etablir I’équation différentielle du mouvement.

RANE o e

Donner la pulsation propre d’oscillation wy.

Figure 1.4

Solution de I’exercice (4) :

On a: M=1 Kg, R=10 cm. K=30 N/m. m=150 g, I=15 cm.
1. Calcul de I’énergie potentielle du systeme:

Uyn =+mgh, h=1—Ilcos8 = l(1 — cosH),

2

: 62 62
Ou: cosO = ,etsind = 0, donc,h =1—, U, =mgl—
2 m 2
1 .
Uk = 3 K(x + x4)?, x = R est la déformation du ressort en cas de mouvement.
Xo = RO est la déformation du ressort a I’équilibre.

1 1
Uy = EK(RQ + RO,)? = EKRZ(Q + 6,)?

1 62
U(Q) = EKRZ(Q + 90)2 + mg 17

e, AU _ _
A I’équilibre : oo 0, donne 8, = 0

2
u@o) = %KRZQZ +mg l%, donc U(0) = %(KR2 + mg 1)6? est la forme

quadratique de 1’énergie potentielle.
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2. Calcul de I’énergie cinétique du systéme:

] 1. 12 MR? 1 (MR?\
T(Q) =Ty + T, Tn =EJM/092, Imjo = 5 Ty = E( )92
) — L(MR®\ g2 L 11242 2\ _ 1 (MR? S\ Ao
T(6) =3 (5-) 6% +3mi2é?, T(6) =2 (= +mli?) 6
3. Pexpression du Lagrangien L :
Loy L(ME
B 2\ 2

) 1
+ mlz> 6% — E(KRZ + mg 1)6?

4. L’équation différentielle du mouvement :

equat - a4y _al_
L’équation de Lagrange pour cet oscillateur est : : It (d 9) 20 0 (1)
d (dL\ _ (MR? 2\ ; dL 2
dt(dé)_ ( - +mi )9’ 26 — ~(KR*+mg D)F

2 .
(1) donne : (g + mlz) 0 + (KR? + mg 1)8 = 0 est I’équation différentielle du

mouvement, on peut I’écrire sous la forme générale 6 + W§9 =0

MRZ est la pulsation propre du mouvement.
2

. 2
9+<M>9=0,0u:wo=

5. Calcul de la pulsation propre du mouvement w :

Application numérique :

30(0.1)2+0.15(10)0.15

0~ 2
20D~ 1+0.15(0.15)2

, Wo = 0.006 Radss.

Exercice (5) :

Soit le circuit électrique représenté dans la figure 1.5, constitué d’un condensateur de capacité
C=0.1 pF, d’une bobine d’inductance L=16 mH.
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Chapitre | Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres non amortis

1. Déterminer I’équation différentielle du C
systéme. | | |
2. Quel est le type de cet oscillateur
¢lectrique. K
3. Calculer la période propre Ty de

’oscillateur €lectrique. I

Figure 1.5

Solution de ’exercice (5) :

Ona: C=0.1 pF, L=16 mH.
1. ’équation différentielle du systéme :

En appliquant la loi des mailles, on obtient :
di
NU;=0, Uy+U;=0, L—+1=0,

4

_._d_q_. q d_q= s
Ona.l—dt—q,doncC+Ldt 0,C+Lq 0

. 1
j+—q=0 (1

Cette équation différentielle homogéne du deuxiéme ordre, représente 1’équation différentielle
de ce systeme ¢lectrique.

2. le type de ’oscillateur électrique :

A partir de I’équation (1), on constate qu’elle a une forme générale :

q -+ WO2 q = 0, est la méme forme que 1’équation différentielle d’un oscillateur mécanique
a un seul degré de liberté libre non amorti, donc on dit que le circuit (L, C) est un oscillateur
¢lectrique libre non amorti.

3. Calcul de la période propre To :

A partir de I’équation différentielle on a, I’expression de la pulsation propre de cet oscillateur
¢lectrique est :

we= |—=2Z Ty =22 donc: Ty = 2mVLC

LC TO Wy

Application numérique :

Ty = 2(3.14)4/0.016(0.1 x 1076) , T, = 0.25x 1073 s

11
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Exercice (6) :

Un cylindre homogene de masse M=1 Kg, de rayon R=10 cm, tourne sans frottement autour
d’un axe horizontal passant par son centre (O). Une petite masse ponctuelle m=50 g est soudé
au point le plus bas du disque (Figure 1.6). Un ressort de constante de raideur K=20 N/m est
relié a extrémité du disque. On écarte le systeme de sa position d’équilibre d’un angle 0 trés

faible, et on lache le systeme a lui-méme.

Calculer I’énergie potentielle du systéme
Calculer I’énergie cinétique du systéme.
Donner I’expression du Lagrangien L.

Etablir I’équation différentielle du mouvement.
Donner la pulsation propre d’oscillation w.
Quelle est la condition d’oscillation de cet Figure 1.6

Sk W=

oscillateur.

(M, R)

Solution de I’exercice (6) :

Ona:M=1Kg, R=10 cm, m= 50 g, K= 20 N/m.

1. L’expression de I’énergie potentielle :
Ul)=Uy+U,+Ug, Uy=2mgh, h=0, Uy=0
Uy, = +mgh, h =R — Rcosf = R(1 — cos#),

2

) 62 62
Ou: cosf = ,etsinf = 0, donc,h=R7, Umzng7

1 :
Uk = 5 K(x + x4)?, x = RO est la déformation du ressort en cas de mouvement.

Xo = RO est la déformation du ressort a I’équilibre.

1 1
UK == EK(RQ + RQO)Z == EKRZ(Q + 90)2

1 ) 5 6?2
A Péquilibre : Z_ge:o = 0, donne B = 0

1 62
Uuo) = EKRZ(Q)2 + mg R7

uee) = % (KR? + mg R)6?, est la forme quadratique de I’énergie potentielle.

12
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2. L’expression de I’énergie cinétique :

' ' 2 N
T(6) =Ty +Tp, Tu = %jM/OQZ’ Jmo = %’ T = %(Mf )92

T =5 jm/00?, jmjo = MR?, donc Ty, = > mR?6>

7(6) =2 (%) 6% + 2mr262, 1(6) =1 (= + mr?) 62

2 2

3. L’expression du lagrangien L :

1 /MR? o1
L=T—U=§ 5 + mR? HZ—E(KR2+ng)92

4. L’équation différentielle du mouvement :

On utilise I’équation de Lagrange pour un oscillateur libre non amorti :

w(Gs) —%=0 )
L (L) = (M4 mR2)§, % = —(KR? +mg R)

2 .
(1) donne : (% + mRZ) 0 + (KR* + mgR)8 =0

MR?2
—, —+mR?

o KR? R
6 + <ﬂ> 6 =0 (2)
L’équation (2) est I’équation différentielle du mouvement.

5. la pulsation propre wy :

On peut écrire I’équation (2), sous la forme générale 8 + wZd =0

Application numérique :

20(0.1)240.05(10)(0.1)

0~ 2
20" 10.05(0.1)2

Wy = 6.74 Radls

13
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6. La condition d’oscillation du systéme :
Le systéme oscille si : Wg? > 0, ce qui donne :

KR?+mg

MR?

> 0, cette relation est toujours vérifiée, et le systéme peut osciller toujours.
——+mR?2
2

Exercice (7) :

Un cylindre homogeéne de masse M, et de rayon R, peut
tourner librement autour d’un axe horizontal passant
par son centre (O). Deux tiges de masses négligeables
et de longueurs 11, 1o, sont rigidement liés au cylindre G (
(Figure 1.7) portent a leurs extrémités respectivement

des masses ponctuelles mi, ma. Deux ressort Ki, Ko
sont reliés aux extrémités du disque.

K
On donne : M=1.5 Kg, R=8 cm, 11=12 cm, [,=10 cm, . '
m;=50 g, my=30 g, Ki=10 N/m, K>=15 N/m. Figure 1.7

On écarte le systéme de sa position d’équilibre d’un
angle 0 tres faible, et on lache le systeéme a lui-méme.

Donner I’expression du Lagrangien L.

Etablir I’équation différentielle du mouvement.
Donner la pulsation propre d’oscillation w.

Quelle est la condition d’oscillation de cet oscillateur.

b=

Solution de ’exercice (7) :

Ona: M=1.5 Kg, R=8 cm, [1=12 cm, [b=10 cm, m;=50 g, m»=30 g, K;=10 N/m, K>=15 N/m.
1. Expression du Lagrangien L du systéme :

L=T-U

L’¢énergie potentielle :

UO) = Uy + Upy + Upy + Ugy + Ugy, Uy = +mgh, h=0, Uy =0

Unpi =+myghy, hy =1, — licosf = 1;(1 — cosBO)

2 92

. 62
,etsinf = 0, donc, hy = [ Y Uni =myg ll?

Ou: cosf =

Upy, = —mygh, , hy =1, —l,c050 = 1,(1 — cosB)

14
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62 62
dOHC, hz = lz 7, Umz = —myg lz?

1 .
U1 = 5 K, (x; + x91)%, x; = RO est la déformation du ressort en cas de mouvement.

Xo1 = RO, est la déformation du ressort a I’équilibre.
1 2 1 2 2
UKl ZEKl(RQ-}_RHO) =EK1R (9+90)
1
Uka = 5Ky (2 + X02)%, x; = RO, xo2 = RO,

1 1
UKZ == EKz(Re + RQO)Z == EKzRZ(Q + 90)2

Donc, on obtient :

1 1 , 52 52
U(Q) == EK]_RZ(H + 00)2 + EKzR (9 + 00) + mg 117_m2g 127
11 faut déterminer la forme quadratique de 1’énergie potentielle, on utilise la condition
d’équilibre : Z—Z@=O = 0, ce qui donne 8, = 0

1 1 62 62
U(Q) == EK]_RZQZ + EKzRZQZ + mg 117_m2g 127

1
U(Q) == E(K]_Rz + K2R2 + mlg ll_ng 12)92
L’énergie cinétique :

T(0) =Ty + Tyny + Tz

Ty = %jM/Oéza jM/O = MTRZa Ty = %(MTRZ) 62

Tm1 = %jm1/0929 Jmijo = m1l1za donc Tpp1 = %"1111292
T = %]'mZ/oéza Jm2/0 = mzlzza donc Ty = %mzlzzé’2
T(9) = %(MTW) 62 +%m1l1292 +%m2l2292

T(Q) == %(MTRZ + mlllz + mzlzz) 92

15
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Donc I’expression du lagrangien sera :

1 <MR2

2 2172 1 2 2 2
2 2 +m1l1 +m2l2 9 _E(KlR +K2R +m1g ll_ng l2)9

2. L’équation différentielle du mouvement :

d [dL dL
L’équation de Lagrange de cet oscillateur libre non amorti est : — (E) 28 0 (1)
d (dL MR? 2 2\
E (E) = 2 + m1l1 + mzlz 9
E = _(K]_R + KzR + mlg ll_ng 12)9

L’équation (1) donne :

MR? ) )\ L
2 + m1l1 + m2l2 9 + (KlR + KzR + mlg ll_ng l2)9 = 0

(K1R*+K,R%*+mqg l1—myg 1) 0

2
(ﬂ'le ll +m, lz )

6 + =0 2)
L’équation (2) représente 1’équation différentielle du mouvement de cet oscillateur.
3. La pulsation propre d’oscillation w :

L’équation (2) a la forme générale : 6 + wgh = 0

K1R2 + K2R2 + mig ll—ng lz

% + m111 + mzlz

Wqo =

Application numérique :

10(0.08)2+15(0.08)2+0.05(10)(0.12)—0.03(10)(0.1)

0 — ;
Mw 05(0.12)2+0.03(0.12)2

wo = 5.71 Rad/s

4. Condition d’oscillation du systéme :

Le systéme oscille si, Wy? > 0, ce qui donne :

K1R2+K2R2+m1g ll_ng lz

MR?2
—+m1 ll +m2 lz

> 0 5 KlRZ + Ksz + mlg ll_ng l2 > 0

16
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K;R* + K,R? + myg |y > m,g [, estla condition d’oscillation du systéme.

Exercice (8) :

Un cylindre homogéne de masse M et de rayon R peut tourner librement autour d’un axe
horizontale passant par son centre O. quatre tiges de masses négligeables et de longueurs 11, b,
13, 14 sont rigidement liées aux cylindre. (Voir figure 1.8).

Les tiges portent a leurs extrémités respectivement m K1
des masses ponctuelles mi, mz, m3, m4. Deux
ressort K et K» sont liés respectivement aux
masses mj et mo.

On donne : M=2 Kg, R=8 cm, 1;=10 cm, 1,=12 cm,
13=13 cm, 14.=14 cm, m;=50 g, m>=60g, m3=80 g,
m4=70 g, Ki=10 N/m, K>=15 N/m.

Figure 1.8
On écarte le systéme de sa position d’équilibre

d’un angle faible 6o =0.1 Rad et on le lache sans
vitesse initiale.

En déduire I’expression du Lagrangien L.
Donner I’équation différentielle du mouvement.
Calculer la période propre d’oscillation To.
Donner I’équation horaire du mouvement.

N

Solution de ’exercice (8) :

On a: M=2 Kg, R=8 cm, 1;=10 cm, ,=12 cm, 13=13 cm, 14=14 cm, m;=50 g, m»=60g, m3=80
g, my=70 g, Ki=10 N/m, K>=15 N/m.

1. L’expression du Lagrangien L du systéme:

L=T-U

L’énergie potentielle :

UB)=Uy+Upi +Upz +Ups + Upy + Uy + Uk,
Uy =xmgh, h=0, Uy, =0

Upni =—-mughy, hy =1, — licosf = 1;(1 — cosBO)

2 2

) 62 6
,etsinf = 0, donc, h; =13 P Unpi =—myg l17

Ou: cosf =

17
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Umz = +m2gh2 . hz = l2 - l2C059 = l2(1 - COSQ)

done, by = 1,2, Upy = +mpg L2

Upns = +mgzghs , hy = l3sinf = 130 , U,; = +msgl30
Unpse = —myghy , hy =1,sin = 1,0 , U,y = —myugl,o
Uk1 = %Kl(xl +x01)% %1 =110, xo1 = 116,

1 1
U1 = 5K1(l19 + 1190)2 = 5K1112(9 + 90)2

1
Uk, = EKz(xz + X02)%, X3 = 1,0, x5 = 1,0,

Ugz = %Kz(lze +1,60)% = %Kzlzz(e +6,)?

On obtient :

U(8) = 2Kily2(8 + )% + 2 KL% (0 + 60)2-mg 1 & +mag LL +
msgl;0 —mygl,0

On utilise la condition d’équilibre pour trouver la forme quadratique de 1’énergie potentielle :

56_0 = 0, ce qul donne K1l1290 + Kzlzzeo + mgglg - m4gl4 =0

Cette équation homogene est la condition d’équilibre du systeme.
On va simplifier I’expression de 1’énergie potentielle :

1 1 2 1 1 2
U(@) = EKlllzez + EKlllzeo + K1l12990 + EKzlzzez + EKleZQO +

2 2
K2l22990_m1g l1%+m2g lz% + mgglge - m4gl49

1 ) 1 5 2 92
U(Q) =_K111 02+_K212 Qz—mlg ll_+m2g lz_+
2 2 2 2
1 2.2 1 5 2 ) 5
(EKlll 90 +§K2l2 90 )+ [Klll 900 +K2l2 990+m3gl39_m4gl49]
1,1, 5?2 52
u(o) = S kil 6% + S Kalo 0%2—m, g L= +mag lp—+ (cnst) +

9[1(111290 + Kzlzzeo + m3gl3 - m4gl4 ]

18
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Dans cette expression, la derniére équation entre parenthese est la condition d’équilibre, donc
¢égale zéro, et on obtient la forme quadratique de 1’énergie potentielle suivante :

62 62

K,1,°0%2—m, g ll7+m2g l, — + cnst

1, 1

2
1
U(Q) == E(Klllz + Kzlzz_mlg ll+ng 12)92 + cnst

L’énergie cinétique :

Ty = %jM/oéza jM/O = MRZ, Ty = ‘( 52) 62

Ty = %jml/oéz, Jmij0 = m1l12, donc Ty = %m11129'2
T, = %jmz/oéz, Jmz2/0 = mzlzz, donc Ty, = %mzlzzéz
Tims = 5 jm3/00%, Jm3jo = Mals®, done Tpz = >myls°67
Tims = 5 Jmas00?, Jmajo = Mals®, done T = >myl,"67

T(6) = ( )92 +2my 3 %02 +2myl,% 0% + Zmyly 02 +-m,l, 702

RZ
T(G)— —— +myl? F myly® 4 mals® +myl, )62

Donc I’expression du Lagrangien est :
1 ( MR?

2\ 2

. 1
+m1l1 +m2l2 +m3l3 +m4l4_ )92_§(K1l12+1<2l22

—myg l;+m,g 1,)0? + cnst

2. L’équation différentielle du mouvement :

d (dL dL
L’équation de Lagrange de cet oscillateur libre non amorti est : — (E) 28 0 (1)
d (dL MR? 2 2 2 2\
E (ﬁ) S 2 + m1l1 + mzlz + m313 + m4l4 9
dL

E = —(Klllz + Kzlzz —mg ll + myg 12)9

L’équation (1) donne :
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MR? 2 2 2 2\ 2 2
> +m "+ myl" Fmgly” +myl,” |0+ (KLY + KL —mig ) +

ng 12)8 - O
(K111 4K 1% —myg l+mag 1)

9+<MR2

2

6=0

+m1112+m2122+m3l32+m4l42>
Est I’équation différentielle du mouvement de cet oscillateur libre non amorti.
3. La période propre To:

L’équation différentielle du mouvement a la forme générale : 6 + wi6 = 0

(Kll12 +Kol" —mig b+ mag )

2
(M + m1l12 + mzlzz + m3l32 + m4l42>

Wy =

2

Application numérique :

10(0.1)2+1 (0.12)2-0.05(10)(0.1)+0.06(10)(0.12)
2(0.08)2
2

Wo =
4+0.05(0.1)2+0.06(0.12)2+0.08(0.13)2+0.07(0.14)?

w, = 5.68 Rad/s

2 2(3.14
Ty=22=23 ¢ _ 1106

4. L’équation horaire du mouvement :

L’équation horaire (solution de 1’équation différentielle) pour un oscillateur libre non amorti
est une fonction sinusoidale de forme :

6(t) = Acos( Wyt + @)

On détermine les valeurs des deux constants A et (¢ a partir des conditions initiales :
At=0:

6(t =0) =6, =0.1Rad, 8(t =0) =0

L’expression de la vitesse angulaire 0(t) est :

0(t) = —woA sin( wyt + @)

At=0:

20



Chapitre | Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres non amortis

6(t = 0) = Acos(@) =6, =0.1
6(t = 0) = —wyAsin(p) =0

Ce qui donne :

sin(p) = 0, ¢ = 0 Rad.
Donc,on a:

A =60, =0.1Rad.

On peut écrire la forme finale de I’équation horaire du mouvement vibratoire de cet
oscillateur mécanique libre non amorti :

0(t) = 0.1cos( 5.68t) Rad.
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Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres
amortis
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Chapitre Il Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres amortis

I1. Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres amortis :
I1.1. Rappel de cours :
I1.1.1. Définitions : voici des définitions concernant le titre de ce chapitre

Oscillateurs : des systemes mécaniques qui effectuent un mouvement de va et vient autour
d’une position d’équilibre stable, qui se répete périodiquement au cours du temps.

Linéaires : les forces (pour les mouvements de translation) et les moments (pour les
mouvements de rotation) sont proportionnelle a leurs élongations.

T=—Kxi, M=—-COK

Un seul degré de liberté : le mouvement du systéme au cours du temps, peut étre décrit par
une seule coordonnée indépendante (une coordonnée généralisée).

Libres : les forces extérieures exercant sur le systéme sont nulles (ﬁExt = 6)

Amorti : le mouvement du systéme s’effectue en présence des forces de frottement

(Ij"pmt +* 6), et par conséquence I’amplitude d’oscillation diminue au cours du temps [7, 8].
I1.1.2. Formalisme de Lagrange : L =T — U [9]

T : Energie cinétique du systéme.

U : Energie potentielle du systeme.

I1.1.3. Equation de Lagrange : I’équation de Lagrange d’un oscillateur libre amorti a un
d (dL) abD dL

degré de liberté a la forme — ad — — — = 0110, 11], ou g est la coordonnée

dt dg dgq
généralisée.

1
D= 5 av? est ’énergie dissipative [12].

I1.1.4. Equation différentielle du mouvement : 1’¢quation différentielle du mouvement d’un
oscillateur libre amorti, a toujours la forme générale § + 28g+wéq = 0 [11, 12].

B est le facteur d’amortissement du systéme.

2 : , . . :

Wy = T—” = 2mfy , est la pulsation propre (fréquence angulaire) du mouvement oscillatoire du
0

systéme

I1.1.5. Nature du mouvement : selon les valeurs de [ et w, on a 3 régime de mouvement
B > w, : Régime de mouvement apériodique (il n y’a pas de mouvement vibratoire)

P < wy : est dite le régime pseudopériodique, ou un mouvement oscillatoire amorti.
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B = wy : est dite le régime apériodique critique (il n y’a pas de mouvement oscillatoire ou
vibratoire)

I1.1.6. Equation horaire du mouvement : représente la solution de 1’équation différentielle
du mouvement, a une forme sinusoidale. Pour le régime pseudopériodique, (mouvement
vibratoire) cette équation horaire est q(t) = Age™# cos(wt — @) [12].

2 . .
w = _[wy?2 — B estdite la pseudopulsation du mouvement.

On détermine les valeurs de A, et ¢ a partir des condition initiales g(t = 0) et g(t = 0)

I1.2. Série des exercices corrigés :

Exercice (1) :

Soit le systéme mécanique (masse, ressort,
amortisseur) représenté dans la figure 2.1.

On écarte la masse m de sa position
d’équilibre d’un petit déplacement X, = 10
cm, et on lache le systéme a lui-méme sans
vitesse initiale.

Figure 2.1

1. Etablir le Lagrangien L du systéme.

2. Donner I’expression de 1’énergie dissipative.
3. EtablirI’équation différentielle du mouvement.
4. Ce dernier est-il pseudo périodique.

On donne : M= 1.5 Kg, K= 30 N/m, 0. =70.102 Kg/s.

Solution de I’exercice (1) :

Ona: M= 1.5 Kg, K=30 N/m, 0. =70.102 Kg/s.
1. calcul du lagrangien du systéme :
L=T-U

L’énergie potentielle :

1
Uy = 0 j, pas de déplacement vertical. Ux = EK(X + x)?
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1
U(x) = EK(x + x)?
AVéquilibreona: 2 =0
dxx:o

du du
E—K(x+x0), T O—KxO—O, Xo=0

La forme quadratique de I’énergie potentielle est :
1 2
U(x) = > Kx

L’énergie cinétique du systéme :

T(k) =Ty =;Mv2, v=""=%

. 1,,.
T(x) =5Mx2
1,..2 1, 5
L=T-U, L=5Mx —EKx
2. L’énergie dissipative :
1 5 .
D:Eav , V=X, donc:

1
D == qx?
ZCZX

3. L’équation différentielle du mouvement :

On utilise I’équation de Lagrange d’un oscillateur libre amorti, qui a la forme suivante :

d [dL abD dL
@)t w0 ®

olg =X, q =X estlacoordonnée généralisée.

dL . d [dL .. dL ab .
— = Mx, —(—,)=Mx, —=—Kx , —=ax
ax dt \dx dx ax

Mx+ax+Kx=0
k+ﬁx+5x=0 )
M M

Cette équation représente 1’équation différentielle du mouvement, on peut I’écrire sous la

forme générale : ¥ + 2% + wix =0
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a a :
Donc: 23 = R p = 37 ©stle facteur d’amortissement.

K .
Wy = /E est la pulsation propre.

4. La nature du mouvement du systéme :
On calcule les valeurs de Wy et 8 pour déterminer la nature du mouvement.

Application numérique :

30

Wqo = E , Wo = 4.47 Rad/s
_ 70102 = 23.33.1072 s
B = 215 B = 23.33. S

Ona: f§ < W, donc le régime du mouvement du systéme est pseudo périodique (un
mouvement oscillatoire amorti).

Exercice (2) :

Un pendule simple constitue d’une poulie de masse M et de rayon R, et d’une tige de masse
négligeable et de longueur [, le systéme peut osciller librement autour d’un axe passant par

I’extrémité O de la tige. La poulie subit des frottements
visqueux de constante a. A 1’équilibre la tige est verticale
(Voir figure 2.2). On écarte la masse M de sa position
d’équilibre d’un angle tres faible, puis on lache le systéme
a lui-méme sans vitesse initiale.

Figure 2.2

On donne : M= 1.5 Kg, R=10 cm, [= 20 cm, a= 7 N.S/m.

Etablir le lagrangien L du systéme.

Donner I’énergie dissipative du systéme.
Etablir I’équation différentielle du mouvement.
Quel est le type de mouvement de ce systéme.

e

Solution de I’exercice (2) :

On a les données suivante : M= 1.5 Kg, R=10 cm, [= 20 cm, a= 7 N.S/m.
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1. Calcul du Lagrangien du systeme L :
L=T-U

L’énergie potentielle du systéme :
U@)=Uy, =Mgh

h=({+R)—(l+R)cos@ , h=(l+R)[1- cosO]

2

Pour les faibles angles on a les approximations suivantes : C0S60 =~ ,etsinf = 0

2 02
h=(+R)% , U®) = Mg(l+R)=
Est la forme quadratique de 1’énergie potentielle du systéme.
L’énergie cinétique du systéme :

T(6) = Tw = SJm00% Jmjo ==MR?+ M(l + R)? (en appliquant le théoréme de
Huygens).

T(0) =3 |>MR? + M(l + R)?| 62

o 2
Done: L =T —U, L=2|2MR? + M(L + R)?| 62 - Mg + ©) %
2. L’énergie dissipative du systeme :

D=%av2,v=(l+R)9 , donc :

1 )
D = Ea(l + R)292

3. L’équation différentielle du mouvement :

L’équation de Lagrange d’un oscillateur libre amorti est :

d (dL dD dL
E(d_q)-l_d_q_E_O (1)

onq =6, q =0 estlacoordonnée généralisée.

d [dL dD dL
Donc : E(%)-I_E_E_O

i E _ |2 2 2]-- E__
dt(dé)_[sMR +M>I+R)|6, —=—Mg(l+R9,

27
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ab _ 2
— = a(l+R)%d

On obtient I’équation suivante :
2 . .
[gMRZ + M(l+ R)Z] 0+ a(l+R)?0+Mg(l+R)0 =0

a(l+R)? . Mg(l+R) .
EMRZ+M(+R)?] [EMR24+M(+R)?]

0 + )

Cette équation représente 1’équation différentielle du mouvement, on peut 1’écrire sous la
forme générale : 0 + 280 + w26 = 0

a(l+R)? )
f=—7 (+R) est le facteur d’amortissement.
2|SMR24+M(1+R)2|
Mg(l+R .
Wy = |5 gl+R) est la pulsation propre.
[EMR24+M(+R)?|

4. Nature du mouvement du systéme :

On doit calculer les valeurs de Wy et 5

Application numérique :

Wq = 7 1.510)(03) s, Wqp = 5.64 Rad/s
[2(1.5)(0.1)2+1.5(0.3)2]

7(0.3)2
%(1.5)(0.1)2+1.5(0.3)2] ’

B = T B =2234 s7!

Ona: f§ < W, donc le régime du mouvement du systéme est pseudo périodique (un
mouvement oscillatoire amorti).

Exercice (3) :

Un cylindre homogeéne de masse M= 1.5 Kg et de rayon R = 12 cm, peut osciller sans
frottement autour d’un axe horizontale passant perpendiculairement par son centre O (Voir
figure 2.3). Un ressort de constante de raideur K= 16 N/m est relié a I’extrémité du cylindre.
Un amortisseur est relié a une distance a< R du centre O.

On écarte le systéme par rapport a sa position d’équilibre d’un angle faible 8, et on le lache a
lui-méme.
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On donne : a= 1.5 N.S/m, a=7 cm.

Etablir le lagrangien L du systéme.
Calculer I’énergie dissipative D.
Etablir I’équation différentielle du mouvement.

b=

On remplace I’ancien amortisseur par un nouveau
de constante d’amortissement a= 70 N.S/m, est

ce que le systéme oscille ou non.

Figure 2.3

Solution de ’exercice (3) :

Ona:M=15Kg, R=12cm, a=7 cm, K= 16 N/m, a= 1.5 N.s/m.

1. Pexpression du Lagrangien du systéme L :

L=T-U

L’énergie potentielle du systéme :

U(6) = Uy + Uy . Uy =0j, Ug=5K(x+x)% x =R, x, =R,
Uk ==K (RO + ROG)? = ~KR?(6 + ;)

U(6) = ZKR2(8 + 6))>

e, QU _ _
A I’équilibre : oo 0, donne 8, = 0

1
u@o) = 5 KR?0? est la forme quadratique de I’énergie potentielle.

L’énergie cinétique du systéme :

MR?
2

. 1, . .
TO)=Ty = EJM/OQZ, Im/o =

1

@) =3 ()"

L=T U—1 MR 92 11<R292
B 2\ 2 2

L’énergie dissipative du systéme :

1 .
D=Eav2,v=a9 , donc :

29
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1 .
D = -aa?6?
5 aa

3. L’équation différentielle du mouvement :
L’équation de Lagrange d’un oscillateur libre amorti est :

d [dL abD dL
@)t w0 ®

oug =6, q =0 estlacoordonnée généralisée.

d (dL dD dL
Donc : E(E)+E—E—O
d (dL MR*\ .. dL 2
dt(dé)_(z)e’ ao KR"
dD )
-— = aa
ao b

On obtient I’équation suivante :

MR?2\ .. )
5 0 + aa’0 + KR?0=0

aa? KR? 2aa?

(MTR2>0+<MTR2>0=O , O+ 7

Cette équation représente 1’équation différentielle du mouvement, on peut I’écrire sous la

forme générale : 0 + 280 + wZ6 = 0

6 + 9+—0—0 )

aa?
B = W est le facteur d’amortissement.

2K .
Wo = |37 est la pulsation propre du mouvement.

Application numérique :

1.5(0.07)%
1.5(0.12)%

W, = /% . Wy =4.62 Rads.
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Chapitre Il Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres amortis

Ona: f§ < W, donc le régime du mouvement du systéme est pseudo périodique (un
mouvement oscillatoire amorti).

4. Nature du mouvement du systéme :

On remplace I’ancien amortisseur par un nouveau amortisseur = 70 N.s/m, et la valeur du
facteur d’amortissement changera :

_70(0.07)*

= = 15.87 s71!
1500.12)% p s

B

Danscecasona: 5 > Wy et le régime du mouvement dans ce cas est apériodique.

On n’a pas un mouvement vibratoire.

Exercice (4) :

Soit le circuit électrique (R, L, C) en série (Figure 2.4). Le condensateur est initialement
chargé q(t = 0) = q¢. On ferme I’interrupteur et le systéme oscille librement.

On donne : R=1 KQ, L=20 mh, C=0.2 uF R

1. Etablir I’équation qui régit les variations I

de la charge g au cours de temps. K __C
2. Calculer le facteur d’amortissement

¢lectrique P et la pulsation propre Wj,. =
3. Quelle est la nature du régime dans ce Figure 2.4

cas.
4. Donner la solution de 1’équation différentielle, sachant que :

At=0:q(t=0)=gqq, qt=0)=0

Solution de I’exercice (4) :

Ona:R=1KQ,L=20 mh, C=0.2 uF
1. Péquation différentielle du systéme :

En appliquant la loi des mailles, on obtient :

SU; =0, Ug+U;+U, =0, Ri+LZ+%=0,

s dq _ . . dq , q _ . e 9 _
Ona.l—dt—q,donch+Ldt+C—0, Rq+Lq+C—0
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.  R. 1
q+7q+.-9=0 (1)

Cette ¢quation différentielle homogéne du deuxiéme ordre, représente 1’équation différentielle

de ce systéme électrique, elle a la forme générale : § + 28q + wiq = 0

Donc :
R R .
20 = T o p = 57 ©st le facteur d’amortissement.
E 1 :
Wy = T Wy = NiT est la pulsation propre.

2. Calcul des valeurs de [ et W, :

103

— 3 -1
2(20.1073) ’ p=2510"s

B:

1

W, , W, =1.58.10° Radss.

B J20.10‘3(0.2.10‘6)
3- la nature du régime :
Ona: f§ < W, donc le régime est pseudo périodique.

4. L’équation horaire :

A partir des conditions initiales,a t =0:q(t =0) =qq, g(t =0)=0

L’¢équation différentielle (1) de ce circuit électrique, dans le régime pseudo périodique,
accepte une solution sinusoidale de la forme suivante :

q(t) = Age Ptcos(wt — @)
On détermine les valeurs de A et @ a partir des condition initiales.
Ona:q(t) = —B.A4pe P cos(wt — @) — wAye Ptsin(wt — @)

q(t) = —p.q(t) —whAse P'sin(wt — )

N

At=0:
q(t = 0) = Ay cos(—p) = A cos(p) = q, 2)
4(t = 0) = —B.q, — who sin(—9) = —f.q, + wAgsin(p) = 0 ®

On remplace 1’équation (2) dans 1’équation (3) :
—B. A, cos(p) + wA, sin(p) = 0, donc .4, cos(p) = wA, sin(¢p)
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tg(p) =§ , cequidonne @ = actg (ﬁ)

w

q
A partir de I’équation (2) on a : AO = >

On calcule la valeur de la pseudo pulsation, on a :

w =

Application numérique :

w=158.10°> — 25.103%) , w =157.9.10° Rad’s

25.10°
@ = actg (m) , @ =0.157 Rad

_ 4y

0™ cos(0.157) Ao = 1.012g0 c

L’équation horaire finale est:

q(t) = 1.012q0e_25'103t cos(157.9.103t — 0.157) coulomb.

Exercice (5) :

Un tige de longueur [ et de masse négligeable peut osciller autour de I’axe (O) (Figure 2.5).

Porte a ses deux extrémités deux masses
ponctuelles m1 et mz. Deux ressorts Ki et Kz
sont reliés a la masse m1. La masse m2 subit
des frottements visqueux de constante «.

On suppose que la tige est initialement
horizontale. On écarte la masse m1(m2) d’un
angle tres faible (6 < 15° ) et on lache le
systéme a lui-méme. Figure 2.5

Ondonne :1=20cm, m1=50g m2=70g,Ki=15N/m, K2 =20 N/m, a= 15 Kg/s.

1. Etablir I’équation différentielle du mouvement.

2. Quelle-est la nature de ce mouvement.

3. Donner le circuit électrique équivalent a ce systéme mécanique dans I’analogie force-
tension.
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Solution de I’exercice (5) :

Ona:1=20cm, mi=50g m2=70g Ki=15N/m, K2 =20 N/m, a= 15 Kg/s.
1. ’équation différentielle du systéme :

On calcule le Lagrangien du systéme :

L=T-U

L’énergie potentielle du systeme :

UO) =Ups + Uy +Ugq + Ugy

Upi =mghy , hy = 3leine ~ 3:19 , Un = mlg%le

U, L l
Upy, = —mygh, ,hzzzsmezze , Um2=—m2gzt9

1 31 31
Uk, = §K1(x1 + x01)%, X, = :9, Xo1 = :90
1 31 5 2
Ut —§K1(29+ 0,) —-K1 (9+90)
1
Uk, = EKz(xz +x02)2, X ==0, Xpp = 190

Uks = ‘Kz(_9 +2 90)2 = ‘Kz_(9 + 65)?

2
U(Q)—mlg Lo — mag Lo +1 K11(9+90)2+ Kz (9+90)2

On détermine la forme quadratique de 1’énergie potentielle, donc on passe par la position
d’équilibre.

A Péquilibre : Z—Z@ =0

du l l 912 912

du 912
EQ: 3m1g__m2g +K1_90+K2_00—0

912 912
3m1g - — ng + K Te 0o + KZ — 90 0, cette équation est la condition
d’ equlhbre du systeme.

Apres la simplification de I’expression de 1’énergie potentielle, on obtient :
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Chapitre Il Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres amortis

Uu@) = —K1—92 + = Kz 92 + cnst

912
uee) = Py (K; + K,)0? + cnst , est la forme quadratique de I’énergie potentielle.
L’énergie cinétique du systéme :
T(0) = Ty + Tz

9m112 9m112

31 A
T __]ml/Oe ’ ]ml/O_ml( ) T 16 » Tm1 = 32 6°

1. . . N2 m,l2 myl? -
T = §]m2/092, Jmz2/0 = My (Z) = 126 » Tma = 32_292
9m1 mzl2 ) om, 1> mzl2 )2
T(Q) 32 6% T(Q) - ( 16 )0
2 2 . 2
L=T—U=2(25+72) 02 - (K, + K,)0% + cnst

L’énergie dissipative du systéme :

=-aqv‘,v=-0 , donc
4
1 12 . 12
D=-a—60%, D=a—06?
2 16 32

L’équation de Lagrange d’un oscillateur libre amorti est :

d [dL abD dL
(E)JFE_E_O M

d (dL 9m, 12 mzlz) o dL 912 dpD 2.
(%) = T2 = (K, +K,)0, = = a—
dt (de) ( 16 + 16 o, ao ( 1+ K2)6 ao 169

L’équation (1) donne :

om 1?2 myl?\ 1> -~ 912 .
(B4 2206+ a6+ 2 (Ky + K;)8 = 0

16 16

a 9‘ 9(K1+K2)
9m1 +m2 9m1+m2

6=0 )

L’équation (2) représente 1’équation différentielle du mouvement du systéme, qui a la forme

générale : : 0 + 280 + wZo = 0

a .
p=- (—) est le facteur d’amortissement.
9mq+m
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_ /9 (K1tK>3) .
Wy = Oy +m, est la pulsation propre du mouvement.

2. La nature du mouvement du systéme :
On doit calculer les valeurs de Wy et §

Application numérique :

_1 15 _ -1
b= 2(9(0.05)+(0.07)) , F=1442 s

_ [ 9a5+20) B

Ona: f§ < W, donc le régime du mouvement du systéme est pseudo périodique (un
mouvement oscillatoire amorti).

3. Le circuit électrique équivalent (analogie force-tension) :

A partir de I’équation (2) qui contient 3 termes, le circuit électrique équivalent contient 3
composés ¢électrique (R, L, C).

Dans I’analogie force-tension, les éléments équivalents sont associ€s en série. Donc le circuit
¢lectrique équivalent a ce systeme mécanique est un circuit (R, L, C) en série (Voir exercice
(4)). Son équation différentielle est :

L§+RG+2=0 3)
D’autre part, I’équation du systéme mécanique peut €tre écrite sous 1’expression :
(9m, +m,)0 + ab + 9(K; + K,)0 =0 (2)

Les deux équations différentielles sont similaires de forme, et on peut donner le tableau
d’analogie force-tension entre ces deux systémes :

Systéme mécanique Systéme électrique
9m,; +m, L
a R
9(K; + K,) 1
Cc
0 q
0 q

1 a _ ,9(K1+K2)
Ona: ,Bmécanique -5 (9m1 +m2) ’ WOmécanique o I9mq+my
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Par conséquence, on écrit :

S

_1(R\ _ R _ 1
ﬂélectrique “o\L) " 2L s WOmécanique - VILC

Exercice (6) :

Soit le systéeme mécanique représenté dans la figure 2.6. La tige de longueur | sans masse.

A I’équilibre la tige fait un angle initiale
6, avec I’axe horizontale. On écarte le
systeme de sa position d’équilibre d’un
angle 0 tres faible, puis on le lache a lui- K
meéme sans vitesse initiale.

On donne: m=50g,1=18cm, K1 =12
N/m, K2= 15 N/m, a = 0.3 Kg/s.

1. Donner I’expression du
Lagrangien L.

2. Etablir I’équation différentielle du
mouvement.

Figure 2.6

3. Quelle est la nature du mouvement du systéme (on prend 8, = % Rad).

Solution de I’exercice (6) :

Ona:m=50g,1=18cm,Ki=12N/m, K2= 15 N/m, a = 0.3 Kg/s.
A I’équilibre la tige fait un angle initiale 8, avec 1’axe horizontale.
1. L’expression du Lagrangien L :
L=T-U
On calcule I’énergie potentielle du systeme :
UO) =Uy + Uk +Ugy , U, = —mgh, h =Isin(0 + 0,) — lsin(6,)
h = l[sin(0 + 6,) — sin(8y)] , U,, = —mgl[sin(6 + 8,) — sin(6,)]
Uk1 = %K1(x1 +x01)%, X = é@ ., Xo1 = éeo
1

1 l l 12
U1 = EK1(§9 +§90)2 , Uk = 5K1;(9 + 90)2
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1
Uk, = EKz(xz + Xx02)%, X%, =10, xo, = 16,

Uz = 3K (10 +100)2 . Ugy = 5 K,12(8 + 6,)?
Donc :

Uuo) = —K1 (9 +6,)% + = K2l2(9 + 6,)% — mgl[sin(8 + 6,) — sin(6,)]

e AU
A I’équilibre : 10

6=0
dUu [? "
25 = K15 (0 +60) + Ko l*(6 + 8o) —mglcos(6 + 6o)
Z_Lglg_o - Kl 90 + K,120, — mglcosfy = 0 est la condition d’équilibre du systéme.

On simplifie I’expression de I’énergie potentielle :
U(@) = —K1—92 + K1—90 + Kl 990 + K2l292 + K2l290
K,1200, + mgl[sm(@ +6,)] + mglsm(@o)
On:sin(8 + 6,) = sinfcosb,, + cosOsinb,
U(Q) ——K1—92 + K1—90 +K1 090"‘ K21202+ Kzlzeo
K,1?00, + mgl[sm@cosHO + cos@smHO] + mglsm(HO)
1, 12 1 12 .
Uu@) = EIQ;QZ +-K; 1202 + (K 5660 + +K,1%00, — mglsinfcosO, —
mglcostinQO) ( K. = 00 + = KZIZBO + mglsmBO)

,etsind = 6, pour§ < 15°

Ou: cosf =

1

U6) = 2K =62 + 2 K,126% + (K, = 00, + +K, 1266, — mglocos6, —

—p2 2
mglsin@o(%)) + (%Kl%eo + EKZIZHOZ + mglsin@o)
Uo) = —K1—92 +2K,120% + mglsmeo— +0 (K1 0, + +K,126, —
mglcos@o) + cnst

En utilisant la condition d’équilibre, on obtient la forme quadratique de 1’énergie potentielle :
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2 2
Uu@) = %Kl%ez + %KZIZBZ + mglsind, 67 + cnst
ue) =- (K1 i K,1? + mglsinf,)0? + cnst
L’expression de I’énergie cinétique :
T(0) =Ty , =—]m/09 , Jmjo = ml?, donc Tp, =%m1292
T(9) = %leQ2
L’expression du lagrangien L :
L=T-U-= %mlzéz [ (Kl - K,12 + mglsinf,)0? + cnst]

2. L’équation différentielle du mouvement :

On calcule I’énergie dissipative du systéme :

D=%a’v2, v =10, donc:
D=%a’1292

On utilise I’équation de Lagrange pour un oscillateur libre amorti :

d [dL dp  dL

dt (dé) T2 a8 0 (1)

d [dL P dL

= (—dé) = ml%§ , == —(K1 "4 K,1? + mglsinf,)0
dD _ 2/

== al“0

. . 2
L*équation (1) donne : mI26 + al?6 + (K1 S+ + mglsineo) 9 =0

12 :
al? K1—+K,1?>+mglsiné,
6+ 6+ =0
ml
K lZ+K 1>+mglsin@
s s 15 +HK2 0
6+—0+— 6=0 (2)
m ml?

L’équation (2) représente 1’équation différentielle du mouvement du systéme, qui a la forme

générale:: 6 + 280 + w2 =0
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a .
B = =— est le facteur d’amortissement.
2m
2o 2 .
K15+K,1"+mglsinfg ]
Wy = 2 est la pulsation propre du mouvement.
m

3. La nature du mouvement du systéme : on prend 6, = % Rad

On doit calculer les valeurs de Wy et §
Application numérique :

0.3

— — -1
F=3008 > F=3s

2
12828 1.15(0.18)*+0.05(10)(0.18)(0.5)
0.05(0.18)*

Wo = ) Wgo = 1833 Rad/s

Ona: f§ < W, donc le régime du mouvement du systéme est pseudo périodique (un
mouvement oscillatoire amorti).

Exercice (7) :

Soit le systéeme mécanique de la figure 2.7. Le cylindre homogéne de masse M, et de rayon R,
peut tourner librement autour d’un axe horizontal passant par son centre (O).

La masse ponctuelle m; est relié avec un (M, R)
ressort K et la masse ponctuelle my est
attachée avec un ressort de constante de
raideur K> et un amortisseur de constante
d’amortissement o. La tige est initialement

horizontale.

On donne : M= 2 Kg, R=14 cm, 11= 18 cm, Figure 2.7

l2=20cm, m1 =30g m2=25g Ki=12 N/m,
K2=15N/m, a= 0.7 Kg/s.

On écarte le systéme de sa position d’équilibre d’un angle 0 trés faible, et on le lache a lui-
méme.

1. Déterminer la condition d’équilibre du systéme.
2. Etablir I’équation différentielle du mouvement.
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3. Donner I’équation horaire du mouvement, sachant que :

At=0:0(t=0)= 6, =0.1 Rad, (t = 0) = 0.

Solution de I’exercice (7) :

Ona:M=2Kg R=14cm, l1= 18 cm, I2= 20 cm, m1 = 30 g, mz2 = 25 g. K1=12 N/m, K2=15
N/m, a= 0.7 Kg/s.

1. Détermination de la condition d’équilibre du systéme:

A 1’équilibre du systéme on a ; : — =
qu Uy dfg=o

On calcule I’énergie potentielle du systéme :
U(0)=UM+Um1+Um2+UK1+UK2,UMzimgh,h:(), UM=0
Uml == +m1gh1 ) hl == llsine =~ 119 , Uml =mg 119

Una = —Maghy , hy = lpsind = 1,0, Upy = —mpg 1,0

Ui = %Kl(x1 + x91)%, x; = 1;sinf =~ 1,0, xo; = 1,0,
Uk1 = %1{1(11‘9 +1160)° = %K1l12(9 +6p)?
Uy = %Kz(x2 + x92)2%, x; = l,sin0 = 1,0, x4, = 1,0,
Uk2 = %Kz(lze +1,60)% = %Kzlzz(e +6p)?

U(6) = ZKiLi* (8 + 00) + 5 Ko 1,* (8 + 00) + myg 110 —myg 1,0

dUu
E = K1l12(9 + 90) + K2l22(9 + 90) + mlg ll _ng l2
au

Eezo = K1l1290 + Kzlzzeo + mlg ll _ng l2 =0

Est la condition d’équilibre du systéme, et par conséquence la position d’équilibre du systeme
myg l-mygly
Kyl 24K,1,2

est: Bp =

2. L’équation différentielle du mouvement :

Selon les données, la tige est initialement horizontale.
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Chapitre Il Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres amortis

On utilise I’équation de Lagrange d’un oscillateur libre amorti :

d (dL daD dL
E(E)J’%_E_O 1

On détermine la forme quadratique de 1’énergie potentielle, apres la simplification de son
expression on obtient :

Uu@) = %Klllzez + %K2l2292+cnst

1
U(Q) = E (Klllz + K2122)02+Cnst
L’énergie cinétique du systéme :

T(0) =Ty + Ty + Tz

Ty = %jM/oéza jM/O = MTRZa Ty = %(MTRZ) 62

Tm1 = %]'m1/0é2> Jmij0 = m1l1za donc Ty = %m11126’2
T2 = %ij/oéza Jmz2/0 = m2l22, donc Tppp = %mzlzzé2

. 2N . . .
T(8) =3 (55) 6% +3myly°0% + 5 myl,°62

T(9) = %(MTRZ +myl® + mzlzz) 62

L’expression du Lagrangien L :
L=T-U
Donc I’expression du lagrangien sera :

1 (MR? . 1
L= E( il + mzlzz) 0% —— (Kily* + Kp1,* )0 %+cnst

L’énergie dissipative :

1 o
D=-av?, v=1,0 , donc:

2

D == %alzzéz

LY (M s mt )
dct\qo) > mily myl;
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dL dD 2
E = _(Klllz + K2l22)9 , % = alzze

L’équation (1) donne :

2 . o
(5 + maly® +myly) 6 + a6 + (Kyly” + K,1,%)8 = 0

aly? o+ (K11 24K, 1%)
(MR2

6 + 0=0 2)
T2

MR?
2

+m1l12+m2l22> +m1112+m2l22>

L’équation (2) représente 1’équation différentielle du mouvement de cet oscillateur, elle a la
forme générale : : @ + 286 + wZ@ = 0

2

al .
p = 5 2 est le facteur d’amortissement.
2( 2R my 1y myly?
——tmyly +tmplp
K1l 24Ky 152 .
Wy = 2( 1+l ) est la pulsation propre du mouvement.
MR 2 2
(T+m1l1 +m2l2 >

Application numérique :

2
g = i 0.7(0.2) , B =065 s 1
z(@w.os(0.18)2+0.025(0.2)2>
2 2
we = (12(0.18)2+15(0.2)2) , Wp = 6.77 Rad/s

2
(@w.os(0.18)2+0.025(0.2)2>

Ona: f§ < W, donc le régime du mouvement du systéme est pseudo périodique (un
mouvement oscillatoire amorti).

3. L’équation horaire du mouvement :

L’équation différentielle (2) de ce systeme, dans le régime pseudo périodique, accepte une
solution sinusoidale de la forme suivante :

8(t) = Age Ptcos(wt — ¢)
On détermine les valeurs de Ay et ¢ a partir des condition initiales.
Ona:0(t) = —B.Age™# cos(wt — @) — wAyse Ftsin(wt — ¢)

0(t) = —B.6(t) — wAze Ptsin(wt — @)
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N

At=0:
O(t =0) = Ay cos(—¢) = Ay cos(p) =0, = 0.1 (3)
6(t =0) = —B.6, — wA, sin(—¢) = —B.6, + wA, sin(p) =0 4)

On remplace 1’équation (3) dans I’équation (4) :

—B. Ay cos(@) + wA, sin(p) = 0, donc B.4, cos(@) = wA, sin(p)
tg(p) = % , cequidonne @ = actg (5)
8o
cos(¢p)

A partir de I’équation (3) on a : AO =

On calcule la valeur de la pseudo pulsation, on a :

w =\~

Application numérique :

w =V6.772 —0.652) , w=6.738 Radls

0.65
@ = actg (ﬁ) , ¢ =0.096 Rad

0.1
AO — COS(0096) 5 AO — 0.1 Rad

L’équation horaire finale est:

0(t) = 0.1e7%%> cos(6.738t — 0.096) Rad

Exercice (8) :

Deux cylindres homogenes de masses M1, Mz respectivement et de rayons Ri, Rz, tournent
librement autour d’un axe horizontale passant par leurs centre O. une tige de longueur 1, et de
masses négligeable est rigidement liée au cylindre et porte a son extrémité une masse
ponctuelle m (Voir figure 2.8).

Deux ressort K; et Ko sont respectivement liés aux extrémités des deux cylindres. Le systéme
peut effectuer des oscillations amortis de faibles amplitudes.

On donne : M1=1 Kg, M2=1.5 Kg, R1=10 cm, R2= 14 cm, K1 = 15 N/m, K2 = 20 N/m, |=18
cm, m= 70 g, a= 25.107%2Kg/s.
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Chapitre Il Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté libres amortis

On écarte le systéme de sa position d’équilibre d’un
angle faible 00 =0.15 Rad et on le lache sans vitesse
initiale. /

K2

1. Etablir ’équation différentielle du mouvement. L

2. Donner la nature du mouvement du systéme. L Figure 2.8
3. Donner I’équation horaire du mouvement.

Solution de ’exercice (8) :

On a: M1=1 Kg, M2=1.5 Kg, R1=10 cm, R2= 14 cm, K1 = 15 N/m, K2 = 20 N/m, I=18 cm, m=
70 g, a= 25.107% Kg/s.

1. L’équation différentielle du mouvement :

On a I’expression du lagrangien est :
L=T-U

L’énergie potentielle :

UO) =Upq +Upyp +Up, + Uy + Uy
Ui =Uy2 =0]

Unp=mgh, h=1—1cosf = (1 — cosB)

2

62 62
Ou: cosO = , donc, h = l?, U, = mgl?
1
U1 = EKl(xl + x01)2, X1 = R0, xo1 = R16y
1 1
Uk1 = 5K1(R19 +R,60,)* = §K1R12(9 +6y)?

1

Uk, = EKz(xz + X02)%, X3 = Ry0, xo = R,0,
1 1

Uk, = EKZ(RZQ + R,0,)* = EKZRZZ(H + 65)?

On obtient :

2
U(Q) == %K]_Rlz(e + 90)2 + %KzRZZ(H + 00)2 + mgl%
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On utilise la condition d’équilibre pour trouver la forme quadratique de 1’énergie potentielle :

au

00 = 0, ce qui donne K1R1290 + K2R2290 =0,donc: 8,=0
=0

On obtient I’expression de I’énergie potentielle suivante :
2

U(6) = 2K,R,?6% + 2 K,R,%0% + mgl ™

U(6) == (KiRy* + K;R,* +mgl)6?

L’énergie cinétique :

1., : . M1R% 1 (M.R%\
Ty = E]M1/092, Jmi/0 = —, Ty = ‘( ; 1) 6*

2 2\ 2
1, 2 __ MRS 1 (MyR3 02
Tyy = E]MZ/OQ » JmM2/0 = —5 > Tyy = S\

T = 5 jm/002, Jmso = mi2, donc Ty, = >mi26?
7(6) =2 (1) 62 41 (%212) g2 + L2672
_ 1 (MiRy M2R§ 2\ A2
T(6) =2 (M 4 2 4 2 6
Donc I’expression du Lagrangien est :

1 (MR} | MR35 . 1 2 2
L= (2422 4 mi2) 62 — 2 (KR, + KR, + mgl)6?

On utilise I’équation de Lagrange d’un oscillateur libre amorti :

d (dL dp  dL

wCe) v %= M
d (dL\ _ ( MiRf | MR} 2) o
dt(dé)_( 2 T 2 +mi®)o
dL

5= —(KlRl + K2R2 +mgl)o
L’¢énergie dissipative du systéme est :
D =%av2, v =10 , donc:
D= %alzéz : Z—g = ql%6?
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L’équation (1) donne :

2
(% + Moz M2R2 + mlz) 6 + al26% + (K,R,% + K,R,2 + mgl)6 = 0

62 + (KlRl +K2R2 +mgl)

2 2 2
MiR7 M3R5; .5 M1R LMZRZL 2
t—> +ml > > ml

6=0

Cette équation représente 1’équation différentielle du mouvement de cet oscillateur libre
amorti, elle a la forme générale : : 6 + 2860 + w26 = 0

al2

B = 3 > est le facteur d’amortissement.
MyRY MpR3 12
2 =L+

(K1R12+K2R22+mgl>

2 2
<_M1R1+_M2R2+m12>
2 )

Wy = est la pulsation propre du mouvement.
Application numérique :

25.1072(0.18)%
2 2
2( 1(021) +1-5(02-14) +0,07(0.18)2>

B = , B=0.184 st

(15(0.1)*+20(0.14)*+0.07(10)(0.18))

2 2
1(0.1)° | 1.5(0.14)° | 2
( 2422820 40.07(0.18) )

Wgo = , Wp = 2.08 Rad/s

Ona: ff < Wy donc le régime du mouvement du systéme est pseudo périodique (un
mouvement oscillatoire amorti).

3. L’équation horaire du mouvement :

L’¢équation différentielle de ce systéme, dans le régime pseudo périodique, accepte une
solution sinusoidale de la forme suivante :

0(t) = Age Ptcos(wt — @)

On détermine les valeurs de A et @ a partir des condition initiales.
Ona:0(t) = —f.4,e P cos(wt — @) — wAye Plsin(wt — @)
0(t) = —B.0(t) — wAyse Ftsin(wt — ¢)
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N

At=0:
O(t =0) = A, cos(—¢) = Ay cos(p) = 8, = 0.15 ()
6(t =0) = —B.6, — wA, sin(—¢) = —B.6, + wA, sin(p) =0 3)

On remplace 1’équation (2) dans I’équation (3) :

—B. Ay cos(@) + wA, sin(p) = 0, donc B.4, cos(@) = wA, sin(p)
tg(p) = % , cequidonne @ = actg (5)
8o
cos(¢p)

A partir de I’équation (2) on a : AO =

On calcule la valeur de la pseudo pulsation, on a :

w =\~

Application numérique :

w =+2.082—-0.1842 ) , w=2.072 Radls

0.184
@ = actg (m) , ¢ =0.088 Rad
0.15
AO = m , Ay =0.15 Rad

L’équation horaire finale est:

0(t) = 0.15e709184t c0s(2.072t — 0.088) Rad

Exercice (9) :

Soit le systéeme mécanique de la figure 2.9. Le cylindre homogeéne de masse M et de rayon R
peut tourner librement autour d’un axe horizontale passant par son centre O, et subit des
frottements visqueux de constante o.

Deux tiges de masses négligeables et de longueurs 1, 1> sont rigidement liées aux cylindre, et
portent a leurs extrémités libres deux masses ponctuelle m; et m> respectivement.

Deux ressort K1 et Kz sont liés respectivement a la masse my et a I’extrémité du cylindre. Le
systéme peut effectuer des oscillations amortis de faibles amplitudes.
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On écarte le systéme de sa position d’équilibre d’un angle
faible 0o et on le lache sans vitesse initiale.

1. Etablir I’équation différentielle du mouvement.

2. Donner I’équation horaire du mouvement.

3. Donner le circuit électrique équivalent a ce systéme
mécanique dans 1’analogie force-tension.

On donne : M=1.5Kg,R=10cm, m1=50g, mz2=80g 11 =
15cm,12=17 cm, K1 =10 N/m, K2=16 N/m,

a=53.4.102Kg/s.

Solution de I’exercice (9):

Ona:M=15Kg, R=10cm, m1=50g m2=80g,l1=15cm,l2=17 cm, K1 =10 N/m, K2 =
16 N/m, a = 53.4.10-2 Kg/s.

1. L’équation différentielle du mouvement :

L’équation de Lagrange d’un oscillateur libre amorti est :

d (dL daD dL
a(E)J’%_E_O 1

Le lagrangien a 1’expression :
L=T-U
L’énergie potentielle :

U(Q) == UM + Uml + Um2 + UKl + UKZ

Upni =—-mughy, hy =1, — licosf = 1;(1 — cosBO)
2 92 92
, dOHC, hl = ll ?, Uml = _mlgll ?

Ou: cosf =

Umz = +m2gh2 . hz = l2 - l2COSQ = l2(1 - COSQ)

62 62
hy, =1, X Unz = m2g127

1
U1 = EKl(xl +x01)2, X, =160, xo10 =116,
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1 1

Uk1 = 51{1(11‘9 +1,60)° = §K1l12(‘9 + 65)?
1

Uky = EKz(xz + xoz)za X, = RO, xo; = RO,

Uz = 3 K (RO + R6,)? = S K,R2(8 + 6,)*

1 1 62 62
U(Q) == EK]_Z]_Z(Q + 00)2 + EKzRZ(Q + 90)2 - mlgll 7 + nglz 7
A I’équilibre, on a :
Fr P 0, ce quidonne: 6y =0
On obtient la forme quadratique de I’énergie potentielle suivante :

Uu@) = %(K’lll2 + KoR? —mygly + mygl,)0?

L’énergie cinétique :

T(0) =Ty + Ty + Tz

1, . . MR? 1 (MR?)\ .
Ty = EJM/OQZ, Mo = — Ty = E(T) 6*

1, co 1 .
T = §]m1/092> Jmi/0 = m1l% y Ty = §m1l%92

1, P 1 .
T2 = E]m2/0929 Jm2/0 = myls |, Tpp = Emzlgez

7(6) = 2(%5) 62 + 2my 1262 + 3m, 1367

2
T(9) = %(MTRZ +m 13+ mzlg) 62

Le Lagrangien L :

1 (MR?
L=-(—
2\ 2

d (dL MR? .

+ mll% + mzlg) 0'2 _%(Klllz + K2R2 - mlgll + nglz)ez

dL
— = —(Kil,* + KoR* —mygly +mygl,)0

L’énergie dissipative du systéme est :
1 2 A
D:Eav , V=R0O , donc:
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1 : dD .
D =-aR?0?, — = aR?b
2 dé

L’équation (1) donne :

2 . .
(% + m1l% + mzl%) 0 + aR?6 + (K1l12 + KZRZ —m gl + mygl;)6 =0

9’ + (XRZ é-'— (K1112+K2R2—m1g11+m2g12)9 _ O
2 2 -
(ME2 sy 13 +ms13) (M, i 4m13)

Cette équation représente 1’équation différentielle du mouvement de cet oscillateur libre
amorti, elle a la forme générale : : 6 + 2860 + w26 = 0

aR? )
B = > est le facteur d’amortissement.
2( M pmy B 4my 5
>—tmyli+mpl;
(K1l *+KoR* —my gl +mygly) :
Wy = > est la pulsation propre du mouvement.
MR 2 2
(—2 +m1l1+m2l2>

Application numérique :

53.4.1072(0.1)?

B = , B=0244 s71

2(—1-5(2-1)2+(0.05)(0.15)2+(0.08)(0-17)2)

(10(0.15)*+16(0.1)%=0.05(10)(0.15)+0.08(10)(0.17))

( , Wy = 6.386 Rad/s
<_1-5(g-1> +(0.05)(0.15)2+(0.08)(0-17)2>

Ona: ff < Wy donc le régime du mouvement du systéme est pseudo périodique (un
mouvement oscillatoire amorti).

2. L’équation horaire du mouvement :

0(t) = Age Ptcos(wt — @)

On détermine les valeurs de A et ¢ a partir des condition initiales.
Ona:0(t) = —f.4,e Pt cos(wt — @) — wAye Plsin(wt — @)
0(t) = —B.6(t) — wAze Ptsin(wt — @)

At=0:
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6(t = 0) = Ag cos(—¢) = Ay cos(p) = 6, (2)
6(t =0) = —B.6, — wA, sin(—¢) = —B.6, + wA, sin(p) =0 3)

On remplace I’équation (2) dans 1’équation (3), on obtient les résultats suivants :

40
cos(p)

_ ) _
o=actg(8) . 4
On calcule la valeur de la pseudo pulsation, on a :

w= T

Application numérique :

w =v6.3862 — 0.244%2 ) , w =6.381 Rad/s

0.244
@ = actg (m) , ¢ =0.038 Rad

_ % _
Ao = cos(0.038) ’ Ao = 0y Rad

L’équation horaire finale est:
0(t) = 6,e7%%4* cos(6.381t — 0.038) Rad

3. Le circuit électrique équivalent dans I’analogie force-courant :

L’équation différentielle du mouvement du systéme mécanique contient 3 termes, et donc le
circuit €lectrique équivalent contient 3 ¢léments sont (R, L, C).

Analogie force-courant, donne une association en série des ¢léments ¢€lectriques dans le circuit
¢quivalent.

Par conséquence, le circuit électrique équivalent est un circuit (R, L, C) associé en sérié.
En appliquant la loi des nceuds, on a :

2L=0 , Iz++1=0 (4).

A partir des expressions des tensions des trois éléments on a :

Ug =R.I; , donne: IR=%

dl 1
U, = L.d—tL , donne : I = ZfULdt

—a_1 — . %Uc
UC—C—CfICdt, IC_C'dt
En remplacant ces expressions dans 1’équation (4), on obtient :
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U 1 au
?R+szLdt+C.d—tC=0 , avec:Ug=U,=U;=U

U 1 au au U 1
Ona.E+ZfUdt+C.E—O, C.E+E+szdt—0 (5)

L’équation (5) représente 1’équation intégro-différentielle du circuit électrique.

A partir de I’équation différentielle du systéme mécanique, on peut écrire I’équation intégro-
différentielle suivante :

2 2 o .
(% +mlf + mzl%)% + aR?60 + (Kil,* + K;R* — mygly + mygly) [ 6dt =0 (6)

A partir de ces deux équations intégro-différentielles des deux systémes électrique et
mécanique, on détermine les valeurs du tableau d’analogie force-courant :

Systéme mécanique Systéme ¢électrique
MRZ C
> + mylf + myl;5
aR? 1
R
Kil,* + K,R? — mygly + m,gl, 1
: L
0 U
2 1
aR = 1
ﬂmécanique = R 5 N ﬂélectrique = i = SRC
2 T+m1l1+m2l2
2 2
(K1li"+KoR"—mygli+magly) o

Wo mécanique = > Woélectrique = c =

-
o

2
( @‘lel% +m2 l%)

Exercice (10) :

Un cylindre homogene de masse M, et de rayon R peut tourner librement sur un axe
horizontale passant par son centre O. Une tige de masse négligeable et de longueur 1, est
rigidement liée au cylindre et porte a son extrémité libre une masse ponctuelle mi. Un fil
inextensible est enroulé sur le cylindre et porte a son extrémité une masse ponctuelle mo.
(Voir la figure 2.10). Un ressort K et un amortisseur o sont liés a I’extrémité du cylindre. A
I’équilibre la tige fait un angle 8o avec la verticale.
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On écarte le systéme de sa position d’équilibre avec un angle faible, puis on le lache sans
vitesse initiale.

1. Calculer I’énergie potentielle et 1’énergie
cinétique du systéme.

2. En déduire I’expression du lagrangien L.

3. Trouver I’équation différentielle du mouvement
du systéme.

4. Quel est le régime du mouvement dans ce cas
(on prend 6, = 20°).

Ondonne: M=2Kg, R=12cm,I=16 cm,m1=60g,
mz2=70g K=12N/m, a=5.102Kg/s.

Solution de I’exercice (10) :

Ona:M=2Kg R=12cm,l=16 cm,m1=60g mz2=70g K=12N/m, a=5.102Kg/s.
1. Calcul de I’énergie potentielle du systeme:

Unpi = +myghy, hy = lcosOy — lcos(6 + 8,) = l(cosB, — cos(8 + 6,))
Uni = mygl(cosBy, — cos(6 + 6,))

Unp, = —mygh,, hy =y=RO, U,, =-m,gR0O

Ug = %K(xl + x01)%, x; = RO, x4; = RO,

Uks =K (RO + RO,)? = ~KR?(6 + ;)

Uuo) = %KRZ(B + 0¢)? + mygl(cosBy — cos(8 + 6,)) — m,gRO

Ona: cos(6 + 0,) = cosb.cosf, — sinf. sinf,

2

1-6 .
Ou:cosf = , et Sin@ = 6 pour des faibles angles

1-62 . 62 .
cos(6 + 6,) = (T) .c0sby — 6.sinby = cosby — - cosb, — 6.sinb,
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Uu@o) = —KRZ(H + 0,)% + mygl(cosf, — cosB, + —COSHO + 0.sinb, ) —
m,gRO

2
Uu@) = %KRZ(H + 6,)% + mlgl%coseg + m, gl6.sin6, — m,gRO

A I’équilibre, on a :

auv

= 0, ce qui donne :
200, = 0 ced

—5 = = KR?(0 + 0,) + m,gll.cosf, + m,gl.sinf, — m,gR

au

o KR?0, + mygl.sin8, — m,gR = 0

Apres simplification de I’expression de 1’énergie potentielle on obtient la forme quadratique
suivante :

2
Uu@) = %I{Rzé?2 + mlgl%coseg + cnst

Uu@o) = %(KR2 + myglcos6,)0? + +cnst

L’énergie cinétique :
T(0) =Ty + Tpny + Tz

Ty = %jM/oéza jM/O = MTRZa Ty = %(MTRZ) 62

T = %]'m1/0é2> Jmij0 = myl? , Ty = %m112é2
Ty = %mzvz , V=RO , Ty = %mszéz

T(6) = +(%5) 62 + 2my 1262 + 3m, R26?
T(0) =- (— +m %+ mzRZ) R

2. L’expression du lagrangien L :

L=T-U

L= %(% + m, 1> + m,R ) — —(KR2 + m, glcos6,)0? + +cnst
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3. L’équation différentielle du mouvement du systéme :

L’équation de Lagrange d’un oscillateur libre amorti est :

d (dL daD dL
E(E)J’%_E_O 1

Nous calculons I’énergie dissipative D :

D =%a’v2, v=RO , donc: D =%CZR29'2

d (dL) .
dt \ao/)
dL
a6

2 .
(ﬂ +my % + mZRZ) 0
= —(KR? + myglcos6,)6 == aR?6
L’équation (1) donne :
MR 2 2\ g 2; 2 —
(T+ myl° + myR )9 + aR“6 + (KR* + myglcosf,)0 =0

9’ n i aR? b+ (KR?+m, glcosy) 0 =

MR MR
( T‘l‘mllz +m2R2> <—+m1 l2+m2R )

0

Cette équation représente 1’équation différentielle du mouvement de cet oscillateur libre

amorti, elle a la forme générale : : 6 + 2860 + wZh = 0
2

aR

2( ﬂ+m1l2+m2R2

) est le facteur d’amortissement.

KR2+mglcos6 .
Wy = <(MR 19 0)> est la pulsation propre du mouvement.

—+m112+m2R2

Application numérique : On prend 6, = 20", cosf, = 0.94

5.1072(0.12)*

=0.021 st
2( Mm 06(0.16)2+0.07(0. 12)2) g

ﬂ:

(12(0.12)2+0.06(10)(0.16)(0.94)

Wq = , Wp = 3.94 Rad/s

(Mw 06(0.16)2+0.07(0. 12)2)

Ona: ff < Wy donc le régime du mouvement du systéme est pseudo périodique (un
vibratoire amorti).
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Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté amortis
forcés
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III. Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté amortis forcés :
II1.1. Rappel de cours :
I11.1.1. Définitions : voici des définitions des mots concernant le titre de ce chapitre

Oscillateurs : des systemes mécaniques qui effectuent un mouvement de va et vient autour
d’une position d’équilibre stable, qui se répete périodiquement au cours du temps.

Linéaires : les forces (pour les mouvements de translation) et les moments (pour les
mouvements de rotation) sont proportionnelle a leurs élongations.

T=—Kxi, M=—-COK

Un seul degré de liberté : le mouvement du systéme au cours du temps, peut étre décrit par
une seule coordonnée indépendante (une coordonnée généralisée).

Amorti : le mouvement du systéme s’effectue en présence des forces de frottement
(F Frot ia 0)-

Forcés : le systeme est soumis a une force excitatrice extérieure, généralement a une forme
sinusoidale F(t) = Fycos(Qt). [13, 14, 15].

II1.1.2. Formalisme de Lagrange : L =T — U
T : Energie cinétique du systéme.
U : Energie potentielle du systeme.

I11.1.3. Equation de Lagrange : I’équation de Lagrange d’un oscillateur amorti forcé a un

. d (dL ab dL
degré de liberté a la forme = (d_q) + 2q da- F (t) [16].pour un mouvement de translation, et

d (dL abp dL
la forme = (d_q) + 2a da- M(F (t)) dans le cas d’un mouvement de rotation, ou q est la

coordonnée généralisée. M (F(t)) est le moment de la force F(t).
1 2 Yy e e e
D = 2 av“ est I’énergie dissipative.

I11.1.4. Equation différentielle du mouvement : I’équation différentielle du mouvement

d’un oscillateur amorti forcé, a toujours la forme générale § + 2BGg+wéq = Aycos(Qt)

f est le facteur d’amortissement du systéme. [17].

2 : , . . :

Wy = T—” = 2mfy , est la pulsation propre (fréquence angulaire) du mouvement oscillatoire du
0

systéme
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Chapitre Il Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté amortis forcés

I11.1.5. Equation horaire du mouvement dans le régime permanent :

L’équation différentielle de ce systéme dans le régime permanent accepte une solution
sinusoidale de la forme : q(t) = Acos(Qt — ¢). [17, 18].

Avec :
Ag

\/(wg-m)2+4/3292

A= zm)

, @ = arctg (Wg—ﬂz

I11.1.6. Fréquence de résonnance du déplacement :

A la résonnance, I’amplitude de déplacement A est maximale, et la fréquence de résonnance
est:

Qpes = "Wg —2p*

II1.1.7. Facteur de qualité du systéme :

Wo

26

A I’expression suivante Q =

I11.2. Série des exercices corrigés :

Exercice (1) :

Soit le systéme mécanique (masse, ressort, amortisseur) représenté dans la figure 3.1. La
masse M est soumise a une force excitatrice
extérieure de forme sinusoidale.

F(t) = Fycos(Qt).

1. Etablir I’équation différentielle du
mouvement. Figure3.1

2. Donner I’équation horaire dans le
régime permanent.

3. Calculer le facteur de qualité Q.

On donne : M= 1.2 Kg, K= 30 N/m, o =1.2 Kg/s, Q =10 Rad/s.

Solution de I’exercice (1) :

Ona:M=12Kg, K=30N/m, o =1.2 Kg/s.
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1. L’équation différentielle du mouvement :

L’¢équation de Lagrange d’un oscillateur amorti forcé, est :

d (dL dD dL
E(d_q)-l'd_q_E:F(t) (1)

olg =X, q =X estlacoordonnée généralisée.
On calcule le lagrangien L :

L=T-U

L’énergie potentielle :

Ux) =Uy + Ug

Uy = 0], pas de déplacement vertical.

1
Ug = EK(x + x)?

Donc,on a:

1
Ulx) = EK(x + x)?

au
A I’équilibre on a : — =0

Xx=0

du du
— = K(x + x,), T

dx 0 ::I(XO ::0, Xo =0

La forme quadratique de 1’énergie potentielle est :
1 2
U(x) = 5 Kx

L’énergie cinétique du systéme :

N _1 2 _dx _
T(x) =Ty —sz , V=—
T(%) = > Mx?2
L=T-U, L=%M5c2—%l{x2

Est ’expression du lagrangien du systéme.
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Chapitre Il Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté amortis forcés

L’énergie dissipative du systéme :

1 .
D=Eav2,v=x , donc :
1
D = —ax?
2

La force excitatrice est : F(t) = Fycos(Qt).

dL . d [dL . dL ab .
—,=Mx,—(—,)=Mx , —=—Kx , — = ax
dx dt \dx dx

MX + ax + Kx = Fycos(Qt)

. . K

x+£x+—x=&cos(ﬂt) (2)
M M M

Cette équation représente 1’équation différentielle du mouvement de cet oscillateur amorti

forcé, on peut ’écrire sous la forme générale : & + 2% + wéx = A,cos(Qt)

a a :
Donc: 23 = R p = 37 ©stle facteur d’amortissement.

K .
Wy = /E est la pulsation propre, et Ay, = % .

Application numérique :

30
Wq = E , W0=5Rad/s
12 B 1
B=34z > B=05s
Ay =22 . A, = 0.83F,
0 — 9 0o — Y- 0

2. L’équation horaire dans le régime permanent :

L’¢équation différentielle de ce systéme dans le régime permanent accepte une solution
sinusoidale de la forme : X(t) = Acos(Qt — ¢).

Avec:
Ap

A=
\/(wg—ﬂz)2+4ﬁ292

, @ = arctg (wizli?ﬂ)

Application numérique : On prend 1 =10 Rad/s.
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0.83F,
= A = 0.01F,
J(52=102)2+4(0.5)2102 0
_ 2(0.5)10 _
@ = arctg (52_102) ,  @=-0132 Rad

L’équation horaire seras : X (t) = 0.01Fycos(10t + 0.132) m.

3. Le facteur de qualité du systeme Q :

Wo

Ona:Q = 28
Application numérique :

5
2(0.5)

Q = , Q@ = 5Rad.

Exercice (2) :

Un cylindre homogene de masse M et de rayon R peut tourner sans glissement autour de I’axe
passant perpendiculairement par son centre (O).

Une tige de longueur [ de masse négligeable est rigidement liée au cylindre, porte a son

extrémité libre une masse ponctuelle m.
(M, R)

Le cylindre subit des frottements visqueux de constante
a. Un ressort vertical de constante de raideur K est relié
au cylindre. Une force excitatrice extérieure sinusoidale

de forme F(t) = Fycos(ft) exerce sur la masse m. o
(Voir la figure 3.2). ¥
On donne : M= 1.5 Kg, R=14 cm, K=25 N/m, a=3 Figure 3.2

N.s/m, m =110 g, [=20 cm,

F(t)
(1 = 10 Rad/s.
1. Etablir I’équation différentielle du mouvement.
2. Donner I’équation horaire dans le régime permanent (on prend 0 = 10 Rad/s).
3. Calculer la fréquence de résonance du déplacement.
4. Calculer le facteur de qualité Q.

Solution de I’exercice (2) :

Ona:M=1.5Kg, R=14 cm, K= 25 N/m, =3 N.s/m, m =110 g, [=20 cm, {1 = 10 Rad/s
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1. L’équation différentielle du mouvement :

L’¢équation de Lagrange d’un oscillateur amorti forcé est :

d (dL dD dL
E(d_q) = M(F(t)) (D)

ong=80, q= 6 est la coordonnée généralisée.
M(F(t)) est le moment de la force excitatrice F (mouvement de rotation)

Nous calculons le lagrangien du systéme L :
L=T-U

L’énergie potentielle :
Uul)=Uy+U, + U

Uy = 0 j, pas de déplacement vertical.
Un =mgh

h=1—1Icos@ , h=1[1- cosO]

Pour les faibles angles d’oscillation, on a les approximations suivantes : C0SO =~

sinf = 6

2 92
h=1% , Up=mgl=

Uy =%K(x+x0)2, x=RO, x, =R,

Ux =5K(RO+RO,)? . Ux =5KR*(6 + )

Donc,on a:
1 2 2 62
U(9)=EKR (9+90) +mgl?

.. du _
A I’équilibre on a : — = 0, onobtient 5 =10
deezo

La forme quadratique de I’énergie potentielle est :

2
U®) =;KR?6% + mgl% . U(8) =2 (KR? + mgl)6?
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Chapitre Il Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté amortis forcés

L’énergie cinétique du systéme :
T(0) =Ty + T

1, : . MR? . 1 (MR?\
Ty = E]M/OQZ, Mo = —5 > T(6) = E(T) 6?

1. : . 1 :
Tn = E]m/oez, Jmjo = mi? , T, = Emlzez

. 2\ . .
T(8) =3 () 6% + 3mi26?

7(6) = (%= +mi?) 62

L’expression du lagrangien :

L=T-U, L=2(""+m2)6> —1(KR?+mgno?
L’énergie dissipative du systéme :

D =%a’v2, v =RO , donc :

1 .
D = —aR?6?
5@

d (dL\ _ [MR? 2
aa) = [ eme]o.

dD 22
— = aR
aoe 6

—(KR* + mgDe ,

On obtient I’équation suivante :

2 ve o
5+ mi2| 6 + aR?6 + (KR? + mgi)6 = IFycos(t)

= aR? . KR?+mgl IF,
0+ = 0+ 0 — fo cos(Qt) Q)
T+ml2] [T+ml2] [ +ml ]

Cette équation représente 1’équation différentielle du mouvement de 1’oscillateur amorti forcé,
on peut I’écrire sous la forme générale : 6 + 2860 + wZ6 = Aycos(t)

aR? .
ﬂ = Rz 3 °st le facteur d’amortissement.
2 T+ml2]
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KRZ+mgl )
W—g est la pulsation propre. Ay =
[ ]

LF,
2
[g_kle]

Application numérique :

3(0.14)2
2[1-5(02_-M)Z+(0.11)(0.2)2]

B = . B=154s1

25(0.14)2+0.11(10)(0.2)

o , Wy = 255 Rad/S
0 [1-5<02J+(0.11)(0.2)2] ’
0.2F,
A - 0 , A, = 1.83F,
0 [wg_-v‘az+(o.11>(o.z>2] i 0

2. L’équation horaire dans le régime permanent :

L’équation différentielle de ce systéme dans le régime permanent accepte une solution
sinusoidale de la forme : 8(t) = Acos(Qt — @).

Avec :
Ap

\/(W(Z,—QZ)2+45292

A= 2,89)

, @ = arctg (wg—az

Application numérique : On a: (1 =10 Rad/s.

— 1.83F, _ B
A V(25521 2)2+4(1.54)210%  ’ A =18.10""F

2(1.54)10

=) — —0.32 Rad
2.552—102) ¢

Q= arctg(
Et I’équation horaire est : 6(t) = 1.8.107*F,cos(10t + 0.32) Rad.

3. Calcul de 1a fréquence de résonance du déplacement :

Qpes = "Wg —2p*

Application numérique :

'Q‘rés = \/(255)2 - 2(154’)2 > Qrés = 1.326 Rad/s
4. Calcul du facteur de qualité du systéme Q :

L’expression du facteur de qualité du systéme est :
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)
Q=3

Application numérique :

2.55
Q —

T 2(154)

Q = 0.83 Rad.

Exercice (3) :

Une tige de longueur 3[ et de masse négligeable peut osciller sans frottement autour d’un axe
passant par le point (O) (Voir la figure 3.3). la tige porte deux masses ponctuelles m;,m, a
ses deux extrémités. Deux ressort K; et

K, sont respectivement liés au deux masses

my,m,.

La masse m, subit des frottement visqueux
de constante a. Une force excitatrice
extérieure de forme sinusoidale

F(t) = Fycos(Qt) exerce sur la masse m,.

On donne : m;=70 g, m,=40 g, a=1.5 Kg/s,
[=7cm, K;=10 N/m, K,=14 N/m.
I.Casde F =0:

1.1. Trouver la position d’équilibre du systéme.
2.Pour F #0:

2.1. Etablir I’équation différentielle du mouvement.

2.2. Donner I’équation horaire dans le régime permanent.

2.3. Donner la fréquence de résonance du déplacement.

2.4. Donner la valeur de F, pour que I’amplitude maximale du déplacement, soit égale a

Z Rad.
10

Solution de ’exercice (3) :

Ona:m;=70 g, my,=40g, a=1.5Kg/s,l=7cm, K;= 10 N/m, K,=14 N/m.
1. Cas de F = 0 : (systéme libre)
1.1. La position d’équilibre du systéme :
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On calcule I’énergie potentielle du systéme.

e 1 ..au _
A I’équilibre : : 0o 0

U@) =Upy + Upp + Uy + Uy,

Uml = mlghl , hl = l.sin0 = 10 , Uml = mlgle

Umz = _nghz . hZ = 2l.sinf0 = 2160 , Umz = —Zngle
1

U1 = EKl(xl + x01)2, X, =10, xo1 =16,
1 1

UKl = EKl(le + l90)2 = EKllz(e + 90)2

Uk, = %Kz(xz + X02)%, X, = 210, xo, = 216,
1 2 1 2 2

U(6) = 2K, 12(6 + 00)2+ K,412(8 + 0,)% + my glo—2m, g16

Z—g = K,12(0 + 0,)+K,412(0 + 6,) + mygl—2m, gl

dUu 5 5

- == Kll 00 + K24l 90 + mlgl—Zngl == 0

de 9:0

0y = Zmaglmmigl — (Zimz—ma)g , est la position d’équilibre du systéme.

K 2+K,412 > 907 (K +4K,)l
2. Pour F # 0 : (systéme forcé)
2.1. L’équation différentielle du mouvement :

On détermine la forme quadratique de I’énergie potentielle :

Nous avons : U (8) = ~ K 12(6 + 00)2+= Ko 412(8 + 6,)% + my gl0—2m;, g16
Apres la simplification de cette expression, on obtient :

Ue) = %(Kllz + 4K,12)02% + cnst

L’énergie cinétique du systéme :

T(8) = Ty + Tz = 3Jm1002 + 5 jmz/00?
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Jmi/0 = myl?, Jm2/0 = my (21)?

o 1 o 1 o o 1 o
T(6) =om120% +-mp4l?6% , T(6) = - (myl* + 4m,1*)6”
L’expression du Lagrangien du systeme L :

L=T-U

L =2 (my 1% + 4m,12)0? — - (K412 + 4K,1%)6% + cnst
L’énergie dissipative du systéme :

D =%a’v2, v =10, donc:

1 i
D = Ealzez

L’équation de Lagrange d’un oscillateur amorti forcé est :

o G I

oug =6, q =0 estlacoordonnée généralisée.

d [dL dD dL
Donc : E(E) +£_E = M(F(t))
d (dL .. dL abD .
E(E) = (ml* +4my)8 , — = —(K, > +4K,1)0 , — = al’d

M(F(t)) = 2LF,cos(Qt)
On obtient I’équation suivante :
(my 1% + 4m,12)0 + al?0 + (K, 1? + 4K,12)8 = 2IF,cos(Ot)

a 9' + (K1+4K2) _ ZFO

(m1+4'm2) (m1+4'm2) - (m1+4m2)l

0 +

cos(Qt)

Cette équation représente 1’équation différentielle du mouvement de cet oscillateur amorti

forcé, on peut I"écrire sous la forme générale : 6 + 280 + w28 = Aycos(Qt)

a .
B = =————— est le facteur d’amortissement.
2(7711 +4m2)

_ [EriRy . oy
Wy = (my +4my) est la pulsation propre. Ay = myampl
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Application numérique :

g = 1.5
"~ 2(0.07+4(0.04)) °

p =326s"1

_ (10+4(14)) _
2F,

Ao = (0.07+4(0.04))(0.07) °

AO = 124.2F0

2.2. L’équation horaire du mouvement :

L’équation différentielle de ce systéme dans le régime permanent accepte une solution
sinusoidale de la forme : 8(t) = Acos(Qt — @).

Avec :
Ag

A=
\/(W(Z,—QZ)2+45292

, @ = arctyg (wzg[i?ﬂ)

Application numérique : On a: (1 =20 Rad/s.

124.2F,,

A= A = 0.72F,
J(16.942-202)2+4(3.26)2202 0
2(3.26)20
= arctg (—2— = —0.86 Rad
¢ =arctg (16.942—202) ¢ a

Et I’équation horaire est : 6(t) = 0.72F,cos(20t + 0.86) Rad.
2.3. La fréquence de résonnance du déplacement :

On a, I’expression de la fréquence de résonnance du déplacement est :

Qpes = "Wg - 2.82

Application numérique :

Qres = /16942 —2(326)2 , Q.. = 163 Rad/s

T

2.4. Calcul de la valeur de F, pour une amplitude maximale du déplacement Ay ,, = To

Rad:

A la résonnance du déplacement, I’expression de I’amplitude maximale du déplacement est :

_ Ao

Apay = —o2—
T 2p fwgp
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Application numérique :

_ 124.2F, _om
2(3.26)V16.942-3262 10 ’

Aax Fo =0.274 N

Exercice (4) :

Soit le circuit électrique (R, L, C) associé en série avec un générateur de tension alternative
E(t) = Eycos(Qt) (Voir la figure 3.4).

R

On donne : R=200 Q, L=16 mh, C=0.2 uF, -t #
Q =20.10° Rad/s. E(t) —_

1. Etablir I’équation différentielle du
systéme. L Figure3.4

2. Donner I’équation horaire dans le
régime permanent.

3. Est-ce que le phénomene de résonance aura lieu.

4. Calculer la fréquence de résonance.

5. Calculer le facteur de qualité du systéme Q.

Solution de I’exercice (4) :

On a: R=200 Q, L=16 mh, C=0.2 uF, E(t) = Eycos(Qt), Q =20.103 Rad/s.
1. Péquation différentielle du systéme :

En appliquant la loi des mailles, on obtient :

SU; =0, Upg+U;+U,—E =0, Ri+Lo+%=Eycos(ar)
Ona:i =%= q, donc Rq +LZ—Z+% = E,cos(Qt), Rq + Lq +%= E,cos(Qt)

. R . 1
q+zq+zq=%cos(ﬂt) (1)

Cette équation différentielle du deuxiéme ordre, représente 1’équation différentielle de ce

systéme électrique, elle a la forme générale : § + 28q + wiq = Agcos(Qt)

Donc :

R R .
20 =- B = — est le facteur d’amortissement.
L 2L

70



Chapitre Il Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté amortis forcés

W, = \/ch , Wy = \/%_c est la pulsation propre.

Application numérique :

ﬂ:

200
2(0.016)

, B =6250 st

1

W, = , W, =17.68x 103 Rad/s.
J0.016(0.2x10‘6)
Ay = —20 A, = 62.5E,
07 0.016 > 707 TR0

2. L’équation horaire en régime permanent :

La solution de I’équation différentielle en régime permanent est une fonction sinusoidale de la
forme :

q(t) = Acos(Qit — @)
Avec :
Ao

A=
\/(wg—ﬂz)2+4ﬁ292

, @ = arctg (wizli?ﬂ)

Application numérique : Ona: Q =20x 10®> Rad/s.

A= 62'5E2° . A=0.687 x 10°°E,
J((17.68x103)2—(20x103)2) +4(6250)2 (20x10? )2
2(6250)20x10°
Q= arctg( (6250)20-0 2) , ¢@=-123 Rad
(17.68x10%)~ —(20x10%)

L’équation horaire est : q(t) = 0.687 x 107°E,cos(20 x 103t + 1.23) Rad.
3. Le phénoméne de résonnance :
A partir de I’expression de la fréquence de résonnance Q,.¢; = /W& — 232

Il y’a une résonnance du déplacement si : Q¢ > 0, wg — 252 > 0

Wo

Donc la condition de résonnance est § < %

Application numérique :
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o -1 Wo _ 17.68x10° _ 3
Ona:pB =6250 s . BT A =125x 10

La condition est vérifiée et le phénomene de résonnance aura lieu.
4. Calcul de la fréquence de résonnance :

La fréquence de résonnance du déplacement est :

Qpes = "Wg - 2.82

Application numérique :

Qpes = /(17.68 X 103)2 — 2(6250)2 , Q45 = 15.31 x 103 Rad/s
5. Le facteur de qualité du systeme Q :
L’expression du facteur de qualité est :

Q=

Wo

2p
Application numérique :

_ 17.68x10°

Q a 2(6250)

, Q =1.414 Rad.

Exercice (5) :

Une tige verticale de longueur [ et de masse négligeable
porte une masse ponctuelle m a son extrémité libre, peut
osciller sans frottement autour d’un axe passant par ’autre
extrémité (O). (Figure 3.5)
deux ressort horizontales K; et K, sont liés au point B,

l . .
avec: OB = e La masse m subit des frottements visqueux

de constantes @, et a,. Cette masse est soumise a une force

excitatrice extérieure sinusoidale de forme :
Figure 3.5

F(t) = Fycos(Qt).
On donne : 1 =18 cm, m =100 g, Ki= 15 N/m, K2 =22 N/m, a;=0.12 Kg/s, a, =0.15 Kg/s.

Etablir I’équation différentielle du mouvement.
Calculer le facteur de qualité du systéme Q.

Donner 1’équation horaire dans le régime permanent.
Calculer la fréquence de résonance du déplacement.

S
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5. Quelle est la valeur de Fy pour que I’amplitude maximale de déplacement soit égale a
g Rad.

Solution de I’exercice (5) :

Ona:1=18 cm,m=100g Ki=15N/m,K2=22N/m, a,;=0.12 Kg/s, a, =0.15 Kg/s.
1. ’équation différentielle du systéme :

On calcule le Lagrangien du systéme :

L=T-U

L’énergie potentielle du systeme :

U(Q) = Um+ UKl + UKl

2

2
Un =—-mgh , h:l—lCOSQzl% , Um=—mgl%

1 5 1 1
Uk1 —§K1(x1 + X01)°, X1 = 59, Xo1 —590

lZ

1. .1 ! 1
Uk1 = §K1(59 +§90)2 = §K1 (6 + 6,)*

4
1 5 1 1
Uk, —EKz(xz + X02)°, Xy = 59, X032 —590

1 l l 2 1., 17 2
UK2=EK2(EQ+EHO) =_K2Z(9+90)

2
1, 12 5 1., 12 2 62
U(9)=_K1_(0+90) +_K2_(9+90) _mgl_
2 4 2 4 2
Aléquilibre: &2 =0 i donne 6, = 0
équili re'd99=0_ , ce qui donne Oy =

R R v B
U(B)—2K149 +5K,— 0% —mgl—,

1 12 12
uee) = 3 (K1 -t K, S~ mg l) 02 , est la forme quadratique de I’énergie potenticlle.

L’énergie cinétique du systéme :
T(0) =Ty

1. : . 1 >
T = E]m/oeza Jmjo = mi? T = Emlzez
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1 2 '2 1 lz lz 2

L=T—U=m20? -2 (K= +K,——mgl) 0
2 2 4 4

L’énergie dissipative du systéme :

D = D1 + D2

D1 = %alvlz , U1 = 19 5 donc : D1 = %allzéz

D2 = %azv% , Uy = 19 5 donc : DZ = %azlzéz

1 12p24 1 1292
D =~ (ay+a;)I%6?

L’équation de Lagrange d’un oscillateur amorti forcé est :

d (dL dD

L (%) +% -2 = M(F(2) M)

d (dL ot daD

E(ﬁ):mlze ’ de__(K14+K2__m Do , —(Of1+0~’2)19

M(F(t)) = [F,cos(Qt)
L’équation (1) donne :
ml?0 + (a; + ay)1%0 + (K1 + Kz— —mgl)0 = IF,cos(Qt)

22
(a1+a)l? »  (Kip+K,7—mgl) IF,
% 0+ ———3 6 = —lcos(ﬂt)
m

9 T m ml?

é + —(a1+a2) 9 + —(K1+K2)l_4mg 0 = % cos(Qt) (2)

m 4ml

L’équation (2) représente 1’équation différentielle du mouvement du systéme, qui a la forme
générale : : 0 + 280 + w20 = Aycos(Qt)

a1+a .
B = ( L 2) est le facteur d’amortissement.
Ki+K5)l—4m .
Wy = \/ (K 421311 g est la pulsation propre du mouvement.
_F
Ao = ml
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Application numérique :

_(0.12+0.15)

_ -1
k= 2(0.1) » F=135s

_[(15+22)(0.18)—4(0.1)10
0~ 4(0.1)(0.18) ’

wy = 6.08 Rad/s.

Fo

4o = 510018 °

AO S 55.5F0

2. Le facteur de qualité du systéme Q :

L’expression du facteur de qualité est :

— Yo
Application numérique :
6.08
Q= T Q = 2.25 Rad.

3. L’équation horaire du mouvement dans le régime permanent :
0(t) = Acos(Qt — @)
Avec :

Ao

A=
\/(W(Z,—QZ)2+45292

, @ = arctg (wzg[i?ﬂ)

Application numérique : Ona: =10 Rad/s.

A= 252K A = 0.809F,
J(6.082-1 2)244(1.35)210%2 o 0

= arct (2(1'35)10) = —0.40 Rad
¢= 9 \6os2—102) > ¢=7040Ra

L’équation horaire est : 6(t) = 0.809F,cos(10t 4+ 0.4) Rad.
4. La fréquence de résonnance :

La fréquence de résonnance du déplacement est :

Qpes = "Wg —2p*

Application numérique :
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Qres = +/(6.08)2 —2(1.35)2 Q45 = 5.77 Rad/s
5. Calcul de la valeur de F, pour une amplitude maximale de déplacement égale g Rad :

A la résonnance du déplacement, I’expression de I’amplitude maximale du déplacement est :

Ao

Ay = —20
T 2p fwgp

Application numérique :

_ 55.5F, om
2(1.35)v6.082-1352 9 ’

AMax FO = 0.1 N

Exercice (6) :

Soit le systéme mécanique représenté dans la figure 3.6. Le systéme peut osciller autour de
I’axe horizontale passant par (O). La masse m, est soumise a une force sinusoidale de la
forme F(t) = Fycos(Qt).

On donne : M= 2 Kg, R=8 cm, m;=100 g, m, = 60 g,
m=120g, l1=14cm,l2=10cm, K=25N/m, a = 0.7
Kg/s.

1.soit F(t) =0:

1.1. Trouver la position d’équilibre du systéme.

F(t)

1.2. Trouver I’équation différentielle du mouvement
du systéme dans ce cas.

2.s0it F(t) # 0 :
2.1. Trouver la nouvelle équation différentielle du mouvement du systéme.
2.2. Calculer le facteur de qualité Q.
3.3. Donner I’équation horaire dans le régime permanent.
3.4. Calculer la fréquence de résonance.

3.5. Calculer I’amplitude maximale du déplacement pour F, =15 N.
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Solution de I’exercice (6) :

Ona:M=2Kg R=8cm,m;=100g, m, = 60 g, m=120g, 11 =14 cm, l2=10 cm, K=25
N/m2, a=0.7 Kg/s.

1.s0it F(t) = 0:

1.1. Détermination de la position d’équilibre du systéme :
On calcule I’énergie potentielle du systéme :
UOB)=Uy+Up+Up +Up+Ux , Uy=0]

U, =-mgh, h=y=R0 , U, = —mgR8

2 2
Uml = mlghl . hl = ll - l]_COSH = 11(1 - COSG) = ll% . Uml = mlgll%

62 62
Upy, = —mygh, , hy, =1,(1 —cosO) = 127 » Una = —nglzj
U —lK(x+x)2 x=RO, xo=RO,, U —lKR2(9+9)2
K =3 0)7, X = KRG, Xo = Kb, Uk =3 0
Donc :

2

2
Uuo) = %KRZ(Q + 04)> — mgRO + mlgll%— nglz%

saitien s 3
A I’équilibre : oo 0
du )
— = KR (6 +6, —mgR +m,gli6 —m,gl,0
au _ 20 _ _ _mg e .
oo KR“68y —mgR =0, 6, = - ot la position d’équilibre du systéme.

1.2. L’équation différentielle du mouvement du systéme libre amorti :

L’équation de Lagrange d’un oscillateur libre amorti est :

d (dL dD dL
E(E)+5_%_O (1)

Apres la simplification de I’expression de 1’énergie potentielle, on obtient la forme
quadratique suivante :

U(Q) == %(KRZ + mlgll - nglz)ez

L’expression de I’énergie cinétique :

77



Chapitre Il Oscillateurs linéaires a un seul degré de liberté amortis forcés

T(0) =Ty + Ty + Tz + T

Ty = ‘]M/09 » Jmjo = il , donc Ty = ;( 52) 62
T = %jm1/0929 Jmijo = mylf, donc Ty = %m1l%92
Tz = %]'mZ/oéza Jm2j0 = myl5, donc Ty = %mzlgéz
Tm=%m172 , v=RO |, TngmRZQ2

T(0) =- (— + myl? + myls + mRZ) R

L’expression du lagrangien L :

L=T-U
L = %(%-l_ myl? + myl2 + mRZ) 62 —%(KRZ +mygly —mygly)6°

On calcule I’énergie dissipative du systéme :
1 2 A

D:Eav , V=R0O , donc:
1 p2p2

D = E aR<6

On utilise I’équation de Lagrange pour un oscillateur libre amorti, pour trouver 1’équation
différentielle du mouvement.

d (dL MR

E(E) = (—+m111 + m,l5 + mR )9

= = —(KR? + mygl, — m,g15)0

9D _ «R26

= aR“0

~ (XRZ A KR2+mlgll—m2glz _

9+<MR2 — 29+MR2 6=0
T+m111+mzlz+mR ) <—+m111+mzlz+mR )

L’équation (2) représente 1’équation différentielle du mouvement du systéme, qui a la forme

générale:: 6 + 280 + w20 =0
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aR2

B = Z(MRZ

est le facteur d’amortissement.
o )

+mq12+m,1%+mR?

_ KR2+m1gl1—m2gl2
WO - MR?2
(5

est la pulsation propre du mouvement.
+mq12+m,l3 +mR2)

Application numérique :

0.7(0.08)?

B = , =023 s!

25(0.08)240.1(10)(0.14)—0.06(10)(0.1)

Wqo = 2
(2(0-38) +0'1(0_14)2+0,06(0,1)2+0.12(0.08)2)

,  Wp = 3.51 Radss

Ona: f§ < W, donc le régime du mouvement du systéme est pseudo périodique (un
mouvement oscillatoire amorti).

2. soit F(t) = Fycos(Qt) : Q = 15 Rad/s
2.1. Nouvelle équation différentielle du mouvement du systéme amorti forcé :
D’apres I’équation (2), on a :

aR? . KR?+mqgli—-m,gl,

6 + 6 + 0 =
MR? MR?
(T+mll%+mzl§+mR2) (T+mll%+mzl§+mR2)
l1Fo
3 - — cos(Qt) (3)
(T+m1 If+myl5+mR )

Cette équation a la forme générale : : @ + 280 + w0 = A,cos(Qt)

I1F,

Ao = MR? 2 2 2
(T-i-mlll-l-mzlz-l-mR >

Application numérique :

0.14F,

0= 2(0.08)° 2 2 2 ’ A0:14’39F0
(%"‘0-1(0.14) +0.06(0.1)"+0.12(0.08) )

2.2. Le facteur de qualité du systéme Q :
L’expression du facteur de qualité est :

Q=

Wo

2B
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Application numérique :

3.51
2(0.23) ’

Q = Q = 7.63 Rad.

2.3. L’équation horaire du mouvement dans le régime permanent :
0(t) = Acos(Qt — @)
Avec:

Ao

A=
\/(W(Z,—QZ)2+45292

o= aretg (22

Application numérique :

_ 14.39F, B
A J(3.512-152)2+4(0.23)2152  ° A =0.07F,

= arct (M) = —0.03 Rad
¢ = 9\352q52) » ¢=7003RKa

L’équation horaire est : 6(t) = 0.07F,cos(15t + 0.03) Rad.

2.4. La fréquence de résonnance :

Qpes = "Wg —2p*

Application numérique :

Qs =+/(3.51)2 —2(0.23)2 Qs = 3.49 Rad/s
2.5. Calcul de la valeur de I’amplitude maximale de déplacement pour F; = 15N :

A la résonnance du déplacement, I’expression de I’amplitude maximale du déplacement est :

Ao

AM =
T 2p fwgp

Application numérique :

_ 0.07(15) B
Amax = 2(0.23)V3.512-0.232 ’ Apax = 0.65 Rad
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Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté
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IV. Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté :
IV.1. Rappel de cours :
IV.1.1. Définitions : voici des définitions des mots concernant le titre de ce chapitre

Oscillateurs : des systemes mécaniques qui effectuent un mouvement de va et vient autour
d’une position d’équilibre stable, qui se répete périodiquement au cours du temps.

Linéaires : les forces (pour les mouvements de translation) et les moments (pour les
mouvements de rotation) sont proportionnelle a leurs élongations.

T=—Kxi, M=—-COK

Deux degrés de liberté : Le mouvement du systéme peut étre décrit au cours du temps par
deux coordonnées généralisées g4 et g,

Lagrangien du systéme : L =T — U
T : Energie cinétique du systéme.

U : Energie potentielle du systeme.
IV.1.2. Equations de Lagrange :

Les équations de Lagrange d’un oscillateur libre non amorti a deux degré de liberté ont la

d (dL dL
forme—(—,) ——=0,i=1,2 [19,20].
dt \dq, dq;

Les équations de Lagrange d’un oscillateur libre amorti a deux degré de liberté ont la forme

d (dL\ . db  dL _
z(d_q’l)-l_d_di_d_qi_o’l_l'z [21].

Les équations de Lagrange d’un oscillateur amorti forcé a deux degré de liberté ont la forme
d (dL dp  dL

_(_) +———=F({),i=12 [21].

dt \dq, dq, dq;
IV.1.3. Types des couplages et équations différentielles du mouvement :

Généralement il y’a deux types de couplage entre les deux masses dans les oscillateurs a deux
degrés de libertés, sont le couplage simple, et le couplage mixte.

On commence par le couplage simple, qui contient 3 types de couplages sont :

Couplage élastique : les deux masses sont couplées au moyen d’un ressort, dans ce cas les
¢quations différentielles de mouvement ont les formes :

g1 + 2P1q1 + Wg1CI1 =a1q; , G+ 2Pq4;+ Wngz = axq,

Couplage visqueux : les deux masses sont couplées au moyen d’un amortisseur, dans ce cas
les équations différentielles de mouvement ont les formes :
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g1 + 2P1q1 + Wg1CI1 =a1q; , G+ 2Pq4, + Wngz = a,q,

Couplage par inertie : dans ce cas les équations différentielles de mouvement ont les
formes :

g1 + 2P1q1 + Wg1CI1 =aiq; , G+ 24, + Wngz = a,q,

En passe au couplage mixte, dans lequel les deux masses sont reliées par un ressort et un
amortisseur, dans ce cas les équations différentielles des mouvements des deux masses ont les
formes générales :

Gy + 2B1G1 + Weiqy = a1qo + biqy . 4y + 2B2Gs + WEaqy = ayqy + bygy
IV.1.4. Equations horaires de mouvement :

Généralement les équations horaires de mouvement des deux masses ont des formes
sinusoidales, on écrit [22, 23] :

q,1(t) = Acos(w;t + @) + B cos(w,t + ¢')
q(t) = Acos(wyt + @) — B cos(w,t + @)

IV.1.5. Impédance d’entrée Z :

Par définition ’impédance d’entrée est Z =10 _ T
i) "

IV.1.6. Impédance de sortie Z :

Par définition I’'impédance de sortie est Z =0 _ T
)

IV.2. Série des exercices corrigés :

Exercice (1) :

Soit le systéeme mécanique représenté dans la figure 4.1.

1. Quel est le nombre des degrés de
liberté et le type de couplage dans le
systeme

2. Etablir I’équation différentielle du
mouvement. Figure 4.1

3. Déterminer les pulsations propres du

systeme wy et w,
4. Calculer le rapport des amplitudes dans chaque mode.
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5. Donner les équations horaires de mouvement.

Solution de I’exercice (1) :

1. Nombre des degrés de liberté et type de couplage dans le systéme :

A partir de la figure 4.1, on remarque que le déplacement de la masse m, est décrit par la
coordonnée x, (t), et le déplacement de la masse m, est décrit par une autre coordonnée
différente est indépendante x,(t), donc le systéme a deux degrés de liberté :

d=c—1 , d=2(deux coordonnées x,(t) et x,(t))
[ = 0 Onn’apas une liaison entre ces coordonnées
d=2-0, d=2(deux degrés de liberté)

Le couplage entre les deux masses m,, m, est simple par un ressort, donc le type de couplage
est ¢lastique.

2. Les équations différentielles du mouvement :

L’équation de Lagrange d’un oscillateur libre non amorti a plusieurs degrés de liberté est :

d (dL dL .
Ly _d_g g,
dt \dq, aq;

D’ou:qq = X1, Qp = X, sont les coordonnées généralisées.
g1 = X1, g2 = X, sont les vitesses généralisées.

Donc nous avons deux équations de Lagrange :

“(E)-a==0 O

E dx1 dx1
d (dL dL
2(Z)-2==0 @
dt de de

On calcule le lagrangien L du systéme :
L=T-U
L’énergie potentielle du systéme :

U(xl,xz) = Uml + Um2 + UKl + UKZ + UK3

Un, = Un, = 0] (pas de déplacement vertical)
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1 1
Uk, = EKl(xl +x01)? Uk, = EKz(xz + Xo2)?

1
Uk, = EKB[(xl —X3) + (Xo1 — xoz)]2
Donc,on a:
1 1 1
U(xy,x;) = EK1(X1 + x01)2 + EKz(xz + x02)2 + EK3[(x1 —x3) + (X1 — xoz)]2

.- au au
A I’équilibreona: — =0, — =0
X1 X1:XZ=0 de x1=x2=0

au

d_xl = Kl(xl + x01) + K3 [(x1 - xZ) + (x01 - xOZ)]
av

PP Ko (xy + x05) — K3[ (1 — x3) + (%91 — Xp2)]

Pour x; = x, = 0 on obtient le systéme des équations suivant :
Kixo1 + K3(x01 — X02) = 0, Kpxop — K3(xp1 — Xp2) = 0
Donc :
(Ky + K3)x01 — K3xo, =0 , —K3xp1 + (K + K3)xp, =0
Ks(Ky + K3)xo1 — K3?x02 = 0, —K3(Ky + K3)xo1 + (K + K3)(Kz + K3)xp, = 0
Apres simplification on assomme les 2 équations, on obtient :
(KIKZ + K1K3 + K2K3)x02 = 0 N dOHC xoz = 0 N XOl = 0
On écrit la forme quadratique de I’énergie potentielle du systeme :
1 2,1 2 41 2
U(xy, x5) = SKix® + 5 Kpx® + 0K (g — xp)
L’énergie cinétique du systéme :
T(‘x'l’ ‘x.Z) = Tm1 + Tmz
_ .2 1 .2

T, = ;X" , T, = 5 MaX3

. . 1 . 1 .
T (X1, %) = §m1x12 + gmzxz2
Le Lagrangien du systéme :

1 . 1 . 1 1 1
L=T-— U, L= Emlxlz +Em2x22 - I:ElelZ +EK2.X'22 +EK3(X'1 - XZ)Z]
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d (dL . dL
E(d_x.l) =myx; , P —(K1x1 + K3(x; — x3))

d [ dL .. dL
E(d_x-z) =Mmyx; , d_xz = —(K,x, — K3(x1 — x3))

On obtient les équations suivantes :
myxX; + Kixg + K3(xg —x) =0, mux, + Kyx, — Ks(xg —x,) =0
myX; + (K + K3)x; = K3x, . mMyXy + (Ky + K3)x, = K3xy

. (Kq1+K3) K3 . (Ky+K3) K3
x1 +—x1 =—X , xz +—x2 =—Xq
m, mq ms mp

Ces deux équations différentielles ont la forme générale :

. 2 _ o 2 —
X1 T Wh1X1 = a4Xy; , Xz T WhoXy = QX

) _ |(K1t+K3) _ [(K2+K3) _ ks _ K3
Ona:wy = T > W2 = [T, =7, 4 =7
1 my myq my

3. Calcul des pulsations propres du systéeme w, et w,:

Les solutions de ce systéme des équations sont :

x1(t) = Ajcos(wt + 1) ,  x,(t) = Aycos(wt + @3)

On utilise les formes complexes pour simplifications :

() =A™, () = At X = —wiheVt | % = —wPhet
On obtient le systeme des équations suivant :

w2 A+ WHA —ai A =0, —wPA, + WA, — A =0

Donc : :‘E(W%1 —w?) —a;4, =0 , —aA; + (W%Z —w?4,=0

Ce systéme de Cramer accepte une solution, si le déterminant est nul :

2
(W51 —w?) !

d€t= :O

—a; (W5, — w?)
Wiy —w?) (Wi, —w?) —aia; = 0

2 _szgz +W4_a1a2 = 0

2 .2 2
Wy1Wo2 — W W
4 2 2 2 2 2 _
w* — Wiy + Wip)w? + Wi Wi, — araz =0

On pose : w2 = Q)
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

0% — (Wi, +wdy)Q+wi,wi, —aya; =0

A= (Why +why)” — 4wk wd; — aray)

A=W +wg, + 2w w3, — 4w wi, + 4aja, = 0
A=(Wh —wd,) +4aia, > 0

(w(2)1+w(2)2)—\/5 Q. = (w%1+w%2)+\/3

0O, = =
1 2 5 2 2

Et par conséquence on a :

wy = \/Q_ = (W%1+W%2)_\/(W(2)1_W%2)2+4-a1a2

2

WZ:\/Q_Zz (ng+W%2)+J(V172(2)1—W(2)2)2+4a1a2

w; et w, sont dites les pulsations propres de ce systeme libre non amorti a deux degrés de
liberté.

4. Calcul de rapport des amplitudes dans chacun des deux modes de mouvement :
Pour des raisons de simplificationsonprend : my = my =m, K; = K, = K; =K

. 2K w? K
Onobtient : Wp; = Wg, =Wy = |—, a4 = a4 = —>=—
01 02 0 — O 1= =

w K .
wy = , donc, w; T;, wy = ’; (premier mode du mouvement)
3 3K .
w, = , donc, w, = SWo, Wp = [— (deuxiéme mode de mouvement)

On calcule le rapport des amplitudes dans le premier mode w = w; = %
—_— —_— 2 — ~ 2 __
—CR)%A +WiA — 2 A, =0, —()h, + WiA, 24 =0

La premicre équation donne :

wé

T (w2 — W8 _ Wi _ Wi 7= _ Wb 7~ —
I (wi—2)-2Z; =0 , 24 =27, donec Z=1>0

S
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

La deuxiéme équation donne :

2 __ 2 2
_%Al-}'(wo_%)AZ:O > =1>0

[ury
I
I
o
N
o
=}
=
(@)
Sl

Dans ce mode de mouvement les deux masses vibrent en phase.

Ona:A, = A;e/?1 et A, = A,el®2

Alej‘pl Aq ]((p —
= — = — 1—92) = — = =
ez a6 1, ¢1—¢,=0 ,donc @1 =@,

x|y

On calcule le rapport des amplitudes dans le deuxiéme mode w = w, = \EWO

orud 2 3w} wg — wg — 2 3wg, —
n(wi-2Y) -2 =0, -LA+Wi-EHL =0
Ay . .-
donc A:1 = —1 < 0 dans ce mode les deux masses vibrent en opposition de phase.
2
_ Alej(pl

— A1 Lj(p1—92) — _ J(@1-92) — _ - _
= ez a, ¢ 1792) = -1, &/$17%2) = cos(g; — @,) = —1

S 2

p1—@y=m ,donc: @ =@, +m
5. Les équations horaires de mouvement :

Généralement les équations horaires ont la forme :

x,(t) = Agl) cos(wlt + gof)) + Agz) cos(wzt + gof))

x,(t) = Agl) cos(wlt + <p§1)) + Agz) cos(wzt + <p§2))
On écrit :

x1(t) = Acos(wit + @) + B cos(w,t + @)

x,(t) = Acos(wit + @) + B cos(wyt + @' + 1)

Ou encore :

x1(t) = Acos(wit + @) + B cos(w,t + @)

x,(t) = Acos(w;t + @) — B cos(w,t + ¢")

Exercice (2) :

Soit le systéeme mécanique a deux degrés de liberté représenté dans la figure 4.2. A I’équilibre
les deux tiges identiques de longueur [ sont verticales, et les ressorts ne sont pas déformés.
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

1. Calculer le Lagrangien du systeme L

2. Etablir les équations différentielles du
mouvement.

3. Déterminer les pulsations propres du
systeme w; et w,

4. Calculer le rapport des amplitudes dans
chaque mode. K

5. Donner les équations horaires de

5 Figure 4.2

mouvement.

Solution de I’exercice (2) :

1. Calcul du Lagrangien du systéme L :
On a, I’expression du lagrangien L du systéme :
L=T-U

On choisit les coordonnées généralisées 81, 8, pour décrire le mouvement des deux masses
au cours de temps.

L’énergie potentielle du systéme :
U(91,92) = Uml + Um2 + UKl + UK2 + UK3 + UK

2 2

6 6 1
Un, = mlgl? . Unm, = ngl% , Uk, = EK112(91 + 60p1)?

1
2

Uk,

1
Ko1%(6, + 601)* , Uy, = §K312(92 + 60p2)°

1,12
Uk = EKZ [(61 — 62) + (1 — 0p2)]?
Donc,on a:

U(81,02) = 5 K112(01 + 001)% + 5 K212 (01 + 001)? + 5 K31 (0; + 002)? +

1,0 ) 0,> 0,°
EKZ[(BI —6,) + (6o1 — 0p2)]° + mlng + nglT

.- auv au
A I’équilibre on a : T =0, TR =0
1 61:92:0 2 91:9220

Apres la simplification de I’expression de 1’énergie potentielle on obtient la forme
quadratique suivante :
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

U(64,0,) = %Kllzelz + %Kzlzelz + %1@12922 + %K%(Bl —0,)2 + mlgl%z +
mZngT22 + cnst

L’énergie cinétique du systéme :

T(6,,6,) = T, + T,

T, = %mllzélz , Tm, = %mzlzézz

T(Xy,%,) = %mllzélz + %mzlzézz

Le Lagrangien du systéme :

L=2my126," +3m,l26," — [SKi120," + S K,120," + S K3120,” +

%K%(Bl -0, + mlgl%z+ ngl%z+ cnst]

2. Les équations différentielles du mouvement :

Les équations de Lagrange de cet oscillateur libre non amorti a deux degrés de liberté sont :

i(dL) L _ n

dat \a6,) a6,

d (dL dL
—\—=)——=0 2
dt(d@z) do, @)
d (dL L

. 2
E(d_e'l) =my%6; o= (K126, + K, 126, + K~ (8, — 6,) + my g6 |

d [ dL - dL 12
L() =m0, = — ko126, — K= (0, — 0,) + 16,

On obtient les deux équations suivantes :

o 2
mllzel + [Kllzel + Kzlzel + K%(Ql - 92) + mlglel] == O
. 12
mzlzez + I:K31202 - KZ(B:[ - 92) + nglez] == 0
On écrit :
24 2 2 2 2
mll 01+[Kll +Kzl +K:+m1gl] 91 =K:92
. 12 12
m2l292 + [K3l2 + KZ"‘ ngl] 92 = Kzgl
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

Donc :
- 4K, 1?+4K,1?+K1? +4m4 gl K
01 + ( 1 2 1 )01 — 92
4m112 4m1
- (4K312+K1?+4m,gl) K
0, + 6, =—2=~0
2 4m212 2 4m2 1

Ces deux équations différentielles ont les formes générales suivantes :

91 +w§10; = a,6, , 92 +w§,0, = a6,

_ | @K P4k, P KPP amygl) | @KsP KPP +amygl) K
Ona:wy = 5 , Wop = 5 , g =—,
4mll 4mzl 4my
a, = 2
2~ 4m2

3. Calcul des pulsations propres du systéeme w, et w,:

Les solutions de ce systéme des équations sont :

0,(t) = Ajcos(wt + 1) , 0,(t) = A,cos(wt + ¢,)

On utilise les formes complexes pour simplifications :

W =T B0 =EeM | G = —whe |, = —wiet

On obtient le systeme des équations suivant :

—Wz;l: + W%l;l? — al;l; =0 , —Wz;l; + W%ZZ; — (1,2;1: =0
Donc :
Al(W01 — Wz) — a1A2 =0 , —a2A1 + (WOZ — WZ)AZ =0

Ce systeme de Cramer accepte une solution, si le déterminant est nul :

2
(W51 —w?) !

d€t= :O

—a; (W52 — w?)
Wiy —w?) (Wi, —w?) —ara; = 0

2 _szgz +W4_a1a2 = 0

W WG, — Wiy w
w* — (W51 + Wip)w? + Wi Wi, — araz = 0
On pose : w? = Q)

0% — (Wi, +wdy)Q +wi,wi, —aya; =0
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

2 2 \2 2 .2
A= (W5 +Wip) —4W5 Wi — a1az)
A= ng + W%Z + 2W%1W%2 — 4W(2)1W%2 + 4a,a, =0
2
A= (W(Z)l — W(2)2) + 4a1a2 >0

(W(2)1+W(2)2)—\/Z
2

(W%1+W%2)+\/Z

le >

792:

Et par conséquence on a :

Wi = \/,Q_ = (W%1+W%2)_\/(W(2)1_W%2)2+4a1a2

2

sz\/ﬂ_z (W%1+W%2)+\/(W(Z)l—w(z)z)2+4a1a2

2

w; et w, sont dites les pulsations propres de ce systéme libre non amorti a deux degrés de
liberté.

4. Calcul de rapport des amplitudes dans chacun des deux modes :
Onprend:m; = my=m, K; = K, =K ,K; =2K

On obtient :

2 2
_ [(9KI"+4mgl) (9K +amgl) K K
Wo1 = ,/ Al > Wo2 = Al » A =, G =
K

Wo1 = Wo2 = Wq , a1:azzﬁ

Dans le premier mode w = wy :

2
2wp—24/a1a;,
Dans ce cas, w; = Of = /W(Z) —+aia,

Donc : A (WG — WD) —ai1d; =0 . —aA; + (W, —wHA; =0

Ce qui donne :

LwWi-w)=ad, , et a4, = (Wh-whi,

On remplace w; par sa valeur :

A (wWh— (Wh—Vaia@y)) = aid; et ayA; = W§ — (WG — Vayaz))4;
Apres simplification, on a :
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

(Wa1a)A, = a4, et a4, = (\ayaz)A4,
Avec:aq; = ay

Donc :

=1>0

fpllkyl

donc
Dans ce mode de mouvement les deux masses vibrent en phase.
Ona:A; = A;e/®t et A, = A,el®2

Alej‘pl A1 ]((p —
= — = 1 (PZ) — — — —
ez a6 1, ¢1—¢,=0 ,donc ¢, =@,

, 2
. 2wg+2./a1a
Dans le deuxiéme mode w = w, OT” = ’W% ++aia;

On calcule le rapport des amplitudes, on obtient :

x|y

—(Va1az)A; = a4, et aA) = —(\/‘11‘12)71;

donc =-1<0

x|y

Dans ce cas les deux masses oscillent en opposition de phase.

Alej(pl A1 i —
- — = — ]((P1 (pZ) = — — =
Azej(pz A2 e 1 s (pl 902 T[

S 2

5. Les équations horaires de mouvement :

Les équations horaires ont la forme :

0.(t) = Agl) Cos(wlt + (pf)) + Agz) COS(WZt n <p§2))
0,(t) = AS) Cos(wlt + (pél)) + Agz) COS(Wzt n <,0§2))
On écrit :

0,(t) = Acos(wyt + @) + B cos(wyt + @")

0,(t) = Acos(w;t + @) — B cos(wyt + @")

Exercice (3) :

Soit le systéeme mécanique a deux degrés de liberté représenté dans la figure 4.3.
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

La masse m4 subit des frottement visqueux de constante . Une force excitatrice extérieure de
forme sinusoidale F(t) = Fycos({t) exerce sur

cette masse. Xi(t) X.(t)
— —

1. Etablir le Lagrangien du systeme L

2. Donner les équations différentielles des
mouvements.

3. Donner les amplitudes des déplacements
des deux masses.
(On prend pour simplification :
m=my,=m,K;, =K, =K)

4. Donner les amplitudes des vitesses des deux masses.

5. Calculer I'impédance d’entrée Z, et de sortie Z
6. Etudier la résonnance de la vitesse de la masse m,

Solution de ’exercice (3) :

1. calcul du lagrangien L du systéme :
L=T-U

L’énergie potentielle du systéme :

U(xy,x3) = Up, + Upy, + Uk, + Uk, + Ug

Un, = Un, = 0] (pas de déplacement vertical)
_1 2 _1 2
Uk, = §K1(x1 + x01)° , Ug, = EKz(xz + Xo2)
1
Uk = EK[(M —x2) + (xo1 — X02)]°
Donc,on a:

1 1 1
U(xy,x,) = ;K1(x1 +x01)% + EKz(xz + x02)% + EK[(JQ —x3) + (%01 — X02)]?

auv au

A I’équilibreona: — =0, — =0
X1 x1=x2=0 de x1=x2=0

av

ax, K1(xq + x01) + K[(x1 — %) + (x01 — X02)]

av

d_xz = KZ(xZ + xoz) - K[(x1 - xz) + (xOI - xOZ)]
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

Pour x; = x, = 0 on obtient le systéme des équations suivant :
Kixo1 + K(xXo1 — %02) =0, Kyxop — K(xo1 — Xp2) = 0
Donc :
(Kl + K)x01 - KXOZ - 0 . —Kx01 + (KZ + K)xoz - 0
K(Kl + K)x()l - szoz =0 , _K(Kl + K)x()l + (Kl + K)(KZ + K)xoz =0
Apres simplification on assomme les 2 €quations, on obtient :
(KlKZ + KlK + KzK)xOZ == 0 5 donc xoz == 0 . X01 - 0
On écrit la forme quadratique de I’énergie potentielle du systéme :
_1 2 41 241 2
U(xl,xz) —_— Elel +EK2X2 +EK(x1 _xz)
L’énergie cinétique du systéme :
T('le"x‘.Z) = Tm1 + Tmz
1 .2 1 . 2
T, = SMaXy T, = 5 MaX2
. . 1 . 1 .
T (X1, %) = §m1x12 + gmzxz2
Le Lagrangien du systéme :
1 . 1 . 1 1 1
L=T-— U, L= Emlxlz + Emzxzz - I:ElelZ + EKZ'XZZ + EK(xl - x2)2 ]
2. Les équations différentielles des mouvements :
On a I’énergie dissipative du systéme :
1 5 .
D =-avt, v=1x, donc :

1

D = Ea.x:lz

Les équations de Lagrange d’un oscillateur amorti forcé a deux degrés de liberté sont :

d (dL) , dD  dL o
a(d_x‘l)-l_d_x‘l_d_xi_Fi(t) ,i=1,2
Donc,on a:

d (dL daD dL

dt (dx‘l) + dx,  dxg F(©) (D
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

d(dL)+dD—dL=0 2)

z de de de
D’ou: F(t) = Fycos(Qlt)

D’apres ces équations, on a :

d (dL . dL dD )
E(d_x.l) =mxy , d_xl = —(K1x; + K(x; — x3)) , d_x'1 = axy
d (dL . dL dD
E(d_x.z) =Mmyx, d_xz = —(Kx; — K(x1 — x3)) , d_x.z =

On obtient les équations suivantes :

myx; + ax; + Kix; + K(x; — x,) = Fycos(Qt)

myx, + Kyx, — K(xy —x,) =0

Ona:K; =K, =K, m;y = m, = m (pour la simplification)
myx; + ax; + (K, + K)x; — Kx, = Fycos(Qt) 3)
mx, + (K, + K)x, —Kx; =0 4)

Les équations (3), (4) sont les deux équations différentielles de mouvements des deux masses
my et m,

3. Calcul des amplitudes des déplacements des deux masses m, et m, :

On prend pour simplification : K; = K, = K, mqy = m, = m. Les deux équations
différentielles de mouvement seront :

mx; + ax; + 2Kx; — Kx, = Fycos(Q1t) (5)
mx, + 2Kx, — Kx; =0 (6)
On utilise les représentations complexes :

%) = A/, % (0) = jOAY , ¥ = QA e/
B() =A™ | %0 = jQ4e | T, = Q' K/
On obtient le systeme des équations suivant :

—mQO?A; + jaQA, + 2KA, — KA, = F,

—mQO?4, + 2KA, — KA, =0

Donc :
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

A, 2K —mQO? + jaQ) — KA, = F, (7)
—KA; + 2K —mQ*»4, =0 (8)
: = KA, S
L’équation (8) donne : A, = ————— , on remplace cette valeur dans 1’équation (7) :
27 2K-mQ?)
T (2K — m@? + jaq) —-—SM_ _F
1 2Kk-ma® ~ 0
~ 02N 2 02
Ona- A1 (2K—-mQ*) -K +]aZQ(2K mQO“) _ Fo
(2K-mQ?)
02
A = (2K mi¥ )Fo est I’amplitude de déplacement de la premiere masse

2
[(ZK—mQZ) —K2+jaQ(ZK—mQZ)]
m, , et par conséquence 1’amplitude de déplacement de la deuxiéme masse m,, est :

KF,
2
[(ZK—mQZ) —K2+jaﬂ(2K—mQZ)]

2

4. Calcul des amplitudes des vitesses 171 et 175 des deux masses m, et m, :
Vi =04, , V= jO4,

~ jQK-mQ2)F,

i= [(2K-mQ2)2-K2+jaQ(2K-mQ2)]

~ JOKF,

V2= [(2K-mQ?2)2-K?+jaQ(2K-mQ?)]

5. Calcul des impédances d’entrée Z et de sortie Z :

5 _ F© _ F o >
Ona:Z, = o) — = est 'impédance d’entrée
Vi) "
5 _F@) _F e, :
Z, = —= = = est I'impédance de sortie.
) 7

Par conséquence on a :

7 = Fo _ Fo[@K-mQ?)2—K?+jaQ(2K-mQ?)]
e jQ(2K-mQ2)F,

e L [K-m02)2-K?]
Onécrit: Z, = a —j QK —m)

D’autre part :

Fo _ Fo[(2K-mQ?)2—-K?+jaQ(2K-mQ?)]

7, =D :
Vo ]QKFO
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

—_ — 2N\2 _gr2
Z; = £ (2K — m@?) — jlEma ]

6. Etude de la résonnance de la vitesse de la masse m; :

5 _Fo ¢ _F : o
Ona:Z, = V:O , V= Z:O , avec Fy = cnst (I’amplitude de la force excitatrice est
1 e

constante)

Par conséquence on a :
V; est maximale (cas de résonnance), si Z, est minimale

I/, est minimale (cas d’anti résonnance), si Z, est maximale

On commence par le cas de la résonnance de la vitesse de la masse m; :

2 2
(2K-mQ?) —Kz]

Q(2K-mQ?)

Ona: Z est minimale, |Z| = a2+ [[ est minimale

Donne: (2K —mQ2)2 —K2=0, QK -mQ? —K)Q2K -mQ2+K) =0

Cette équation accepte deux solution sont :

D’apres les équations différentielles du mouvement du systéme, on a les expressions des
pulsations propres :

2K .
Wo1 = Woz = Wo = |—, donc on écrit :

3
Q1=% ) sz\/;Wo

Q; et ), représentent les deux fréquences de résonnance.

On passe au cas de 1’anti résonnance de la vitesse de la masse m; :
Z est maximale (tant vers I’infini), par conséquence, on écrit :
Q2K — mQ?) = 0, cette équation accepte deux solutions sont :

Q = 0, c'est-a-dire qu’il n’y a pas d’excitation extérieur F(t) = 0

QRK-mQ?»)=0,0=w, = \ﬁ , dans ce cas : I/, = 0 et par conséquence la masse m;,

m

est immobile.
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On peut calculer les valeurs des impédances d’entrée Z,, et de sortie Z a la résonnance et & I’anti
résonnance :

On commence par le cas de la résonnance :

Ona,Z: a,etZ: a (pour :%) , Z: —a (pour £, :\EWO)

s 2K . , .
Concernant le cas de I’anti résonnance : (1 = w, = ’— , 'impédance de sortie a la valeur :
m

i~ . K
Zg=+]j R

w

Exercice (4) :

Soit le systéeme mécanique a deux degrés de liberté représenté dans la figure 4.4. Le cylindre
M, subit des frottements visqueux de constante . Une force excitatrice de forme sinusoidale
F(t) = Fycos(Qt) exerce sur ce cylindre.

F(t)

(M2) Rz)

——

(My, Ry)

1. Etablir le Lagrangien du systéme L

2. Donner les équations différentielles du
mouvement.

3. Donner les amplitudes des déplacements )
des deux masses (on prend : M; = M, =
MetK;=K, =K, Ri=R,=R,a=

R . o .
- bour des raisons de simplification).

Figure 4.4

Donner les amplitudes des vitesses des deux masses.
5. Calculer I'impédance d’entrée Z, et de sortie Zg
6. Etudier la résonnance de la vitesse de la masse M;

Solution de I’exercice (4) :

1. Pexpression du Lagrangien du systéme :
L=T-U
L’énergie potentielle du systeme :

U(91,92) = UM1 + UM2 + UKl + UK2 + UK

Um, = Uy, = 0] (pas de déplacement vertical)

99



Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

1
Uk, = §K1(x1 +%01)% . X3 = R0, x91 = R164
_1 2 _1 2 2
Uk, = 5K1(R161 + R1001)" , Ug, =5 K1R"(61 + 6o1)
1
Uk, = EKz(xz +x02)% , X2 = Ry0, , X0, = R0y
1 2 1 2 2
Uk, = EKZ(RZQZ + Ry002)% , Uk, = SKaR; (0, + 6o2)
1
Uk = 5K[(a91 — ab,) + (aby; — aby,)]?
1
Uk = EKaz[(91 —0;) + (601 — 002)]?

1 1 1
U(6,,0;) = EK1R12(91 + 901)2 + EK2R22(92 + 902)2 + EKQZ[(91 —6,) +
(601 — 902)]2

.- auv au
A I’équilibre on a : o =0, TR =0
1 61=92=0 2 91:9220

Apres simplification on obtient la forme quadratique de 1’énergie potentielle :
U(61,65) =5 KRy %60,° + 5 K,R,0,” + 2 Ka? (8, — 6,)% + cnst
L’énergie cinétique du systéme :

T(64,6;) = Ty, + Tu,

MlRf 1 M1R1

> TM — )91

1

1 .
TM1 = §]M1/091 ]Ml/O =

1 . M,R? 1 MR}
TM2 =5]M2/0‘92 a]M2/0 = 222 ) TMZ - 2)92

T(61,6,) = _(MlRl) 91 3 (MZRZ)ézz

On obtient I’expression du Lagrangien du systéme, suivante :

MiR M,RZ, ; 2 1 1 1
L= ( : 1)91 +2 (D), - [EK1R12912 +-KaRy*0," +-Ka® (6, —
0,)% + cnst]
2. Les équations différentielles du mouvement :

On calcule I’énergie dissipative du systéme :
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

D =%av2, v = R,6, , donc:
1 .
D =§ath912

Les équations de Lagrange d’un oscillateur amorti forcé a deux degrés de liberté sont :

d (dL ab
E(d—el)-l‘d—gl—d——M(F(t)) 1,2

Donc,on a:

d (dL dD  dL
” (d_e'l) + FrA T R Fycos(Qt) (1)

d dL daD dL
z(d—e-)%—e-;d—ez—o 2)

D’apres ces équations, on a :

d (dL M4R
_(_) —( - 1) 67 , 2= _(KR%0, + Ka?(6; - 65)) , 2 = aR?d,

dt \de; 2 de, a6,
d M, R?2 dL dD
dt( ) - ( : 2) > 46, (K2R292 _Ka2(91 8,)) , d_e'z =0

On obtient les équations suivantes :

(MlRl) 01 + aRi6; + K1R,*6: + Ka?(6; — 6,) = Ry Fycos(Qt)

Msz

(

On écrit :

2 . .
(M12R1) 91 + a’RfGl + (KlRlz + Ka2)91 — Kazez = R1F0COS(.Qt) (3)
(MZRZ) 6, + (K,R5 + Ka*)6, — Ka291 =0 (4)

Les équations (3), (4) sont les deux équations différentielles de mouvements des deux masses
(cylindres) M; et M,

3. Calcul des amplitudes des déplacements des deux masses M, et M, :
On prend pour la simplification des expressions : K; = K, =K, My =M, =M ,

R , . orr s
Ri=R,=R,a= 2 Les deux équations différentielles de mouvement seront :

101



Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

%9"1 + aR6, + SIfTRel — K4—R92 = Fycos(Qt) (5)
MR s . SKR KR

On utilise les formes complexes :

0.(0) = A/, 6,(0) = jQA I, §; = Q7T e
0,(6) = Apel™ , 6,(t) = jQ@,e | §, = —Q*Aye ™
On obtient le systeme des équations suivant :

5KR

~CA; + jaROA, + - A — -7 A = Fy

S5KR _ KR _
g A2 A =0

MR,
~(VE; +

Donc :

+

— MRQ?  5SKR
Al — —_—
2 4

+jaR0) - X, = F )

KR — 5KR  MRQZ_ —
LAt )4 =0 (8)

KRA;

L’équation (8) donne : :4; = m

, on remplace cette valeur dans 1’équation (7) :

A;(5KR — 2MRQ? + 4jaRQ) — — ==~ AL =F

(5KR—2MRQ?

2
— | (5kR-2MRO?)" -K?R*+4jarO(SKR—2MRO?)
Ona: A4 5
(5KR—2MRQ?)

=FO

5KR—2MRQ?)F, . .
= 2(2 > o - est I"amplitude de déplacement de la
[(SKR—ZMRQ Y —K?R%*+4jaR (SKR—2MRQ )]

=

premiere masse M, , et par conséquence I’amplitude de déplacement de la deuxiéme masse
M, est :

— KRF,
2 222 2,2, . 2
(5KR—2MRQ%) —K*R?*+4jarQ(5KR—2MRQ )]

4. Calcul des amplitudes des vitesses VI et V; des deux masses M, et M, :
Vi =jQA;, , V; = jOA;

7 = jQ(GKR—2MROF,
1~ 2
(5KR—2MRQ?) —K2R2+4jaRQ(5KR—2MRQZ)]
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

7 = JQKRF,
2 2
(5KR—2MRQ?) -K?R*+4jar (SKR—2MRQ?)

5. Calcul des impédances d’entrée Z et de sortie Z :

5 _F® _F ., .
Ona:Z, = O = est I'impédance d’entrée
i)y W
5 _F@) _F e :
Z, = == = = est I'impédance de sortie.
)

Par conséquence on a :

—_—

e

2
Fo|(SKR—2MRQ?) -K*R?*+4jaR (5KR—2MRQZ)]

_ o
7 jQ(SKR—2MROHF,

. (5KR—2MRQZ)2—K2R2]
On écrit: Z, = 4aR — j

Q(5KR—2MRQ?)

D’autre part :

ol (SKR—2MROD) —K2R%+4; 5KR—2MRQ?
— R R ) ~K*R+4jara( )
Zs = o JQKRF,

2
[(SKR—ZMRQZ) —KZRZ]
QKR

7. = 4?“ (5KR — 2mRQ2) — j
5. Etude de la résonnance de la vitesse de la masse M, :
)

5 ~ _F . o
Ona:Z, ==, V; == ,avec F, = cnst ("amplitude de la force excitatrice est
Vi Ze

constante)

Par conséquence on a :
V; est maximale (cas de résonnance), si Z, est minimale

V/; est minimale (cas d’anti résonnance), si Z, est maximale

On commence par le cas de la résonnance de la vitesse de la masse M :

2 2
(5KR—2MRQ?) —K*R?

On a: Z, est minimale, |Z,| = (4aR)’ + est minimale

Q(5KR—2MRQ?)

Donne : (5KR — 2MRQ?*)? — K2?R? =0

(5KR — 2MRQ? — KR)(5KR — 2MRQ? + KR) = 0
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Chapitre IV Oscillateurs linéaires a deux degrés de liberté

Cette équation accepte deux solution sont :

0= % 0= %

D’apres les équations différentielles du mouvement du systéme, on a les expressions des
pulsations propres :

5K .
Wo1 = Wo2 = Wo = [, donc on écrit :

le\EWo > QZZ\EWO

Q; et ), représentent les deux fréquences de résonnance.

On passe au cas de I’anti résonnance de la vitesse de la masse M; :
Z est maximale (tant vers ’infini), par conséquence, on écrit :
Q(5KR — 2MRQ?) = 0, cette équation accepte deux solutions sont :

Q = 0, c'est-a-dire qu’il n’y a pas d’excitation extérieur F(t) = 0

(5KR —2MRQ*) =0, Q=w, = /5_1\1; , dans ce cas : I/, = 0 et par conséquence la masse

M; est immobile.

On peut calculer les valeurs des impédances d’entrée Z,, et de sortie Z a la résonnance et & I’anti
résonnance :

On commence par le cas de la résonnance :

Ona, Z, = 4aR , et Z; = 4aR (pour Q; =

T

“wy) , Zs; = 8aR (pour 2, = \EWO)

5K

Concernant le cas de 1’anti résonnance : () e

I
S
I
|

o . = . KR
L’impédance de sortie a la valeur : Z; = +j -
0
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