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Introduction générale

Nous nous arrêterons au cadre de ce mémoire sur l'étude de quelques
éléments de la théorie des opérateurs et plus précisément les opérateurs p-
sommants. Historiquement, Les opérateurs p-sommant (1 ≤ p <∞) ont été
introduit, pour la première fois par le célèbre mathématicien Grothendieck.
En 1966, le mathématicien allemand Pietsch était le premier qui a étudié
les opérateurs p-sommants (1 < p <∞). Ensuite, grâce aux mathématiciens
Pelczynski et Lindenstrauss et d'autres, la théorie a gagné une attention
particulière dans la théorie des espaces de Banach et l'analyse fonctionnelle.

Notre travail est réparti en trois chapitres.

Dans le premier chapitre on a rappelé les outils nécessaires qu'on aura
besoin aux chapitres qui suivent (espaces de Banach, espaces de Hilbert,
topologie faible et les théorèmes de Hahn-Banach. . .).

Dans le deuxième chapitre, on a donné la dé�nition des opérateurs en ques-
tion, leurs propriétés fondamentales et le théorème important de Pietsch sur
la factorisation, ainsi que trois exemples illustrant ces opérateurs.

Dans le troisième chapitre, on a exposé quelques relations des opérateurs p-
sommants avec la classe des opérateurs complètement continus, les opérateurs
de Hilbert-Schmidt et les opérateurs p-concaves.
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Notation Signi�cation
K = R ou C Corps des scalaires
E,F,G Espaces de Banach
L(E,F ) Espace des opérateurs linéaires de E dans F
L(E,F ) Espace des opérateurs linéaires et bornés (continus)
E∗ Dual topologique de l'espace E
BE = {x ∈ E; ‖x‖ ≤ 1} Boule unité de E
BE∗ = {x∗ ∈ E∗; ‖x∗‖ ≤ 1} Boule unité de E∗

〈x, x∗〉 Crochet de dualité entre E et E∗

C(K) Espace des fonctions continues sur le compact K
V(E,F ) Espace des opérateurs complètement continus
K(E,F ) Espace des opérateurs compacts
W(E,F ) Espace des opérateurs faiblement compacts
p∗ Conjugue d'un réel p, véri�ant 1

p
+ 1

p∗
= 1

H1, H2, ... Espaces de Hilbert
HS(H1, H2) Espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt
Kp(L,E) Espace des opérateurs p-concaves

Table 1 � Tableau des Notations
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de donner les notions et les outils que nous aurons
à utiliser dans ce mémoire. Dans les deux premières sections de ce chapitre on
dé�nit les espaces vectoriels, les espaces topologiques, les espaces métriques,
les espaces normés ainsi que les espaces de Banach qui vont jouer un rôle
fondamentale dans toute la suite et les espaces de Hilbert. Un autre outil
puissant qu'on aura besoin c'est la topologie faible et faible-∗ qui sera l'objet
de la quatrièmme section, en�n la dernière section va exposer des théorèmes
de base de l'analyse fonctionnelle concernant les opérateurs linéaires.

1.2 Espaces vectoriels, topologiques et métriques

Dé�nition 1.2.1. Soit E un ensemble quelconque, on dé�nit sur E une
première loi entre ses éléments, dite loi interne

+ : E × E −→ E

qui véri�e :

∀x, y ∈ E (x+ y) ∈ E stabilité
∀x, y ∈ E x+ y = y + x commutativité
∀x, y, z ∈ E x+ (y + z) = (x+ y) + z = x+ y + z associativité
∃e ∈ E,∀x ∈ E x+ e = e+ x = x élément neutre
∀x ∈ E,∃x′ ∈ E x+ x′ = x′ + x = e élément symétrique

4



Une seconde loi sur E est dé�nie entre ses éléments et des nombres d'un
corps K, dite loi externe

∗ : K× E −→ E

qui véri�e :

∀x ∈ E,∀α ∈ K (α ∗ x) ∈ E stabilité
∀x ∈ E,∀α, β ∈ K α ∗ (β ∗ x) = (αβ) ∗ x associativité
∀x, y ∈ E,∀α ∈ K α ∗ (x+ y) = α ∗ x+ α ∗ y distributivité de ∗ sur +
∀x ∈ E,∀α, β ∈ K (α + β) ∗ x = α ∗ x+ β ∗ x distributivité de + sur ∗
∃1K ∈ E,∀x ∈ E 1K ∗ x = x élément unité

Le triplet (E,+, ∗) s'appelle espace vectoriel sur le corps K, les éléments
de E s'appellent des vecteurs et on appelle scalaires ceux de K.

Dé�nition 1.2.2. Un sous ensemble F d'un espace vectoriel (E,+, ∗) s'ap-
pelle sous espace vectoriel et on le note (F,+, ∗), si il véri�e :

1. F 6= ∅ ;
2. ∀x, y ∈ F (x+ y) ∈ F ; (stable pour +)

3. ∀x ∈ F, ∀α ∈ K α ∗ x ∈ F ; (stable pour ∗).

Exemples 1. 1. (R,+, .) la droite numérique muni de l'addition et de la
multiplication habituelle présente un espace vectoriel.

2. Soit E un espace vectoriel, et soit l'ensemble

{f : E −→ K}

On dé�nit l'addition et la multiplication sur cet ensemble par :

∀x ∈ E, (f + g)(x) = f(x) + g(x)

∀x ∈ E, ∀α ∈ K (αf)(x) = αf(x)

L'ensemble de toutes ces applications forme un espace vectoriel, on le
note par F(E,K).

Dé�nition 1.2.3. Soient E un ensemble quelconque et I un ensemble quel-
conque d'indices. On dé�nit sur E une topologie τ qui est une famille de
sous-ensembles de E qui satisfont les conditions suivantes :
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1. ∅, E ∈ τ ;
2. Toute intersection �nie d'éléments de τ est dans τ .i.e.

∩ni=1Oi ∈ τ.

3. Toute réunion d'éléments de τ est dans τ .i.e.

∪i∈IOi ∈ τ.

On appelle le couple (E, τ) espace topologique, les éléments de τ sont appellés
des ouverts.

Exemples 2. 1. Soit E = {a, b, c, d}, on considère la topologie

τ = {E, ∅, {a}, {a, b}}

(E, τ) est un espace topologique.

2. La droite réelle R muni de la topologie de tous les intervalles ouverts
constitue un espace topologique.

Parmi les espaces topologiques particuliers, on distingue les espaces métriques
et les espaces normés.

Dé�nition 1.2.4. On appelle métrique ou distance toute fonction d'un en-
semble E × E à valeur dans R+ et on la note ρ.

ρ : E × E −→ R+

qui véri�e pour tous x, y, z ∈ E :

1. ρ(x, y) = 0⇔ x = y ;

2. ρ(x, y) = ρ(y, x); (Symétrie)

3. ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) (Inégalité triangulaire).

Le couple (E, ρ) s'appelle espace métrique.

Exemples 3. 1. (R, ρ), avec ρ(x, y) = |x− y| est un espace métrique.

2. Dans l'espace R2, on introduit la métrique ou la distance entre x =
(x1, x2) et y = (y1, y2) par :

ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.

La dé�nition suivante provienne de [5, p. 47].

Dé�nition 1.2.5. On dit qu'un espace métrique E est séparable si il existe
un sous-ensemble D ⊂ E dénombrable et dense dans E.
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1.3 Espaces normés et espaces de Hilbert

Dé�nition 1.3.1. Soit (E,+, .) un espace vectoriel sur R, on appelle norme
sur E et on la note ‖.‖ toute application

‖.‖ : E −→ R+

qui véri�e pour tous x, y ∈ E et α ∈ R, les conditions suivantes :
1. ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

2. ‖α.x‖ = |α|.‖x‖;
3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Le couple (E, ‖.‖) s'appelle espace vectoriel normé.

Exemple 1. On peut dé�nir sur l'espace réel Rn les normes suivantes. Pour
tout vecteur x = (x1, x2, ..., xn) :

1.

‖x‖1 =
n∑
k=1

|xk|;

2.

‖x‖2 =
( n∑
k=1

x2
k

) 1
2 ;

3.
‖x‖∞ = sup

1≤k≤n
|xk|.

Dé�nition 1.3.2. Soit E un espace vectoriel normé. On appelle dual topologique
de E et on le note par E∗ l'espace L(E,R) de toutes les formes linéaires con-
tinues dé�nient sur E. E∗ est un espace normé, et on dé�nit la norme de
u ∈ E∗ par l'une des formules équivalentes suivantes :[9]

1.

‖u‖ = sup
x∈E−{0}

|u(x)|
‖x‖

;

2.
‖u‖ = sup

‖x‖≤1

|u(x)|;

3.
‖u‖ = sup

‖x‖=1

|u(x)|;
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4.
‖u‖ = inf{K > 0, |u(x)| ≤ K‖x‖}.

On introduit par la suite un sous ensemble particulier et important des
espaces vectoriels normés, c'est les espaces de Banach.

Dé�nition 1.3.3. Une suite (xn)n dans un espace normé E est de Cauchy
si :

∀ε > 0, ∃N0 ∈ N, ∀i, j > N0 ‖xi − xj‖E ≤ ε.

Dé�nition 1.3.4. Un espace vectoriel normé E est dit espace de Banach, si
il est complet. C'est-à-dire si toute suite de Cauchy (xn)n de E est conver-
gente dans E.

Exemples 4. 1. La droite réelle constitue un espace de Banach.

2. Soit E un espace normé. Si F est un espace de Banach, alors L(E,F )
l'est aussi. En particulier, E∗ l'espace dual de E est un espace de Ba-
nach.

3. Soit 1 ≤ p < +∞ un nombre réel, les espaces formés par les suites
(xn)n∈N, telles que :

∞∑
n=0

|xn|p <∞.

muni de la norme

‖(xn)n‖p =
( ∞∑
n=0

|xn|p
) 1

p
. (1.1)

est un espace de Banach qu'on le désigne par lp(R) ou tout simplement
lp.

4. L'espace formé par les suites bornées muni de la norme

‖(xn)n‖∞ = sup
n∈N
|xn|

est un espace de Banach noté l∞(R) ou tout simplement l∞.
On notera c0(R) ou c0 le sous espace fermé de l∞ des suites qui con-
vergent vers zéro.

5. Soit K un espace topologique compact. On désigne par C(K) l'espace
de Banach des fonctions continues de K dans R muni de la norme de
la convergence uniforme

‖f‖∞ = sup
t∈K
|f(t)|.
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6. Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, f une fonction Σ-mesurable. On dé�nit
suivant les valeurs du réel p les normes suivantes

‖f‖p =


(∫

Ω
|f(t)|pdµ(t)

) 1
p

1 ≤ p <∞
inf{C; |f(x)| ≤ C p.p sur Ω} p = +∞

Pour 1 ≤ p < +∞, l'espace de Banach Lp(µ) = Lp(Ω,Σ, µ) représente
l'espace de toutes les classes d'équivalences, modulo l'égalité presque
partout, des fonctions Σ-mesurables telles que ‖f‖p < +∞, Σ est la
tribu de Lebesgue et µ la mesure de Lebesgue.

Introduisons la notion d'espace ré�exif [5, p. 39].

Dé�nition 1.3.5. Soit E∗∗ le bidual de E, i.e. l'espace des fonctionnelles
linéaires continues sur E∗, et soit l'injection canonique suivante :

JE : E −→ E∗∗. (1.2)

qui à tout x ∈ E associe JE(x) telle que

〈JE(x), x∗〉 = 〈x∗, x〉, ∀x∗ ∈ E∗

cette application est une isomértie i.e.

‖JE(x)‖E∗∗ = ‖x‖E, ∀x ∈ E

On dit que l'espace de Banach E est re�éxif si

JE(E) = E∗∗ (JE est bijective).

La dé�nition suivante provienne de [6, p. 39].

Dé�nition 1.3.6. Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire
sur E toute forme bilinéaire, symétrique et dé�nie positive. C'est-à-dire

< ., . >: E × E −→ R

telle qu'en plus est linéaire par rapport aux deux variables, elle est :

∀x, y ∈ E < x, y >=< y, x > symétrique
∀x ∈ E < x, x >≥ 0 dé�nie positive
∀x ∈ E < x, x >= 0⇔ x = 0
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On dit que le couple (E,< ., . >) est un espace préhilbertien si E est un
espace vectoriel et < ., . > est un produit scalaire.
Si l'espace E est de dimension �nie on appelle (E,< ., . >) espace Euclidien.
De même, si à la place du corps R on prend C, on aboutit à des espaces
préhilbertiens complexes.

La proposition suivante fait le lien entre les espaces préhilbertiens et les
espaces normés, voir [6, p. 39].

Proposition 1.3.1. Soit (E,< ., . >) un espace préhilbertien ; alors l'expres-
sion

‖x‖ =
√
< x, x >

dé�nie une norme sur E. On dira que ‖.‖ est la norme associée au produit
scalaire < ., . >.

Dé�nition 1.3.7. On appelle espace Hilbertien ou espace de Hilbert un es-
pace préhilbertien complet.

Exemples 5. 1. Rn muni du produit scalaire Euclidien dé�ni par :

∀x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn

on a :
< x, y >= x.y = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn

2. Parmi les espaces lp, seulement l'espace l2 est de Hilbert, et on a

∀x = (x1, x2, ..., xn, ...), y = (y1, y2, ..., yn, ...) ∈ l2

on a :

< x, y >=
n∑
i=1

xiyi

3. L'espace L2(Ω,Σ, µ) constitué par les fonctions à carré intégrable muni
du produit scalaire

∀f, g ∈ L2(µ) < f, g >=

∫
Ω

f(x)g(x)dµ(x)

est l'un des plus important exemples d'espaces de Hilbert, la norme
associée est

‖f‖ =
√
< f, f > =

(∫
Ω

f 2(x)dµ(x)
) 1

2
.
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1.4 Formules et inégalités

L'inégalité de Hölder Soient

a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) ∈ Rn et p > 1

on a :
n∑
k=1

|akbk| ≤

(
n∑
k=1

|ak|p
) 1

p
(

n∑
k=1

|bk|p∗
) 1

p∗

. (1.3)

Dans le cas continu, pour toute fonction f ∈ Lp(µ), g ∈ Lp∗(µ) on a :

∫
Ω

|f(t)g(t)|dµ(t) ≤

(∫
Ω

|f(t)|pdµ(t)

) 1
p
(∫

Ω

|g(t)|p∗dµ(t)

) 1
p∗

. (1.4)

L'inégalité de Minkowski Soient

a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) ∈ Rn et p > 1

on a : (
n∑
k=1

|ak + bk|p
) 1

p

≤

(
n∑
k=1

|ak|p
) 1

p

+

(
n∑
k=1

|bk|p
) 1

p

.

Dans le cas continu, pour toute fonction f, g ∈ Lp(µ) et p > 1 on a :(∫
Ω

|f(t) + g(t)|pdµ(t)

) 1
p

≤

(∫
Ω

|f(t)|pdµ(t)

) 1
p

+

(∫
Ω

|g(t)|pdµ(t)

) 1
p

.

Pour la démonstration voir [12, p. 46].

1.5 Topologie faible et faible-∗
Soit (xn) une suite de points d'un espace vectoriel normé E. Soit f ∈ E∗,

il se peut arriver que (f(xn)) converge cependant que (xn) ne converge pas,
d'où les deux dé�nitions suivantes. [5, p. 40]
On dé�nit sur l'espace de Banach E, en plus de la topologie forte (associée à
la norme), la topologie faible σ(E,E∗) notée w qui est la topologie la moins
�ne sur E rendant continues toutes les formes linéaires sur E.
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Soit (xn)n une suite de E, et x ∈ E. On dit que (xn)n converge faiblement
vers x si et seulement si

〈x∗, x〉 = lim
n−→∞

〈x∗, xn〉, ∀x∗ ∈ E∗.

De même, on dé�nit sur l'espace de Banach E∗ la topologie faible-∗, pour
chaque x ∈ E on considère l'application

ϕx : E∗ −→ R
f −→ ϕx(f) = 〈f, x〉.

La topologie faible-∗ notée σ(E∗, E) est la topologie la moins �ne sur E∗

rendant continues toutes les applications (ϕx)x∈E.
Soit (x∗n)n une suite de E

∗, et x∗ ∈ E∗. On dit que (x∗n)n converge ∗-faiblement
vers x∗ si et seulement si

〈x∗, x〉 = lim
n−→∞

〈x∗n, x〉, ∀x ∈ E.

Illustrons la notion de la topologie faible par l'exemple fondamentale suivant,
voir [1, p. 9-10].
On dé�nit l'espace des suites faiblement p-sommables. On dit qu'une suite
est faiblement p-sommable si

∞∑
n=1

|〈x∗, xn〉|p < +∞, ∀x∗ ∈ E∗.

L'espace des suites faiblement p-sommables noté par

lp,w(E)

est un espace de Banach ([8, p. 32-33]), où la norme est dé�nie par

‖(xn)‖p,w = sup
x∗∈BE∗

( ∞∑
n=1

|〈x∗, xn〉|p
) 1

p
(1.5)

Dans le cas p =∞

l∞,w(E) = l∞(E) où ‖(xn)‖l∞,w = ‖(xn)‖∞. (1.6)
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1.6 Opérateurs linéaires

Soient E et F deux espaces normés.

Dé�nition 1.6.1. L'application

u : E −→ F

x −→ y = u(x)

s'appelle opérateur linéaire si elle véri�e :

∀x1, x2 ∈ E, ∀α, β ∈ R u(αx1 + βx2) = αu(x1) + βu(x2).

Du désigne le domaine de dé�nition de l'opérateur u.

Par la suite, on va s'occuper aux opérateurs dit bornés.

Dé�nition 1.6.2. Un opérateur u est borné, si il existe un réel M > 0 tel
que :

‖u(x)‖F ≤M‖x‖E, ∀x ∈ E.

Dé�nition 1.6.3. Un opérateur u est continu en x0 ∈ E, si :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ‖x− x0‖E < δ ⇒ ‖u(x)− u(x0)‖F < ε.

Théorème 1.6.1. L'opérateur u est continu si et seulement si il est borné.

Pour plus de détails voir [12, p.215− 216].
Parmi les outils principales qu'on aura besoin la notion d'opérateur dual.
Voir [12, p. 223-224].

Dé�nition 1.6.4. Soient E et F deux espaces de Banach, u un opérateur
linéaire borné, on appelle opérateur dual de u et on le note par u∗ l'applica-
tion :

u∗ : F ∗ −→ E∗

qui véri�e :

∀x ∈ E, ∀y∗ ∈ F ∗ : 〈u(x), y∗〉 = 〈x, u∗(y∗)〉.

Théorème 1.6.2. Si u est un opérateur borné, donc u∗ l'est aussi et on a :

‖u‖L(E,F ) = ‖u∗‖L(F ∗,E∗) (1.7)
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1.7 Théorèmes fondamentaux

Soit E un espace vectoriel sur R. Une forme linéaire sur E est une appli-
cation linéaire de E dans R.

Dé�nition 1.7.1. Soit x, y ∈ E, on appelle segment joignant les deux points
x, y l'ensemble de tous les éléments de la forme

αx+ βy; α, β ≥ 0; α + β = 1.

Dé�nition 1.7.2. Un ensemble M ⊂ E est dit convexe, si

∀x, y ∈M ; le segment joingant ces deux points est inclu dans M.

Dé�nition 1.7.3. Soit A ⊂ E, on appelle enveloppe convexe de l'ensemble
A le plus petit convexe contenant A, et le note par conv(A).

Théorème 1.7.1 (Théorème de Hahn-Banach forme analytique). Soit

p : E −→ R

une application qui véri�e :

p(λx) = λp(x); ∀x ∈ E et ∀λ > 0,

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y); ∀x, y ∈ E.

Soit d'autre part, G ⊂ E un sous espace vectoriel et soit g : G −→ R une
application linéaire telle que

g(x) ≤ p(x); ∀x ∈ G.

Alors, il existe une forme linéaire f dé�nie sur E qui prolonge g, i.e.

g(x) = f(x); ∀x ∈ G

et telle que
f(x) ≤ p(x); ∀x ∈ E.

Pour la démonstration de ce théorème voir [5, p. 2]

Remarque 1. Conçernant le dual topologique d'un espace normé, on peut
introduire la norme moyennant le produit de dualité entre E et E∗ de la
manière suivante :

‖x∗‖E∗ = sup
x∈BE

|〈x, x∗〉|.
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Les trois corollaires suivants ainsi que leurs démonstrations proviens de
[5, p. 3-4].

Corollaire 1.7.1. Soit G un sous espace vectoriel de E et soit g : G −→ R
une application linéaire et continue de norme

‖g‖G∗ = sup
x∈BG

|〈x, g〉|

Alors, il existe f ∈ E∗ qui prolonge g telle que :

‖f‖E∗ = ‖g‖G∗ (1.8)

Démonstration. posons p(x) = ‖g‖G∗‖x‖. On a :

1. ∀x, y ∈ E

p(x+ y) = ‖g‖G∗‖x+ y‖ ≤ ‖g‖G∗(‖x‖+ ‖y‖)
≤ p(x) + p(y)

2. ∀λ > 0
p(λx) = ‖g‖G∗‖λx‖ ≤ ‖g‖G∗λ‖x‖

≤ λp(x)

D'autre part on a :
‖g‖G∗ = sup

x∈BG

|〈x, g〉|

= sup
x∈BG

|g(x)|

= sup
x∈G−{0}

|g(x)|
‖x‖

Par conséquent
|g(x)|
‖x‖

≤ ‖g‖G∗

ce qui vous dire

|g(x)| ≤ ‖g‖G∗‖x‖, ∀x ∈ G− {0}.

En appliquant le théorème (1.7.1), on constate qu'il existe une forme linéaire
f qui prolonge g, telle que

|f(x)| ≤ ‖g‖G∗‖x‖, ∀x ∈ E

Donc

‖f‖E∗ = sup
x∈E−{0}

|f(x)|
‖x‖

≤ ‖g‖G∗ (1.9)
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Montrons l'autre sens de l'inégalité (1.8).
On a

‖f‖G∗ ≤ ‖f‖E∗ car G ⊂ E

Mais, et en vertu du prolongement on a :

‖f‖G∗ = sup
x∈G−{0}

|f(x)|
‖x‖

= sup
x∈G−{0}

|g(x)|
‖x‖

= ‖g‖G∗

donc
‖g‖G∗ ≤ ‖f‖E∗ (1.10)

et d'après les formules (1.9) et (1.10), il résulte que

‖g‖G∗ = ‖f‖E∗

Corollaire 1.7.2. Pour tout x0 ∈ E, il existe f0 ∈ E∗, tel que

‖f0‖ = ‖x0‖ et 〈f0, x0〉 = ‖x0‖2.

Démonstration. Soit G = Rx0 et g(tx0) = t‖x0‖2. Il est clair que G ⊂ E ;
l'application g est continue pour tout t0 ∈ R car :

|g(tx0)− g(t0x0)| = |t.‖x0‖2 − t0.‖x0‖2| = |(t− t0)‖x0‖2| ≤ ε

Il su�t de choisir
δ =

ε

‖x0‖2
x0 6= 0.

D'autre part
|g(tx0)|
‖tx0‖

=
|t|‖x0‖2

|t|‖x0‖
= ‖x0‖ = ‖g‖G∗ .

donc, et d'après le corollaire (1.7.1) il existe f0 ∈ E∗, tel que

‖f0‖ = ‖x0‖ et 〈f0, x0〉 = ‖x0‖2.

(pour la dernière égalité on pose t = 1).

Corollaire 1.7.3. Pour tout x ∈ E on a :

‖x‖ = sup
f∈BE∗

|〈f, x〉| = max
f∈BE∗

|〈f, x〉|. (le sup est atteint)
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Démonstration. On suppose que x 6= 0 donc pour toute f ∈ BE∗ on a d'un
part :

|〈f, x〉| ≤ ‖f‖‖x‖ ≤ ‖x‖

i.e.
sup
f∈BE∗

|〈f, x〉| ≤ ‖x‖

et d'autre part d'après le corollaire (1.7.2) il existe une application f0 ∈ E∗
telle que

‖f0‖ = ‖x‖ et 〈f0, x〉 = ‖x‖2

Si on pose f1 = ‖x‖−1f0, on remarque que ‖f1‖ = 1 et 〈f1, x〉 = ‖x‖.

Dé�nition 1.7.4. Soit E un espace normé, on appelle hyperplan d'équation

[f = α]

l'ensemble
H = {x ∈ E f(x) = α}

avec, f est une forme linéaire et α ∈ R.

Dé�nition 1.7.5. Soit A ⊂ E et B ⊂ E. On dit que l'hyperplan H d'équa-
tion [f = α] sépare A et B au sens

1. large si
f(x) ≤ α; ∀x ∈ A et f(x) ≥ α; ∀x ∈ B

2. strict si

∃ε > 0, f(x) ≤ α− ε; ∀x ∈ A et f(x) ≥ α + ε; ∀x ∈ B

Théorème 1.7.2 (Théorème de H-B première forme géométrique).
Soit E un espace normé et A,B ⊂ E deux ensembles convexes, non vides,
disjoints. Supposons que A est ouvert, alors il existe un hyperplan fermé qui
sépare A et B au sens large.

Notons qu'un hyperplan est fermé si et seulement si sa fonction f est
continue.
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CHAPITRE 2

LES OPÉRATEURS P -SOMMANTS

2.1 Introduction

En 1955−1956 le mathématicienGrothendieck a travaillé sur les opéra-
teurs 1-sommants dans son ouvrage intitulé �Applications semi-intégrales

à droite�. En 1966 Pietsch a fondé la théorie des opérateurs p-sommants
(1 ≤ p < ∞), ensuite par les deux mathématiciens Pelczynski et Linden-
strauss parmi d'autres la théorie a gagné une attention particulière dans la
théorie dans les espaces de Banach et l'analyse fonctionnelle, voir [1], [7], [8],
[10], [13], [16], .. .
L'idée principale de ce chapitre est d'illustrer le concept d'opérateur p-sommant,
pour cette raison, dans la première section, on a dé�ni les opérateurs en ques-
tion, leurs classe et les principaux théorèmes relatifs. Par la suite et dans la
deuxième section, le Théorème de Factorisation due à Pietsch va nous per-
mettre d'étudier les opérateurs p-sommants d'un autre point de vue et il
sera utile dans le chapitre qui suit. On désigne par la suite par E et F deux
espaces de Banach.

2.2 Dé�nition et propriétés

Dé�nition 2.2.1. Supposons que 1 ≤ p < ∞ et u ∈ L(E,F ). On dit que
l'opérateur u est absolument p-sommant, si il existe une constante C >
0, et pour toute suite �nie (xk)

n
k=1 de E on a :( n∑

k=1

‖u(xk)‖p
)1/p

≤ C sup
x∗∈BE∗

( n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p
)1/p

. (2.1)
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L'ensemble de tous ces opérateurs est noté par πp(E,F ) et on note par πp(u)
la borne inférieure des constantes C véri�ant (2.1).

Remarques 1. 1. En vertu des formules (1.1) et (1.5), la formule (2.1)
peut encore s'écrit :

‖
(
u(xk)

)n
k=1
‖p ≤ C‖(xk)nk=1‖p,w (2.2)

Donc on peut tirer que les opérateurs p-sommants transforment des
suites faiblement p-sommantes vers des suites fortement p-sommantes.

2. Dans le cas p =∞, la formule (2.2) s'écrit :

‖
(
u(xk)

)n
k=1
‖∞ ≤ C‖(xk)nk=1‖∞,w

et en vertu de (1.6) on aura :

sup
1≤k≤n

‖u(xk)‖ ≤ C sup
1≤k≤n

‖xk‖.

On conclut que si p =∞ l'ensemble π∞(E,F ) sera identique à L(E,F ).

Enonçons maintenant une proposition importante qui fait la liaison entre
l'espace πp(E,F ) et l'espace L(E,F ).

Proposition 2.2.1. Soit

u : E −→ F un opérateur linéaire.

Si u est p-sommant. Alors, u est continu.

Démonstration. Il su�t de prendre le cas n = 1 dans (2.1). Soient

u ∈ πp(E,F ) et x ∈ E

donc
‖u(x)‖ ≤ πp(u) sup

x∗∈BE∗
|〈x, x∗〉|

en vertu du Corollaire (1.7.3), on constate que

‖u(x)‖ ≤ πp(u)‖x‖

qui exprime la continuité de u sur E. Avec l'inégalité intéressante

‖u‖ ≤ πp(u). (2.3)
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Proposition 2.2.2. L'ensemble πp(E,F ) muni de l'addition et de la multi-
plication par un réel est un espace vectoriel.

Démonstration. Il su�t de démontrer que πp(E,F ) est un sous-espace vec-
toriel de L(E,F ).

1. πp(E,F ) est non vide, car pour u = 0 (l'opérateur nul) on a :

0 ≤ C sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p)1/p, ∀C > 0.

2. Soient u et v deux opérateurs p-sommants, où il existe C1 telle que :

(
n∑
k=1

‖u(xk)‖p)1/p ≤ C1 sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p)1/p

et il existe C2 telle que :

(
n∑
k=1

‖v(xk)‖p)1/p ≤ C2 sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p)1/p

Si on applique l'inégalité de Minkowski, on trouve :

(
n∑
k=1

‖(u+ v)(xk)‖p)1/p ≤ (
n∑
k=1

‖u(xk)‖p)1/p + (
n∑
k=1

‖v(xk)‖p)1/p

≤ C sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p)1/p

(2.4)

par conséquent
u+ v ∈ πp(E,F ).

3. Soient u un opérateur p-sommant et α un réel quelconque, donc il existe
C telle que

(
n∑
k=1

‖(αu)(xk)‖p)1/p = |α|(
n∑
k=1

‖u(xk)‖p)1/p

≤ |α|C sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p)1/p.

(2.5)

Par conséquent
(αu) ∈ πp(E,F ).
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Proposition 2.2.3. πp est une norme sur l'espace πp(E,F ).

Démonstration. Pour tous u et v deux opérateurs p-sommants et (xk)
n
k=1 une

suite d'éléments de E, on a :

1.
πp(u) ≥ 0 (puisque les constantes C sont positives).

2. � Si πp(u) = 0 donc

(
n∑
k=1

‖u(xk)‖p)1/p = 0

c'est-à-dire u est nul.
� Si l'opérateur nul véri�e (2.1). Alors,

0 ≤ C sup
x∗∈BE∗

|〈x, x∗〉| ∀x ∈ E.

il est clair que la borne inférieure des nombres C est 0, donc

πp(0) = 0.

3. Soit α un réel quelconque, on va montrer que πp(αu) = |α|πp(u).
Comme u ∈ πp(E,F ), on a d'après l'inégalité (2.5)

πp(αu) = inf(|α|C)

= |α| inf C

= |α|πp(u).

4. Soient u et v deux opérateurs p-sommants, on a d'après l'inégalité (2.4) :

πp(u+ v) ≤ πp(u) + πp(v).

Proposition 2.2.4. (πp(E,F ), πp) est un espace de Banach.

Démonstration. Montrons que si (un)n est une suite de Cauchy de πp(E,F ),
alors elle converge dans le même espace.
On a :

∀ε > 0, ∃j0, ∀i > j ≥ j0, πp(uj − ui) ≤ ε.
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donc, pour toute suite �nie (xk)
n
k=1 d'éléments de E on a :

(
n∑
k=1

‖(uj)(xk)− (ui)(xk)‖p) ≤ εp sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p).

Si i −→ +∞ ;

(
n∑
k=1

‖(uj)(xk)− u(xk)‖p) ≤ εp sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p). (2.6)

Et puisque πp(E,F ) ⊂ L(E,F ), on trouve uj −→ u dans L(E,F ), et d'après
l'inégalité (2.6)

uj −→ u dans πp(E,F ).

Théorème 2.2.1 (Théorème d'Inclusion). Si 1 ≤ p < q <∞.
Alors,

πp(E,F ) ⊆ πq(E,F ).

en plus
πq(u) ≤ πp(u).

La démonstration provienne de [1, p. 11].

Démonstration. Soient

(xk)
n
k=1 ⊂ E et λk = ‖u(xk)‖

q
p
−1.

donc
‖u(λkxk)‖p = λpk‖u(xk)‖p = ‖u(xk)‖q

par suite ( n∑
k=1

‖u(xk)‖q
) 1

p
=
( n∑
k=1

‖u(λkxk)‖p
) 1

p
(2.7)

si u ∈ πp(E,F ), on aura( n∑
k=1

‖u(λkxk)‖p
) 1

p ≤ πp(u) sup
x∗∈BE∗

( n∑
k=1

λpk|〈xk, x
∗〉|p
) 1

p
.

moyennant la formule (2.7), on trouve( n∑
k=1

‖u(xk)‖q
) 1

p ≤ πp(u) sup
x∗∈BE∗

( n∑
k=1

λpk|〈xk, x
∗〉|p
) 1

p
.
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Soit d'autre part α = q
q−p et β = q

p
. Comme

1

α
+

1

β
=
q − p
q

+
p

q
= 1.

on peut appliquer l'inégalité de Hölder( n∑
k=1

‖u(xk)‖q
) 1

p ≤ πp(u)
( n∑
k=1

(λpk)
q

q−p

) q−p
q

1
p

sup
x∗∈BE∗

( n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p
q
p

) p
q

1
p

≤ πp(u)
( n∑
k=1

(‖u(xk)‖
q
p
−1)

pq
q−p

) q−p
pq

sup
x∗∈BE∗

( n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|q
) 1

q

≤ πp(u)
( n∑
k=1

‖u(xk)‖q
) 1

p
− 1

q ‖(xk)‖q,w.

multipliant les deux membres par( n∑
k=1

‖u(xk)‖q
) 1

q
− 1

p

on trouve ( n∑
k=1

‖u(xk)‖q
) 1

q ≤ πp(u)‖(xk)‖q,w. (2.8)

donc
u ∈ πq(E,F ).

et d'après (2.8) on a
πq(u) ≤ πp(u).

Théorème 2.2.2 (Théorème de Composition). Soit 1 ≤ p <∞.

1. Si u ∈ L(E,F ) et v ∈ πp(F,G). Alors,

v ◦ u ∈ πp(E,G) et πp(v ◦ u) ≤ πp(v)‖u‖.

2. Si u ∈ πp(E,F ) et v ∈ L(F,G). Alors,

v ◦ u ∈ πp(E,G) et πp(v ◦ u) ≤ ‖v‖πp(u).
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Démonstration. 1. Supposons que

v ∈ πp(F,G) et u ∈ L(E,F ) et (xk)
n
k=1 ⊂ E.

on trouve

(
n∑
k=1

‖(v ◦ u)(xk)‖p)1/p ≤ πp(v) sup
y∗∈BF∗

(
n∑
k=1

|〈u(xk), y
∗〉|p)1/p

≤ πp(v) sup
y∗∈BF∗

(
n∑
k=1

|〈xk, u∗(y∗)〉|p)1/p

≤ πp(v)‖u∗‖ sup
y∗∈BF∗

(
n∑
k=1

|〈xk,
u∗(y∗)

‖u∗‖
〉|p)1/p

(
la formule (1.7)

)
≤ πp(v)‖u‖ sup

x∗∈BE∗
(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p)1/p.

Donc v ◦ u ∈ πp(E,G), en plus

πp(v ◦ u) ≤ πp(v)‖u‖.

2. Supposons que u ∈ πp(E,F ) et puisque v ∈ L(F,G), on obtient :

(
n∑
k=1

‖(v ◦ u)(xk)‖p)1/p ≤ ‖v‖(
n∑
k=1

‖u(xk)‖p)1/p

≤ ‖v‖πp(u) sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p)1/p.

d'après ce qui précède, on tire que :

v ◦ u ∈ πp(E,G) et πp(v ◦ u) ≤ πp(u)‖v‖.

En vertu du Théorème de Composition, on peut constater les deux pro-
priétés importantes suivantes [8, p. 37- 38].
Soient E,E0, F, F0 des espaces de Banach.

Corollaire 2.2.1 (Propriété d'idéal). Si

u ∈ L(F, F0), et w ∈ L(E0, E),

Alors,
v ∈ πp(E,F ) =⇒ u ◦ v ◦ w ∈ πp(E0, F0).
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Corollaire 2.2.2 (Propriété d'injectivité). Si F un sous espace de F0 et
soit l'isométrie

i : F −→ F0.

Alors,
u ∈ πp(E,F ) ⇐⇒ i ◦ u ∈ πp(E,F0).

en plus,
πp(i ◦ u) = πp(u).

Démonstration. � Le premier sens est immédiatement tiré d'après la com-
position et on a :

πp(i ◦ u) ≤ πp(u). (2.9)

� Soit i ◦ u ∈ πp(E,F0), donc pour toute suite (xk)
n
k=1 ⊂ E, on a :

(
n∑
k=1

‖(i ◦ u)(xk)‖p)1/p ≤ πp(i ◦ u) sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p)1/p.

Mais, et comme

(
n∑
k=1

‖(i ◦ u)(xk)‖p)1/p = (
n∑
k=1

‖u(xk)‖p)1/p.

donc

(
n∑
k=1

‖u(xk)‖p)1/p ≤ πp(i ◦ u) sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p)1/p.

c'est-à-dire
u ∈ πp(E,F ).

en plus, on a :
πp(u) ≤ πp(i ◦ u). (2.10)

En vertu de (2.10) et (2.9) on trouve

πp(i ◦ u) = πp(u).
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2.3 Exemples

Illustrons les opérateurs p-sommants par des exemples. Soient la compact
K et la fonctionnelle δk dé�nit, pour tout k ∈ K, par :

δk : C(K) −→ K
f −→ 〈δk, f〉 = f(k)

On remarque que δk ∈ C(K)∗.
Soient µ une mesure de probabilité sur K et 1 ≤ p <∞.

1. [1, p. 12] L'opérateur suivant constitue un exemple de base pour les
opérateurs p-sommants.
Soit, pour toute fonction ϕ ∈ Lp(K,µ), l'opérateur de multiplication
suivant :

Mϕ : C(K) −→ Lp(K,µ)

f −→ Mϕ(f) = fϕ

Cet opérateur est p-sommant, avec

πp(Mϕ) = ‖ϕ‖p.

En e�et, soit (fk)
n
k=1 ∈ C(K), on a

‖
(
Mϕ(fk)

)n
k=1
‖p =

( n∑
k=1

‖Mϕ(fk)‖pp
) 1

p

=
( n∑
k=1

‖fkϕ‖pp
) 1

p

=
( n∑
k=1

∫
K

|ϕ(t)|p|fk(t)|pdµ(t)
) 1

p

=
(∫

K

n∑
k=1

|fk(t)|p|ϕ(t)|pdµ(t)
) 1

p

=
(∫

K

n∑
k=1

|〈δt, fk〉|p|ϕ(t)|pdµ(t)
) 1

p

≤ sup
t∈K

( n∑
k=1

|〈δt, fk〉|p
) 1

p
(∫

K

|ϕ(t)|pdµ(t)
) 1

p

≤ ‖ϕ‖p sup
δt∈C(K)∗

( n∑
k=1

|〈δt, fk〉|p
) 1

p

≤ ‖ϕ‖p‖(fk)nk=1‖p,w.
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Donc l'opérateur en question est p-sommant et on a

πp(Mϕ) ≤ ‖ϕ‖p.

mais, d'après l'inégalité (2.3), on a :

πp(Mϕ) ≥ ‖Mϕ‖ ≥ ‖ϕ‖p.

Par conséquent
πp(Mϕ) = ‖ϕ‖p.

2. [7, p. 270] Comme cas particulier, l'opérateur

Jp : C(K) −→ Lp(K,µ)

f −→ Jp(f) = f

est p-sommant et de plus

πp(Jp) = 1.

En e�et, il su�t de prendre ϕ = 1 dans l'exemple précédent.

3. L'opérateur d'inclusion suivant

ip : L∞(K,µ) −→ Lp(K,µ)

f −→ ip(f) = f

est p-sommant et on a :
πp(ip) = 1.

En e�et, utilisant le faite que L∞(µ) peut regarder comme étant C(K),
voir [1, p. 13].

2.4 Théorèmes de Domination et Factorisation

de Pietsch

Le théorème suivant caractérise les opérateurs p-sommants due à Pietsch.
On rappelle qu'une mesure de probabilité sur un espace compact K est une
mesure positive de Radon µ ∈ C(K)∗ telle que µ(K) = 1.

Théorème 2.4.1 (Théorème de Domination de Pietsch). Soient

1 ≤ p <∞ et u ∈ L(E,F ).

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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1. u est absolument p-sommant.

2. Il existe une mesure de probabilité µ sur BE∗ et une constante C > 0
telles que :

‖u(x)‖ ≤ C

(∫
BE∗

|〈x, x∗〉|pdµ(x∗)

) 1
p

; ∀x ∈ E. (2.11)

La démonstration provienne de [10, p. 98-99].

Démonstration. 1⇒ 2) Soient

u ∈ πp(E,F ) et πp(u) = 1.

On considère les deux sous-ensembles suivants de C(BE∗) (l'espace des fonc-
tions faible-∗ continues sur BE∗) :

S1 = {f ∈ C(BE∗); sup
x∗∈BE∗

f(x∗) < 1};

et
S2 = conv {f ∈ C(BE∗); f(x∗) = |〈x, x∗〉|p, ‖u(x)‖ = 1}.

Montrons que S1 est convexe. Soient

f1, f2 ∈ S1 et 0 ≤ α ≤ 1.

On a

sup
x∗∈BE∗

{αf1 + (1− α)f2}(x∗) ≤ α sup
x∗∈BE∗

f1(x∗) + (1− α) sup
x∗∈BE∗

f2(x∗)

< α + 1− α
= 1.

Donc, S1 est convexe, de plus il est ouvert.
Soit, d'autre part f ∈ S2, donc il existe une suite (xk)

n
k=1 ∈ E et des scalaires

positifs λ1, ..., λn avec

n∑
k=1

λk = 1 et ‖u(xk)‖ = 1; pour tout k = 1, ..., n

tels que

f(x∗) =
n∑
k=1

λk|〈xk, x∗〉|p (en vertu de la convexité)
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donc

sup
x∗∈BE∗

f(x∗) = sup
x∗∈BE∗

n∑
k=1

λk|〈xk, x∗〉|p

= sup
x∗∈BE∗

n∑
k=1

|〈λ
1
p

k xk, x
∗〉|p

≥ 1.
n∑
k=1

‖u(λ
1
p

k xn)‖p

(
d'après la formule (2.1)

)
=

n∑
k=1

λk‖u(xn)‖p

= 1.

Par conséquent la fonction f n'appartient pas à S1, ce qui fait que les deux
sous-ensembles S1 et S2 sont disjoints. Par l'application du Théorème de
Hahn-Banach (1.7.2), il vient qu'il existe λ > 0 et une mesure de Radon µ
sur BE∗ telles que :∫

BE∗

f(x∗)dµ(x∗) ≤ λ; ∀f ∈ S1 et

∫
BE∗

f(x∗)dµ(x∗) ≥ λ; ∀f ∈ S2.

Comme d'une part, S1 contient toutes les fonctions négatives, la mesure µ
doit être positive, ce qui nous permet d'assurer qu'elle est une mesure de
probabilité.
D'autre part, S1 contient la boule unité ouverte de C(BE∗), donc∫

BE∗

f(x∗)dµ(x∗) ≤ sup
x∗∈BE∗

f(x∗) < 1 ∀f ∈ S1.

par conséquence λ ≥ 1.
D'après ce qui précède, on peut dire que si x ∈ E et ‖u(x)‖ = 1∫

BE∗

|〈x, x∗〉|pdµ(x∗) ≥ 1 = ‖u(x)‖p.

ce qui entraîne (2.11).
2⇒ 1) Soit (xk)

n
k=1 ⊂ E, donc

‖u(xk)‖ ≤ C

(∫
BE∗

|〈xk, x∗〉|pdµ(x∗)

) 1
p

; ∀k = 1, ..., n.

ce qui entraîne

‖u(xk)‖p ≤ Cp

(∫
BE∗

|〈xk, x∗〉|pdµ(x∗)

)
; ∀k = 1, ..., n.
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Par sommation des membres de la suite, on obtient

n∑
k=1

‖u(xk)‖p ≤ Cp

n∑
k=1

(∫
BE∗

|〈xk, x∗〉|pdµ(x∗)

)
.

et puisque la somme est �nie

n∑
k=1

‖u(xk)‖p ≤ Cp

n∑
k=1

(∫
BE∗

|〈xk, x∗〉|pdµ(x∗)

)

≤ Cp

∫
BE∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|pdµ(x∗)

)

≤ Cp sup
x∗∈E∗

n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p
∫
BE∗

dµ(x∗)

≤ Cp sup
x∗∈E∗

n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|pµ(BE∗)

≤ Cp sup
x∗∈E∗

n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p.

donc (
n∑
k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

≤ C

(
sup
x∗∈E∗

n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p
) 1

p

= C sup
x∗∈E∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|p
) 1

p

.

ce qui implique que u est p-sommant.

Lemme 2.4.1. Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, tel que

µ(Ω) <∞ et 1 < p < q <∞.

1. Si f ∈ Lq(µ). Alors,

f ∈ Lp(µ) et ‖f‖p ≤ µ(Ω)
1
p
− 1

q ‖f‖q. (2.12)

2. Si f ∈ L∞(µ). Alors,

f ∈ Lp(µ) et ‖f‖p ≤ µ(Ω)
1
p‖f‖∞.

La démonstration de ce lemme provienne de [7, p. 54].
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Démonstration. Soit r = q
q−p et puisque

1

r
+
q

p
=
q − p
q

+
p

q
= 1

1. Par l'application de l'inégalité de Hölder, il vient

‖f‖p =
(∫

Ω

|f |pdµ
) 1

p

=
(∫

Ω

1.|f |pdµ
) 1

p

≤
(∫

Ω

(1)rdµ
) 1

r
. 1
p
.
(∫

Ω

|f |p.
q
pdµ
) p

q
. 1
p

= µ(Ω)
1
rp

(∫
Ω

|f |qdµ
) 1

q

= µ(Ω)
1
p
− 1

q ‖f‖q.

2. Si on pose q =∞, il découle

‖f‖p ≤ µ(Ω)
1
p‖f‖∞.

D'où le résultat.

Remarque 2. Par la suite on va donner une deuxième démonstration du
Théorème d'Inclusion en basant sur le Théorème de Pietsch et le lemme
précédent.
Soient u ∈ πp(E,F ) et 1 ≤ p < q <∞ donc

‖u(x)‖ ≤ πp(u)

(∫
BE∗

|〈x, x∗〉|pdµ(x∗)

) 1
p

d'après
(
2.12

)
≤ πp(u)

(∫
BE∗

|〈x, x∗〉|qdµ(x∗)

) 1
q

.

Par conséquent u ∈ πq(E,F ), et de plus

πq(u) ≤ πp(u).

Citons quelques conséquences du Théorème de Domination de Pietsch.

31



Théorème 2.4.2 (Théorème de Factorisation). Soient l'injection isométrique

i : E −→ C(BE∗)

x −→ i(x) = 〈x, x∗〉

et l'application identique

jp : C(BE∗) −→ Lp(BE∗ , µ)

avec µ est une mesure de probabilité. Les deux assertions suivantes sont équiv-
alentes :

1.
u ∈ πp(E,F ).

2. Il existe une mesure de probabilité sur BE∗ et une application bornée

w : (jp ◦ i)(E) = G −→ F

telle que
w ◦ jp ◦ i = u.

dans ce cas w est choisie telle que ‖w‖ = πp(u).

Le diagramme de cette factorisation est illustré par la �gure (2.1).

La démonstration provienne de [7, p. 279].

Démonstration. 1 =⇒ 2) Soit u ∈ πp(E,F ), on doit démontrer l'existence de
l'application w dé�nie ci-dessus.

Soit x, y ∈ E, tel que jp ◦ i(x) = jp ◦ i(y) = f ∈ (jp ◦ i(E))

donc

‖u(x)− u(y)‖ = ‖u(x− y)‖

(Théorème de Pietsch (2.4.1)) ≤ πp(u)
( ∫

BE∗

|〈x− y, x∗〉|pdµ(x∗)
) 1

p

≤ πp(u)
( ∫

BE∗

|jp ◦ i(x− y)|pdµ
) 1

p

≤ πp(u)‖jp ◦ i(x)− jp ◦ i(y)‖p
= 0.

Donc
u(x) = u(y).
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Alors, on peut dé�nir l'application w de jp ◦ i(E) dans F par :

w(f) = u(x)

et on a
u = w ◦ jp ◦ i et ‖w(f)‖F ≤ πp(u)‖f‖p. (2.13)

Il vient de la dernière inégalité que l'application w est bornée.

Figure 2.1 � Diagramme de factorisation d'un opérateur p-sommant

2 =⇒ 1) On suppose qu'il existe une mesure µ de probabilité sur BE∗ et
une application w telle que

u = w ◦ jp ◦ i.

Mais, comme on a démontrer que

jp ∈ πp(C(BE∗), Lp(BE∗ , µ)) et πp(jp) = 1.

il vient de la propriété d'idéal des opérateurs p-sommants que

u ∈ πp(E,F ) et πp(u) ≤ ‖w‖. (2.14)

D'après les inégalités (2.13) et (2.14), il découle que

‖w‖ = πp(u).
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Remarque 3. A l'aide du diagramme illustré par la �gure (2.2), on peut
décomposer un opérateur p-sommant autrement :

iF ◦ u = û ◦ ip ◦ v.

avec
lBF∗
∞ = {f : BF ∗ −→ K tel que sup

x∗∈BF∗
|f(x∗)| <∞},

et
v = j∞ ◦ i et ‖v‖ = 1 et πp(u) = ‖û‖. (2.15)

Voir [1, p. 17].

Figure 2.2 � Deuxième diagramme de factorisation d'un opérateur p-
sommant

Le Théorème de Composition (2.2.2) fait la composition des opérateurs
p-sommants et les opérateurs bornés. La Proposition suivante établie la com-
position des opérateurs p-sommants et q-sommants.

Proposition 2.4.1. Soient 1 ≤ p, q <∞ et u ∈ πp(E,F ) et v ∈ πq(F,G) et

1

s
=

1

p
+

1

q
.

1. Si s ≥ 1. Alors,

v ◦ u ∈ πs(E,G) et πs(v ◦ u) ≤ πq(v)πp(u).
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2. Si s ≤ 1. Alors,

v ◦ u ∈ π1(E,G) et π1(v ◦ u) ≤ πq(v)πp(u).

La démonstration de cette proposition provienne de [10, p. 101-102].

Démonstration. 1. Si s ≥ 1.
Comme u ∈ πp(E,F ), donc il existe d'après le Théorème de Factorisa-

tion (2.4.2), une application bornée w surG = (jp ◦ i)(E) ⊂ Lp(BE∗ , µ),
telle que

u = w ◦ jp ◦ i.

Soit y∗ ∈ F ∗, donc

y∗ ◦ w : (jp ◦ i)(E) ⊂ Lp(BE∗ , µ) −→ K

cette application est continue. Moyennant le Corollaire (1.7.1) du Théorème
de Hahn-Banach, on constate qu'on peut prolonger cette application sur
tout l'espace Lp(BE∗ , µ) par une application continue g et telle que :

‖g‖p∗ = ‖y∗ ◦ w‖p∗ ≤ πp(u)‖y∗‖. (2.16)

Remarquons d'une part que

g ∈ Lp∗(BE∗ , µ),

et d'autre part

w∗ : F ∗ −→ G∗ ⊂ Lp∗(BE∗ , µ)

y∗ −→ w∗(y∗) = g.

On peut conclure que

〈u(x), y∗〉 = 〈(w ◦ jp ◦ i)(x), y∗〉
= 〈(jp ◦ i)(x), w∗(y∗)〉

=

∫
BE∗

〈x, x∗〉g(x∗)dµ(x∗) ∀x ∈ E.
(2.17)

Remarquons que

1

p
+

1

q
=

1

s
=⇒ s

p
+
s

q
= 1
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et
p∗

s∗
+
p∗

q
=

p
p−1
s
s−1

+

p
p−1

q

=
p(s− 1)

s(p− 1)
+

p

q(p− 1)

=
p(s− 1)

s(p− 1)
+

p

(p− 1)
(
1

s
− 1

p
)

=
ps

s(p− 1)
− p

s(p− 1)
+

p

s(p− 1)
− 1

p− 1

= 1

En se basant sur l'inégalité de Hölder, l'inégalité (2.17) implique :

|〈u(x), y∗〉| ≤
∫
BE∗

|〈x, x∗〉|
s
p |〈x, x∗〉|

s
q |g(x∗)|dµ(x∗)

≤
(∫

BE∗

|〈x, x∗〉|sdµ(x∗)
) 1

p
(∫

BE∗

|〈x, x∗〉|
sp∗
q |g(x∗)|p∗dµ(x∗)

) 1
p∗

≤
(∫

BE∗

|〈x, x∗〉|sdµ(x∗)
) 1

p
(∫

BE∗

|〈x, x∗〉|
sp∗
q |g(x∗)|

(p∗)2
q |g(x∗)|

(p∗)2
s∗ dµ(x∗)

) 1
p∗

≤
(∫

BE∗

|〈x, x∗〉|sdµ(x∗)
) 1

p
(∫

BE∗

|〈x, x∗〉|s|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

q×

×
(∫

BE∗

|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

s∗

Soit la suite (xk)
n
k=1 ∈ E, et on pose

zk = xk
( ∫

BE∗

|〈xk, x∗〉|sdµ(x∗)
)− 1

p ; k = 1, 2, ..., n

Avec cette notation, le système précédent s'écrit

|〈u(zk), y
∗〉| ≤

(∫
BE∗

|〈zk, x∗〉|sdµ(x∗)
) 1

p
(∫

BE∗

|〈zk, x∗〉|s|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

q×

×
(∫

BE∗

|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

s∗

≤
(∫

BE∗

|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

s∗
(∫

BE∗

|〈xk, x∗〉|sdµ(x∗)
)−s

p2 ×

×
(∫

BE∗

|〈xk, x∗〉|sdµ(x∗)
) 1

p
(∫

BE∗

|〈xk, x∗〉|sdµ(x∗)
)−s

pq ×

×
(∫

BE∗

|〈xk, x∗〉|s|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

q
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Ce qui implique

|〈u(zk), y
∗〉|q ≤

( ∫
BE∗

|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) q

s∗

∫
BE∗

|〈xk, x∗〉|s|g(x∗)|p∗dµ(x∗)×

×
( ∫

BE∗

|〈xk, x∗〉|sdµ(x∗)
)−sq

p2
− s

p
+ q

p

Mais, par hypothèse on a

s

p
+
s

q
= 1⇒ q

p
=
q

s
− 1

⇒ −sq
p2

=
−s
p

(
q

s
− 1) = −q

p
+
s

p

⇒ −sq
p2
− s

p
+
q

p
= −q

p
+
s

p
− s

p
+
q

p
= 0.

(2.18)

Donc

|〈u(zk), y
∗〉|q ≤

(∫
BE∗

|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) q

s∗
∫
BE∗

|〈xk, x∗〉|s|g(x∗)|p∗dµ(x∗).

Par sommation des deux membres, on aboutit à( n∑
k=1

|〈u(zk), y
∗〉|q
) 1

q ≤
(∫

BE∗

|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

s∗
( n∑
k=1

∫
BE∗

|〈xk, x∗〉|s|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

q

≤
(∫

BE∗

|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

s∗
(∫

BE∗

n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|s|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

q

≤
(∫

BE∗

|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

s∗ sup
x∗∈BE∗

( n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|s
) 1

q×

×
(∫

BE∗

|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

q

≤
(∫

BE∗

|g(x∗)|p∗dµ(x∗)
) 1

s∗+ 1
q

sup
x∗∈BE∗

( n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|s
) 1

q

≤ ‖g‖p∗ sup
x∗∈BE∗

( n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|s
) 1

q
.
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Comme v ∈ πq(F,G) on a

( n∑
k=1

‖v ◦ u(xk)‖s
) 1

s
=

( n∑
k=1

(
‖v ◦ u(zk)‖s

( ∫
BE∗

|〈xk, x∗〉|sdµ(x∗)
) s

p

)) 1
s

(
Hölder

s

q
+
s

p
= 1
)
≤
( n∑
k=1

‖v ◦ u(zk)‖q
) 1

q
( n∑
k=1

∫
BE∗

|〈xk, x∗〉|sdµ(x∗)
) 1

p

≤ πq(v) sup
y∗∈BF∗

( n∑
k=1

|〈u(zk), y
∗〉|q
) 1

q
sup

x∗∈BE∗

( n∑
k=1

|〈xk, x∗|s
) 1

p

≤ πq(v) sup
y∗∈BF∗

(
‖g‖p∗ sup

x∗∈BE∗

( n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|s
) 1

q
)
×

× sup
x∗∈BE∗

( n∑
k=1

|〈xk, x∗|s
) 1

p

≤ πq(v) sup
x∗∈BE∗

( n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|s
) 1

q sup
y∗∈BF∗

‖g‖p∗ sup
x∗∈BE∗

(
n∑
k=1

|〈xk, x∗|s)
1
p

≤ πq(v) sup
x∗∈BE∗

( n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|s
) 1

s sup
y∗∈BF∗

‖g‖p∗

à l'aide de (2.16) ≤ πq(v) sup
x∗∈BE∗

( n∑
k=1

|〈xk, x∗〉|s
) 1

sπp(u).

Ce qui exprime que

v ◦ u ∈ πs(E,G) et πs(v ◦ u) ≤ πp(u)πq(v).

2. Si s ≤ 1.
1

p
+

1

q
≥ 1⇒ 1

q
≥ 1

p∗

c'est-à-dire
1 ≤ q ≤ p∗ <∞.

Par l'application du Théorème d'Inclusion (2.2.1), on tire que

v ∈ πp∗(F,G) et πp∗(v) ≤ πq(v).

D'autre part on a 1
p

+ 1
p∗

= 1. On applique la première partie de cette
démonstration avec :

p∗ = q et s = 1.
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on trouve :
v ◦ u ∈ π1(E,G).

et d'après la dernière inégalité

π1(v ◦ u) ≤ πp(u)πq(v).
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CHAPITRE 3

APPLICATIONS

3.1 Introduction

Après avoir dé�nir les opérateurs p-sommants et donner leurs propriétés
fondamentales, dans ce troisième chapitre, on va exploiter cette notion et
donner les principaux liens entre eux et les opérateurs complètement continus
et les opérateurs de Hilbert-Schmidt.

3.2 Liens avec les opérateurs complètement con-

tinus

Les dé�nitions suivantes proviennes de [8, p. 49-50].

Dé�nitions 3.2.1. Soit u ∈ L(E,F ).

1. L'opérateur u est dit complètement continu, si il transforme toute suite
faiblement convergente vers une suite fortement convergente. L'ensem-
ble de tous les opérateurs complètement continu est noté par

V(E,F ).

En vertu du théorème de Eberlein-Smulian (voir [15, p. 130]) ceci peut
se traduit comme suit :
u est complètement continu si il transforme des ensembles faiblement
compact vers des ensembles compact.
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2. L'opérateur u est dit compact, si il transforme tout ensemble borné en
un ensemble précompact. L'ensemble de tous les opérateurs compacts
est noté par

K(E,F ).

3. L'opérateur u est dit faiblement compact, si u(BE) est relativement
faiblement compact sur F . L'ensemble de tous les opérateurs faiblement
compact est noté par

W(E,F ).

Citons par la suite deux propriétés fondamentales de ces opérateurs [8,
p. 49-50].
Soient E,E0, F, F0 des espaces de Banach.

Proposition 3.2.1 (Proporiété d'idéal). Si

u : F −→ F0, w : E0 −→ E,

sont des opérateurs bornés. Alors,

v ∈ A(E,F ) =⇒ u ◦ v ◦ w ∈ A(E0, F0).

avec A est V ou K ou W .

Proposition 3.2.2 (Propriété d'injectivité). Soit l'injection isométrique

i : F −→ F0.

Alors,
u ∈ A(E,F ) ⇐⇒ i ◦ u ∈ A(E,F0).

Pour le théorème important suivant voir [7, p. 10].

Théorème 3.2.1 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue).
Si

1. (fn) est une suite des fonctions mesurables qui converge ponctuellement
vers f .

2. Il existe une fonction mesurable positive g, telle que

|fn| ≤ g; ∀n.

Alors, ∫
fndµ −→

∫
fdµ.
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Donnons par la suite deux applications du Théorème de Factorisation de
Pietsch moyennant ce qui précède.

Théorème 3.2.2. Soient 1 ≤ p <∞ et u ∈ L(E,F ).
Si u est p-sommant. Alors, u est faiblement compact.

Démonstration. Partageons la démonstration en deux cas, suivant les valeurs
de p.

Cas 1 : Si p > 1 et u ∈ πp(E,F ).
Le Théorème de Factorisation (2.4.2) nous permet de factoriser u sous
la forme

u = w ◦ jp ◦ i.

Si on montre que jp ∈ W(C(BE∗), Lp(BE∗ , µ)), la propriété d'idéal
(3.2.1) nous assure le résultat.
Comme Lp est ré�exif, donc les ensembles bornés sont relativement
faiblement compacts. C'est à dire l'opérateur jp est faiblement compact.

Cas 2 : Si p = 1 et u ∈ π1(E,F ).
D'après le Théorème d'Inclusion (2.2.1) il vient que :

u ∈ πp(E,F ) pour tout p > 1.

et d'après le premier cas de cette démonstration l'opérateur u est faible-
ment compact.

Etablissons par la suite la relation qui relie un opérateur p-sommant avec
son bidual moyennant le théorème précédent. Voir [8, p. 50].
Soit µ une mesure de Borel régulière.

Proposition 3.2.3. Soit 1 ≤ p <∞.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1.
u : E −→ F est p-sommant.

2.
u∗∗ : E∗∗ −→ F ∗∗ est p-sommant.

et, de plus
πp(u) = πp(u

∗∗).
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Démonstration. Utilisant la même technique de la démonstration du théorème
précédent et intéressant seulement au cas 1 < p <∞.
1 =⇒ 2) Soient

u ∈ πp(E,F ) et u∗∗ ∈ L(E∗∗, F ∗∗).

Comme d'une part u est faiblement compact (voir le Théorème (3.2.2)), donc
on peut considérer u∗∗ comme un opérateur de E∗∗ dans F (voir [8, p. 51]),
et d'autre part

Lp(µ)∗∗ = Lp(µ).

On peut décomposer u∗∗, à l'aide de la décomposition de u citée dans la
Remarque (3), comme suit (�gure (3.1)). On peut écrire que i∗∗p = ip ◦ P ,

Figure 3.1 � Diagramme de factorisation de u∗∗.

avec
P : L∗∗∞(µ) −→ L∞(µ)

est la projection canonique. On remarque que cette projection est le dual de
l'injection canonique de L1(µ), i.e.

P = J∗1 .

Ce qui entraîne
‖P‖ = 1.

donc
iF ◦ u∗∗ = û ◦ ip ◦ P ◦ v∗∗
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Puisque
ip ∈ πp(L∞(µ), Lp(µ)).

donc et en vertu des propriétés d'idéal et d'injectivité on a

πp(iF ◦ u∗∗) = πp(u
∗∗)

≤ ‖û‖πp(ip)‖P‖‖v∗∗‖
d'aprés

(
2.15

)
= πp(û).

2 =⇒ 1) Soient

u∗∗ ∈ πp(E∗∗, F ∗∗) et u ∈ L(E,F ).

E�ectuons la factorisation w ◦ u∗∗ ◦ JE de u, illustrée par la �gure (3.2) avec

Figure 3.2 � Diagramme de factorisation de u.

JE : E −→ E∗∗, u∗∗ : E∗∗ −→ F ∗∗, w : F ∗∗ −→ F.

telle que JE est l'injection canonique, et w est un opérateur continu de norme
1. En vertu de la propriété d'idéal des opérateurs p-sommants, il vient que

u ∈ πp(E,F ) et πp(u) ≤ πp(u
∗∗). (3.1)

Théorème 3.2.3. Soit 1 ≤ p <∞.
Si u ∈ πp(E,F ). Alors, u est complètement continu.

Démonstration. De la même manière que précédement, on démontre que

jp ∈ V(C(BE∗), Lp(BE∗ , µ)).

Soit (fn) ⊂ C(BE∗) une suite de fonctions faiblement convergente vers la
fonction nulle. D'après [12, p. 191] la suite (fn) est à la fois :
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� uniformément bornée, i.e.

∃C > 0, telle que |fn(x∗)| ≤ C; ∀n = 1, 2, ... et ∀x∗ ∈ BE∗ .

� convergente en chaque fonctionnelle x∗. (la convergence ponctuelle).
Utilisant le Théorème de la convergence dominée (3.2.1), il vient que∫

BE∗

|fn|pdµ(x∗) −→
∫
BE∗

0dµ(x∗) = 0.

donc, la suite (fn) converge en norme sur Lp(BE∗ , µ). Donc

jp ∈ V(C(BE∗), Lp(BE∗ , µ)).

En vertu de la propriété d'idéal et la factorisation de u, on constate que

u ∈ V(E,F ).

Proposition 3.2.4. Soient E,F,G des espaces de Banach.
Si

u ∈ V(F,G) et v ∈ W(E,F ).

Alors,
u ◦ v ∈ K(E,G).

Démonstration. Comme v est faiblement compact donc v(BE) est un ensem-
ble faiblement relativement compact et en vertu de la dé�nition donnée des
opérateurs complètement continus u ◦ v(BE) est un ensemble relativement
compact. C'est-à-dire que

u ◦ v ∈ K(E,G).

Comme conséquence immédiate de cette proposition, on tire

Corollaire 3.2.1. Soit 1 ≤ p, q <∞
Si

u ∈ πp(F,G) et v ∈ πq(E,F ).

Alors,
u ◦ v ∈ K(E,G).
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3.3 Lien avec les opérateurs de Hilbert-Schmidt

La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt présente une des plus impor-
tantes classes d'opérateurs. Faisons par la suite le lien qui la relie avec les
opérateurs p-sommants. On désigne par H1, H2 deux espaces de Hilbert et
1 ≤ p <∞.
Pour commencer, citons quelques préliminaires sur ces opérateurs. Voir [13,
p. 67].

Dé�nition 3.3.1. On appelle opérateur de Hilbert-Schmidt tout opérateur
u ∈ L(H1, H2) qui véri�e

∞∑
n=1

‖u(en)‖2 <∞ (3.2)

où (en)∞n=1 est une base orthonormée de H1.
La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt est notée HS(H1, H2).

Remarques 2. 1. La dé�nition précédente ne dépend pas du choix de la
base de H1. En e�et, soit (fn)∞n=1 une autre base orthonormée de H1,
donc

∞∑
n=1

‖u(fn)‖2 =
∞∑

n,m=1

|〈u(fn), em〉|2 =
∞∑
m=1

‖u∗(em)‖2.

et on a, en vertu de la formule (1.7)

∞∑
m=1

‖u∗(em)‖2 =
∞∑
m=1

‖u(em)‖2

ce qui entraîne le résultat. Voir [13, p. 67].

2. La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt forme un espace de Hilbert,
où le produit scalaire est donné par

〈u, v〉 =
∞∑
n=1

〈u(en), v(en)〉.

et la norme associée est

‖u‖HS =
( ∞∑
n=1

‖u(en)‖2
) 1

2
.

Voir [8, p. 84].
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Le théorème suivant caractérise les opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Théorème 3.3.1. [10, p. 55] Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. u est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

2. Il existe un système orthonormé complet 1 (en)∞n=1 de H1, tel qu'on a

‖u‖HS <∞. (3.3)

3. Pour tout système orthonormé complet (xn)∞n=1 de H1, on a

∞∑
n=1

‖u(xn)‖2 = ‖u‖2
HS <∞. (3.4)

4. Pour tous systèmes orthonormés complets (en)∞n=1 de H1, et (fm)∞m=1

de H2, on a

∞∑
n=1

∞∑
m=1

| < u(en), fm > |2 = ‖u‖2
HS <∞. (3.5)

5. u∗ est un opérateur de Hilbert-Schmidt, et on a

‖u∗‖HS = ‖u‖HS. (3.6)

La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt véri�e la propriété d'idéal.
En e�et,

� Soient u ∈ HS(H1, H2) et v ∈ L(H2, H3) et (en)∞n=1 une base orthonor-
mée dans H1. On a

∞∑
n=1

‖v ◦ u(en)‖2 ≤ ‖v‖2

∞∑
n=1

‖u(en)‖2

= ‖v‖2‖u‖2
HS

<∞.

donc, v ◦ u ∈ HS(H1, H3) et de plus

‖v ◦ u‖HS ≤ ‖v‖‖u‖HS.

1. On dit qu'un système d'éléments appartenant à un espace normé est complet, si le

sous espace engendré coïncide avec l'espace lui même.
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� Soient u ∈ L(H1, H2) et v ∈ HS(H2, H3) et (en)∞n=1 une base orthonor-
mée dans H1. Pour montrer que v ◦ u ∈ HS(H1, H3), il su�t d'aprés
l'assertion 5 du théorème (3.3.1), de montrer que

(v ◦ u)∗ = u∗ ◦ v∗ ∈ HS(H3, H1).

On a, d'aprés la formule (3.6)

v∗ ∈ HS(H3, H2)

et, on sait que
u∗ ∈ L(H2, H1)

donc, et d'aprés ce qui précède, on tire que

u∗ ◦ v∗ ∈ HS(H3, H1)

ce qui fait le résultat. De plus, on a

‖v ◦ u‖HS ≤ ‖u‖‖v‖HS. (3.7)

Le lemme suivant provient de [1, p. 35].

Lemme 3.3.1. Soient (en)∞n=1 une base orthonormée de H1 et u ∈ L(H1, H2).
Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1.
u ∈ HS(H1, H2).

2. ∑
i∈J( �ni )

‖u(ei)‖2 ≤ ∞.

Le théorème important suivant établit le lien entre les opérateurs p-
sommants et les opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Théorème 3.3.2. Soit u ∈ L(H1, H2). Les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

1. L'opérateur u est de Hilbert-Schmidt.

2. L'opérateur u est 2-sommant.

Dans ce cas, on a :
π2(u) = ‖u‖HS

La démonstration provienne de [1, p. 35].
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Démonstration. 1 =⇒ 2) Soient u ∈ HS(H1, H2), (en)∞n=1 un système or-
thonormé de H1 et (xn) ∈ l2,w(H1). On dé�nit l'opérateur v par :

v : l2 −→ H1

tel que

v(
∑
n

αnen) =
∑
n

αnxn pour (αn)n≥1 ∈ l2

c'est-à-dire
v(en) = xn ∀n ≥ 1.

Alors,

‖v‖ = sup
‖(αn)‖2≤1

sup
x∗∈BH1

|〈x∗,
∑
n

αnxn〉|

= sup
x∗∈BH1

sup
‖(αn)‖2≤1

|〈x∗,
∑
n

αnxn〉|

= sup
x∗∈BH1

sup
‖(αn)‖2≤1

|
∑
n

αn〈x∗, xn〉|

= sup
x∗∈BH1

(∑
n

|〈x∗, xn〉|2
) 1

2 .

on déduit que (∑
n

‖u(xn)‖2
) 1

2 =
(∑

n

‖u ◦ v(en)‖2
) 1

2

= ‖u ◦ v‖HS
d'après la propriété d'idéal (3.7) ≤ ‖u‖HS‖v‖

= ‖u‖HS sup
x∗∈BH1

(∑
n

|〈x∗, xn〉|2
) 1

2 .

ce qui signi�e que
u ∈ π2(H1, H2)

et on a
π2(u) ≤ ‖u‖HS. (3.8)

2 =⇒ 1) Soient u ∈ π2(H1, H2) et (en)∞n=1 un système orthonormé de H1,
on a pour J �ni(∑

n∈J

‖u(en)‖2
) 1

2 ≤ π2(u) sup
x∗∈BH1

(∑
n∈J

|〈en, x∗〉|2
)1/2

≤ π2(u)‖(en)n∈J‖2,w

= π2(u)
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donc u ∈ HS(H1, H2), d'après (3.3) on a :

‖u‖HS ≤ π2(u). (3.9)

Il résulte de (3.8) et (3.9) que

π2(u) = ‖u‖HS.
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 الملخص

1)جمعيت -𝑝في هذا العمل قدمنا تعزيف المؤثزاث  ≤ 𝑝 < و درسنا خصائصها الأساسيت (∞+

بالإضافت إلى مبزهنتي الهيمنت و التفكيك الأساسيتين للعالم الألماني بيتش. و كتطبيق لهذا الصنف 

شميد -العلاقاث التي تزبطه بالمؤثزاث التامت الإستمزار، مؤثزاث هيلبيزث من المؤثزاث درسنا

 مقعزة.-𝑝بالإضافت إلى المؤثزاث 
جمعيت، مبزهنت التزكيب، مبزهنت الإحتىاء، مبزهنت الهيمنت، مبزهنت -𝑝:المؤثزاث  كلمات مفتاحية

 ةمقعز-𝑝شميد، المؤثزاث-التفكيك،المؤثزاث التامت الإستمزار، مؤثزاث هيلبيزث
 

 

Résumé 
 

 

Dans ce travail on a défini les opérateurs 𝑝-sommants (1 ≤ 𝑝 < +∞)et 

étudié leurs propriétés fondamentales, les deux théorèmes de domination et 

de factorisation due à Pietsch. Comme application de ces opérateurs, on a 

introduit le lien qui les relie avec les opérateurs complètement continus, les 

opérateurs de Hilbert-Schmidt et les opérateurs 𝑝-concaves. 
Mots clés: opérateurs  𝑝-sommants, Théorèmes de Composition,  

Domination, Inclusion et Factorisation, opérateurs de Hilbert-Schmidt,  

opérateurs complètement continus, opérateurs  𝑝-concaves, . 
 

Abstract 
 

 

In this work we defined 𝑝-summing operators(1 ≤ 𝑝 < +∞) and studied 

their important properties, Pietsch's domination and factorization 

theorems. As application of this important class, we introduced the 

relationship between them and completely continuous, Hilbert-Schmidt 

and 𝑝-concave operators. 
Keywords:  𝑝-summing operators, Theorems of Composition, 

Domination, Inclusion and Factorization, Hilbert-Schmidt operators, 

completely continuous operators, 𝑝-concave operators. 
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