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Introduction générale

Nous nous arréterons au cadre de ce mémoire sur ’étude de quelques
éléments de la théorie des opérateurs et plus précisément les opérateurs p-
sommants. Historiquement, Les opérateurs p-sommant (1 < p < c0) ont été
introduit, pour la premiére fois par le célébre mathématicien Grothendieck.
En 1966, le mathématicien allemand Pietsch était le premier qui a étudié
les opérateurs p-sommants (1 < p < co). Ensuite, grace aux mathématiciens
Pelczynski et Lindenstrauss et d’autres, la théorie a gagné une attention
particuliére dans la théorie des espaces de Banach et I'analyse fonctionnelle.

Notre travail est réparti en trois chapitres.

Dans le premier chapitre on a rappelé les outils nécessaires qu’on aura
besoin aux chapitres qui suivent (espaces de Banach, espaces de Hilbert,
topologie faible et les théorémes de Hahn-Banach. . .).

Dans le deuxiéme chapitre, on a donné la définition des opérateurs en ques-
tion, leurs propriétés fondamentales et le théoréme important de Pietsch sur
la factorisation, ainsi que trois exemples illustrant ces opérateurs.

Dans le troisiéme chapitre, on a exposé quelques relations des opérateurs p-
sommants avec la classe des opérateurs complétement continus, les opérateurs
de Hilbert-Schmidt et les opérateurs p-concaves.



Notation

Signification

K=RouC Corps des scalaires

E . F,.G Espaces de Banach

L(E,F) Espace des opérateurs linéaires de E dans F
L(E,F) Espace des opérateurs linéaires et bornés (continus)
B Dual topologique de 'espace E

B ={z € FE; |z|| <1} | Boule unité de £

Bg- = {z* € E*;||z*|| < 1} | Boule unité de E*

(x,x*) Crochet de dualité entre E et E*

C(K) Espace des fonctions continues sur le compact K
V(E,F) Espace des opérateurs complétement continus
K(E,F) Espace des opérateurs compacts

W(E, F) Espace des opérateurs faiblement compacts

p* Conjugue d’un réel p, vérifiant % + 1% =1

H, Hy, ... Espaces de Hilbert

HS(H,y, Hs) Espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt
K,(L,E) Espace des opérateurs p-concaves

TABLE 1 — Tableau des Notations




CHAPITRE 1
PRELIMINAIRES

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de donner les notions et les outils que nous aurons
a utiliser dans ce mémoire. Dans les deux premiéres sections de ce chapitre on
définit les espaces vectoriels, les espaces topologiques, les espaces métriques,
les espaces normés ainsi que les espaces de Banach qui vont jouer un role
fondamentale dans toute la suite et les espaces de Hilbert. Un autre outil
puissant qu’on aura besoin c’est la topologie faible et faible-x qui sera l'objet
de la quatriémme section, enfin la derniére section va exposer des théorémes
de base de ’analyse fonctionnelle concernant les opérateurs linéaires.

1.2 Espaces vectoriels, topologiques et métriques

Définition 1.2.1. Soit E un ensemble quelconque, on définit sur E une
premiére loi entre ses éléments, dite loi interne

+: EXE—F

qui vérifie :

Vo,ye & (x+y) el stabilité

Ve,y e K r+y=y+zx commutativité
Ve,y,z € E r+(y+z)=(x+y)+z=x+4+y+z associativité

dee ENxeE x4+e=e+rx==x élément neutre
Vee E,d3x' e E z+2'=2'+x=e élément symétrique



Une seconde loi sur E est définie entre ses éléments et des nombres d’un
corps K, dite loi externe

x: KxFE-—FE

qut vérifie :

Ve e E,Va e K (axz) € E stabilité

Ve e EVa, e K ax(fxx)=(af)*x associativité

Ve,ye EVa e K ax(zx+y)=axx+axy distributivité de x sur +
Vee EVa, €K (a+p)xx=axx+ F*xx distributivité de + sur x
dlgx € E,Vx € E lxkxx==x élément unité

Le triplet (E,+,*) s’appelle espace vectoriel sur le corps K, les éléments
de E s’appellent des vecteurs et on appelle scalaires ceux de K.

Définition 1.2.2. Un sous ensemble F' d’un espace vectoriel (E,+, %) s’ap-
pelle sous espace vectoriel et on le note (F,+, %), si il vérifie :

1. F£0;
2.Vzr,ye F (x+y)€F; (stable pour +)
3. Vre FYaeK axxz€F; (stable pour *).

Exemples 1. 1. (R,+,.) la droite numérique muni de ’addition et de la
multiplication habituelle présente un espace vectoriel.

2. Soit E un espace vectoriel, et soit [’ensemble
{f: E—K}
On définit addition et la multiplication sur cet ensemble par :

Vee B, (f+g)(z)=f(r)+g(x)

Vre E, VaeK (af)(z)=af(x)

L’ensemble de toutes ces applications forme un espace vectoriel, on le
note par F(E,K).

Définition 1.2.3. Soient E un ensemble quelconque et I un ensemble quel-
conque d’indices. On définit sur E une topologie T qui est une famille de
sous-ensembles de E qui satisfont les conditions suivantes :



1. ),EerT;

2. Toute intersection finie d’éléments de T est dans T.i.e.
r 0, eT.
3. Toute réunion d’éléments de T est dans T.i.e.
U;erO; € T.

On appelle le couple (E,T) espace topologique, les éléments de T sont appellés
des ouverts.

Exemples 2. 1. Soit E ={a,b,c,d}, on considére la topologie

T = {E> (Z)a {a}> {a> b}}

(E,T) est un espace topologique.
2. La droite réelle R muni de la topologie de tous les intervalles ouverts
constitue un espace topologique.

Parmi les espaces topologiques particuliers, on distingue les espaces métriques
et les espaces normés.

Définition 1.2.4. On appelle métrigue ou distance toute fonction d’un en-
semble E x E a valeur dans Ry et on la note p.

p: EXE—Ry,

qui vérifie pour tous x,y,z € E :

1. p(z,y) =0 =y,

2. p(z,y) = p(y, x);  (Symétrie)

3. p(x,y) < p(x,z) + p(z,y) (Inégalité triangulaire).
Le couple (E, p) s’appelle espace métrique.

Exemples 3. 1. (R,p), avec p(z,y) = |z — y| est un espace métrique.

2. Dans espace R?, on introduit la métrique ou la distance entre x =
(z1,72) et y = (y1,2) par :

pla,y) =/ (x1 —11)? + (22 — 1)?.
La définition suivante provienne de [5, p. 47].

Définition 1.2.5. On dit qu’un espace métrique E est séparable si il existe
un sous-ensemble D C E dénombrable el dense dans E.



1.3 Espaces normés et espaces de Hilbert

Définition 1.3.1. Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur R, on appelle norme
sur E et on la note ||.|| toute application

I:E—R.

qui verifie pour tous x,y € E et a € R, les conditions suivantes :
1. |zl =0« x =0
2. llaal = lal. ol
3. Nl +yll < =l + llyll

Le couple (E,|.||) s’appelle espace vectoriel normé.

Exemple 1. On peut définir sur l'espace réel R™ les normes suivantes. Pour
tout vecteur x = (1,9, ..., Tp) :

1.
]2 IZ\%\;
k=1
2. .
1
lzllz = (D i)
k=1
3.

[z]loc = sup |z.
1<k<n

Définition 1.3.2. Soit E' un espace vectoriel normé. On appelle dual topologique
de E et on le note par E* l'espace L(E,R) de toutes les formes linéaires con-
tinues définient sur E. E* est un espace normé, et on définit la norme de

u € E* par l'une des formules équivalentes suivantes :[9]

1.
ful = sup P2,
rzeE—{0} HxH
2.
Jull = sup fufa)
=<1
3.
lull = sup [u(z)];



[ull = mf{K >0, Ju(x)] < K]}

On introduit par la suite un sous ensemble particulier et important des
espaces vectoriels normés, c’est les espaces de Banach.

Définition 1.3.3. Une suite (z,), dans un espace normé E est de Cauchy
81 :
Ve >0, dNyeN, Vij>DN, HIEZ—J?]HESE

Définition 1.3.4. Un espace vectoriel normé E est dit espace de Banach, si
il est complet. C’est-a-dire si toute suite de Cauchy (x,), de E est conver-
gente dans F.

Exemples 4. 1. La droite réelle constitue un espace de Banach.

2. Soit E un espace normé. Si F' est un espace de Banach, alors L(E, F)
l'est aussi. En particulier, E* [’espace dual de E est un espace de Ba-
nach.

3. Soit 1 < p < 400 un nombre réel, les espaces formés par les suites
(Tn)nen, telles que :

(e o]

Z |z, P < o0

n=0

Il = (S loal?) (L)

est un espace de Banach qu’on le désigne par 1,(R) ou tout simplement

muni de la norme

L.
4. L’espace formé par les suites bornées muni de la norme

[(70)nlloo = sup |zn|
neN

est un espace de Banach noté l(R) ou tout simplement l.
On notera co(R) ou ¢y le sous espace fermé de lo, des suites qui con-
vergent vers zéro.

5. Soit K un espace topologique compact. On désigne par C(K) l’espace
de Banach des fonctions continues de K dans R muni de la norme de
la convergence uniforme

[ flloe = sup [£(1)]-
teK



6. Soit (Q, 3, u) un espace mesuré, f une fonction X-mesurable. On définit
sutvant les valeurs du réel p les normes suivantes

17l = 3 (alrOFdu)” 1<p<oo
inf{C;|f(z)| <C p.psurQ} p=+c0

Pour 1 <p < 400, l’espace de Banach L,(p) = L,(£2, 3, i) représente
I’espace de toutes les classes d’équivalences, modulo [’égalité presque
partout, des fonctions X-mesurables telles que ||f|l, < +oo, ¥ est la
tribu de Lebesque et i la mesure de Lebesgue.

Introduisons la notion d’espace réflexif |5, p. 39).

Définition 1.3.5. Soit E** le bidual de E, i.e. l’espace des fonctionnelles
linéaires continues sur E*, et soit ['injection canonique suivante :

Jp: E — E™. (1.2)
qui o tout © € E associe Jg(x) telle que
(Jp(x),z*) = (z*,x), Va*e€FE"
cette application est une isomértie i.e.

17e(2)]

g = ||z||g, Vr€eFE
On dit que l’espace de Banach E est refléxif si
Jg(E) = E** (Jg est bijective).
La définition suivante provienne de [6, p. 39].

Définition 1.3.6. Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire
sur E toute forme bilinéaire, symétrique et définie positive. C’est-a-dire

<.,.> FExFE — R
telle qu’en plus est linéaire par rapport auxr deux variables, elle est :
Ve,ye E <uz,y>=<y, x> symétrique

Vee E <z,x>>0 définie positive
Ve e FE <z,x>=0&2=0



On dit que le couple (E,< .,. >) est un espace préhilbertien si E est un
espace vectoriel et < ... > est un produit scalaire.

Si lespace E est de dimension finie on appelle (E, < .,.>) espace Fuclidien.
De méme, si a la place du corps R on prend C, on aboutit o des espaces
préhilbertiens complezes.

La proposition suivante fait le lien entre les espaces préhilbertiens et les
espaces normeés, voir |6, p. 39|.

Proposition 1.3.1. Soit (£, < .,. >) un espace préhilbertien ; alors l’expres-
ston
|z]| = V< z,2>

définie une norme sur E. On dira que ||.| est la norme associée au produit
scalaire < ., . >.

Définition 1.3.7. On appelle espace Hilbertien ou espace de Hilbert un es-
pace préhilbertien complet.

Exemples 5. 1. R" muni du produit scalaire FEuclidien défini par :

Ve = (21,2, ..., Tn), ¥y = (Y1, Y2, -, Yn) € R"

on a :
<ZT,Yy >=2.Y=T1Y1 + T2Y2 + ... + Tpln

2. Parmi les espaces l,, seulement lespace ly est de Hilbert, et on a
Vo = (21,22, ooy Ty o)y Y = (Y1, Y2y ooy Yny ---) € lo
on a :

n
<y >=) Ty
=1

3. L’espace Lo(S2, X, 1) constitué par les fonctions a carré intégrable muni
du produit scalaire

WJEMW)<JM>=Lf@ﬂ@W@)

est l'un des plus tmportant exemples d’espaces de Hilbert, la norme
associée est

1

11 = V=TT = ([ Fain)

10



1.4 Formules et inégalités
L’inégalité de Holder Soient
a=(ay,...,a,),b=(by,....,0,) ER" et p>1

on a .
1

(Z |bk|p*) (1.3)

k=1

RS

S el < (Z |ak|p)

k=1 k=1

Dans le cas continu, pour toute fonction f € L,(¢),g € L,.(p) on a :

[ 1r0gtoaute) < ( / |f<t>|pdu<t>>p( / Ig(t)lp*du(t)> T

L’inégalité de Minkowski Soient

a=(ay,...,a,),b=(b1,....,0,) ER" et p>1

(iawbk”); < (Xn:ak”); + (Zbﬂ)é.

on a :

3

Dans le cas continu, pour toute fonction f,g € L,(u) et p>1lona:

( 1w +g<t>\?du<t>)p < ( / If(t)l”du(t)>p n ( / |g<t>rpdu<t>> §

Pour la démonstration voir [12, p. 46].

1.5 Topologie faible et faible-x

Soit (z,,) une suite de points d’un espace vectoriel normé E. Soit f € E*,
il se peut arriver que (f(x,)) converge cependant que (z,) ne converge pas,
d’ott les deux définitions suivantes. [5, p. 40|
On définit sur 'espace de Banach E, en plus de la topologie forte (associée a
la norme), la topologie faible o(FE, E*) notée w qui est la topologie la moins
fine sur F rendant continues toutes les formes linéaires sur E.

11



Soit (x,), une suite de F, et x € E. On dit que (x,), converge faiblement
vers x si et seulement si

() = lim (z*,z,), Vz*e€FE".

n—aoo

De méme, on définit sur I’espace de Banach E* la topologie faible-x, pour
chaque x € E on considére 'application

v, E* — R
La topologie faible-x notée o(E*, E) est la topologie la moins fine sur E*
rendant continues toutes les applications () cp-

Soit, (z7),, une suite de E*, et 2* € E*. On dit que (z}),, converge *-faiblement
vers x* si et seulement si

(*,z) = lim (x),z), VrekE.

n—aoQ

Mustrons la notion de la topologie faible par 'exemple fondamentale suivant,
voir [1, p. 9-10].

On définit 'espace des suites faiblement p-sommables. On dit qu’une suite
est faiblement p-sommable si

Z (2", 2,)|P < 400, Va*e E"

n=1

L’espace des suites faiblement p-sommables noté par

bpw(E)

est un espace de Banach ([8, p. 32-33|), ou la norme est définie par

e = sup (3N, )l?)” (15)

$*EBE* n=1

Dans le cas p = o0

loow(E) = lx(E) ol H(mn)Hlmw = [|(zn) |l oo- (1.6)

12



1.6 Opérateurs linéaires
Soient E et F' deux espaces normés.
Définition 1.6.1. L’application

u: E—F
r— y=u(x)

s’appelle opérateur linéaire si elle vérifie :
Ve, 29 € E, Voa,5 €R u(axy + Bra) = au(xy) + Pu(xs).
D, désigne le domaine de définition de l’opérateur u.

Par la suite, on va s’occuper aux opérateurs dit bornés.

Définition 1.6.2. Un opérateur u est borné, si il existe un réel M > 0 tel
que :
Ju(x)lr < Ml|z|p,  VzeFE.

Définition 1.6.3. Un opérateur u est continu en xo € F, si :
Ve>0, 30>0, [[z—xlleg<d = |ulz)—u(z)|r <e.

Théoréme 1.6.1. L’opérateur u est continu st et seulement si il est borné.

Pour plus de détails voir [12,p.215 — 216].
Parmi les outils principales qu’on aura besoin la notion d’opérateur dual.
Voir 12, p. 223-224].

Définition 1.6.4. Soient E et F' deux espaces de Banach, u un opérateur
linéaire borné, on appelle opérateur dual de u et on le note par u* ['applica-
tion :

w: F*— E*

qut vérifie :
Vee E, Yy el : (u(x),y’) = (z,u'(y")).
Théoréme 1.6.2. Si u est un opérateur borné, donc u* l’est aussi et on a :

lullce,r) = (|0 ]| £(re 27 (1.7)

13



1.7 Théorémes fondamentaux

Soit E un espace vectoriel sur R. Une forme linéaire sur F est une appli-
cation linéaire de E dans R.

Définition 1.7.1. Soit x,y € E, on appelle segment joignant les deuz points
x,y Uensemble de tous les éléments de la forme

ar+ PBy; a,>0;, a+p=1.
Définition 1.7.2. Un ensemble M C E est dit convexe, si
Va,y € M; le segment joingant ces deuzx points est inclu dans M.

Définition 1.7.3. Soit A C E, on appelle enveloppe convexe de ’ensemble
A le plus petit conveze contenant A, et le note par conv(A).

Théoréme 1.7.1 (Théoréme de Hahn-Banach forme analytique). Soit
p: E— R
une application qui vérifie :
p(Ax) = Ap(z); Vex e E et VYA>0,

plx+y) <plx)+ply); Vr,yek.

Soit d’autre part, G C E un sous espace vectoriel et soit g : G —> R une
application linéaire telle que

g(z) < p(z); Vred.
Alors, il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, i.e.
g(z) = f(z); Vo el

et telle que
f(z) <p(z); Vzek

Pour la démonstration de ce théoréme voir [5, p. 2]

Remarque 1. Concernant le dual topologique d’un espace normé, on peut
introduire la norme moyennant le produit de dualité entre E et E* de la
maniéere sutvante !

g = sup |{(z,x")|.
r€EBR

]

14



Les trois corollaires suivants ainsi que leurs démonstrations proviens de
[5, p. 3-4].

Corollaire 1.7.1. Soit G un sous espace vectoriel de F et soit g: G — R
une application linéaire et continue de norme

G = sup [(z,9)]

r€Bg

g1

Alors, il existe f € E* qui prolonge g telle que :

£l = llgllc- (1.8)
Démonstration. posons p(z) = ||g]|c+||x||- On a :
1. Ve,y e
p(@+y) = llgle-llz+yll < llglle (=l + [lyll)

< p(x) +p(y)

2.VA>0
p(Az) = lglle=[Az]| < |lglla=All]]
< Ap()

D’autre part on a :

¢+ = sup [(z,g)|

r€Bg

g1

= sup |g()]

rE€Bg

Par conséquent

ce qui vous dire

9@ <llglle-[l=ll, vz e & —{0}.

En appliquant le théoréme (1.7.1), on constate qu’il existe une forme linéaire
f qui prolonge g, telle que

[f (@)l < gl

G*

G .T)H? Ve e E

Donc

1f] G (1.9)

E+ = Sup



Montrons I'autre sens de 'inégalité (1.8).

On a
Hf|G* S ||f|E* CarGCE'
Mais, et en vertu du prolongement on a :
/()] |9(2)]
[fllg= = sup = sup == gl
sec—{op 1zl wec—qoy Izl
donc
lglle- < IIfll &~ (1.10)
et d’aprés les formules (1.9) et (1.10), il résulte que
9lla = [If] e~

Corollaire 1.7.2. Pour tout xo € E, il existe fo € E*, tel que

Ifoll = llzoll et {fo, o) = [lzo]l*.

Démonstration. Soit G = Rxg et g(txg) = t||zo||®. Tl est clair que G C E;
I’application g est continue pour tout ¢y € R car :

l9(tzo) — g(towo)| = [t.[lwol|* — to-llzoll*| = [(t — to)l|zo[*] < e

11 suffit de choisir .

ENE

) (L’Q#O

D’autre part
lg(tzo)| _ [t]loll?
[Ezoll - [£]l|zoll

= [lzoll = Ilg]

G
donc, et d’aprés le corollaire (1.7.1) il existe fy € E*, tel que

Lfoll = llzoll et {fo, o) = [lzo]l*.
(pour la derniére égalité on pose t = 1). O
Corollaire 1.7.3. Pour tout x € E on a :

|lz|| = sup |{f,z)| = max |[{f,z)]. (le sup est atteint)

fGBE* feBE*

16



Démonstration. On suppose que x # 0 donc pour toute f € Bg« on a d’un
part :

(o) < ([ flzl < =]l
le.
sup [(f,z)| < [|z]]

et d’autre part d’aprés le corollaire (1.7.2) il existe une application f, € E*
telle que

Loll = el et {fora) = [l
Si on pose fi = [z]| " fy, on remarque que [[fi]| = 1 et (fi,2) = [zl O

Définition 1.7.4. Soit E un espace normé, on appelle hyperplan d’équation

['ensemble
H={xeE f(x)=a}

avec, f est une forme linéaire et a € R.

Définition 1.7.5. Soit AC F et B C E. On dit que 'hyperplan H d’équa-
tion [f = «a| sépare A et B au sens
1. large si
f@)<a; VreA e f(x)>a; VYVreB

2. strict st
Je>0, fx)<a—¢ VreA e f(r)>a+e VreB

Théoréme 1.7.2 (Théoréme de H-B premiére forme géométrique).
Soit E un espace normé et A, B C E deux ensembles converes, non vides,
disjoints. Supposons que A est ouvert, alors il existe un hyperplan fermé qui
sépare A et B au sens large.

Notons qu'un hyperplan est fermé si et seulement si sa fonction f est
continue.
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CHAPITRE 2
LES OPERATEURS P-SOMMANTS

2.1 Introduction

En 1955—1956 le mathématicien Grothendieck a travaillé sur les opéra-
teurs 1-sommants dans son ouvrage intitulé « Applications semi-intégrales
a droite». En 1966 Pietsch a fondé la théorie des opérateurs p-sommants
(1 < p < o0), ensuite par les deux mathématiciens Pelczynski et Linden-
strauss parmi d’autres la théorie a gagné une attention particuliére dans la
théorie dans les espaces de Banach et I’analyse fonctionnelle, voir [1], [7], [8],
[10], [13], [16], .. .

L’idée principale de ce chapitre est d’illustrer le concept d’opérateur p-sommant,
pour cette raison, dans la premiére section, on a défini les opérateurs en ques-
tion, leurs classe et les principaux théorémes relatifs. Par la suite et dans la
deuxiéme section, le Théoréme de Factorisation due & Pietsch va nous per-
mettre d’étudier les opérateurs p-sommants d’un autre point de vue et il
sera utile dans le chapitre qui suit. On désigne par la suite par F et F' deux
espaces de Banach.

2.2 Définition et propriétés

Définition 2.2.1. Supposons que 1 < p < 0o et u € L(E,F). On dit que
lopérateur u est absolument p-sommant, si il existe une constante C' >
0, et pour toute suite finie (vy)p_, de E on a :

(iHu(m)Hp)w <C sup (i\(wk,x*w)l/”, (2.1)

18



L’ensemble de tous ces opérateurs est noté par m,(E, F') et on note par my(u)
la borne inférieure des constantes C vérifiant (2.1).

Remarques 1. 1. En vertu des formules (1.1) et (1.5), la formule (2.1)
peut encore s’écrit :

(@) oy lp < Cll@r)izllpa (2:2)

Donc on peut tirer que les opérateurs p-sommants transforment des
suites faiblement p-sommantes vers des suites fortement p-sommantes.

2. Dans le cas p = oo, la formule (2.2) s’éerit :

(@) iy lloo < Cll @Rz lloow
et en verty de (1.6) on aura :

sup [|lu(zy)|| < C sup [lzpl]-
1<k<n 1<k<n

On conclut que sip = oo U'ensemble 1o (E, F') sera identique ¢ L(E, F).

Enonc¢ons maintenant une proposition importante qui fait la liaison entre
I'espace m,(E, F) et 'espace L(E, F).

Proposition 2.2.1. Sout
u:FE— F un opérateur linéaire.

St u est p-sommant. Alors, u est continu.

Démonstration. 1l suffit de prendre le cas n = 1 dans (2.1). Soient
vem(E,F) e xz€kE

donc

Ju(x)|| < mp(u) sup |(z,z7)|
z*€EBpx*

en vertu du Corollaire (1.7.3), on constate que
[u(z) || < mp(w) ||
qui exprime la continuité de u sur E. Avec I'inégalité intéressante

[ull < mp(w). (2.3)
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Proposition 2.2.2. L’ensemble m,(E, F) muni de l'addition et de la multi-
plication par un réel est un espace vectoriel.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que m,(E, F') est un sous-espace vec-
toriel de L(E, F).

1. m,(E, F') est non vide, car pour u = 0 ('opérateur nul) on a :

0<C sup Z| Ty, ) P)HP, vC > 0.

v €Bpx o4

2. Soient u et v deux opérateurs p-sommants, oil il existe C; telle que :

Zuu w)|P)P < Oy sup Z!xm )PP

r*€EBpx*

et il existe Cy telle que :

ZH v(a)|[P)/? < Cy sup lekx )P

z*EBpx*

Si on applique I'inégalité de Minkowski, on trouve :

(D I+ o) () [P) 77 < (Z () |77 + (Z o)1)

(2.4)
<0 sup (3 o a) )

z*EBpx* k=1

par conséquent
u+vem(E,F).

3. Soient u un opérateur p-sommant et a un réel quelconque, donc il existe
C telle que

O () 1777 = lal(3 ui) 7)1

< |a|C sup (Z|<$ka$*>|p)l/p-

z*€EBpx* k=1

(2.5)

Par conséquent
(au) € m,(E, F).
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Proposition 2.2.3. 7, est une norme sur l’espace my(E, F').

Démonstration. Pour tous u et v deux opérateurs p-sommants et (xj)7_, une
suite d’éléments de £, on a :

1.
mp(u) >0 (puisque les constantes C' sont positives).

2. — Si mp(u) = 0 donc
(D lu(z)|P)? =0
k=1

c’est-a-dire u est nul.
— Si Popérateur nul vérifie (2.1). Alors,

0<C sup [{x, x| Vo e E.

CE*GBE*
il est clair que la borne inférieure des nombres C' est 0, donc
mp(0) = 0.

3. Soit a un réel quelconque, on va montrer que m,(au) = |a|m,(u).
Comme u € m,(E, F'), on a d’aprés l'inégalité (2.5)

mp(au) = inf(ja|C)
= || inf C

= |afmy(u).
4. Soient u et v deux opérateurs p-sommants, on a d’aprés 'inégalité (2.4) :

mp(u +v) < mp(u) + m,(v).

Proposition 2.2.4. (m,(E, F'), m,) est un espace de Banach.

Démonstration. Montrons que si (uy,), est une suite de Cauchy de 7,(E, F'),
alors elle converge dans le méme espace.

On a :
Ve > O, Hjo, Vi > ] > jo, TFp(Uj — u1> <e.
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donc, pour toute suite finie (z)7_; d’éléments de E on a :

ZH uj) (@) — (ui) (z)[[P) < € sup Z\ g, 7))

r*EBpx* 1
Sii— 400;

n

(D ll(ug) () = ulap)|P) < e sup ZI% ). (2.6)

k=1 z*€Bpx

Et puisque 7,(E, F)) C L(E, F), on trouve u; — u dans L(E, F'), et d’aprés
I'inégalité (2.6)
uj — u dans m,(E,F).

Théoréme 2.2.1 (Théoréme d’Inclusion). Sil <p < ¢ < oc.
Alors,
mp(E, F) C m,(E, F).

en plus
mq(u) < mp(u).

La démonstration provienne de |1, p. 11].
Démonstration. Soient
q__
(), CE et M= flu(zy)]]» !

donc
[uAezi) |7 = A lluz) ([P = [Ju(ze) |7

par suite
(X )" = (3 lutua) i)’ (2.7

siuw € my(E, F), on aura

(S luuollr)” < m(w) sup (37Xl (@ra®yP)”.
1 T*€EBEx* 1
moyennant la formule (2.7), on trouve
n 1
(Z uel")” < mu) sup (S Mlfana)p).
x*EBpx* 1
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Soit d’autre part o = ﬁ et = %. Comme

1 1 —
Sy _47P Py
a B q q

(Zuu )¢ ) < mp(u )(i%)qq’)w ‘b (me*ﬂpg)

sﬂp<u><i<uu<xk>nzl>f%>%f (i)

k=1 e €Bp+ N

(Znu )¢ )” @) g

multipliant les deux membres par

(Zuu )"

on trouve

(Zuu 2I)" < m) @l (2.8)

donc
uem,(E,F).

et d’aprés (2.8) on a

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de Composition). Soit 1 < p < oco.
1. Siue L(E,F) etvem(F G). Alors,

vouem(E G) et m(vou) < m,(v)|ul.
2. Stuemy(E F) etve L(F,G). Alors,

vou€my(E,G) et m(vou) < |v||mp(u).
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Démonstration. 1. Supposons que

vem(F,G) et wel(E,F) et (x), CE.

on trouve

n

O lwow) (@) I?)? < myp(v) sup (3 [ulae), y*) )77

y*EBF* k=1

n

<m(e) sup (3 oY)

< mp(v)[lu”]] sup Z| o, 2 I”)l/”

y*EBpx

(la formule (1.7)) < m,(v)|lul| sup Z| (g, z*)|P)V/P.

z*EB B*
Donc vou € m,(E, G), en plus
mp(v o u) < mp(v)|ul].

2. Supposons que u € m,(E, F') et puisque v € L(F,G), on obtient :
ZH vou)(zy)[P) < ] ZHU )7y

< [[vflmp(u) sup ZI i, ) 7).

m *€Bgx | _
d’aprés ce qui précéde, on tire que :
vou € m(E G) et m(vou) < m(u)|v].

]

En vertu du Théoréme de Composition, on peut constater les deux pro-
priétés importantes suivantes |8, p. 37- 38§].
Soient E, Fy, F, Fy des espaces de Banach.

Corollaire 2.2.1 (Propriété d’idéal). Si
u € E(F, FQ), et w € L(Eo,E),

Alors,
vem(E, F) = wuovow e m(Ey, Fp).
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Corollaire 2.2.2 (Propriété d’injectivité). Si F' un sous espace de Fy et
soit ['isométrie
7 F — F.

Alors,
uwem(E,F) <= iouem(E, F).
en plus,
mp(i o u) = my(u).
Démonstration. — Le premier sens est immédiatement tiré d’apres la com-

position et on a :
(i ou) < my(u). (2.9)

— Soit i ou € m,(E, Fp), donc pour toute suite (x)}_, C £, on a:

(DIl ow)(@a)|P)? < mpliow) sup (Y [{ww, 2™)P)YP.

k=1 {L’*GBE* =1

Mais, et comme

n

(D o w) (@) P)7 = (Y llulzn) 7).

k=1 k=1

donc

n

(D Nu(an)|P)? < mpiow) sup (Y [{an, a™) ).

k=1 I*GBE* k=1
c’est-a-dire
u e m(E, F).
en plus, on a :
mp(u) < my(iou). (2.10)

En vertu de (2.10) et (2.9) on trouve

mp(i ou) = m,(u).
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2.3 Exemples

[llustrons les opérateurs p-sommants par des exemples. Soient la compact
K et la fonctionnelle 9, définit, pour tout k € K, par :

On remarque que 0y, € C(K)*.
Soient p une mesure de probabilité sur K et 1 < p < oo.

1. |1, p. 12] L’opérateur suivant constitue un exemple de base pour les
opérateurs p-sommants.
Soit, pour toute fonction ¢ € L,(K,u), 'opérateur de multiplication
suivant :

M,: C(K) — Ly(K,p)

/ — Mgo(f):fSO

Cet opérateur est p-sommant, avec

(M) = [l
En effet, soit (fx)i_; € C(K), on a

@1 L)

@1 I5ll)”

(Z} [ ePlsorau)
(

(

||( fk ke 1||P

RS

S =

[ > morictora)
/KZ| O, fid Pl () Pdpt ))‘1'
< sup (Z’ 5t7fk / |¢ |pd,u

teK

<lelly s (Sl sr)’
k=1

5€C(K)*

< l@llpll(fr)i=1 llp.w-
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Donc l'opérateur en question est p-sommant et on a

(M) < [[ollp-
mais, d’aprés I'inégalité (2.3), on a :
(M) 2 M| = llll,-

Par conséquent
(M) = [lpllp-

. |7, p. 270] Comme cas particulier, 'opérateur
Jp: C(K) — Ly(K,p)
f — L) =1
est p-sommant et de plus
mp(Jp) = 1.

En effet, il suffit de prendre ¢ = 1 dans I'exemple précédent.

. L’opérateur d’inclusion suivant

ip : LOO(K’ N) — LP(K7 N)
/ — ip(f) =f
est p-sommant et on a :
mp(ip) = 1.

En effet, utilisant le faite que Lo (u) peut regarder comme étant C'(K),
voir |1, p. 13].

2.4 Théorémes de Domination et Factorisation

de Pietsch

Le théoréme suivant caractérise les opérateurs p-sommants due & Pietsch.
On rappelle qu'une mesure de probabilité sur un espace compact K est une
mesure positive de Radon p € C'(K)* telle que pu(K) = 1.

Théoréme 2.4.1 (Théoréme de Domination de Pietsch). Soient

1<p<oo e wuelL(EF).

Les deux assertions suitvantes sont équivalentes :

27



1. u est absolument p-sommant.

2. 1l existe une mesure de probabilité | sur B~ et une constante C' > 0
telles que :

|u(z)]| < C’(/B |(az,x*)|pd,u(x*)> p; Ve E. (2.11)

La démonstration provienne de [10, p. 98-99].

Démonstration. 1 = 2) Soient,
uemy(E,F) etm(u)=1.

On considére les deux sous-ensembles suivants de C'(Bg-) (’espace des fonc-
tions faible-x continues sur Bg:) :

S1={fe€C(Bg); sup f(z") <1};

Tz*EBpx*

et
Sp = conv {f € C(Bg+); [(z%) =[(z,2")[", |lu(z)[| =1}

Montrons que S est convexe. Soient

fi,fo€8 et0<a<l.

On a
sup {afi + (1 —a)fo}(z") <a sup fi(z")+ (1 —a) sup fo(z")
$*€BE* :E*EBE* {L‘*EBE*
<a+1l—a«
= 1.

Donc, S; est convexe, de plus il est ouvert.
Soit, d’autre part f € Sy, donc il existe une suite (zx)7_; € E et des scalaires
positifs A\, ..., \, avec

Z)\k =1 et |u(zg)||=1; pourtout k=1,..,n
k=1
tels que

f(z*) = Z | (zg, %) [P (en vertu de la convexité)

28



donc
sup f(z*) = sup Y Al{ap, 2%
r*€Bpx* r*€EBpx* 1
n 1
= sup > [(Aap, ")
CB*EBE* k=1

> 1Y [lu(hz)|l?
k=1

( d’aprés la formule (2.1)) = Z e lw(zn) P
k=1

=1.
Par conséquent la fonction f n’appartient pas & Sy, ce qui fait que les deux
sous-ensembles S7 et Sy sont disjoints. Par 'application du Théoréme de

Hahn-Banach (1.7.2), il vient qu’il existe A > 0 et une mesure de Radon pu
sur Bpg« telles que :

fl@)dp(z™) <X VfeS et f@)du(z™) > X, Vf €S,
B+ B«

Comme d’une part, S; contient toutes les fonctions négatives, la mesure pu
doit étre positive, ce qui nous permet d’assurer qu’elle est une mesure de
probabilité.

D’autre part, S; contient la boule unité ouverte de C'(Bg~), donc

Fa)dp() < swp f@*) <1 VfeES).

B+ z*EBgx*

par conséquence \ > 1.
D’aprés ce qui précéde, on peut dire que si z € E et ||u(x)| =1

/B (o, ) Pdp(a®) > 1= Ju()]|”.

ce qui entraine (2.11).
2 = 1) Soit (zx)}_; C F, donc

1
p

||u<a:k>||so( /B |<xk,x*>|pdu<x*>); Vk=1,..n.

ce qui entraine

Il
\t—‘
3

uuuk)npsm( /B |<xk,x*>|pdu(fﬂ*)>; v
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Par sommation des membres de la suite, on obtient

k=1

znmkuumz(/B a2 P )

et puisque la somme est finie

k=1

Zuw |p<0p2(/3 e, 2°) P(a” )

)

T EE*

< C? sup Z| zg, ) [P(Bg+)

T EE*

<O sup Z|xk, P [ duta
Bpx

< C? sup Z| (zg, x™)|P.

T EE*

donc

ce qui implique que u est p-sommant.
Lemme 2.4.1. Soient (2,5, 1) un espace mesuré, tel que
p(2) <oco et 1<p<g<oo.

1. 8i f € Ly(p). Alors,

FeLyn) et |flly < )7l fll,.
2. Si f € Loo(p). Alors,

FeLyu) et |fly < u@)7]|f]l.

La démonstration de ce lemme provienne de |7, p. 54].
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Démonstration. Soit r = # et puisque

1 _
rp q q

1. Par I'application de I'inégalité de Holder, il vient

151 = ([ 1)’
-(/ L)’
< ([aran) ([ 15rtan)

= u(Q)"lp</Q \f!qdu);
= ()77 £l

p 1
q'p

2. Sion pose g = 0o, il découle

1flly < ()7 f]]oc-

D’ou le résultat. O

Remarque 2. Par la suite on va donner une deuziéme démonstration du
Théoréeme d’Inclusion en basant sur le Théoréme de Pietsch et le lemme

précédent.
Soient u € m,(E, F) et 1 <p < q < oo donc

Ju()] < wp<u>( / |<x,x*>|Pdu<x*>>

d’apres (2.12) < mp(u) (/B |<m,x*>|qdu(x*)>

3=

Q=

Par conséquent u € w,(E, F), et de plus

Citons quelques conséquences du Théoréme de Domination de Pietsch.
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Théoréme 2.4.2 (Théoréme de Factorisation). Soient l'injection isométrique

i: E — C(Bp)
r — i(z)=(x,x")

et Uapplication identique
jp : C(BE*) — Lp(BE*,p,)

avec [ est une mesure de probabilité. Les deux assertions suivantes sont équiv-
alentes :

1.
uem(EF).

2. Il existe une mesure de probabilité sur Bg« et une application bornée
w: (jpoi)(B)=G — F

telle que
wo J,0tl=u.

dans ce cas w est choisie telle que ||w|| = my(u).

Le diagramme de cette factorisation est illustré par la figure (2.1).
La démonstration provienne de |7, p. 279].

Démonstration. 1 = 2) Soit u € m,(E, F'), on doit démontrer I'existence de
I’application w définie ci-dessus.

Soit x,y € E, telque j,oi(x)=j,0i(y)=f€ (j,oi(F))
donc

[u(z) —u(y)| = [lu(z —y)|
(Théoréme de Pictsch (2.4.1)) < m(u)( / (@ — y,a")Pdu(e))?

BE*
< ) /B o i — y)Pdu)

< mp(w)|lgp 0 i(z) — jp o i(y)ll,

Donc



Alors, on peut définir Papplication w de j, 0 i(E) dans F par :

et on a
u=woj,oi et |w(f)r<m(u)lfl, (2.13)

Il vient de la derniére inégalité que I'application w est bornée.

E F
i U
: Jp
i(E)——— G
g: ~
= Jp
C(Bg-) L, ()

FIGURE 2.1 — Diagramme de factorisation d’'un opérateur p-sommant

2 = 1) On suppose qu’il existe une mesure p de probabilité sur Bg« et
une application w telle que

U =wo j,ol.
Mais, comme on a démontrer que
Jp € mp(C(Bp+), Lp(Bp+, 1)) et m(jp) = 1.
il vient de la propriété d’idéal des opérateurs p-sommants que
uwem(EF) et my(u) <|w|. (2.14)
D’aprés les inégalités (2.13) et (2.14), il découle que

[wll = mp(w).
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Remarque 3. A ['aide du diagramme illustré par la figure (2.2), on peut
décomposer un opérateur p-sommant autrement :

ipOU=U0Ti,0u.

avec

[ip* ={f: B — K tel que sup |f(2")| < oo},
T*EBpx*

et
v=J0i et |v|l=1 et mu)=]u. (2.15)

Voir [1, p. 17].

FIGURE 2.2 — Deuxiéme diagramme de factorisation d’un opérateur p-
sommant

Le Théoréme de Composition (2.2.2) fait la composition des opérateurs
p-sommants et les opérateurs bornés. La Proposition suivante établie la com-
position des opérateurs p-sommants et g-sommants.

Proposition 2.4.1. Soient 1 < p,q < oo etu € (L, F) et v € my(F,G) et

1. Sis>1. Alors,

vou€em(E,G) et ms(vou) < my(v)m(u).
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2. S8i s <1. Alors,
vouem(E,G) et m(vou) < my(v)my(u).

La démonstration de cette proposition provienne de |10, p. 101-102].

Démonstration. 1. Sis>1.
Comme u € m,(E, F), donc il existe d’aprés le Théoréme de Factorisa-
tion (2.4.2), une application bornée w sur G = (j, 0 i)(E) C L,(Bg~, p),
telle que
U= wo j,ol.

Soit y* € F*, donc
yrow: (jpoi)(E)C Ly(Bgs,p) — K

cette application est continue. Moyennant le Corollaire (1.7.1) du Théoréme
de Hahn-Banach, on constate qu’on peut prolonger cette application sur
tout espace L,(Bg«, i) par une application continue g et telle que :

191l p < mp(w) ||yl (2.16)

Remarquons d’une part que
g € Lp* (BE*a :u)7

et d’autre part

(
— ({0 (@) (5") 2.17)

= / x, ") g(x")du(x™) Ve e B
BE*
Remarquons que
1 1 S
p q s P q
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et

En se basant sur 'inégalité de Holder, I'inégalité (2.17) implique :

[{u(@), y")] S/B |<:r,x*>|§|(%fv*>|5|g($*)|du(x*)

Soit la suite (zx)p_; € E, et on pose

1
2z, = xk(/B (g, ) P dp(a™)) " 7; k=1,2,...n
E*

Avec cette notation, le systéme précédent s’écrit

e < ([ Newa)rdna))” ([ Vewa)lloter

1

(2))" %
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Ce qui implique

* * Z *\ |8 * * *
(), < ( / 9P dpu(z™)) / (s ) g ()" dpu(a™) x
BE* BE*
* S * 7Sq_§+g
([ o) Fautan) #
Bp»
Mais, par hypothése on a
__|_§:1:>g:g_1
p q P S
—Sq —S q q S
S QR . 218
p? p s p P (2.18)
—S S S S
-1 2,4 4,.2 2,9,
p P p p p p p

Donc

el < ([ ol ane))” [ o) Flata

Par sommation des deux membres, on aboutit a
n 1

(X )’ < ([t
k=1

J,, o

IN

IN

(
(
(
[ weree )
oo

sup <Z| T, T s) )

LUEE*

IN

37
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) ( Z/B i)l dia))
Si( | Zm, o) dia))
/ (z ));x*sggi*(21$k>

1
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Comme v € 7,(F,G) on a

(i v Ou(ﬂfk)HS)i = (Zn: <||U Ou(zk)HS(/B * |<$k,$*>|sdﬂ(l‘*>);>)

(Heder 24> = )S(vaouzk )" (Z/B*|<xk,x*>|8dn<w*>);

n 1 n 1
<o) sup (D0 Nz, y)) " sup (D0 [Gen 2 f)’
y*eBF* =1 CC*EBE* k=1
n
1
< mg(v) sup (| sup (Z|<xk,x*>\s)q)x
y*EBF* QZ*EBE* k=1
n 1
X sup ( Tp, T S)p
(S
1 1
< 7Tq U sup Z| L, L q Sup ||gHP sup Z| L, L | )p
x*EBp* z*eBpx 3T

1

< my(v) sup Z| 1, 27) )" sup gl
(EEBE* y*GBF*

a l'aide de (2.16) < m,(v) sup (Z \(xk,x*>|s)%7rp(u).
k=1

Ce qui exprime que
vouem(E,G) et m(vou) < m,(u)m,(v).

. Sis<1.

+->21=-2>

1
p*

D=
|
Q|

c’est-a-dire
1<g<p" <oo.

Par I'application du Théoréme d’'Inclusion (2.2.1), on tire que

vems(F,G) et mp(v) < my(v).

D’autre part on a 119 + z% = 1. On applique la premiére partie de cette
démonstration avec :



on trouve :
vou e m(E, Q).

et d’aprés la derniére inégalité

m(vou) < my(u)my(v).
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CHAPITRE 3
APPLICATIONS

3.1 Introduction

Aprés avoir définir les opérateurs p-sommants et donner leurs propriétés
fondamentales, dans ce troisiéme chapitre, on va exploiter cette notion et
donner les principaux liens entre eux et les opérateurs complétement continus
et les opérateurs de Hilbert-Schmidt.

3.2 Liens avec les opérateurs complétement con-
tinus

Les définitions suivantes proviennes de |8, p. 49-50].

Définitions 3.2.1. Soit u € L(E, F).

1. L’opérateur u est dit complétement continu, si il transforme toute suite
faiblement convergente vers une suite fortement convergente. L’ensem-
ble de tous les opérateurs complétement continu est noté par

V(E, F).

En vertu du théoréme de Eberlein-Smulian (voir [15, p. 130]) ceci peut
se traduit comme suit :

u est complétement continu si il transforme des ensembles faiblement
compact vers des ensembles compact.
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2. L’opérateur u est dit compact, si il transforme tout ensemble borné en
un ensemble précompact. L’ensemble de tous les opérateurs compacts
est noté par

K(E,F).

3. L’opérateur u est dit faiblement compact, si uw(Bg) est relativement
faiblement compact sur F. L’ensemble de tous les opérateurs faiblement
compact est noté par

W(E, F).

Citons par la suite deux propriétés fondamentales de ces opérateurs |8,
p. 49-50].
Soient E, Ey, F, Fy des espaces de Banach.

Proposition 3.2.1 (Proporiété d’idéal). Si
uw: F— Fy, w:FEy— E,
sont des opérateurs bornés. Alors,
veE AE,F) = wovow € A(Ey, Fp).
avec A estV ou K ou W.
Proposition 3.2.2 (Propriété d’injectivité). Soit l'injection isométrique
1. F — F.

Alors,
uwe A(E,F) < iouec A(E,Fy).

Pour le théoréme important suivant voir |7, p. 10].

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue).
Si

1. (fn) est une suite des fonctions mesurables qui converge ponctuellement
vers f.

2. 1l existe une fonction mesurable positive g, telle que

1ol <g; Vn.

/fnd,u—>/fd,u.
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Donnons par la suite deux applications du Théoréme de Factorisation de
Pietsch moyennant ce qui précéde.

Théoréme 3.2.2. Soient 1 <p < oo et u € L(E,F).
St u est p-sommant. Alors, u est faiblement compact.

Démonstration. Partageons la démonstration en deux cas, suivant les valeurs
de p.
Cas 1: Sip>1letuem(EF).
Le Théoréme de Factorisation (2.4.2) nous permet de factoriser u sous
la forme
U =wo j,ol.
Si on montre que j, € W(C(Bg+), L,(Bg+, 1)), la propriété d’idéal
(3.2.1) nous assure le résultat.
Comme L, est réflexif, donc les ensembles bornés sont relativement
faiblement compacts. C’est a dire 'opérateur j, est faiblement compact.
Cas2:Sip=1letuem(E,F).
D’aprés le Théoréme d’Inclusion (2.2.1) il vient que :

uwem(E, F) pour tout p > 1.

et d’aprés le premier cas de cette démonstration I'opérateur u est faible-
ment compact.

]

Etablissons par la suite la relation qui relie un opérateur p-sommant avec
son bidual moyennant le théoréme précédent. Voir [8, p. 50].
Soit p une mesure de Borel réguliére.

Proposition 3.2.3. Soit 1 < p < oc.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1.
u: B — F  est p-sommant.
2.
u™ B — F*  est p-sommant.
et, de plus

mp(u) = mp(u™).
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Démonstration. Utilisant la méme technique de la démonstration du théoréme
précédent et intéressant seulement au cas 1 < p < oc.
1 = 2) Soient

wem,(E,F) et u™e L(E™ F™).

Comme d’une part u est faiblement compact (voir le Théoréme (3.2.2)), donc
on peut considérer v comme un opérateur de E** dans F' (voir [8, p. 51]),
et d’autre part

Ly(p)™ = Ly(p)-

On peut décomposer u**, a I'aide de la décomposition de u citée dans la

Remarque (3), comme suit (figure (3.1)). On peut écrire que i* = i, o P,

FI1GURE 3.1 — Diagramme de factorisation de u**.

avec
P: Li(n) — Lu(p)

est la projection canonique. On remarque que cette projection est le dual de
'injection canonique de Ly (u), i.e.

P=J.

Ce qui entraine
|1P[| = 1.

donc
iFOu**:aoipoPo'U**
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Puisque
ip € Tp(Loo (1), Lp(fr))-

donc et en vertu des propriétés d’idéal et d’injectivité on a

p(ip 0 u™) = my(u™)
< [l (i )| P[0l
d’aprés (2.15) = 7, ().

2 = 1) Soient
urem,(E” ) et we L(EF).
Effectuons la factorisation w o u** o Jg de u, illustrée par la figure (3.2) avec

Uu

E F
JE W
u**

FIGURE 3.2 — Diagramme de factorisation de u.

Jp:E— E* W™ E* —F* w:F*—F

telle que Jg est 'injection canonique, et w est un opérateur continu de norme
1. En vertu de la propriété d’idéal des opérateurs p-sommants, il vient que

uwem(EF) et my(u) < m(u™). (3.1)
[

Théoréme 3.2.3. Soit 1 < p < 0.
Siuem,(E, F). Alors, u est complétement continu.

Démonstration. De la méme maniére que précédement, on démontre que
Jp € V(C(Bg-), Ly(Bg-, 1)).

Soit (f,) C C(Bg+) une suite de fonctions faiblement convergente vers la
fonction nulle. D’aprés [12, p. 191] la suite (f,,) est a la fois :
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— uniformément bornée, i.e.
AC > 0, telle que |fn.(z")| < C; Vn=1,2,... etVa* € Bg-.

— convergente en chaque fonctionnelle z*. (la convergence ponctuelle).
Utilisant le Théoréme de la convergence dominée (3.2.1), il vient que

/B | folPdp(z™) 0dp(z*) = 0.

Bp»
donc, la suite (f,,) converge en norme sur L,(Bg-«, xt). Donc
Jp € V(C(Bg+), Ly(Bgr, 1))

En vertu de la propriété d’idéal et la factorisation de u, on constate que

ueV(EF).
O
Proposition 3.2.4. Soient E, F,G des espaces de Banach.
i weV(F,G) e veW(EF).
Alors,

uowv € K(E,G).

Démonstration. Comme v est faiblement compact donc v(Bg) est un ensem-
ble faiblement relativement compact et en vertu de la définition donnée des
opérateurs complétement continus u o v(Bg) est un ensemble relativement
compact. C’est-a-dire que

uowv € K(E,G).

Comme conséquence immédiate de cette proposition, on tire

Corollaire 3.2.1. Soit 1 < p,q < 00
Si
wem(F,G) e vem(E F).

Alors,
uowv € K(E,G).
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3.3 Lien avec les opérateurs de Hilbert-Schmidt

La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt présente une des plus impor-
tantes classes d’opérateurs. Faisons par la suite le lien qui la relie avec les
opérateurs p-sommants. On désigne par Hy, Hy deux espaces de Hilbert et
1 <p<oo.

Pour commencer, citons quelques préliminaires sur ces opérateurs. Voir [13,

p. 67].

Définition 3.3.1. On appelle opérateur de Hilbert-Schmidt tout opérateur
u € L(Hy, Hs) qui vérifie

D llulen)l? < o (3.2)

ot (€,)22, est une base orthonormée de H;.
La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt est notée HS(Hy, Hy).

Remarques 2. 1. La définition précédente ne dépend pas du choix de la
base de Hy. En effet, soit (f,)5, une aulre base orthonormée de Hy,

donc
Z lu(fu)ll? = Z [l fn)s em)]” = [lu (em) >

n,m=1

et on a, en vertu de la formule (1.7)

Z [l (em) I* = Z lu(em)II*

ce qui entraine le résultat. Voir [13, p. 67].

2. La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt forme un espace de Hilbert,
ot le produit scalaire est donné par

et la norme associée est

Jufl s = (fj luen)?) "

=

Voir [8, p. 84].
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Le théoréeme suivant caractérise les opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Théoréme 3.3.1. [10, p. 55] Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. u est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

2. 1l existe un systéme orthonormé complet! (e,)>, de Hy, tel qu’on a
[ull s < 0. (3.3)

3. Pour toutl systéme orthonormé complet (x,)5, de Hy, on a
D lulza)l® = flullzs < cc. (3:4)
n=1

4. Pour tous systémes orthonormés complets (e,)5, de Hy, et (fm)>_,
de Hy, on a

D> I <ulen), fn > P = Jlullls < oo (3.5)

n=1m=1

5. u* est un opérateur de Hilbert-Schmudt, et on a
[l s = llullms. (3.6)

La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt vérifie la propriété d’idéal.

En effet,

— Soient u € HS(H,, Hy) et v € L(Ho, H3) et (e,)>, une base orthonor-
mée dans H;. On a

o 00
S oo ulenl? < ol S lluten)
n=1 n=1

= [lolP*lull%s

< Q.
donc, vou € HS(H,y, H3) et de plus

[v o ullas < [lvllflullms-

1. On dit qu’'un systéme d’éléments appartenant & un espace normé est complet, si le

sous espace engendré coincide avec ’espace lui méme.
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— Soient u € L(Hy, Hy) et v € HS(Ho, H3) et (e,)22; une base orthonor-
mée dans H;. Pour montrer que v o u € HS(Hy, Hs), il suffit d’aprés
I'assertion 5 du théoréme (3.3.1), de montrer que

(vou)* =u"ov* € HS(Hs, Hy).
On a, d’aprés la formule (3.6)
v* S HS(Hg,HQ)

et, on sait que
u* € ,C(HQ, Hl)

donc, et d’aprés ce qui précéde, on tire que
u*ov* € HS(H3, Hy)
ce qui fait le résultat. De plus, on a

[v o ullms < f[ullllv]ms- (3.7)

Le lemme suivant provient de [1, p. 35].

Lemme 3.3.1. Soient ()5, une base orthonormée de Hy et u € L(Hy, Hs).
Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1.
u € HS(Hl,HQ)

S Julen)]? < oc.

€J( fini)
Le théoréme important suivant établit le lien entre les opérateurs p-

sommants et les opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Théoréme 3.3.2. Soit u € L(Hy, Hy). Les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

1. L’opérateur u est de Hilbert-Schmidt.

2. L’opérateur u est 2-sommant.
Dans ce cas, on a :

mo(u) = ||lullms

La démonstration provienne de [1, p. 35].
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Démonstration. 1 = 2) Soient u € HS(Hy, Hy), (e,)72, un systéme or-
thonormé de H; et (z,) € la(H1). On définit opérateur v par :

(O l2—>H1

tel que

U(Z peyn) = Zanxn pour (ay)n>1 € lo

c’est-a-dire
v(e,) =z, Vn>1.
Alors,
ol = sup sup @) anza)|

[(an)ll2<1 z*€BH, n

= sup  sup ](x*,Zoznan

w*€Ba, [(an)[2<1 -

= sup  sup |E an(T*, )|

w*€Bn, ||(an)l2<1 4

— sup (3 (@, m)2)2.

.Z’*EBHI n

on déduit que

1

(3 Ju@a)]2)? = ( Zuuoven BE

= HU ov|us

d’aprés la propriété d’idéal (3.7) < ||ul|ms]v]|

1
= Jlullas sup (D e 2n)?)*.
n

:L‘EHI

ce qui signifie que
u &€ 7T2(H1, Hg)

et on a
ma(u) < [lullms. (3.8)

2 = 1) Soient u € m(Hy, Ho) et (e,)5°, un systéme orthonormé de Hj,
on a pour J fini

1 12
(D lluten)?)? < ma(w) sup (3 [{en,2™)2)"
neJ x “€Buy ey

< mo(u)|(en)nesll2w

= 2 (u)
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donc uw € HS(H,, Hy), d’aprés (3.3) on a :

[ull s < ma(w).

Il résulte de (3.8) et (3.9) que

mo(u) = [lulls-

20

(3.9)
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Résumé

Dans ce travail on a défini les opérateurs p-sommants (1 < p < +oo)et
étudié leurs propriétes fondamentales, les deux théorémes de domination et
de factorisation due a Pietsch. Comme application de ces opérateurs, on a
introduit le lien qui les relie avec les opérateurs completement continus, les
opérateurs de Hilbert-Schmidt et les opérateurs p-concaves.

Mots clés: opérateurs p-sommants, Théoremes de Composition,
Domination, Inclusion et Factorisation, opérateurs de Hilbert-Schmidt,
opérateurs completement continus, opérateurs p-concaves, .

Abstract

In this work we defined p-summing operators(1 < p < +0) and studied
their important properties, Pietsch's domination and factorization
theorems. As application of this important class, we introduced the
relationship between them and completely continuous, Hilbert-Schmidt
and p-concave operators.

Keywords: p-summing operators, Theorems of Composition,
Domination, Inclusion and Factorization, Hilbert-Schmidt operators,
completely continuous operators, p-concave operators.
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