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La connaissance des propriétés mécaniques statiques et dynamiques des matériaux et
structures est essentielle pour la conception, le dimensionnement et I'amélioration des
systéemes mécaniques. Parmi ces caractéristiques saillantes, les propriétés élastiques et
dynamiques qui jouent un rble important dans le comportement des structures, nous

entendons principalement le comportement vibratoire.

Parmi les éléments de structure, les plus utilisés sont les poutres a sections rectangulaires.
Cette utilisation accrue de ces derniers a conduit a un besoin urgent de comprendre et
d'étudier leur comportement vibratoire. En effet, I'analyse des vibrations est également un
sujet de grand intérét pour de nombreux ingénieurs et concepteurs, que ce soit d'un point
de vue académique ou industriel. Notre compréhension du comportement vibratoire des
poutres nous aide a résoudre de nombreux problémes plus complexes dans de beaucoup
domaines, tels que la technologie spatiale, le génie maritime et civil, I'automobile et
l'aviation, ainsi que les ponts, les batiments et méme le génie nucléaire ... etc. Pour
controler les vibrations des éléments de structure (par exemple les poutres), les chercheurs
et les ingénieurs ont di déterminer leurs propriétés dynamiques. En plus la détermination
des propriétés dynamique des structures, a savoir les fréquences naturelles, permettra de

déterminer les propriétés mecaniques élastiques des matériaux de ces structures.

Notre travail est base sur I'étude des vibrations transversales des poutres isotropes, afin
d'obtenir les fréquences et les modes, sur une base d'études analytiques et dynamiques
antérieures, et dans le but de contourner les essais mécaniques standards, tels que des
essais de traction ou de flexion pour la détermination expérimentale des propriétés

élastiques mécaniques des matériaux.
Notre étude est scindée en trois chapitres :

La premiere chapitre, recherche bibliographie, ou j'ai essayé de chercher le maximum
des travaux de recherche, des mémoires de these et des ouvrages sur les essais

dynamiques non destructifs pour la détermination dynamique du module de Young.

Dans Le deuxieme chapitre j'ai présenté la méthode standard de détermination du module
de Young a savoir 1’essai de traction. Par la suite, j'ai présenté la théorie de vibration

transversale de flexion des poutres d’Euler-Bernoulli. Ce chapitre se termine
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par la détermination analytique des premiéres fréquences naturelles de trois poutres avec

différentes conditions aux limites et leurs relations avec le module de Young.

Le troisiéme chapitre est consacré a détermination dynamique du module de Young de
maniere par des tests non destructives (essais dynamiques), en se basant sur la théorie des
vibrations transversales des poutres (théorie d'Eleur-Bernolli), j'ai procédé a la
modification de leur largeur, pour voir I'étendue de cet effet sur I'efficacité de la théorie.
Et faites attention aux trois premieres fréquences et aux trois premiers modes, car ce sont

les plus évidents sur le plan pratique.

Dans le quatrieme chapitre, j'ai étudié influence pratique de la géométrie dans la
détermination dynamique du module de Young par des méthodes modélisations

analytiques, essais dynamiques.

Une conclusion générale résumera I'ensemble de cette étude et présentera les perspectives
qu'elle apporte concernant I'étude d'influence pratique de la géométrie dans la

détermination dynamique du module de Young.




CHAPITRE : 1

" Recherche bibliographique
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1.1 Introduction

Le module de Young ou module d’¢lasticité (longitudinale) ou encore module de traction est
la constante qui relie la contrainte de traction (ou de compression) et le début de la déformation
d'un matériau élastique isotrope. Dans les ouvrages scientifiques utilisés dans les écoles

d'ingénieurs, il est souvent appelé module d"Young.

Le physicien britannique Thomas Young (1773-1829) avait remarqué que le rapport entre la
contrainte de traction appliquée a un matériau et la déformation qui en résulte (un allongement
relatif) est constant, tant que cette déformation reste petite et que la limite d'élasticité du

matériau n'est pas atteinte.
1.2 Loi de Hooke

La loi de Hooke est une loi de comportement des solides soumis a une déformation élastique
de faible amplitude. Elle a été énoncée par Robert Hooke, par (I’allongement est proportionnel
a la force)

Cette loi est appliquée ou 1’état de contraintes uni axiales. Les autres états possibles exigent
des versions plus étendues. Hooke a considéré que la phase élastique est linéaire, donc

proportionnelle et réversible La forme la plus simple de la loi de Hooke est :

Oou:

» o est la contrainte (en unité de pression).
» E estle module d'Young (en unité de pression).

» & estl'allongement relatif, ou déformation (adimensionnel).

Avec :

» 10 longueur initiale de 1’éprouvette.

» | longueur déformée de I’éprouvette
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Le module d"Young est la contrainte mécanique qui engendrerait un allongement de 100 %
dela longueur initiale d'un matériau (il doublerait donc de longueur), si I'on pouvait
I'appliquer réellement : dans les faits, le matériau se déforme de fagon permanente, ou se
rompt, bien avant que cette valeur ne soit atteinte. Le module d"Young est la pente initiale

du diagramme de déformation-contrainte [,

Un matériau dont le module d'Young est trés élevé est dit rigide. L'acier, l'iridium, le
diamant,sont des matériaux tres rigides, I'aluminium et le plomb le sont moins. Les matieres
plastiqueset organiques, les mousses sont généralement peu rigides, on dit qu'elles sont

souples, élastiques ou flexibles (pour un effort de flexion).
Ne pas confondre :

- Rigidite et résistance : la résistance mécanique d'un matériau est caractérisée par sa

limite d'élasticité et/ou sa résistance a la traction.

- Rigidité et raideur : la raideur d'une poutre (par exemple) dépend de son module de Young
(de sa rigidité) mais aussi du rapport de sa section a sa longueur. La rigidité caractérise
les matériaux, la raideur concerne les structures et les composants : une piece mecanique
massive en matiére plastique peut étre beaucoup plus raide qu'un ressort en acier.

- Rigidité et dureté : la dureté d'un matériau définit la résistance relative qu'oppose sa

surface a la pénétration d'un corps plus dur.

Plusieurs études dans la détermination dynamique du module de Young par essais de
vibration ont été menées au cours des derniéres décennies.

En 1931, Von E. Goens @ propose une méthode pour déterminer le module d'élasticité des
barres qui est basée sur la mesure des vibrations naturelles longitudinales ou de flexion. Selon
Goens, cette méthode offre l'avantage que les déformations se produisant sous les vibrations
sont si faibles dans des conditions d'excitation normales qu'il n'est pas nécessaire de craindre
que la limite d'élasticité soit dépassée, ce qui ne peut souvent étre atteint qu'avec des essais
statiques de la forme habituelle avec une perte de précision considérable. Cette méthode
consistait a exposer un échantillon (tiges cylindriques en acier et un prisme en aluminium) au
champ sonore au voisinage d'un grand cristal de sel de Rochelle utilisé comme haut-parleur. En
utilisant un petit cristal cimenté a I'échantillon pour indiquer la vibration une réponse a été
obtenue lorsque la fréquence du champ sonore résonnait avec la fréquence élastique de la tige

de test John M. Ide B a publié en 1935 un travail ou il décrit une nouvelle méthode pour
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la détermination du module de Young. La méthode consiste a mettre un échantillon en
vibration par traction électrostatique, a déterminer la fréquence naturelle des vibrations
longitudinaleset a calculer le module de Young a partir de celles-ci. La barre de test,
généralement sous la forme d'une tige cylindrique, forme une plaque d'un condenseur
électrique. L'autre plaque est fixe et separée de la barre par une mince feuille de diélectrique.
Un échantillon non conducteur peut étre entrainé en confortant une feuille d'étain a une
extrémité. La feuille devient alors la plaque de condenseur mobile, et la fin de I'éprouvette
suit le mouvement de la feuille. Une tension alternative de fréquence variable est connectée
au condenseur ainsi formé.La tige vibre avec une amplitude accrue lorsque ses fréquences
caractéristiques résonnentavec la tension d’excitation. Cette vibration peut étre détectée par
I'oreille, si elle se produit dans la gamme de fréquences audibles. Tout type de récepteur
sonore, sensible a la gamme de fréquences requise, peut étre utilisé. Les dispositions

expérimentales sont représentées sur la figure (01)

ROD SPECIMEN -+

‘_"_"_‘I '_T" VARIABLE

FREQUENCY
OSCILLATOR

%%

fO’L\‘

OIELECTRIC

SO~
110 v

j

o.s,uf:[_ I (‘—‘1

BDASE PLATE ~»

A

Figure 01 : Dispositif expérimentale de John M. Ide

W. L. Li ™ a présenté une approche simple et unifiée pour I'analyse vibratoire d'une poutre
généralement supportée. Le déplacement de flexion de la poutre est recherché comme la
combinaison linéaire d'une série de Fourier et d'une fonction polynomiale auxiliaire. La
fonction polynomiale est introduite pour prendre toutes les discontinuités pertinentes avec le
déplacement d'origine et ses dérivées aux frontiéres et la série de Fourier représente dans ce cas

simplement un déplacement résiduel ou conditionné qui a au moins trois dérivées continues.

En conséquence, non seulement il est toujours possible d'étendre le déplacement dans une série
de Fourier pour des poutres avec toutes les conditions aux limites, mais aussi la solution converge
a une vitesse beaucoup plus rapide. La fiabilité et la robustesse de la technique proposée sont

démontrées par des exemples numériques.
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Ces exemples numériques ont montré que les fréquences naturelles et les modes peuvent toutes
deux étre calculées avec précision pour des poutres avec diverses conditions aux limites. Une
convergence remarquable de la solution actuelle a été démontrée a la fois théoriquement et
numériquement. Il convient de noter que cette technique peut étre facilement étendue a
certaines structures bidimensionnelles telles que les plaques et les coquilles a conditions aux
limites générales et la convergence rapide de la série de Fourier rend I'extension
numeériquement viable

Joshi D. S. et all P} ont développé une méthode simple pour la mesure du module de Young
d’un échantillon sous la forme d’un fil ou d’un ruban. Cette technique consiste a monter
I’échantillon non chargé en porte-a-faux ou les vibrations sont produites par un dispositif
électromagnétique et sa fréquence naturelle est déterminée. Wilson F. et all [®! ont réalisé un
appareil bon marché, simple, pour la détermination dynamique du module. L'appareil utilise
Les différentes résonances de vibration de flexion pour déterminer le module de Young. Peu
aprés Tyagi S. et all [l ont aussi développé une machine simple pour déterminer
dynamiquement le module de Young pour rubans minces et des échantillons en fil. lls utilisent

un générateur audio, un amplificateur et un haut-parleur.

D’autres travaux utilisant les mémes techniques ont été développés durant les années 80 et

90.[81.[9]
Tomas Plachy et all !9 ont utilisé deux méthodes expérimentales pour le module de Young du
béton. L’essai standard de compression sur une éprouvette parallélipédique et 1’autre
dynamique appelée méthode d’excitation par impulsions (Impulse Excitation Méthode) ou le
module de Young est calculé en se basant sur les fréquences de résonnance des vibrations
longitudinales de 1’éprouvette. D’apres leurs résultats, le grand avantage des tests dynamiques
est la faible variation dans 1’évaluation des fréquences de résonance et ainsi 1’évaluation du
module de Young ; le temps de cette évaluation est deux fois plus petit que celui de 1’essai
standard de compression. Un autre avantage, est que la petite variation dans la forme des
éprouvettes peut étre considérée en considérant la moyenne dans les dimensions mesurées

dans différents endroits de I’éprouvette.

A I’opposé ’essai standard de compression est moins précis car des imprecisions sont
apparues dans la courbe contrainte déformation pendant le chargement statique ou le

module de Young n’a pas pu étre déterminé pour toutes les éprouvettes.
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Le principe des tests dynamiques expérimentaux pour I’extraction des fréquences naturelles

est I’excitation de la structure par un choc avec un marteau (figure 02), ensuite la laisser
vibrer librement. L’enregistrement se fait par 1’intermédiaire d’un capteur de vibration

(figure 03) et le traitement se fait par le logiciel d’analyse Studio VIB.

Balles té1¢ de marnteau

Figure 02 : Marteau de choc pour I’excitation de la structure ]

Figure 03 : Accéléromeétre placée sur la poutre en porte a faux pour les tests dynamiques
[12]
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Il a été démontré suivant les résultats obtenus du module de Young et des premiéres fréquences
naturelles que les expressions analytiques de la théorie des vibrations transversales des poutres

en flexion ne sont valables que pour une poutre assez longue.
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Module de Young et théorie de vibration
transversale des poutres d’Euler-Bernoulli



Chapitre2 Module de Young et théorie de vibration transversale des poutres d’Euler-

Bernoulli ]

2.1 Introduction

Le module d’¢lasticité longitudinal ou module de Young mesure la résistance du matériau a
la déformation élastique. Les matériaux a faible module sont souples, et s'étirent beaucoup
lorsqu'ils sont tirés (s’écrasent beaucoup lorsqu'ils sont comprimés). Les matériaux a module
¢levé sont a I’opposé : ils s'étirent trés peu lorsqu'ils sont tirés (s'écrasent trés peu lorsqu'ils sont
comprimés). Comme le montre la figure (04), il est trés facile d'étirer un élastique, mais ilest

impossible d'étirer une bande d'acier de méme section transversale en utilisant les mains nues.

- .
- )
< L & N

v '\.

Figure 04 : Etirement d’un élastique

Le module de Young est un parameétre indispensable dans la science de l'ingénieur en
général et dans la mécanique en particulier, car il détermine le comportement élastique des
structures ou bien des matériaux sous les diverses charges (Forces, contraintes). En connaissant
le module de Young on peut déterminer une limite qui s'appelle la limite clastique, car les
matériaux se forment de molécules liées les unes avec les autres ; cette liaison peut se déformer
sous l'effet des paramétres bien déterminés tel que la température et les différentes charges avec
un retour a I'état initial apres la suppression de la charge.

Le module de Young est défini par la loi de Hooke,

De la méme maniere, la contrainte de cisaillement est proportionnelle a la déformation de

cisaillement, avec :

Ou G est le module de cisaillement (module de Coulomb).
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Cette relation linéaire entre contrainte et déformation est tres utile lors du calcul de la réponse
d'un solide a la contrainte, mais il faut se rappeler que de nombreux solides ne sont élastiques
qu'a de tres petites déformations : jusqu'a environ 0.002. Au-dela de cela, certains se cassent et
d'autres deviennent plastiques. Quelques solides, comme le caoutchouc, sont élastiques jusqu'a
des déformations beaucoup plus importantes d'ordre 4 ou 5, mais ils cessent d'étre linéairement
élastiques (c'est- a-dire que la contrainte n'est plus proportionnelle a la déformation) aprés une
déformation d'environ 0.01. La figure (05) représente 1’étendu de la valeur du module de Young
de différents matériaux. Le diamant est au sommet, avec un module de 1000 GPa ; les
caoutchoucs souples et les polyméres expansés sont en bas avecdes modules aussi bas que
0.001 GPa. Les matériaux d'ingénierie pratiques se situent dans la plage de 10-3 a103 GPa soit

une plage de 106 3]

Tungsten cadides

'./.;. Ca!rm ductils (noduly) Banboo
.l}lll

Hin
High carton steel /""", biss /mwe:er

§

Jre doys Wood, typical across gran

wmm/"' '"'-u-(

Paper and cardboad /. h &:ﬂc Piymer Foam
Foltetrafuooet hyene (Tefion, PTFE) I
0.01- Rgid Polymer Foam (LD) I I'

Young's modulus (GPa)

Aexble Polymer Foam (VLD)
le-47

Figure 05 : Etendu de la valeur du module de Young de différents matériaux (CESEduPack
2013).

2.2 Essais mécaniques standards pour déterminer le module de Young

Le module de Young peut étre determiné expérimentalement par une methode classique et
standard qui est I'essai de traction. L'essai de traction se réalise dans un laboratoire avec des
éprouvettes typiques cylindriques ou plates et elles doivent vérifier les conditions géométriques

indiquées dans la figure (06).
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Figure 06 : Eprouvette typique pour 1’essai de traction [4]

L'essai de traction permet de définir le comportement d'un matériau sous les conditions
réelles d'utilisation 1l consiste a appliquer sur une éprouvette typique du matériau d'étude un
effort et a mesurer l'allongement correspondant, ou inversement d'imposer I'allongement et a

mesurer l'effort. Afin de les interpréter et ainsi de caractériser le matériau, on introduit des

variables relatives au matériau la contrainte et la déformation.

Une machine de traction (figure 07) (ou machine d'essais mécaniques ou encore machine
d’essais universelle) est un appareil de laboratoire utilisé pour réaliser divers essais mécaniques,

en genéral normalisés, sur des éprouvettes ou des pieces de matériau
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Figure 07 : Machine de traction

Une machine de traction est équipée d'un capteur de force interchangeable, fixé sur la traverse mobile,
d'un capteur de déplacement, de deux attaches (mors) mobiles idéalement auto-serrantes pour réaliser
un essai de traction et d'un enregistreur graphique. La traverse mobile est entrainée par deux vis latérales,
actionnées par un motoréducteur a courroie continu. La liaison entre les vis et le réducteur s'effectue en
général par poulies et courroie crantée. La vitesse du mors mobile, en général constante, peut étre réglée

de 1 a 500 mm/min (valeur typique : 10 mm/min)

Le type de sollicitation, tel que la traction uni-axiale, la traction-cisaillement, la compression ou la
flexion trois points, dépend du porte-échantillon choisi et des dimensions de I'échantillon. Le montage
peut étre disposé dans une enceinte thermo régulée (pour essais a I'ambiante/chaud/froid). L’éprouvette
de traction peut aussi étre disposée dans un four ouvrant (en option, température maximale d'utilisation

de 1000 °C par exemple)
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L'échelle de charges du capteur de force peut étre de 1 newton a plusieurs centaines de kilo newtons
selon le type de produit examiné et le type de sollicitation.

Au moins trois éprouvettes sont prévues pour chaque essai. Une contrainte (ex.

: de rupture en traction-cisaillement) ou une force d'embofitage peuvent étre mesurées.

Les machines d'essais modernes disposent d'un logiciel de calcul approprié.

Les mesures du déplacement peuvent se faire de deux fagons soit en mesurant le déplacement
de la traverse, soit en placant un dispositif de mesure sur la section utile de I'éprouvette
(extensomeétre). Les mesures peuvent atteindre une précision d'environ 1 & 0.1 pum avec les

dispositifs les plus sensibles.

On en deduit alors I’allongement relatif & (%)

g(%)zl—l

L1010 (2.02)

0
Avec |, longueur utile initiale de I'éprouvette et | longueur utile de 1’éprouvette

qui varie avec I’effort exercé.

La contrainte associée a la force est définie par :

Avec S la section de I’éprouvette.
Cette grandeur est a distinguer de la contrainte nominale (ou conventionnelle) liée a la structure.

La contrainte nominale est le rapport entre la force et la surface initiale de 1’échantillon So:

La déformation relative € suivant 1’axe est partout la méme, est égale a sa valeur moyenne

sur la longueur

Cette quantité est appelée allongement relatif de la tige.
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A faible charge, la déformation produite par I'application d'une augmentation continue de la
charge uni-axiale de traction est élastique, comme représenté sur la figure (08). Ou ondistingue

les zones suivantes :

- Zone OA : Domaine ¢lastique linéaire, la charge est proportionnelle a 1’allongement de

I’éprouvette.

- Zone AD : Domaine plastique : Si la charge est supprimée, les déformations sont

permanentes.
- Zone AB : Zone de grand glissement.

- Zone CD : Striction.

F on

.-

Eprouvetto normalindo

Figure 08 : Courbe de I’essai de traction.

Un tel comportement est caractéristique des matériaux ductiles comme I’acier.
Dans les matériaux fragiles comme le verre, la céramique...etc. on distingue que la zone OA
(zone élastique) (figure 09). Dans le cas des matériaux type caoutchouc la relation entre la

contrainte et la déformation n’est pas linéaire (figure 10).
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Lorsque la charge est supprimée, dans la zone élastique, 1’éprouvette retrouve sa forme initiale
et aucune déformation permanente n’est visible sur ses dimensions initiales. Ainsi, on peut
insister sur la propriété élastique comme une caractéristique réversible du processus de
déformation. Cette propriété, dans la plupart des matériaux ou le comportement réellement
élastique est observé, peut étre représentée par la loi de Hooke qui est bien connu (2.01), qui
concerne la déformation comme une fonction linéaire de la contrainte. La linéarité est appliquée
a la plupart des matériaux, sauf ceux de type caoutchouc ou la déformation est réversible mais

pas linéaire.

Force de traction
S

fragie

»
Allongement

Figure 09 : Courbe de traction typique des matériaux fragiles et ductiles
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Figure 10 : Courbe de traction des matériaux élastomeres.

On donne dans la figure (11) des courbes d’¢lasticité superposées des différents types d’acier.

J

§

i

L A | A '

o 100 200 300 400 T 500 600
AWMW'

ALLONGEMENT (%)

CONTRAINTE DE TRACTION (MPa)
4

Figure 11 : Courbe des différents types d’acier.
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2.2.1 Theéorie des poutres d’Euler-Bernoulli

2.2.1.1 Définition géométrique d’une poutre

On peut représenter une poutre par la (figure 12) suivante :

Cr—ar

/

n Vb

Section droite

Ligne moyenne

Figure 12 : Le triedre de Fresnet en un point de la ligne moyenne

Dans ce plan, on définit la section droite de la poutre, de contour extérieur fermé et de centre
de gravité sur la ligne moyenne - La section droite peut aussi avoir des contours intérieurs. On
appelle poutre, le volume engendré par les sections droites lorsque G décrit la ligne moyenne.
On suppose de plus que :

Les sections droites sont constantes ou lentement variables lorsque G varie,
Si on appelle une dimension transversale de la section droite, on a en tout point de la poutre
d<<R.

Ces deux hypotheses sont essentielles, elles permettent d'assimiler un troncon de poutrecourbe

de longueur dl a un trongon de poutre droite.

Donc la poutre est un élément de modelisation commun caractérisé par une longueur grande

par rapport a sa section. Pour bien définir une poutre il faut savoir sa section droite.

Un corps dont I'une des dimensions est bien plus grande que les deux autres est appelée poutre.
Il existe plusieurs mode¢les pour le calcul d’élasticité des poutres (mathématique, la méthode
des milieux continus) et puisque on travaille a I’échelle unidimensionnelle on utilise la méthode

mathématique simple.
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Bernoulli

Dans ce cas on peut caractériser la contrainte normale comme suit :

Avec k constante, et y = 0 la position de 1’axe neutre sur lequel la contrainte normale est égale

a zéro.

—_—— <
y AN N - \
5 &y
— <+ ' 1
bV
v < —p
T " L L L R N T =
M+dM  R2AT .o « N

il | L M. W

dx

Figure 13 : EIément d’une poutre fléchie

Dans le cas de la poutre unidimensionnelle on doit vérifier ce qui suit

J' Sods =0.....ccccuunnnn... (2.08) < Larésultante des efforts internes égale 2 0

ISyads =—M. (2.09) < La somme des moments autour de I'axe y =0 égale

au moment fléchissant
Avec S est I’aire de la section droite de la poutre.
En substituant I’équation (2.07) dans (2.08) et (2.09), on aura
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On peut déduire la constante k en intégrant 1’équation (2.12) et on aura :

Soit u le déplacement transversal de la poutre. Pour les petites déformations (22 << 1) on

X

peut étre démontré que :

1 d?
B (2.15)

Avec r le rayon de giration de la déformée de la poutre. Cette équation implique que :

Cette équation est connue comme la loi d’Euler-Bernoulli de la théorie élémentaire despoutres

2.3 Vibrations transversales de flexion des poutres d’Euler-Bernoulli

On utilise la méthode des volumes finis pour déterminer I'équation différentielle de vibration
transversale de la poutre ; cette méthode consiste a considérer un petit volume fini élémentairea

une distance x de I'extrémité de la poutre dont les dimensions sont infinitésimales (5x).

oM oV

M+ —6, - M-V, - =0.....
OX

ox*
= 5x% —F(x, .
S 0= (
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M M + 3 ox
" X
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(SX V+ é—iéx
-

Figure 14 : Section transversale d'une poutre sous charge [*°]

Pour une longueur infinitésimale petite (6x — 0) cette équation devient :

La condition de I'équilibre dynamique pour la vibration transversale de la poutre est obtenue

par I'application de la seconde loi de Newton :

o°v oV
pS5X¥=—V—&§X+V+F(X,t)5X ................ (219)

Avec p la masse volumique.

Apreés simplifications, I'équation (2.19) peut étre écrite comme :

o%v oV
=+ FO) i, 2.20
ot? OX (x.1) ( )

LS

Substituons I'équation (2.18) dans (2.20) :

Y, oM
pS atg = axg -+ F(X’t) """"""""""" (221)
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Avec I'équation (2.16), (2.21) devient :

2 2
psgt\2/=—aaxz (S1IN5) B =X G4 5 I (2.22)

Si on assume que et sont constat, alors :

2 4
psgt;’ :—EIZ%+F(x,t) .................. (2.23)

Dans le cas de la vibration libre :

o°v o*v
S = —El —— 2.24
=50 2 5% (2.24)
Ou: P
aY, o*v
R - S ——— (2.25)

L'éguation (2.25) est une équation différentielle partielle du quatriéme ordre qui régit la vibration
transversale libre de flexion d'une poutre de section droite constante.La solution de cette équation
peut étre obtenue en utilisant la technique de séparation des variables. Dans notre cas, on assume

la solution sous la forme.

0= PO A eeeenaaeaeeaeeeeeeaeeen, (2.26)

ou (x) est une fonction qui dépend que de x et (t) est une fonction qui dépend quedu temps.

L'équation précédente conduit a :

& d? i}

8t_\2/ — o(X) % L () (2.27)
o'v  d*
at—f:%f)q(t) e TCO 1S [0 N (2.28)

Substituons ces équations dans (2.25) on aura :

PO GO = —C2 GO e eeveeeeeeeeeeeeeeee e (2.29)
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Ceci nous donne :

M _ P _ -
act) P(X)

Ou w est une constante a déterminer.

L'équation (2.30) mene aux deux équations suivantes :

La solution de I'équation (2.31) est donnée par :

q=AsSinowot+Asinwt.................

Pour I'équation (2.32) nous assumons une solution sous la forme :

2,4—,8420 ...................................
ou:
(6]
£ = T
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Les racines de I'équation (2.37) sont :

A= =—LL=1A =1L . (2.39)
Avec i = -1
La solution générale de I'équation (2.32) peut étre écrite comme :

p(X) =B +B, e +Be” +B,e e (2.40)

Qui peut étre écrite comme suite [15] :

P _ahx ef* 4 @ ¥ @ifx _gTisx e 4 gifx
@(x) = B; 5 +B, 5 +B, () 5 B, e (2.41)
Ou:
B.+B B.—B B, —iB B, +iB
B == By = By = B = (2.42)

L'équation (2.41) peut étre réécrite en utilisant la formule d'Euler des variables complexes :

@(X) = Bgsinh Bx+ B, cosh Sx+B.sinh Sx+ B, cosh fx.......(2.43)
Substituons les équations (2.33) et (2.43) dans I'équation (2.26) :

V(x, t) = (Bssinh B x + Be cosh B x + By sinh 8 x + Bg cosh B x)(Assine t+ Azsinott)...... (2.44)

Les fréquences naturelles de la poutre, dépendent des conditions aux limites et initiales.
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2.3.1 Poutre simplement appuyée aux deux extrémites

Pour une poutre simplement appuyée aux deux extrémités, les conditions aux limites sont :
00,t)=0,9(0,t)=0,v(l,t)=0et(l,t)=0

Il est clair que dans ce cas, il y a deux conditions aux limites géométriques qui indiquent les
déplacements aux deux extrémités de la poutre et il y a deux conditions aux limites naturelles
qui indiquent les moments aux extrémités de la poutre Substituons ces conditions dans
1I’équation (2.43) :

Bs+B;, =0
E: ;:r? ;IciL B, cosh Bl + B, sinh gl + Bycosh gl =0 (2.45)
B, sinh Sl + B, cosh gl — B, sinh Sl — B, cosh Sl =0
Ces équations sont satisfaites que si : Bs=Bs=Bs=0et :
Bsin Sl =0......oiiiiiiiiiiiiiee. (2 46)
Les racines de I'équation (2.46), sont :
Ll =7z,  =1,2,8 i (2.47)
Donc, les fréquences naturelles sont données par :
o — jzﬁzcz i’z* |El, _ j°7?® |Enh? (2.48)

J |2 |2

pS |2 12p .......................

Avec I’épaisseur de la poutre.
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Et les modes de vibration correspondants sont :

Sj=B7jsinBjX, ] =1,2,3ucccciiircininnn.n. (2.49)

La solution pour la vibration libre d'une poutre simplement appuyée peut-étreecrite comme :
v(x,t) = ZL(piqj :ZL(CJ. sine;t+D, cost)sin Bt =................ (2.50)

Les constantes Cy et Dj peuvent étre déterminées suivant les conditions initiales. Le module de

Young pour ce cas de la poutre peut étre détermine comme sulit :

4 4
12l 2 = 28OV o . (2.51)

=T e T e

Avec fjla jeme fréquence propre en Hz.
2.3.2 Poutre encastrée a une extrémité et libre a I'autre

Dans le cas d'une poutre encastrée a une extrémité et libre a l'autre, les conditions aux limites

sont:

2 3
P 0,)=0 et 2 (11)= oa 0

0,t)=0,

Lorsqu’elles sont remplacées dans I'équation (2.43) et apres quelques simplifications

mathématiques, la matrice des coefficients est obtenue comme suit :

sinh(Bl) + sin(Bl) cosh(Bl) + cos(Bl) 0
[cosh(ﬁl) + cos(Bl) sinh(Bl) — sin(ﬂl)] [ ] [ ] """ (252)
L'éguation de fréquence est alors :
cosBlxcosh Bl = —1..ccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiaenn.. (2.53)
Ou:
1
—COS(ﬂI) :m ................................. (254)
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Tragons —cos(Bl)et 1cosh( A1) en fonction de Bl , et prenons les valeurs de Sl au intersections

des deux courbes. Les valeurs numériques des différentes fréquences derésonances (différents
modes) de la poutre peuvent étre déterminés figure (14). Les valeurs de

Bl aux 5 premiers points d'intersection des deux courbes sont :

Al =18751
Byl =4.6941
Sl =7.8547
S,1 =10.995
Bl =14.137

oA

" .kf' =i 8751

. fiet=14

2 : 1 . > ‘t!;':rme-';‘: , gfua-q,:u- ( “( :-ul_‘:.;”‘ ; |

Figure 15 : Courbes —cos(B1 ) et 1/cosh(f1) en fonction de SL.
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De ces valeurs, on obtient les premiéres fréquences naturelles des vibrations de flexion de la
poutre :

1.8751)° |Eh?

a)l =~
| 12p
4.6941 [Eh?

a)2 =~
| 12p
2 2

w, ~[ 184 BN (2.55)

I 12p
10.995)> [Eh2

0)4 =~
| 12p
14.137) |Eh?

0)5 ~
| 12p

Ou pour la premiére fréquence dans le cas de la poutre encastrée-libre :

2 2
[, ~ &BOD)7 JENT (2.56)
27zl 120

L'expression finale du module de Young peut étre dérivée d'une des équations précédentes,
comme :

472'2 12p 2
E =~ (18751)4 ( h2 j( fllz) ........................ (257)

2.3.3 Poutre encastrée aux deux extrémités

Pour une poutre simplement appuyée aux deux extrémités, les conditions auxlimites sont :

v(0,6) =0, #0,)=0 e vlt)=0, @t =0
ox ox

Lorsqu’elles sont remplacées dans I'equation (2.43) et apres quelques simplifications
mathématiques, la matrice des coefficients est obtenue comme suit :

sinh(l) —sin(A1) cosh(B1) —cos(Bl) |[Bs | [0
cosh(l) —cos(Bl)sinh(AB1)+sin(B1) || B, | |0



Chapitre2 Module de Young et théorie de vibration transversale des poutres d’Euler-
Bernoulli

La solution non triviale du déterminant de la matrice des coefficients est la suivante :

cosh(g;)cos(B;1) =1L, (2.59)
Ou:
1
D)=————— 2.60
cos(A) cosh(pl) ( )
Tragons cos(pl)et men fonction de (1, et prenons les valeurs de [l au

intersections des deux courbes.

Les valeurs numériques des différentes fréquences de résonances (différents modes) de la
poutre peuvent étre calculées figure (15).

Les valeurs de Sl aux 5 premiers points d'intersection des deux courbes sont :

Bl =4.73002
Bl =7.85321
B, =10.956
B, =14.1370
Bl =17.2970
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Figure 16 : Courbes cos(fl) et 1/cosh(fBl) en fonction de Sl.

_(4.7300)° [Eh?
* | 12
_(7.8553) [Eh?
2 | 12
2 2
 ~(10996 ) JEN | (2.61)
| 12
14.137)° [Eh?
w, =
| 12
_(17.279Y |ER?
> I 12

Ou pour la premiere fréquence dans le cas de la poutre encastrée-encastrée :

2 2
f, ~ (4:7300)° JERT (2.62)
27l 12

L'expression finale du module de Young peut étre dérivée d'une des équations précedentes,

comme :

47? 12 2
E~ (4.7300)4[ = j(fllz) ....................... (2.63)
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Détermination dynamique du module de
Young
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Dans cette chapitre, on s’est basé sur les travaux effectués par docteur Hammou et al 34

Pour déterminer le module d'élasticité de maniére par des tests non destructives (essais
dynamiques), en se basant sur la théorie des vibrations transversales des poutres (théorie
d'Eleur-Bernolli). Dans ces études ils ont utilisé plusieurs poutres avec différentes longueurs,
et ils ont conclu que cette theorie est plus efficace et fiable pour les poutres de grandes longueurs
par rapport aux autres dimensions transversales et dans une autre étude, ils ont fait la méme
théorie, et se sont contentés de la simulation numérique, pour plusieurs poutres de méme
longueur (1 m), et nous avons procédé a la modification de leur largeur, pour voir I'étendue de
cet effet sur I'efficacité de la théorie. Et faites attention aux trois premiéres fréquences et aux

trois premiers modes, car ce sont les plus évidents sur le plan pratique.

' ® Dynamique
y = Analytique
\ X Numenque

. Courbe de tendance sulvant les tests dynamiques

.
. x
V5%, : .
- ’ : -..-'-7--1'-‘7’-.. S
B e ST R e M

Longueur libre {m]

Figure 17 : 1ére fréquence propre en fonction de la longueur des poutres [*4]
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® Dynamique
® Analytique
\

XNumérique
\

.......-.J,nnq.l«n.»-\n.\a-...‘. ,,,,,,,,,,,, ! ___________ ) P * rorevtn s o csrmi N0

Longueur libre [m)]

Figure 18 : 2éme fréquence propre en fonction de la longueur des poutres 11

Dans notre travail, nous avons procédé a la méme étude, et procédé avec la méme théorie, pour
plusieurs poutres et sans changer la longueur (1 m), et nous avons procédé a changer leur largeur.

Nous nous intéressons aux trois premieres fréquences et aux trois premiers modes, car ce sont les

plus visibles au niveau des domaines pratiques.

Notre étude c’est limité sur le cas d'une poutre encastre a une extrémité et libre a l'autre, et le

cas d'une poutre encastré aux deux extrémités. Nous avons utilisé dans cette étude 1’acier

comme matériau des poutres par exemple (tableau I).

Tableau | : Représenté propriété matériaux Acier S235 et S335

Matériau Acier S235 Acier S335
Module d’élasticité (Gpa) 210 210
Densité (Kg/m3) 7800 7800
Coefficient de poisson 0.3 0.3
Limite d’élastique a la traction (Mpa) 235 335
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3.1 Essais dynamique

Les poutres sont montées en porte-a-faux sur une table rigide par I'intermédiaire de deux étaux
I'une apres l'autre successivement (figure 19). Ces poutres sont donc encastrées a une extrémité
et libre a l'autre. Le capteur de vibration avec base magnétique est placé prés de I'extrémité

libre. Ce capteur est relié par un cable adéquat I'analyseur GETAC StudioVib (figure 20).

Figure 19 : Montage d'une poutre pour I'essai dynamique

Aprés montage de la téte bille mou, on provoque un choc trés rapide (théoriqguement sous forme
d'une fonction de Dirac) sur la poutre. Cette derniere, va répondre au choc par une vibration

libre, celle-ci est enregistrée et ensuite analysée
3.1.1 Analyseur GETAC StudioVib

C'est un genre d'ordinateur spécialement congu pour l'analyse et le traitement des signaux

vibration avec une carte d'acquisition.
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Figure 20 : Analyseur GETAC StudioVib
StudioVib est un logiciel destiné a I’acquisition et a ’analyse des vibrations.
Ses principales fonctions sont les suivants :

e Pilotage de cartes d’acquisition pour réaliser les réaliser les mesures.
e Stockage des mesures temporelles brutes (durée non limitée) dans une de données.
e Réalisation d’analyses en post traitement sur le signal de son choix.

e Réalisation d’analyses en mode automatique sur un ensemble de points de mesures a
I’image des traditionnels collecteurs de données.

e Visualisation des resultats.
Le logiciel se présente sous forme de fenétre qui présentent (figure 21)

¢ Arborescence des points de mesures.

e Tableau pour sélectionner les points de mesures.
e Historique des acquisitions.

e Liste des analyses réalisées ou programmeées.

e Fenétres de visualisation des analyses.
StudioVib s’installe sur tout micro-ordinateur compatible PC avec la configuration suivante :

e Windows XP version pro
e Windows 7 Version Pro
e Word 2003/2010
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Sur la partie droite grisée apparaitront les fenétres associées a la fonction de construction de la
base, d’acquisition des signaux temporels, d’association des mesures aux points de la base

(transfert), de définition des analyses...etc.

Figure 21 : logiciel StudioVib

StudioVib permet de travailler avec des fichiers temporels issus des systémes suivants (figure
22) :

e Fichiers « audio »au format « wav ».

e Fichiers issus des cartes National Instrument au format « bin ».
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Figure 22 : Fenétre d’acquisition de StudioVib

3.1.2 Marteau de choc
e Le marteau d'impact est constitué d'une téte fixe contenant un capteur de force, d'un
manche avec une poignée en caoutchouc, des extensions interchangeables pour la téte

ainsi que différents embouts d'impact (acier, aluminium, plastique dur ou souple) (figure
23).

Le marteau d’impact dynamique a deux impératifs : Exciter la structure d’essai avec une force
constante dans la gamme de fréquence recherchée et, générer une impulsion de tension
analogique qui doit étre la représentation exacte de 1’impact d’entrée (F, t), a la fois en
amplitude et en phase. On peut monter sur ce marteau trois type de téte bille (mou, moyen et
dur) pour les différentes plages de fréquences voulues.
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Marteau d’impact

Figure 23 : Marteau d’impact

Les marteaux d'impact utilisent un capteur de force a quartz qui compense I'accélération cette
technologie exclusive permet d'éviter que la résonance propre du marteau produise un pulse
parasite de mesure sur le signal de sortie L'importante rigidité du capteur de force associée a
une compensation de I'accélération génére un signal de mesure propre et lisse, qui est I'exacte

représentation de la fonction d'entrée, a la fois en amplitude et en phase.
3.1.3 Capteur de vibration

Un capteur de vibration est un transducteur capable de convertir en signal électrique le niveau
de vibrations qu'il subit a un instant donné. Il est dit différentiel s'il mesure le mouvement
dynamique relatif entre ses deux points d'attache : c'est typiquement le cas des capteurs inductifs
a noyau plongeur, ou celui des vibromeétres laser. Si I'on ne peut garantir la totale immobilité

d'une des deux interfaces, il sera dit relatif.



Chapitre3 Détermination dynamique du module de YOUN) s—_ —"-n_“‘_-_——

Le capteur utilisé dans les tests est un accelérometre Wilcoxon modele 736/736T (figure 24)
avec une sensitive égale a 100mv/g (5-15000HZ) collé sur la structure par I'intermédiaire d'un
aimant.

Figure 24 : Accélérometre Wilcoxon

Le capteur est monté pres de I'extrémité libre des poutres (figure 25).

Figure 25 : Montage du capteur de vibration
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4.1 Modélisation analytique

Nous avons modélisé la meéthode Euler-Bernoulli pour déterminer les trois premieres
fréquences de poutre a partir des équations analytiques (2,55 et 2,61), a 1'aide de 1’outil Excel,

sur plusieurs poutres d’épaisseurs différentes dans chaque cas (poutre encastre-libre).

Les tableaux suivants (tableaux I1) représentent les fréquences des trois premieres poutres dans

chaque cas.

Tableau II : Les trois premieres fréquences analytiques pour différentes largeurs d’une poutre

encastrée-libre.

fréquence analytique (Hz) pour différentes largeurs (m)

Epaisseur h (m) 0.005|0.01 |0.015 |0.02 |0.0250.03 0.06
lére fréquence 4.907
0.006 2eme fréquence 30.755
3eme fréquence 86.115

4.2 Résultats des tests dynamiques

Pour les tests dynamiques, on a utilisé sept poutres et de différentes largeur (60 mm, 30 mm,

25mm, 20 mm, 15 mm, 10 mm, 5 mm).
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Figure 26 : Les spectres FFT Vel [0-500 Hz] a poutre (60 mm) de la largeur (h=0.006m)
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Figure 27 : Les spectres FFT Vel [0-500 Hz] a poutre (30 mm) de la largeur (h=0.0061m)
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Figure 28 : Les spectres FFT Vel [0-500 Hz] a poutre (25 mm) de la largeur (h=0.0061m)

FFT Vel. 0 -500Hz $= 49&%502 Hz mm/s
D2/DE/2021 16:42:48 e 1 EE R
1000 2 0,54 1,IBE-15
3 190,34 42,74
4 T2 50,77
T 2% 5,81
& I75ET 0,84
o 7 40528 0.12
Z 0 5 1|59 0,10
put % 3EDIE 0.22
z 10 271 11,71
= it 38975 0.11
— 12 359,08 0,13
z 13 38554 0.11
§ 10 14 364,57 0,13
= 5 15 7812 17.59
o
=
i Velogiy [RMS] 3565 mmys
o
£ g
=
y b I;fﬂh 7
0 50 100 150 200 250 200 350 400 450 500
Lt L

Figure 29 : Les spectres FFT Vel [0-500 Hz] a poutre (20 mm) de la largeur (h=0.0061m)
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Figure 30 : Les spectres FFT Vel [0-500 Hz] a poutre (15 mm) de la largeur (h=0.006m)
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Figure 31 : Les spectres FFT Vel [0-500 Hz] a poutre (10 mm) de la largeur (h=0.0061m)
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Figure 32 : Les spectres FFT Vel [0-500 Hz] a poutre (5 mm) de la largeur (h=0.006m)

Dans les tableaux suivant (111.1V.V) nous représentons respectivement les trois fréquences
expérimentales correspondante pour les poutres encastrées-libres pour les différentes largeurs

avec I’épaisseur (h=0.006m).

Tableau I11: Le premiére pic expérimental correspond a la premiére fréquence pour

différentes largeurs d’une poutre encastrée-libre.

Largeur (m) ‘o.oos ‘0.01 ‘0.015 ‘0.02 ‘0.025 ‘0.03 ‘0.06

Fréquence (Hz) ‘3.13 ‘3.75 ‘3.95 ‘4.36 ‘4.38 ‘4.44 ‘4.6

Tableau IV : Le deuxiéme pic expérimental correspond a la deuxieme fréquence pour

différentes largeurs d’une poutre encastrée-libre.

Largeur (m) ‘o.oos ‘0.01 ‘0.015 ‘0.02 ‘0.025 ‘0.03 ‘0.06

Fréquence (Hz) ‘22.27 ‘25.63 ‘26.79 ‘26.71 ‘28.13 ‘28.28 |29.38
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Tableau V : Le troisieme pic expérimental correspond a la troisieme fréquence pour

différentes largeurs d’une poutre encastrée-libre.

Largeur (m) 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.06

Fréquence (Hz) | 64.74 73.51 76.13 74.72 78.85 79.38 82.11

On a les figures suivant (33 a 35) nous représentons graphiquement respectivement les trois
fréquences Analytiques avec les fréquences Expérimentales correspondants pour les poutres

encastrées-libre pour les différentes largeurs avec 1’épaisseur (h=0.006).
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Figure 33 : Courbe de la premieres fréquence (Analytique et Expérimental) en fonction de la
largeur (h=0.006m)



‘ Chapltre4 RESUTTATS T TS CIUISS i O/1NS ————————————— e — \

32 - -
31 7 S G 3 "
30 - o
'ﬁ' 29- / -
I
@ 28+ 3
g 9
® 27.: 3
= 26+ !
-° L
&L 254 -
24 4 —e— 26mé Fréquence Analytique ‘ i
23 —a—2éme Fréequence Expérimental
22 :
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

Largeur[m]

Figure 34 : Courbe de la deuxieme frequence (Analytique et Expérimental) en fonction de la
largeur (h=0.006m)
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Figure 35 : Courbe de la troisieme fréquence (Analytique et Expérimental) en fonction de la
largeur (h=0.006m)
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4.3 Comparaison et interprétation

D'aprés le tableau (I1) les valeurs des fréquences analytiques (les trois premiéres) restent
constantes, et cela est di a la déclaration analytique précédente concernant largeur et la
longueur uniquement par la méthode Euler-Bernoulli. Equation (2,55); Equation (2,61).

Les courbes (26 ; 27 ; 28) donnent les variations de fréquence (expérimentales et analytiques)
premier, deuxiéme et troisiéme pour sept poutres de longueur et épaisseurs constantes (1 m,
0,006 m), en fonction de leurs différentes largeurs La ou on remarque que dans la largeur des
poutres (de 0,005 & 0,06 m) elle augmente la fréquence et lorsqu'elle est supérieure a 0,06 m est

constante avec l'analytique.
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Conclusion géenérale

Notons dans la conclusion, que le but initial de notre travail était de vérifier I’influence de la largeur
des poutres dans les fréquences naturelles par des tests dynamiques expérimentaux.

> Notre travail est basé sur des études antérieures, visant a déterminer le module d’élasticité
longitudinal par la méthode d’essai de traction standard et la méthode d’essai dynamique,
qui conclut que la méthode d’essai dynamique est meilleure que le premier essai, en termes
de temps et de codt.

Et la modélisation numérique par simulation a 1’aide de la bibliothéque logicielle Abaqus

correspond étroitement aux équations analytiques de la théorie de la vibration transversale des

poutres en flexion pour toutes les poutres étudiées.

» De ce point de vue, nous permet de connaitre 1’étendue de I’effet de la forme géométrique
sur les fréquences des vibrations transversales des poutres, ou plusieurs poutres sont
utilisées qui sont de largeurs différentes, prenant la méme longueur et d’épaisseurs, ce qui
convient a son tour pour Vérifier la théorie des vibrations transversales.

» Le module de Young connu, il a été utilisé dans la détermination des premiéres frequences
propres analytiques des poutres en porte-a-faux pour différentes largeurs.

» Nous constatons aussi que la largeur des poutres (expérimentales et analytiques) de
(0,005 a 0,06 m) elle augmente la fréquence et lorsqu'elle est supérieure a 0,06 m est
constante avec l'analytique.

» Cette importante approximation nous permet de traiter un cas plus complexe d'une poutre

vibrante, tout simplement en traitant chague mode propre individuellement.
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RESUME

Dans notre travail, nous avons déterminé le module d'élasticité transverse d'aprés des
tests dynamiques ou on soumet une poutre en porte-a-faux a un impact et on mesure les
premiéres fréquences naturelles. Le module de Young est ainsi extrait d'aprés la théorie
des vibrations transversales des poutres en flexion. Différentes largeurs de la poutre sont
utilisées. On a pu, suivant les résultats obtenus, que cette théorie n'est valable que pour

les poutres longues et transversales.
Mots-clés : Module d'Young, Fréquence propre, traction
ABSTRACT

In our work, we determined the transverse modulus of elasticity according to dynamic

tests where the cantilever beam is affected and the first natural frequencies are

measured. Thus, the Young's modulus is derived from the theory of transverse vibrations
of firmness in flexion. Different widths are used. It is possible, according to the results

obtained, that this theory is valid only for long and wide beams.

Keywords: small unit, appropriate frequencies, tension

N /




