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Notations

On utilise les notations usuelles suivantes :

N I'ensemble des entiers naturels.

N* 'ensemble des entiers naturels non nuls.

R I'ensemble des réels finis.

RT I'ensemble des réels finis positifs.

T"|a transposée.

3 quantificateur existentiel (il existe).

V quantificateur universel (quel que soit).

€ signe d’appartenance ; ¢ signe de non appartenance.

R"™ (n € N*) 'ensemble des n-tuples (z1,z,...,2,)7, avec z; €R,i=1,...,n.
Pour z,y € R", x # y signifie 3i € {1,...,n} tel que z; # y;.

Pour x,y € R", z < y signifie z; < y; pour i = 1,...,n. Lécriture x > y signifie que
y<x;zx<ysignifiequer <yetz#y.

Si A est une partie de B, on écrit A C B. Si A est une partie propre (c’est-a-dire
distincte de B), on écrit A C B (C inclusion stricte).

a un élémentde A € R" : maxA = a, C'est-a-dire, z < a, Vx € A; minA = q,
c’est-a-dire, a < z, Vx € A.

fab f(t)dt est I'intégrale de f au sens de Riemann sur [a, b].

#(t) = 40 dérivée de (t) par rapport a t.

1 siz > 0;
z € R, sign(z) =¢ -1 siz<0;
0  sinon.

x € R, |z| = x sign(x) désigne la valeur absolue de x.
() lensemble vide (c’est-a-dire un ensemble ne renfermant aucun élément).

Orn le vecteur nul a n composantes.



Notations

Soit £ un ensemble. On note par Card(E) le nombre d’éléments de E.

() intersection; | J réunion; \ différence d’ensembles.

< signe d’équivalence ; = signe d’implication.

a := b remplacer a par b.
e a — +oo c-a-d a tend vers 4.

n! le factoriel d’'un entier n.



Introduction

La programmation linéaire (PL) est une techniqgue mathématique permettant de déter-
miner la meilleure solution d’un probléeme dont les données et les inconnues satisfont a
une série d’équations et d’'inéquations linéaires. De nombreux phénomeénes économiques
et industriels peuvent se modéliser par des systéemes mathématiques d’inégalités et d’égali-
tés linéaires conduisant a des problémes d’optimisation linéaire. Dans ces problémes d’op-
timisation linéaire, on cherche a minimiser ou maximiser une fonction linéaire sous des
contraintes linéaires portant sur les variables du probléme. On parle souvent de probleme
de programmation linéaire (ou encore de programme linéaire).

En 1939, le célebre mathématicien russe Léonid Kantorovitch (1912-1986), prix Nobel
1975, formulait dans toute leur amplitude les problemes de programmation linéaire [44] et
fournissait une méthode de résolution, adaptée au systeme économique soviétique et ap-
parentée a celle des multiplicateurs de Lagrange. Le terme de programmation faisant réfé-
rence a I'idée d’organisation et de planification lié a la nature des phénoménes modélisés.
Ce terme a été introduit pendant la seconde guerre mondiale et systématiquement utilisé
a partir de 1947 lorsque G.B. Dantzig inventa la méthode du simplexe pour résoudre les
probléemes de programmation linéaire.

La programmation linéaire connait un développement rapide par suite de son application
directe a la gestion rationnelle des entreprises. Le facteur expliquant I'essor de la PL est la
construction d’ordinateurs puissants qui ont permis de traiter les problémes concrets de taille
trés grande. On I'applique surtout en gestion et en économie appliquée. On peut citer les
domaines d’application de la programmation linéaire qui sont : les transports, les banques,
les industries lourdes et |égéres, 'agriculture, les chaines commerciales, la sidérurgie, et
surtout le domaine des applications militaires.

C’est donc sur un riche terreau que des spécialistes bien connus : G.B. Dantzig (1914-
2005), C.E. Lemke (1920-2004), A. Charnes (1917-1992), R. Frisch (1895-1973), E.M.L.
Beale (1928-1985), H.W. Kuhn (1925-2014) et A.W. Tucker (1905-1995), ont fait fleurir de
1948 a 1958, les méthodes classiques de résolution des programmes linéaires. Lapport de
G.B. Dantzig, aprés sa mise au point, sur une indication de Janos von Neumann, de I'al-
gorithme du simplexe en 1947 [22] et la méthode révisée du simplexe en 1953, demeure
considérable. De son c6té, C.E. Lemke, dans son article, exposait, dés 1954, la méthode
duale du simplexe [45], étudiée aussi, avec quelques variantes par E.M.L. Beale [5]. A.

10
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Charnes, en 1952 [20], indiquait le procédé du petit ¢ pour mettre fin aux difficultés provo-
quées par I'apparition de certaines solutions dégénérées au cours d’'un calcul itératif et, la
méme année, A. Orden donnait la méthode du grand M ou de la base artificielle. En 1955,
G.B. Dantzig a développé en collaboration avec A. Orden et P. Wolfe la méthode primale-
duale du simplexe [23] et en 1959, G.F. Hadley et M.A. Simonnard ont développé la méthode
des deux phases [38].

Dans [32], R. Gabasov et F. M. Kirillova généralisent la méthode du simplexe en déve-
loppant la méthode de support qui peut étre initialisée par n’importe quel point réalisable
et n'importe quel support (ensemble d’indices de base). Cette méthode utilise un critéere de
suboptimalité qui arréte I'algorithme lorsqu’une solution e-optimale est obtenue. Plus tard,
ils ont développé la méthode adaptée [35, 32, 36] basée sur une direction d’amélioration
qui dépend de la solution courante. La méthode adaptée est appliquée pour résoudre les
probléemes de contr6le optimal et généralisée pour résoudre les problemes quadratiques
convexes [33, 34, 12, 13, 18, 40, 42, 43].

En 1984, N. Karmarkar [39] a développé le premier algorithme de points intérieurs com-
pétitif avec I'algorithme du simplexe pour la résolution des problemes de grande taille. Il
existe aussi d’autres méthodes pour la résolution des programmes linéaires, on cite par
exemple : la méthode généralisée du simplexe de Cardoso et Climaco (1992, [19]); la mé-
thode du simplexe avec des bases déficientes de Pan (1998, [50]); la méthode de points
extérieurs de Paparrizos et al. (2003, [51]), etc.

Dans [14, 7, 9, 8], les auteurs ont développé une nouvelle méthode appelée "Méthode
Adaptée a Direction Hybride (MADH)’ pour résoudre les problémes de programmation li-
néaire avec des variables bornées. Cette méthode utilise le concept de direction hybride afin
de passer d’une solution réalisable a une autre ayant une meilleure valeur de la fonction ob-
jectif. Plus tard, cet algorithme est généralisé pour résoudre les programmes quadratiques
convexes [15] et les problémes de contrble optimal [55]. Le critere d’arrét de I'algorithme
MADH est basé sur une quantité appelée estimation d’optimalité, donc il ne donne que des
solutions optimales ; de plus, la mise a jour du support est effectuée a I'aide de la régle du
pas simple.

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle direction hybride qui donne une meilleure
amélioration locale pour la fonction objectif que I'algorithme MADH développé précédem-
ment dans [14]. Cet algorithme utilise un critére de suboptimalité afin d’obtenir une solution
suboptimale et il utilise la regle du pas multiple afin de changer le support courant [28].
Par conséquent, la formule de mise a jour de I'estimation de suboptimalité [32, 36] est un
cas particulier de notre formule. Afin de comparer notre algorithme a l'algorithme MADH
et a l'algorithme primal du simplexe implémenté dans le solveur de programmation linéaire
open source GLPK [47], nous avons développé une implémentation avec le langage de
programmation C++. Ensuite, nous avons présenté quelques résultats numériques sur des
problémes-test générés aléatoirement et sur quelques instances d’'un probleme de contréle
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optimal linéaire modélisant un probléme de planification de la production [4]. Les résultats
numériques obtenus montrent bien I'efficacité de notre algorithme.

Dans le but de résoudre des probléemes de programmation linéaire écrits sous forme
générale, tels que les problémes pratiques de la librairie NETLIB [37] 7, et en se basant sur
les techniques d'initialisation proposées dans [7, 6], nous proposons une nouvelle technique
d’initialisation. Cette technique consiste a résoudre avec notre algorithme un probléme auxi-
liare ayant le méme nombre de variables que celui du probléme original et une solution
réalisable de support initiale évidente ; la solution optimale du probleme auxiliaire est alors
une solution réalisable initiale du probleme original. Enfin, cette approche d’initialisation est
illustrée par plusieurs exemples numériques.

Cette thése est organisée comme suit : Dans le premier chapitre, nous avons donné
la plupart des concepts dont nous avons besoin pour comprendre le contenu des autres
chapitres. Dans le deuxieéme chapitre, nous présentons la méthode primale du simplexe. La
nouvelle méthode proposée dite ‘"Méthode a Direction Hybride et a Pas Multiple’ (MDHPM)
fera I'objet du troisiéme chapitre. Le quatriéme chapitre est consacré a la présentation d’'une
nouvelle technique d’initialisation des différents algorithmes pour résoudre les programmes
linéaires sous forme générale. Enfin, dans le dernier chapitre, nous présentons certains
résultats numériques qui comparent notre algorithme a I'algorithme primal du simplexe du
solveur open source GLPK [47] et a I'algorithme MADH [14].

1. NETLIB est une librairie qui contient une collection de problémes-test modélisant une variété de probléemes
pratiques qui surviennent dans plusieurs domaines, a savoir : le raffinage du pétrole, 'ordonnancement, la
gestion de production, I'allocation optimale des ressources, le traitement d'images, le probléme des moindres
carrés, etc.



Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

Introduction

Ce chapitre présente les concepts mathématiques essentiels qui sont nécessaires pour
comprendre le matériel présenté dans les chapitres suivants. Le traitement des sujets est
concis et limité a la présentation des aspects clés du sujet. Lobjectif de ce chapitre est
de comprendre les notions mathématiques nécessaires pour formuler et résoudre des pro-
blémes de programmation linéaire.

1.1 Espace vectoriel

Tout ensemble E dans lequel ont été définies une addition entre les éléments de cet
ensemble et une multiplication par un scalaire réel est un espace vectoriel si les conditions
suivantes sont satisfaites :

1. F forme un groupe commutatif par rapport a I'addition ;
2. ar+ Py € E,Vx,y € E,Va,p € R;
3. a(z+vy) =axr+ay = (v +y)a.

Lensemble des nombres réels R forme un espace vectoriel pour I'addition et la multi-
plication usuelles. Lespace vectoriel le plus fréquemment utilisé par la suite est 'ensemble
R™.

Laddition et la multiplication par un scalaire « sont définies respectivement par :

1 Y1 r1+ Y1
T2 Y2 T2 + Y2

+ = _ :
Tn yn TIn + yn

13
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I Q.21

i) a.T9
Q. =

Iy, Q. Tp

Certains vecteurs jouent un r6le particulier, comme par exemple les vecteurs unitaires
dont la i®™¢ composante vaut 1 et dont toutes les autres sont nulles; ces vecteurs sont
parfois appelés vecteurs élémentaires et sont notés e;.

Définition 1.1. Les vecteurs x1, X2, ..., X, @ n composantes sont dits linéairement dépen-
dants si et seulement s’il existe des scalaires ¢y, co, . . ., ¢y, NON tous nuls, tels que

m
E CiXj = ORn.
1=1

De maniére équivalente, on définit 'indépendance linéaire de m vecteurs ainsi :
Les vecteurs x1,x2, ..., xm sont dits linéairement indépendants si et seulement si :
m
Zc,-xi =0gn = ¢ =0,Vi=1,...,m.
=1
Définition 1.2. On dit qu’un vecteur y est une combinaison linéaire des vecteurs x1,xa,...,Xm
s'il existe des scalaires ¢, ca, ..., cp, tels que :

m
y = E CiXj.
i=1

Mentionnons, pour conclure, les différentes propriétés de la dépendance linéaire de vec-
teurs.

e Si les vecteurs x1,x2, -+, X, sont linéairement dépendants, alors au moins 'un
d’entre eux s’écrit comme une combinaison linéaire des autres.

e Soient m vecteurs x1,xXs, -+ ,Xxm a n composantes. Si m > n, alors x1,Xs2, -+ ,Xm
sont linéairement dépendants.

Définition 1.3. La base d'un espace vectoriel V' est un systéeme de vecteurs de V, noté
B, tel que chaque vecteur de V' peut étre représenté de facon unique comme combinaison
linéaire des vecteurs de B.

Il est souvent plus pratique d’utiliser une définition équivalente basée sur la notion d’in-
dépendance linéaire. La base d’'un espace vectoriel V' est un systeme B de vecteurs linéai-
rement indépendants de V, tel que chaque vecteur de V' dépend linéairement des vecteurs
de B.
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Si B est formée par un nombre fini de vecteurs, alors on dit que B est une base finie. Un
espace vectoriel ayant une base finie est dit de dimension finie. Dans ce cas, on obtient le
résultat 1.1 .

Résultat 1.1. Si V' est un espace vectoriel de dimension finie, alors deux bases quel-
conques de V possédent le méme nombre de vecteurs. Ce nombre est appelé dimension
de V.

Dans le cas particulier de I'espace vectoriel R”, sa dimension est n. Soit B = {aj,az,...,an}
une base de R". Un vecteur x quelconque de R™ peut donc s’écrire :

n
X = E Q;aj.
i=1

Les scalaires «; sont appelés coordonnées de x, par rapport a cette base.

1.2 Matrices

Définition 1.4. Une matrice A a m lignes et n colonnes est constituée de m x n éléments
réels (ou complexes). On la note :

A:(aij, 1§z§m,1§]§n)

Les élements a;; sont appelés les coefficients de la matrice. Le premier indice est celui
de la ligne et le second celui de la colonne. Les éléments a;; sont appelés les coefficients
diagonaux. On représente aussi A sous la forme suivante :

A= (a1, az, az, ..., ap), OU a; = ,j=1,...,n.

amj
e Lensemble des matrices a m x n coefficients dans R se note M,, ,,(R) et simplement
M (R) lorsque n = m.

e Une matrice composée de m lignes et n colonnes est dite d’ordre m xn et simplement
d’ordre m lorsque n = m.

e Une matrice qui a le méme nombre de lignes et de colonnes n = m est dite carrée.

e Une matrice a une ligne (m = 1) s’appelle une matrice-ligne.

e Une matrice a une colonne (n = 1) s’appelle une matrice-colonne.

e Une matrice A = (a;;, 1 <i<m, 1 < j <n)estdiagonale si A est carrée et a;; =0,
pour ¢ # j.



1.2 Matrices 16

1.2.1

1.2.2

On appelle matrice identité notée I,,, la matrice diagonale d’ordre m dont les termes
diagonaux sont égaux a un.

La matrice nulle de M,, ,,(R), notée par 0, ,, est définie par :
Om,n:(mi]’, 1 SZSm, 1§]§n), Ol‘Jmij:O, V(Z,])

Une matrice A = (a;;, 1 <i <m, 1 < j < n) est triangulaire inférieure si a;; = 0,
pour i < j.

Une matrice A = (a;;, 1 <i <m, 1 < j < n) est triangulaire supérieure si a;; = 0,
pour i > j.

La matrice AT transposée de A = (aij, 1 < i <m, 1 < j < n) estla matrice
AT = (aj; = a;;, 1 <j<n, 1<i<m).

Une matrice A est symétrique si A = A”.

Une matrice A est antisymétrique si A7 = —A.

Opérations sur les matrices

VA=(aj, 1<i<m,1<j<n), B=(bj, 1<i<m, 1<j<n)eMpn,(R),
A+ B=(ajj+0bij, 1 <i<m, 1<j<n).
VA= (a;j, 1<i<m,1<j<n)eMpn(R),VAeR,
M = (Aa;j, 1 <i<m, 1 <j<n).

VA= (aij, 1<i<m, 1<j<n)€Mpu,(R)etVB=(bj, 1<i<n, 1<j<s)e€
M, s(R), A x B € My, s(R), et
n

AXB:(Zaikbkja 1<i<m, 1<j5<5s).
k=1

Lensemble M,, ,,(R) muni des opérations d’addition et de multiplication par un sca-
laire est un espace vectoriel qui admet pour base canonique la famille des matrices
(Eij, 1 <i<m, 1<j<n),ou E; estune matrice dont tous les coefficients sont
nuls a I'exception de celui d’'indices (i, j) qui est égal a 1.

Matrices et opérations élémentaires

On peut définir des opérations élémentaires sur les matrices :

Permuter deux lignes ou deux colonnes entre elles respectivement.
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e Ajouter un multiple d’'une ligne (resp. colonne) a une autre ligne (resp. colonne).

e Multiplier une ligne ou une colonne par un nombre différent de zéro.
Définition 1.5. Une matrice F est dite élémentaire lorsqu’elle est obtenue par des opéra-
tions élémentaires sur les lignes ou colonnes de la matrice identité.
Multiplier une matrice A par une matrice élémentaire :

e a gauche (c’est a dire calculer E A) revient a effectuer I'opération élémentaire corres-
pondante sur les lignes de A,

e adroite (AF) revient a faire une opération élémentaire sur les colonnes.

1.2.3 Inverse d’une matrice

Soit A, B € M,,(R). On dit que B est I'inverse de A si et seulement si AB = BA = I,,,.
Dans ce cas, A est dite non-singuliére et on note I'inverse d’'une matrice A par A~!. Linverse
de A est unique.

1.2.4 Méthode de Gauss-Jordan pour inverser les matrices

La méthode de Gauss-Jordan pour inverser une matrice A carrée consiste a faire des
opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A jusqu’a la transformer en la matrice
identité 7. On fait simultanément les mémes opérations élémentaires sur la matrice I. On
aboutit alors & une matrice qui est A~!. Ceci peut se résumer par le schéma suivant :

Par opérations

A I élémentaires I A1

1.2.5 Matrices complétement réguliéres

Soit A = (a;;, 1 <i <m, 1 <j < m)une matrice de M,,(R). La matrice A est dite
completement réguliére si les matrices A, = (ai;, 1 < i < k, 1 < j < k) sont inversibles
pourk=1,2,...,m.

1.2.6 Rang d’une matrice

Le rang d’une matrice A € M,, ,(R) est égal a I'ordre de la plus grande sous-matrice
carrée non-singuliére et il est noté par rang(A). On a ainsi rang(A) < min{m, n}.
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Propriétés
e Si A est une matrice carrée, alors les vecteurs correspondant aux colonnes (ou

lignes) de la matrice A sont linéairement indépendants si et seulement si A est non-
singuliére.

e Siune matrice est d’ordre (m x n) avec n > m, alors les vecteurs correspondant aux
colonnes sont linéairement dépendants.

e Sirang(A) = s, alors il y a exactement s colonnes et s lignes linéairement indépen-
dantes.

1.3 Systéemes d’équations linéaires
Un systeme d’équations linéaires peut s’écrire sous la forme générale :
Az = b, (1.1)

ou A est la (m x n)-matrice, x le n-vecteur des inconnues et b le m-vecteur des seconds
membres.

e Un vecteur x vérifiant le systeme (1.1) est appelé solution du systéme (1.1).

e Le systeme (1.1) est dit compatible s’il possede au moins une solution. Dans le cas
contraire, il est dit incompatible.

e On appelle matrice augmentée, la matrice A a laquelle on a ajouté le vecteur b et on
la note par (A | b).

e Un systeme d’équations est dit équivalent a un autre systéme si toute solution du
premier systeme est aussi une solution pour le deuxieme systeme et inversement.

e Sile vecteur b est nul, le systéme (1.1) est dit homogene.

Théoréeme 1.1. Un systéme de m équations a n inconnues est compatible si et seulement
Si:

rang(A) = rang(A | b).

Démonstration. Appliquons les opérations élémentaires sur les lignes de la matrice aug-
mentée, on aboutit a la matrice augmentée suivante :
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0 0 @y(ry1y aly, by
0 62(r+1) 6271 b2
00 1 ar(rJrl) [ g?"
0 0 0 0 brys
: 0 0 0 :
0 0 0 - 0 by
00 -0 0 0 by

ou la notation a;; b; indique que les valeurs de a;; et b; ont été modifiées par des opérations
élémentaires. Le rang de la matrice A est r.

Sibyy1 = bypg = -+ = by, = 0, alors le rang de la matrice augmentée (4 | b) correspond
également a r et le systéme est compatible. En revanche, si 'une de ces valeurs est non
nulle (par exemple by, # 0, avec r + 1 < k < m), le rang de la matrice (A]b)vautr+ 1. Le
systéme est donc incompatible puisque I'équation 0 = by est absurde. O

1.4 Factorisation LU

Soit A une matrice inversible de M,,,(R) :

O € B ¢

e e

N R

A=A0=| + ¢ ot | V2o,
a'f’)’lL)l OJ?(’V:E; PR P a”f’l’ll?TL

et que L; désigne la i-eme ligne de A . Nous avons déja introduit la matrice E;; de M, (R).

Algorithme 1.1. (Algorithme de Gauss )

Lalgorithme de Gauss conduit a une factorisation de la matrice A comme produit d’'une
matrice triangulaire inférieure dont tous les termes diagonaux sont égaux a 1 et d'une ma-
trice triangulaire supérieure dont aucun terme diagonal n’est nul.

Etape 1 : Lélimination des coefficients de la premiére colonne dont I'indice de ligne est stricte-
ment supérieur a 1 se fait en procédant aux opérations élémentaires suivantes :

1)
il
1 9y
ag1)

S

Vi>1, Ly < L; — x;114 ou Ti1 =
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et conduit a la matrice

(1 1) (1)

0/11 a12 ... e a%g;
2
_ a oo dP)
A® = <H (Im — iv(m_mE(m—m)) A= :
i=0 .
0 W@ a2,

Notons par ; la matrice triangulaire inférieure dont tous les termes diagonaux sont
égaux a 1. Plus précisément :

1 0 0
—X921 1 0 0
m—2 m
Q1= H (Im — x(m—i)lE(m—i)l) = H(Im —xiEy) = 0 1
=0 =2
0
—Tml 0 1

Etape % : Soit k un entier tel que 1 < k < m — 1, supposons avoir obtenu aprés k — 1 étapes

une matrice
1 1 1 1 1
a§1) a§2) aﬁ&H) agk) otV
2 2 2
0 agz) “5(2—1) a;k) ag )
(kfl.) (kil) (k;1)
Ak — 0 g1y K e

0 - 0 0 T

0 - 0 0 O
dans laquelle aucun des termes diagonaux ag?, a%), e aEZ:B(,ﬁl) n’est égal a 0.

La forme de la deuxieme expression rappelle que lors de la jéme étape, les lignes
d’indice inférieur ou égal & j ne sont plus modifiées : la premiére ligne de A%) est
égale a la premiére ligne de A ; la deuxiéme ligne de A(%) est égale a la deuxiéme
ligne de A, etc. Supposons alors que le coefficient a,(clz) soit différent de 0. Il est
possible de le prendre comme pivot. Lélimination des coefficients de la kéme co-
lonne de A%®) dont I'indice de ligne est strictement supérieur a k, s’effectue grace aux
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opérations élémentaires suivantes :

o

T
al(ck:)

Vi>k, L; + L; — x;; Ly, ou Tik =

Lélimination revient @ multiplier A(*) & gauche par la matrice Q, suivante :

m
Qr=[[ Um—2m-ipBam-ip) = [ Um—zicEix)
i=0 i=k41
1 0 0 0 0
0
1 0
B 0 1 0
0 —zgpe 1
: 0 . 0
: 0
0 --- 0 — Tk 0o --- 0 1

On obtient ainsi, une matrice A*+t) = @, A®*) analogue a A*¥). Ainsi, sous réserve

gu’il soit possible de choisir comme pivot a I'étape k le scalaire @;E;]Z) ,
proche en proche, une famille de m — 1 matrices (Q, .

on obtient de
.., Qm—1) triangulaires infé-

rieures dont tous les termes diagonaux sont égaux a 1 et une matrice A(™ triangu-
laire supérieure dont aucun de ses termes diagonaux n’est égal a 0, telles que

W (1) (1)

aiy Ay a1 (k—1) A1,
2 2 2
0 ay aé(ch) al,
m—1 (k—1) (k—1)
0 0 a a
Alm) — (H Qmi) A= (k=1)k=1) - (k- 1)k
Py 0O --- 0 0 al(ck)
: 0
0 e 0 0 0 e 0

i
(2)

Aom

agk—-n
(k)

Cpm

(m)

Amm

k—1)m

Il est clair que la matrice Q,,_1--- Q1 est encore triangulaire inférieure et que tous

ses termes diagonaux sont égaux a 1. Elle est donc inversible. En effet

m—1
L=@Qu-1--Q0) ' =[] @
k=1
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et
1 0 0 0 0
0
1 0
o - o 1 0 |
0 Zgine 1
: 0 0
: 10
0 0 Tk 0 0 1
d’ou
1 0 0 0 0
21
r31 w32 1 0
- 1 0
Tk 1
' 0
1 0
Tl ot Tk Tpgmen) 1

Posons U = A(™)_On aura alors

Théoréme 1.2. [52]
Soit A une matrice de M,,,(R), A est complétement réguliére si et seulement si A admet
une décomposition LU.

Soit A € M,,,(R) non-singuliére. Supposons que nous puissions écrire la matrice A sous
forme d’un produit de deux matrices :

A=LU, (1.2)

ouL = (o, 1 <i<m, 1< j < m)estune matrice triangulaire inférieure et U =
(Bij, 1 <i<m, 1 <j < m) estune matrice triangulaire supérieure. On peut utiliser cette
décomposition pour résoudre le systéme :

Az = (LU)x = L(Uz) = b. (1.3)
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En résolvant d’abord par rapport au vecteur y le systéme :
Ly =b, (1.4)

puis en résolvant le systeme
Uz =y. (1.5)

Quel est 'avantage de la technique de décomposition LU pour la résolution d’un systeme
linéaire ?

Lavantage est que la solution d’un systéme d’équations triangulaires est assez triviale. Ainsi,
I'équation (1.4) peut étre résolue par substitution directe comme suit :

b
y = —-, (1.6)
a11
1 1—1
= — | b — Gvil, i=2,3,...,m. 1.7
Yy Qi ]Z;Oz]y] t m ( )

Par substitution de y par (1.6)-(1.7), le systéme (1.5) peut alors étre résolu comme suit :

Ym
/Bmm
1 - :
v =— |y — Z Bijril, it=m-—-1m—-2m-3,...,1 (1.9)
B j=i+1

Remarque 1.1. Si A est une matrice non-singuliére d’ordre m, alors A=! = (y;, 1 <i < m),
ou Ayi = €;.

1.5 Mise a jour de I'inverse d’une matrice

Soit une matrice :

A= (a1,a2,...,0p,...,0m)

non-singuliére dont I'inverse A~! est connue. Supposons que nous devons trouver 'inverse
de la matrice

A= (ar,az,...,aq,...,am)

qui ne différe de A que par la substitution du vecteur a, non-nul au vecteur a,. Nous savons,
par définition, que tous les vecteurs a; de A sont linéairement indépendants, puisque A
est non-singuliere. Le vecteur a, peut donc s’exprimer par une combinaison linéaire des
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vecteurs a; : il existe alors un m-vecteur non nuly = (y;,j =1,2,...,m), tel que
m
j=1
Pour que A~ ! existe, il faut que les vecteurs ay, ..., aq, ..., an, Soient linéairement indépen-

dants, c’est-a-dire que y, dans I'équation (1.10) soit différent de zéro, puisque nous savons
déja que les autres sont indépendants. Nous pouvons alors écrire :

m
aq = Z Yja; + Ypap

J#p
1 & 1
=ap = 737 Zyjaj + ;aq
P j#p p
=a, = Av,
ou
UT:(_@ Y2 Y1 1 Y _yﬂ)
yp’ yp? ) yp ) yp’ yp M b yp

La matrice A peut étre écrite sous la forme suivante :
A= AE, (1.11)

avec

E= Im + (y - ep)eg = (ela€2a < CEp—1,Y,€p+1, - - -aem)a

ou e; désigne le j-eme vecteur unitaire. En effet,

A=A+ (ag— ap)eg = AL, + A (aqg — ap)ag].
Comme A~ 'a, =y et A 'a, = ¢, on obtient A = AE.
Puisque det(E) =y, # 0, alors E est inversible et
-1 1 T
E =Ip — ;(y - ep)ep = (ela €2,...,6p—1,V,€p41,-- -, em)‘
p

[l en résulte alors que
ATl =E7tATh

Cette technique, dite forme produit de I'inverse, est particulierement utile dans la méthode
du simplexe ainsi que la méthode proposée dans le chapitre 3 de cette thése, puisque a
chaque itération, la base ne différe que par la substitution du vecteur a;, entrant au vecteur
aj, sortant.
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1.6 Espace vectoriel normé

Définition 1.6. Soit VV un espace vectoriel sur R, on appelle norme une application de V'
dans R, notée || ||, qui vérifie les trois propriétés suivantes :

oVr € V, VA eR, | Az| = |A|]z]].
vz eV, Vy eV, [lz+yll < 2|+ vl
oz =02 =0.

Un espace vectoriel muni d’'une norme est dit espace vectoriel norme.

Remarque 1.2. Un espace vectoriel de dimension finie muni d’'une norme est dit espace
vectoriel normé de dimension finie.

1.6.1 Normes fondamentales sur R”

Pour tout entier p €]1, +oo], on définit 'application | ||, de R™ dans R* par

1
n P
el = (3o
=1

Cette application est une norme, appelée norme de Hélder.
Les normes

n n %
Izl =3 lail, llall2 = (Z w) Nl = max o
i=1 =1

sont appelées normes fondamentales sur R".

1.6.2 Définitions
Soit V' un espace vectoriel normé sur R.
Définition 1.7. On dit qu’une partie non vide S de V est une partie bornée de V si
dM >0, Vz e S, ||z|]| < M.

Définition 1.8. On dit qu’une suite d’éléments (z ), de V converge vers z si et seulement
Si:
Ve >0, Ik eN, Vk >k, |z, —z| <e

Définition 1.9. Dire que S C V est fermé revient a dire que si une suite (x), de S converge
vers x de V alors nécessairement x € S.

Définition 1.10. Soient f une application de V dans R et 2o € V. On dit que f est continue
en xg Si
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Ve >0, 36(e) > 0, [lz —zol| <6 = [f(z) — f(zo)| < e
Lapplication f est continue sur S C V' si f est continue en tout point de S.

Définition 1.11. On appelle partie compacte d’un espace vectoriel normé de dimension
finie toute partie bornée et fermée.

1.7 Analyse convexe

Définition 1.12. Soit x; et x5 deux vecteurs de R". Le segment [z, x2] est 'ensemble des
points, défini par :

[z1,22] ={x € R": x = Az1 + (1 — N)z2, 0 <A <1}

Définition 1.13. Un ensemble S non vide de R" est dit ensemble convexe si et seulement
Si:

Vxl,;vg S S, [%1,.%2] CS

Définition 1.14. Soit S un ensemble convexe. Un point x € S est dit point extréme de S,
s'il n’existe aucun segment [u,v] C S (u # v) qui contient = en tant que point intérieur,
c’est-a-dire, si la relation

z=Au+ (1-A\)o,

avec un certain A €]0, 1] et u,v € S est possible si et seulement si v = v = . Autrement dit
x est un point extréme de S si on ne peut pas I'exprimer comme une combinaison convexe
de deux autres points différents de S.

Définition 1.15. Le vecteur y est appelé combinaison convexe des p vecteurs z1, z, ...,z
p p
s’il existe des constantes non-négatives A\i, Ag,..., A, avec >_ \; =1, tellesque y = > \z;.
=1 =1

Définition 1.16. Soit c € R" et b € R. Lensemble S = {z € R" : ¢’z < b} est appelé
demi-espace.

Définition 1.17. Soitc € R" et b € R. Lensemble S = {z € R" : ¢’z = b} est appelé
hyperplan.

Définition 1.18. Soit A € M,, ,(R) et b € R™. Lensemble S = {z € R" : Ax < b} est
appelé polyédre. Un polyédre borné est appelé polytope.

Remarque 1.3. Lhyperplan est un ensemble convexe.
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1.8 Programmation mathématique

Soit V un espace vectoriel normé sur R.

1.8.1 Le probleme fondamental

Soient S C V et une fonction f réelle définie sur S. Le probléme fondamental de la
programmation mathématique est le suivant :

trouver un élément y dans S tel que f(y) > f(z) pour tout = € S.

Le probleme est un probleme de maximisation. On dit que le point y est un maximum
de f. On dit aussi que la fonction f prend sa valeur maximale au point y. Le probleme
de minimisation de f sur S, i.e., trouver un y dans S tel que f(y) < f(x) pour tout z, est
équivalent au probléeme de maximisation de la fonction —f sur S. Pour voir cela, observez
que si —f(y) > —f(z) pour tout = € S, alors f(y) < f(z) pour tout = € S, et inversement.
Donc

max f(z) < min —f(z).

Remarque 1.4. Si S C R", nous obtenons alors le probleme de programmation mathéma-
tiqgue : maximiser ou minimiser une fonction réelle f sur S, ou S = {x € R", hi(z) < b;, i =
1,...,m}. Ici f est appelée fonction objectif (fonction économique), S est 'ensemble réali-
sable et h;(x) < b;,i = 1,...,m sont les contraintes; h; est une fonction a valeurs réelles
définie sur S, b; € R.

Remarque 1.5. Lorsque les fonctions f et h;, i = 1,...,m sont linéaires, il s’agit d’'un
probléeme de programmation linéaire. Si de plus, on impose que les variables ne peuvent
prendre que des valeurs entieres, on parle de programmation linéaire en nombres entiers.
Les problémes dans lesquels la fonction f ou h; sont non-linéaires font partie de la pro-
grammation non-linéaire. Un cas particulier est la programmation quadratique relative aux
problémes pour lesquels la fonction f est quadratique et les fonctions h; sont linéaires.

Nous exposons maintenant le théoréme d’existence fondamental pour la maximisation
(minimisation) des fonctions avec des domaines dans R™ [53, 2, 21].

Théoreme 1.3. Toute fonction réelle définie et continue sur un compact S atteint son maxi-
mum et son minimum sur S.

Remarque 1.6. Nous soulignons que le théoreme 1.3 donne une condition suffisante pour
I'existence d’'un maximum et d’'un minimum. Ce n’est pas une condition nécessaire.

Par la suite, nous étudierons essentiellement les problémes de programmation linéaire.



Chapitre 2

La méthode primale du simplexe

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons d’abord présenter les définitions de base et les théoréemes
d’existence des solutions optimales des problemes de programmation linéaire, puis en se
basant sur [17], nous aborderons la méthode primale du simplexe.

2.1 Position du probléme

La programmation linéaire est un cas particulier de la programmation mathématique, ou
la fonction objectif et les contraintes sont linéaires. Un probléme de Programmation Linéaire
(PL) s’écrit donc sous la forme standard suivante :

max z(z) = ¢! z, (2.1)
Az = b,
<z <u

ou A € Mpxn(R), b € R™, z € R" est le vecteur des variables et ¢,l,u € R™. On suppose
que ||l|| < oo, ||u|| < oo et rang(A) = m. Lorsque cette derniére condition n’est pas vérifiée,
on ajoutera dans ce cas des vecteurs unitaires appropriées aux colonnes de la matrice A
(voir la remarque 4.1).

Plusieurs concepts jouent un réle important dans I'étude des problémes de programma-
tion linéaire, notamment la notion de solution réalisable et celle de base.

2.2 Définitions

e La matrice A est appelée la matrice des contraintes, b est dit vecteur des seconds
membres, [ est le vecteur des bornes inférieures et u le vecteur des bornes supé-

28
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rieures.

e Un vecteur x est dit pseudo-solution du probleme (2.1)-(2.3) s'il vérifie les contraintes
(2.2).

e Un vecteur x est dit solution réalisable (SR) du probleme (2.1)-(2.3) s'il vérifie les
contraintes (2.2)-(2.3). Notons par S I'ensemble des solutions réalisables.

e Une solution réalisable =* est dite solution optimale si elle maximise la fonction ob-

jectif :
z(2*) = max z(z) = max ¢! .
zeSsS zeS
e Notons par J = {1,2,...,n} 'ensemble des indices des colonnes de la matrice A. Si

Jp C JetJy =J\ Jp, alors Ap = (a;j, j € Jp) désigne la sous-matrice constituée
des colonnes correspondant aux indices de I'ensemble Jg et Ay = (aj, j € Jn)
celle constituée des colonnes correspondant aux indices de Jy. Si v est un vecteur
de R™, alors on écrit vg = (v;, j € Jp) et vy = (v}, j € In).

e Une base est un sous-ensemble d’indices Jp C J, vérifiant les deux propriétés sui-
vantes :
— Card(Jg) =m;
— La sous-matrice Ap est non-singuliére.
Les indices de 'ensemble .Jz sont appelés indices de base. Notons par Jy = J\ Jp;
les indices de I'ensemble Jy sont alors appelés indices hors-base. De méme, la
sous-matrice Ap est appelée matrice de base, les variables z;, j € Jg sont appelées
variables de base et les variables z;, j € Jy sont appelées variables hors-base.

e Soit Jp une base. Alors le vecteur z vérifiant les relations :
Tj = lj Oou uy;, 7€ Jdn (24)

et
zp = Az (b— Anzy) (2.5)
est appelée solution de base associée a la base Jg ou solution de base.

e Lorsque la solution de base z vérifie ip < x5 < up, alors on dit que z est une solution
de base réalisable (SBR).
Notons par Jn; = {j € Jy : xj = [;} et Iy, = {j € JNv : x; = u;}. Donc pour une
SBR z,0on a xn; = Iy et Ty = UNy-

e Une SBR est dite non-dégénérée si
lp<zp <upg.

Remarque 2.1. Supposons que S # 0. Si ||l]| < oo et ||u|| < oo, alors S est borné mais la
réciproque n’est pas toujours vraie. Dans ce cas, le probléme de PL (2.1)-(2.3) est appelé
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probleme de PL a variables bornées. Notons également que si S est borné, alors d’apres le
théoréme 1.3, le probléme (2.1)-(2.3) posséde une solution optimale finie, mais la réciproque
n’est pas toujours vraie.

Remarque 2.2. Le nombre de solutions de base réalisables du probléeme (2.1)-(2.3) est
inférieur ou égal a O = —1

(n—m)!m!"

2.3 Recherche d’une solution optimale

Comme I'ensemble S des solutions réalisables du probleme (2.1)-(2.3) est borné, alors
on a les théoremes importants suivants :

Théoréme 2.1. Toute solution réalisable du probléme (2.1)-(2.3) peut s’écrire comme une
combinaison convexe des solutions de base réalisables du probléme.

Théoréme 2.2. Lensemble S posséde au moins un point extréme.
Théoréme 2.3. Tout point extréme est une solution réalisable de base, et inversement.

Théoréeme 2.4. Si le probléeme de PL (2.1)-(2.3) posséde une solution optimale, alors il
existe une solution de base réalisable optimale.

Les preuves détaillées de ces théorémes classiques de la PL dans le cas d’un probléme
de PL a variables positives ou nulles, écrit sous forme standard, i.e., S = {x € R", Az =
b, = > 0}, peuvent étre trouvées dans la référence [16].

Ainsi pour trouver la solution optimale, il suffit d’examiner les points extrémes de S ou de
maniére équivalente les solutions réalisables de base. Dans la section suivante, nous allons
présenter la méthode primale du simplexe dont le principe consiste a passer d’'un point
extréme a un autre point extréme adjacent de S ayant une meilleure valeur de la fonction
objectif. Le processus itératif s’arréte lorsque aucune amélioration n’est possible.

2.4 Méthode primale du simplexe

Pour décrire les étapes de la méthode primale du simplexe, il faut d’abord se poser les
trois questions suivantes :

1. A l'étape initiale, comment sélectionner la solution de base réalisable initiale ?
2. Al'étape itérative :

e Quels criteres utiliser pour sélectionner la variable hors-base a faire entrer en
base ?

e Comment identifier la variable a faire sortir de la base pour devenir hors-base ?
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e Comment identifier la nouvelle solution sans avoir a résoudre le nouveau systéme
d’équations linéaires ainsi obtenu ?

3. Al'étape d’arrét, comment effectuer le test d’optimalité ?
Pour répondre a toutes ces questions, nous présentons ici I'algorithme de la méthode pri-

male du simplexe :

Algorithme 2.1. (MPS)

Etape initiale : Nous calculons une SBR initiale du probléme (2.1)-(2.3) avec la technique
utilisant plusieurs variables artificielles ou celle utilisant une seule variable artificielle ou la
technique qui évite carrément I'utilisation des variables artificielles que nous proposons dans
la section 4.2. Soit donc x une SBR initiale du probléme et Jp la base correspondante.

Etape itérative :
Etape 1 : Calculer les ensembles Jy; et Iy ;

Etape 2 : Calculer le vecteur des multiplicateurs 77 = c5AZ" et le vecteur des couts réduits
A=ATr —¢

Etape 2.1 : Siles conditions suivantes sont vérifiées :
A; >0pourje Jy, A; <0pourj € Iy, (2.6)

alors l'algorithme s’arréte avec = une SBR optimale;

Etape 2.2 : Sinon, déterminer I'ensemble des indices non optimaux Jyyo qui contient les
indices hors-base qui ne vérifient pas les conditions (2.6) et sélectionner une

variable d’entrée z,, jo € Jnno, Vérifiant | A, |= max | 4; |;
Jje€JNnNO

Etape 3 : Résoudre le systéme d’équations linéaires Agy = aj, par rapport a y;

Etape 4 : Calculer § = min{11<nj<n 0:,uj5 — Ljg }, OU
<i<m

. lp.—xpg. .
mgn(AjO)B’LTfB'L, si Ajyyi < 0;
0; = sign(Ajo)w, si Ajoy; > 0;
+00, Si Y = 0.

Etape 5 : Poser xp := xp + Osign(4;,)y; z := z + 0| 4,|;
Etape 5.1 Pour 6 = u;, — [, :

Si jo € Jnu, alors poser Jy; == Jn; U {jo} et Iy := JInu \ {Jo} ;
Sinon INy = Inu U {]0} et Jy; = JIny \ {jo};
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Etape 5.2 Pour 0 < uj, — lj, : poser zj, := xj, — Osign(A,);
Soient j; € Jp, tel que 0;, = 6 et et i; la position de j; dans Jp.
Si Aj,yi, <0, alors poser Jy; == Jn; U {j1};
Si Aj,yi, > 0, alors poser Jyy, = Jny U {j1};
Supprimer jo de Jy; U Jny. Poser Jp := Jp\{j1} U {jo} et aller a I'étape 1;

Théoreme 2.5. Si l'algorithme 2.2 s’arréte a I'étape 2.1, alors x est une solution de base
réalisable optimale du probléme (2.1)-(2.3).

Démonstration.  Par hypothese, = est une solution réalisable de base. Supposons que
I'algorithme se termine a I'étape 2.1. Soit A = AT7 — ¢, ol 7 est calculé dans I'étape 2.
Maintenant, pour toute solution réalisable z, on a

dz-Tr=c'(z -1

= —A%(i’]\f — $N)

= — AL (@n1 — In1) — AR (@Nu — uny) < 0.

La derniére inégalité découle du fait que Ayx; > 0, Zn; > Ing, Any < 0 et Ty, < upny. Par
conséquent, ¢’z < ¢’'z. Donc z est optimale.

(Mise a jour). Il faut montrer que si la solution courante n’est pas optimale, alors la nouvelle
solution z est une SBR associée a la nouvelle base Jg.

Si I'étape 5.1 se produit, le nouveau Jp est identique a I'ancien Jg, et donc évidemment
une base. Pour le cas restant, il faut montrer que la nouvelle matrice Ap est non-singuliere.
Désignons la nouvelle matrice par Ag, il s’en suit que

AB = ABEa
ou
E=1Iy+(y—ei)el.

Puisque y;, # 0 par la définition de 6, alors E est inversible. Comme Ap est inversible, on
déduit qu Ap est inversible. O

2.5 Résolution des problémes de PL sous forme générale

Considérons le probléme de PL (2.1)-(2.3) pour lequel les valeurs —oco pour les bornes
inférieures et +o0o pour les bornes supérieures sont autorisées.

e Lorsque I; = 0 et u; = 400, j = 1,2,...,n, on dit que les variables =; sont non-
négatives.

e Sil; = —o0 etu; = +oo, la variable z; est dite libre ou sans restriction de signe.
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Sil; = uj # oo, alors z; est dite une variable fixe. Notons qu'il est particulierement
plus aisé de remplacer une variable x; sans restriction de signe par la différence de
deux variables non-négatives.

Notons I'ensemble des variables libres et celui des variables fixes, respectivement,
par :
IN = {j € Jy: T est Iibre}, Jfo = {] € Jy: T est fixe}.

Une base est un triplet (Jp, Jni, Jnw,) Vérifiant les deux propriétés suivantes [17] :

— La sous-matrice Ap est non-singuliére;

— IJniNIne =0, Iy U Iny = {j ¢ Jp : x; n'estnifixe nilibre}, [; > —oo pour
j € Jn et Uu; < 400 pour j € Jny-

La solution de base = associée a la base (Jg, Jni, Jnv) €St donnée par :

N1 =N,
TNu =UNu, 2.7)
INfe =INfz = UNfz,
z iy =0,
et
o5 = A7l (b— Anzy). (2.8)

e Lorsque la solution de base z vérifie [z < zp < upg, alors on dit que = est une solution
de base réalisable (SBR).

e Si la valeur optimale de la fonction objectif est infinie, alors le probléeme de PL est dit
non borné.

Pour résoudre le probleme de PL sous forme générale, nous présentons I'algorithme décrit
dans [17] :

Algorithme 2.2. (MPS)

Etape initiale : Nous calculons une SBR initiale du probléme (2.1)-(2.3) avec la technique
utilisant plusieurs variables artificielles ou celle utilisant une seule variable artificielle ou la
technique qui évite carrément I'utilisation des variables artificielles que nous proposons dans
la section 4.2. Soit donc x une SBR initiale du probléme et Jp la base correspondante.

Etape itérative :
Etape 1 : Calculer les ensembles Jy;, Jnu, Inir €t Ins;

Etape 2 : Calculer le vecteur des multiplicateurs 77 = c5A5" et le vecteur des couts réduits
A=ATnr — ¢
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Etape 2.1 : Siles conditions suivantes sont vérifiées :
A; >0pourje Jy;, A; <0pourje Jyy, et A; =0pourj e Jy, (2.9)

alors I'algorithme s’arréte avec x une SBR optimale;

Etape 2.2 : Sinon, déterminer 'ensemble des indices non optimaux Jynyo qui contient les
indices non basiques qui ne vérifient pas les conditions (2.9) et sélectionner une

variable d’entrée z;,, jo € Jnno, Vérifiant | A;) |= max | 4; |;
J€JINNO

Etape 3 : Résoudre le systéme d’équations linéaire Apy = aj, par rapporta y;

Etape 4 : Calculer 6 = min{ min 6;,uj, — L}, ol

sign(Ajo)%, si Ajyyi < 0;
0; = sign(Ajo)%, si Aj,yi > 0;
+00, Si y; = 0.
Si § = 400, alors algorithme s’arréte. Le probleme est non borné;

Etape 5 : Poser xp := 25 + sign(4;,)0y, 2 := z + 0|4, |;
Etape 5.1 Pour 0 = uj, — I,

Si jo € Jnu, alors poser Jy; := Jy; U {jo} et Iy := JInu \ {Jo} ;
Sinon Jyy, == Jn, U {j()} et Jy; :i= JIny \ {jo};

Etape 5.2 Pour § < uj, — 1, : soit j1 € Jp, tel que 0;, = 6. Poser

0, Si Jjo € Jni- et Ajo < 0;
-0, Si jo € Jnir €1 Ajy > 0;

ljo + 0, Si Jo € JIni;

Ujy — 0, si Jo € JInu.

\

Si la variable sortante x;, est fixe, alors poser Jyy, := Jn s, U {Jj1}; sinon, soit i;
la position de j; dans Jp.

Si Aj,yi, <0, alors poser Jy; := Jn; U {j1};

Si Aj,yi, > 0, alors poser Jyy, = Jny U {j1};

Supprimer jo de Jyi U Iy U Iy Poser Jp := Jp\{j1} U {jo} et aller a I'étape 1;

Théoréme 2.6. [717] Sil'algorithme 2.2 s’arréte a I'étape 2.1, alors x est une solution de base
réalisable optimale du probleme (2.1)-(2.3). Si I'algorithme se termine a I'étape 4, alors la
valeur optimale de la fonction objectif du probleme (2.1)-(2.3) est infinie (le probléme est non
borné).
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Démonstration. Loptimalité de la solution z et la non-singularité de la nouvelle base se
démontrent d’une fagon similaire a celle utilisée pour la preuve du cas borné (théoreme
2.5). (Infinité). Supposons que A;, < 0 et pour a > 0, définissons

z§ = z; pour j € Jn\{jo},

ou Ay = aj, et x est donné par (2.7)-(2.8). Il est simple de voir que Az® = b. Supposons

ue a < 6. Alors clairement [, < 2¢ <., etdonc iy < z% < uy, enoutre 0 < o < min 6,
Jo Jo J0 N i

implique ip < 2% < up. Par conséquent, = est une solution réalisable, et

T

2=l =cle + acj, — acky,

=clz+ Qcj, — omTajO,

— T .
=c x—adj.

Il s’en suit que si # = +oo, alors z* est infinie. D’'une fagon simailaire on traite le cas A;, > 0,
en prenant 25 =z, —aetaxy = + ay.
O

2.6 Exemples numériques

Les exemples suivants illustrent respectivement les trois cas suivants :
1. Le maximum existe avec un ensemble de solutions réalisables borné.
2. Le maximum existe avec un ensemble de solutions réalisables non borné.

3. Le probléme est non borné.

Exemple 2.1.

max z = ¢!z,

Az =0b, | < x <wu,

(2.10)
ou

1 -1 3 2
A= Cb=0,1D7, ¢e=(4,-6,-2,2)T, u=(1,2,3,97, | = —u.
-7 1 2 3

Itération 1



2.6 Exemples numériques

36

e L a solution de base initiale et la valeur de la fonction objectif z :

JB = {273}7 JNu = {174}7

4 “12,r
5 577

TN = (1,4)T, rp = Agl[b— ANxN] = (
La valeur de la fonction objectif est z = 12.

Les vecteurs w et A :

= chb A = (2,-4), A= ATn —c=(26,0,0,-10)".

Le vecteur et l'indice entrants :

jo = 1, ajo = (1, *7)T.

Les coordonnées de a;, par rapporta Jp :

_ —23 —6
y= ABlajo = (?7?)?
e Calculde§ : Ona Aj, =26 > 0. Donc
14 1 1
0 =min{—,~,2} = - etj; = 3.
mln{23727 } 92 J1
e [ a nouvelle solution réalisable de base :
1 -3
=(=, — -3 47T = 25.
T (2,2, 3,4)", 2 5

Itération 2

e La solution de base et la valeur de la fonction objectif z :

Jp ={1,2}, Jni = {3}, JInu = {4},

1 -3

TN = (_374)T7 B = (57 T)T
La valeur de la fonction objectif est = = 25.

e Lesvecteursw et A :

19 1
T T 1—1
= A = —_— .,
T ch ( 373
e [ e vecteur et l'indice entrants :

jo =4, aj, = (2,3)7.
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e Les coordonnées de aj, par rapporta Jp :

_ -5 —17
Yy = ABlajo = (?7 6 )T-

e Calculde :Ona Aj, =3} > 0. Donc

9 3 3
0 =min{2 > 4} = > et j, = 2.
min{ 2, 7,4} = 77 et

e [ a nouvelle solution réalisable de base :

6 65 . 460
ﬁ7_ y — 7ﬁ) 73—7_2706

7= 17

Itération 3

e La solution de base et la valeur de la fonction objectif z :

Jp ={1,4}, Jni = {2,3},

6 65
TN ( ) 3) y B (177 17)

La valeur de la fonction objectif est z = %

e lesvecteursm et A :

26 —6

70 100
_(ﬁvﬁ% )

T T A—1
™ :CBAB ,ﬁ7T7,

A=ATr —c=(0

Donc le vecteur x = (1%, -2, -3, %)T est une solution réalisable de base optimale du

probléme (2.10) et la valeur optimale de la fonction objectif est z = 4%“.

Exemple 2.2.
max z =4x1 + 3xo,
2x1 + x2 + 3 = 10,
LT (2.11)
T1+ T2 + x4 = 8§,
nglglo, $2§4, 1’3€R, T4 > b.
Itération 1

2110
A= ,b=1(10,8)T, ¢ = (4,3,0,0).
1101

e La solution de base initiale et la valeur de la fonction objectif = :

JB = {273}a JNl = {174}7
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ey = (0,5)", 25 = Ap'[b— Anan] = (3,7)7
La valeur de la fonction objectif est z = 9.

Les vecteurs ™ et A :

' =cbAz' =(0,3), A= ATn —c=(~1,0,0,3)T.

Le vecteur et l'indice entrants :

jO = 17 Aj, = (27 I)T'

Les coordonnées de a;, par rapporta Jp :

Y= Aélajo = (1, 1)T.

Calculde 0 : Ona A;, = —1 < 0. Donc § = min{+o0, +00,10} = 10 et j; = jo = 1.

La nouvelle solution réalisable de base :

z=(10,-7,-3,5)T, z =19.

Itération 2

e La solution de base et la valeur de la fonction objectif = :
JB == {273}7 JNl - {4}7 JNu - {1}7
zy = (10,5)7, zp = (-7,-3)".
La valeur de la fonction objectif est z = 19.
o Lesvecteursm et A:

' =cbAz' =(0,3), A= ATn —c=(~1,0,0,3)T.

Donc le vecteur z = (10,7, —3,5) est une solution réalisable de base optimale du
probléme (2.11) et la valeur optimale de la fonction objectif est z = 19.

Exemple 2.3.

max z = — 2x1 + x9 + dxs,
5x1 — 2w + 4y = 4,
Poemm (2.12)
5$1—3ZE2+3ZE3:9,

1 <=5, w2, € R, 0 <23 <13, 4 > 2.
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Itération 1

e La solution de base initiale et la valeur de la fonction objectif z :

Jp = {3,4}, Jnu = {1}, Jnir = {2},

3429,

TN = (_5a0)Ta rp = A]_gl[b_ ANZUN} = (?7 Z

La valeur de la fonction objectif est z = 2—30 ~ 66.67.

Les vecteurs w et A :

1
FT:CEAél = (072)7 A:ATT('—C: (37

—6,0,0)7T.
37 ?7)

Le vecteur et l'indice entrants :

jo=1, aj, = (5,5)".

Les coordonnées de a;, par rapporta Jp :

5 5y

y=Ag'aj, = (377

Calcul de 6 : On a Aj, = 3! > 0. Donc
6 = min{1, +oo,+o0} =1 et j; = 3.

La nouvelle solution réalisable de base :

1 231
;)T,z:i:W.

z = (—6,0,13, .

Itération 2

e La solution de base et la valeur de la fonction objectif z :

Jp = {134}7 JNZT = {Q}a INu = {3}7

17
oy =(0,13)", wp = (-6,)".
La valeur de la fonction objectif est z = 77.
e Lesvecteursm et A :
—2 1 -31
7TT = CgAEl = (O, ?), A = ATT(' — C = (0, g, ?70)71
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e [ e vecteur et l'indice entrants :
jo =2, aj, = (—2,-3)T.

e Les coordonnées de aj, par rapporta Jp :

=3 L

-1
y = Ap aj, :(?71

e Calculde :Ona A, =+ > 0. Donc

0 = min{+o00, +00, +00} = +00.

Par conséquent, le probléme (2.12) est non borné.



Chapitre 3

Une Nouvelle Méthode a Direction
Hybride et a Pas Multiple (MDHPM)
pour la PL

Introduction

Dans ce chapitre, aprés avoir rappelé la « Méthode Adaptée a Direction Hybride (MADH) »
développée dans [14, 7], nous proposons une nouvelle méthode appelée « Méthode a Di-
rection Hybride et a Pas Multiple (MDHPM) » pour résoudre les programmes linéaires a
variables bornées [28]. Lalgorithme proposé commence par une solution réalisable de sup-
port initiale, puis il passe d’une solution réalisable de support a une autre solution meilleure
en suivant une nouvelle direction hybride. La direction construite donne une meilleure ame-
lioration locale de la fonction objectif que la direction de I'algorithme MADH. Afin d’arréter
I'algorithme, nous utilisons un critere de suboptimalité et nous adaptons la regle du pas
multiple pour changer le support courant.

3.1 Position du probléme et définitions

Le probleme de programmation linéaire a variables bornées se présente sous la forme
standard suivante :

max z = ¢! z, (3.1)

Ax = b,

[ <x<u,

ou ¢, z, [ et u sont des n-vecteurs; ||l|| < oo, ||u|| < co; b un m-vecteur; A est une matrice
d’ordre m x n, avec rang(A) = m < n.

41
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e Définissons les ensembles d’indices suivants :
I={1,2,....m}, J={1,2,...,n}, J=JpUJy, JgNJy =0, Card(Jg) =m.
e Une solution réalisable x est appelée e-optimale ou suboptimale si
2(2%) — 2(z¢) = T2 — T2 <,

ou =¥ est une solution optimale du probléme (3.1)-(3.3) et ¢ un nombre positif ou nul choisi
a l'avance.

e Soit un sous-ensemble d’indices Jp C J tel que Card(Jp) = Card(I) = m. Lensemble
Jp est alors appelé support si

det(Ap) = det(A(I, Jp)) # 0.

e Le couple {z, Jp} formé de la solution réalisable x et du support Jp est appelé solution
réalisable de support (SRS).
e Une SRS est dite non-dégénérée si

lj<.75j<Uj,j€JB.

3.2 Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit {z, Jp} une SRS du probleme (3.1)-(3.3). Considérons une autre solution réalisable
quelconque z = = + Az, c’est-a-dire :

AAz =0, (3.4)

et
l—r <Az <u-—zx. (3.5)
De la relation (3.4), nous obtenons :
Azp = —Az'AnAxy.
Laccroissement de la fonction objectif s’écrit
Az = 2(Z) — 2(x) = T Ax
= cEAzp + chAzy
= —c%AElANA:UN + C%AJJN
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D’ou
Az=— )" AjAz; (3.6)

Jj€JIN

3.3 Critere d’optimalité et de suboptimalité

Théoreme 3.1. (Critére d’optimalité [36]). Soit {x, Jg} une SRS du probléme (3.1)-(3.3).

Alors les relations
AJ’ >0, si Tj = lj;

Aj <0, si Tj = Uj; (37)
Aj:O,Silj<a:j<uj,j€JN
sont suffisantes pour I'optimalité de la solution réalisable x. Ces mémes relations sont aussi

nécessaires dans le cas ou la SRS {z, Jg} est non-dégénérée.

Démonstration. Suffisance. Soit {x, Jg} une SRS du probléme (3.1)-(3.3) vérifiant les re-
lations (3.7). Pour toute solution réalisable z = x + Az du probleme (3.1)-(3.3), la formule
d’accroissement (3.6) nous donne

2(Z) —z(x)=— > Ai@i-L)— X Ai(F —u).

Aj>0,jEJN Aj<0,j€JN

Comme on a
lj<zj<uj=z;—1;>0etz; —u; <0,
on en déduit que
2(7) — 2(x) <0 = 2(2) < 2(x).

Par conséquent, le vecteur x est une solution optimale du probléme (3.1)-(3.3).
Nécessité. Soit {z, Jg} une SRS optimale non-dégénérée du probleme (3.1)-(3.3) et sup-
posons que les relations (3.7) ne sont pas vérifiées, c’est-a-dire, 3j9 € Jy, tel que

Ajo > 0etxj;, > 1, oubien Aj;; <0etx; < uy.
Construisons alors une autre solution réalisable z = = + 6d, ou 6 est un nombre réel positif
et d un vecteur vérifiant
dj, = —sign(Aj,);
d]:07 ]7&]07 JGJNa
dp = —Az' Andy.
On a bien

Ad = Apdp + Andy =0
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et
Az = Az + 0Ad =b.
Pour que z soit une solution réalisable du probléme (3.1)-(3.3), il doit en plus vérifier 'inéga-
lité
[<z<usl—-z<0d<u—m=x,

soit en écrivant composante par composante :

lj—xjfedjSUj—ﬁfj,jeJB;

(3.8)
Liy — x5, < —Osign(4j,) < uj, — xj,-
Puisque la SRS {z, Jp} est non-dégénérée, on a alors
lj—x; <0<wu; —xj, j € Jp.
De plus, on a
ljy — xj, < 0,8 Aj; > 0; (3.9)

WUjy — Tjoy > 0, si Ajo < 0.

Pour un nombre 0 > 0 assez petit, les relations (3.8) seront alors vérifiées et le vecteur x
sera une solution réalisable du probleme (3.1)-(3.3). La formule d’accroissement (3.6) nous
donne donc

2(Z) — z(x) = 0|4;,| > 0.

On en déduit que z(z) > z(z). Mais ceci est en contradiction avec le fait que = est une
solution optimale du probléme (3.1)-(3.3). Par conséquent, si {z, Jz} est une SRS optimale
non-dégénérée, alors les relations (3.7) sont forcément vérifiées. O

Pour une SRS {z, Jp} du probléme (3.1)-(3.3), nous faisons la partition suivante :
Iy = J5UJyuJy,
ou
Ji={jedn: 4;>0}, Jy={je€Jn: Aj<0}etIno={j€Jy: A;=0}. (3.10)

La quantité non-négative 5(z, Jp) définie par

B =B, Jg) =Y Ajlw; =)+ > Ajlx;—uy), (3.11)

jeg j€Jn

est appelée I'estimation de suboptimalité [32]. Ainsi, nous avons les résultats suivants [32] :
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Théoreme 3.2. (Condition suffisante pour la suboptimalité)
Soit {z, Jp} une SRS du probléme (3.1)-(3.3) et e un nombre positif arbitraire. Si f(x, Jp) <
€, alors la solution réalisable x est e-optimale.

Corollaire 3.1. Soit {z, Jp} une SRS du probléme (3.1)-(3.3). La condition g(z, Jg) = 0 est
suffisante pour I'optimalité de la solution réalisable .

3.4 Rappel sur la Méthode Adaptée a Direction Hybride (MADH)

La méthode adaptée a direction hybride [14] est une méthode itérative pour trouver la
solution optimale d’un probléme de programmation linéaire écrit sous la forme (3.1)-(3.3).

Dans ce chapitre, nous supposons que I'ensemble des solutions réalisables du probleme
(8.1)-(3.3) est non vide. Le schéma de la méthode adaptée a direction hybride est alors
décrit dans les étapes suivantes [14, 7] :

Algorithme 3.1. (MADH)

Etape initiale : Soit 7 < [0,1] et {z,.Jz} une solution réalisable de support initiale (la
technique permettant de rechercher cette solution est décrite dans le chapitre suivant, sec-
tion 4.2);

Etape itérative :
Etape 1 : Calculer 77 = c5AZ", AT =xTA (T

Etape 2 : Calculer les ensembles

Ine ={j€dn: Aj>nz;—1)}, In- ={j€JIn: A <n(xj —uy)},
I = edn: 0< Ay <nlz;— 1)}, JE ={j€dn: nlz; —uy) < Aj <0},
JRO={jedn: A =0}, Iy =T uJk v g

Etape 3 : Calculer I'estimation d’optimalité v(n, z, Jp) :
2 A -+ X Ajlay—w) gy X A sin >0
v =7z, Jp) = /Nt 7N jeIg Ik

6(337‘]3)7 3”7:0,

Etape 4 : Si~ = 0, alors I'algorithme s’arréte avec {z, Jp}, une SRS optimale. Stop;
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Etape 5 : Calculer la direction d’amélioration d :

dj:lj—.’Ej, SijEJN+;

dj:’LLj—ZUj, SijGJN—;

“A
d]: 77]>S|j61]]]\:[,777?é0;
dj=0,sijeJg n=0;
dB:—AEIANdN;

Etape 6 : Calculer §;, = min 0;, oU
j€JB
U5 —T4 H
Ji,J, Sl Cl] > 0,

J

[ .
0j = 25 sid; <0

+00, Si Clj = 0;

Etape 7 : Calculer 0 = min{1,6;,},z =z + 0°d et z = z + §°;
Etape 8 : Si 6% = 1, alors
Etape 8.1: Si JJ" UJL =0, alors 7 est optimale, Stop;
Etape 8.2 : Sinon, posern =0,z =1, z = z et aller a I'étape 2;

Etape 9 : Calculer la direction duale ¢ :

k=2 +d, ao = K5 — Tji;
tj, = —sign(ao), t; =0, j # j1 j € Jp;

th = tEAZ Ap;

Etape 10 : Calculer le pas dual 60 = 0j, = min o;, ou

JEJIN
—%, Si Ajtj < 0;
0, SiAjZO, tj<0, /{j;éuj; .
0, SIAjZO, tj>0, Iij;félj;
+o00, dans les autres cas;

Etape 11 : Poser A = A+ 6%, Jg = (Jz \ {/1}) U {Jjo}:

Etape 12: Poserz =z, Jg = Jg, A=A, z = z et aller 4 I'étape 2;

Théoréeme 3.3. Si l'algorithme 3.1 s’arréte a I'étape 4, alors x est une solution réalisable
optimale du probléme (3.1)-(3.3). Si l'algorithme 3.1 se termine a I'étape 8.1, alors = est une

solution réalisable optimale du probleme (3.1)-(3.3).
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Démonstration. (Loptimalité de x). Soit {x, Jp} une SRS du probleme (3.1)-(3.3).
Sivy(n,z,Jg) =0, alors

z; = l;, pour tout j € Jy+, z; = uj, pourtout j € Jy- et JE~ UJET =0.

Pour toute solution réalisable y du probléme (3.1)-(3.3), on a

Iy —z)=A"(z—y)
=Y Ajlj—yy)
JjE€IN

= > Alwi—y)+ Y, A —y)

jEJNgAj>0 jGJNij<0

= Y Ajmi—y)+ Y, Al —y)

jeIbtugy JeIRTUT -

< Z Aj(a;j - lj) + Z Aj(l’j — uj) =0.

jesbtur, JETR T UTy—

On en déduit alors que ¢’z > ¢’'y. Par conséquent, = est optimale.

(Loptimalité de 7). Si 0° = 1 et J§ UJL" =0, cest-a-dire,z =z +det Jy UJL"

Alors pour toute solution réalisable y du probleme (3.1)-(3.3), on a
dE—y)= Y Aly-z)+ Y, Ay —)
jeIbtuly jeIETuI -

= Y Ay —wi—dp)+ Y Ay~ —dy)

JeTyt JET

= > Ay =)+ > Ay —uy) > 0.
jEJN+ JEI v

=z > cTy.

Par conséquent, le vecteur = est une solution optimale du probleme (3.1)-(3.3).

Remarque 3.1. Sin = 0, nous obtenons la méthode adaptée [36].

= (.
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3.4.1 Exemples numériques
Exemple 3.1.
max z = cTa:,
(3.12)
Az =b, | <z < wu,
ou
—6 —24 —18
1 12 — —
e 30 b= 63 = 3 = 10 u= 2
-2 2 01 40 0 —1 10
0 -8 28
Posons n = 1 et commencons par la SRS initiale suivante :
Jp = {3,4}, Jx = {1,2}, . = (—21,-6,4,10)".
Itération 1
e La valeur de la fonction objectif en z est z = 108.
e Calcul du vecteur des multiplicateurs et du vecteur des codlts réduits :
=LA = (0,0), AT =7TA - = (6,-3,0,0).
o Calcul des ensembles Jy+, Jy-, J et JL
n(x—u) = (=3,—4,—6,—-18)T, n(x —1) = (3,4,5,18)7,
JN+ = {1}7 JN* = ®7 Jﬁ+ = Q)a J]I\:fk = {2}
e Calcul de I'estimation d’optimalité : v(n, z, Jp) = 27.
e Calcul de la direction d’amélioration d :
d=(-3,3,13,-12)T.
e Calcul du pas le long de la direction d :
6 3 6
6° = mi =min{l, —, -} = — = ji = 3.
min{1, 63, 64} = min{1, 13’ 2} 3= 0 3
e Calcul de la nouvelle solution réalisable z :
—291 —60 58 1566
_ 0 T = 0
T=x4+0"d=( 3 13 ,13) , Z=24+60"v(n,x,JB) 13 0.46
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e Calcul de la direction duale ¢ :

k= (-24,-3,17,-2)7, ap = T;

-1
t=(—
3

e Calcul du pas dual et de l'indice entrant j :

.4,-1,0)T.

3 3
0¥ = min{oy, o9} = min{18, Z} =jo=2, 00 = T

_ _ _ 2 _
To =124}, Jy = (1.3}, A= a0 =2 0,2 0.

Itération 2
e La SRS courante est

291 =60 | 58

JB:{2>4}? JN:{173}75€:( 13 13 7E

La valeur de la fonction objectif en z est z = 12%.

Le vecteur des co(ts réduits est

Les ensembles Jy+, Jy—, J5 et JL~ sont

—57 —34 —306 21 70 162
9 s Vo )T7 n(x_l):(77771 77)T
13 ° 13 13 13 13 13

n(x —u) = (

)

Ine = {1}, Jy- = {3}, JF =0, % =0.

Lestimation d’optimalité est v(n, z, Jp) = 2.

La direction d’amélioration est

21 =T\ =TT

d= (=, —,0,—
(35270 2

Le pas le long de la direction d est :

90 — min{1, 0y, 0,} = min{1, 40, %} =1.

Puisque #° = 1 et Jﬁ* U Jﬁ‘ = (), alors la solution optimale et I'optimum sont

—-19 3 519
—=. 10, 5)T, zZ=2+0%(n,z,Jp) = = ~129.75.

T = 0% = (—24
T=x+ ( ] 1
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Exemple 3.2.
max z = CTZL',
(3.13)
Ar =0, | <z < u,
ou
1
3
0 0 -1 =210 0 0 5
-2 0 0 3 01 0 0 =
A= -10 2 0 00 -1 |,b=] % |.c=] % |
0O 6 0 4 00 O 21 0
1 0 2 3 0 0 O 24 0
0
—2 9
=1
2
0 4
| = 6 , U= 10
0 19
-33 10
0 35
Posons pour ce probléme n = 1 et commencons pas la SRS initiale suivante :
8 —1 5 41 —38 1.,
Jp=1{5,6,7,2,1}, Jn = {34}, 2= (5, = 5,6, =, —\ »
B {,,,,},N{,},LE (372737737373)
Itération 1
e La valeur de la fonction objectif en x est z = % ~ 1.86.
e Calcul du vecteur des multiplicateurs et du vecteur des codlts réduits :
-1 1 5 1
T _ T 4—1 _ - T __ Ty T _ Z Z
' =cLAG = (0,0,0, 12,3),A alTA—c¢ (0,0,6,2,0,0,0).
e Calcul des ensembles Jy+, Jy—, JL et JL -
-19 -3 -7 16 —68 —69 14 5 41 61 1.,
—_ =|\1W - 4, — ——\ — —lzio—oii—'
7/’(1. u) ( 3 ) 2 ) 3 ) Y 37 3 b 2 ) b (aj ) ( ) b b b ) ) ) b

Tyt = {4}, Iy- =0, J& =0, J§" = (3},

e Calcul de I'estimation d'optimalité : v = 22.
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e Calcul de la direction d’amélioration d :

Calcul du pas le long de la direction d :

1
Hozmetﬁ:?.

Calcul de la nouvelle solution réalisable 7 :

1
.07, 2:z+90’y:%21.93.

17 -1 19 163 —37

Pt by

Calcul de la direction duale ¢ :

t=(0,0,—4,-3,0,0,1)T.

Calcul du pas dual et de I'indice entrant j :

1
0 .

= — et jo = 4;
0" = eljo

- . - 1 1
Jp =1{5,6,4,2,1}, Jyv = {3,7}, A=A+ % = (0,0, 50:0,0, E)T‘
Itération 2

e Calcul des ensembles Jy+, Jy-, Ji et JL

—37 _3 —29  —65 —134
37 ’6’ 767 3

29 19 163 62
=357, n(z—1) = (5,0, —=,0, =—, —,0)T;
,=35)%, n(e=1) = (5,0, 5,0, 05 5005

n(a—u) = (

I+ = {7}, In- =0, J§ =0, JL" ={3}.

e Calcul de I'estimation d'optimalité : v = 4.
e Calcul de la direction d’amélioration d :

1 -4 -12 5 -4
d= (", ==, — 2, — — 0)7.
RN IS T

e Calcul du pas le long de la direction d et de l'indice sortant j; :

°=0etj;=2.Doncz=uzx, Z=2.
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e Calcul de la direction duale ¢ :
5 —35 17 56 499 —41 1 —4
K: (37 54712797187 3 ) ) Jao 277
-8 2.7
t=1(0,1,—,0,0,0,=)".
e Calcul du pas dual et de l'indice entrant j :

3
0 .
o° = — et =3;

16 Jo )

- - _ 3 5
Jp =1{5,6,4,3,1}, Jv = {2,7}, A=A+ % = (0, E,o,o,o,o, ﬂ)T.
Itération 3

e Calcul des ensembles Jy+, Jy-, JL et JE -

—37 —29 —65 —134 T 29 19 163 62 1
—u) = -3 -8 —35 - =(—,0,—,0,—,—,0)";
77(:6 u) ( 3 A 6 ' 3 ) > 77(1' ) ( 6’12 123" ) ;

Iyt = 12,7}, In- =0, JFT =0, J5 =0.

e Calcul de I'estimation d’optimalité : v = 0.
Donc la solution optimale et I'optimum du probléme (3.13) sont

17 -119 163 —37

59

T

xr = — R etz = — ~ 2.46.
(67 2’12’67 12’ 3 ’0) tz 24 6

3.5 Une itération du nouvel algorithme MDHPM

Soit {x, Jp} une solution réalisable du probleme (3.1)-(3.3) et n > 0. Nous introduisons
les ensembles d’indices suivants :

Jip={i€Jn : Aj >nlz; —1;) eta; >},
Tnp =4 € In A5 <nlz; —wy) eta; <y},
Jir={j€dy : 0< A <nlzj—1;)},
Tnr=1{i €I ¢ nlzj —uy) < A5 <0},
Jip={i€Jn : A;>0etz; =1},
{]&R:{jeJN Ay <Oetaxj =uy},
Ino=A{j € In:A; =0},

JNE = J;[EU JJGE? JNT = JJJ\?I UJ;U, JNr = JIno U JJtRU J];R'

(3.14)

Alors
JN =JINEUJINT U JINR.
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Lemme 3.1. Si{z, Jg} n'est pas optimale, alors Jyg U Jy; # 0.

Démonstration. Nous supposons qu'’il existe un indice j. € Jy qui ne vérifie pas les condi-
tions d’optimalité (3.7), alors deux cas peuvent se présenter :

casl: SiA;, <0etxj, <uj,alors j, € Jy,UJy,. Parconséquent, Jyg U Jyr # 0.

cas2: SiA; >0eta;, >1;,alors j, € Ji ;U Jy,. Parconséquent, Jyg U Jys # 0.

O
Pour n > 0, définissons les quantités ~ et ;, comme suit :
1
v= 3 Ajla =)+ Y Ajleg—u)+ - Y A (3.15)
jedt, J€IN, J€I e YN
1
p=— Y A=) = Y Ajlaj—w)+— Y AL (3.16)
i€ g JE€INE JE€TNEUIN g
Lemme 3.2. Pour n > 0, les inégalités suivantes sont vraies :
B=v-—pn<v7v=>0,p>0. (3.17)

Démonstration. Tout d’abord, nous remarquons que

B= > Ajlx;—1)+ > Ajlx; —uy)

jegk j€iy
= > A+ D Aj(zj — uy).
JETH pUT J€IN YT N T

Alors

5+M=z:Aj(in*lj)Jrz:ﬂj(ﬂﬂa'*uj)Jrl >, 4i=n

J€JINT J€JINT JE€INEYINE

De plus, pour n > 0, nous avons

B= > Ajlxi—l)+ > Aj(z;—uy)

J€Np i€INE

Y Ayl =)+ Y Al — )
JE€T%r J€Inr

< A -+ Y Aj(ay - uy)
jegg, Jj€IN;

2 2
+ZA7]j+ZA77J.

jeTty j€np
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En effet,
. + Aj J2
Pour j EJNE : T](:L’j—lj) <Aj:>l‘j—lj < —jAj(:cj—lj) < 7
, 4 A
Pourje Jyp : n(z; —uj) > Aj = x5 —uj > W = Aj(z; —uj) < e
Par conséquent,
A2
0<B< Y Ajlwj =)+ D Ajlwy—uy) + 7]27-
jedt; J€IN; J€S pYINE
Puisque v > 5 et 5+ u =+, nous déduisons que =~y — 3 > 0. O

Remarque 3.2. Puisque 5 < ~, la condition v < ¢, ou € est un nombre non négatif, est
suffisante pour la suboptimalité de la solution réalisable .

3.6 Changement de la solution réalisable

Soit {z, Jg} une SRS du probléme (3.1)-(3.3) et n > 0. On construit alors une nouvelle
solution réalisable z :
T =ux+6%,

ou d est une direction définie comme suit :

dj:lj—xj, SijGJEI; deUj—:Bj, SijEJKU;

-A; :
dj = nj,3|jeJ§EUJ]§E; dj =0, sij € Jyg; (3.18)
dB = —AEIANdN.

Le nombre 6° est le pas le long de cette direction. Il se calcule de fagon a ce que les
contraintes de bornes sur le vecteur z soient vérifiées, c’est-a-dire,

i —x; <% <wu; —x;, pourj e Jg;
I<z+0d<usl’ o7 = kA
lj—a:j < Qodj Su]‘ - Zj, pour j € JN.

Donc #° est calculé comme suit :

min 0;, siJyg #0;
0° = min{1, 6;,, 6,,}, 0;, = min 6;, 0;, = { I€/vE (3.19)
i€ s 0, sinon,
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ou
L_Ij, Si dj > 0;
0, = lf;fj, sid; < 0; (3.20)
00, sinon,

et le pas 1 correspond aux indices de I'ensemble Jy ;.

Puisque Ad = 0, alors le vecteur d est une direction admissible. De plus, on a z(z) >
z(x), c’est-a-dire que d est une direction d’'amélioration. En effet, I'accroissement de la fonc-
tion objectif est donné par

f—z=cz—-clz=c(z-x)

=0%Tq
= 0%(chdy + cLdp)

= 0%(chdy — cEAZ Andy)

= —0°Ajdy
=00 = > Ajdj— > Aydi— D Ayd;
R, €N I BN g
- .
=001 D Ay =l + Y Ajla—w)+ Y 7]
ECUY €N JE€IN YN
Par conséquent,
Z—2=0% =68+ p) >0. (3.21)

Lemme 3.3. Pour n > 0, la quantité 3 = 3(z, Jg) peut étre calculée comme suit :

B=01-0"8-6"u<p. (3.22)
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Démonstration. Pour n > 0, nous avons

B= > Ajx—1)+ > Az —uy)

JeJ; j€JN
= Z Aj(a:j — lj) + Z Aj(xj - Uj) +90 Z Ajdj +90 Z Ajdj
jegh J€TN jegh JEIN

=5+ 0° Z Ajdj + Z Ajdj

JETH pUT J€IN YT NG

=B+ Y Aydi+ D Adi+ Y Ayd

. + . — + —
J€JINT J€INT J€INEYINE

SRl DIFVCEAEE ST ET D DR

J€INT J€INT J€INEYINE

=50y < 5.

Puisque nous avons v = 8 + u, nous trouvons

B=(1-68-6"u. (3.23)

Proposition 3.1. (Condition suffisante pour I'optimalité de z)
Si #° = 1, alors  est une solution optimale pour le probléme (3.1)-(3.3).

Démonstration. Tout d’abord, nous prouvons que si §° = 1, alors J;; ,UJ 5 = 0. Supposons
que ° =1 et Jyi, U Jyp # 0, cest-a-dire 3j, € J3p U JJyp-

Sij, € J& ,anrsd»*:_Aj* <0etn(x;, —1;, <A'*.Donce~*:”(xﬂ'*7__lj*)<1.
NE J n J J J J A,

Siji. € Jyp, alors d;, = == > 0 etn(z;, —u;.) > A;,. Donc §;, = ”(%Aij_“]) < 1.

Ainsi, nous déduisons que #;, < 1 = #° < 1, ce qui conduit a une contradiction. Par
conséquent,

0 =1= JpUJyp=0=pn=0=j3=0= z estoptimale.

O

Si B3 < ¢, alors z est une solution e-optimale. Si ° = ¢,,, alors on pose = := Z et nous
commencons une nouvelle itération avec le SRS {z, Jz}. Sinon (¢° = 0;, < 1), on change
le support Jg.

Remarque 3.3. Lorsque ;. = 0, nous trouvons la formule de mise a jour classique de
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Bz, Jp) [32, 36] :
B(jva) = (]‘ - eo)ﬁ(x’JB)

3.7 Changement de support

3.7.1 Regle du pas simple

Nous définissons le n-vecteur « et le nombre réel oy comme suit :
k=x+detay = kj —Tj,
ou j; est I'indice vérifiant la relation (3.19). Donc, la direction duale est donnée par
tj, = —sign(ag), t; =0, j #j1, j € Jp; th = tEAZ Ap. (3.24)

Remarque 3.4. Nous avons oy = kj, — 7, = xj, +dj, — x;, — 0%, = (1 —0°)d;,. Puisque
0 <60 < 1,alors t;, = —sign(ag) = —sign(d;, ).

Remarque 3.5. La direction duale ¢ et la direction d’amélioration d sont orthogonales. En
effet,
tTd = thdp + thdy = th(— Az ' Aydy) + (tEAZ An)dy = 0.

Définissons les ensembles suivants :

Jo={i € JIno: tj >0} et Jyg={j € Jno: t; <0} (3.25)
et la quantité :
a=—faol+ D tilwi—l)+ Dtk —w) (3.26)
JET U J€InoUIN g

Le nouveau vecteur des colts réduits et le nouveau support sont calculés comme suit :

A= A—i—O’Ot et jB = (JB \ {]1}) U {jo},

ou
7t?j, Si Ajtj < 0;
0 sijeJi etk #1;
o =0j, = min 0, 0; = ’ J = no i 7 (3.27)
j€JIn 0, sije ‘]]T/O et Kj #* Uj
00, sinon.

Lestimation de suboptimalité correspondant a la nouvelle solution réalisable et au nouveau
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support est donnée par
B= > AEi-l)+ Y. AiE—uy).

JjEIN,A;>0 j€IN,A;<0

Proposition 3.2. Lestimation de suboptimalité E peut s’écrire comme suit
E = B + 0.
Démonstration. Nous avons
In = (In \ {jo}) U {1}
Si 0¥ =0, alors
jo € g OU jo € Iy = Aj, =0= Aj, =0.

. < A
Sio? >0, alors A, = Aj, + %, = Aj, — Totj, = 0. Done

Yoo AiEi -+ Y A(E —uy) + Ay (T, — 1), si Ay, > 0;

JEIN,A;>0 JEIN,A;<0

@
1

Yoo A -+ Y Ai(E —uy) + Ay (T, —uyy), si Ay <0,

JEIN,A;>0 JEIN,A;<0

Puisque A;, =0, (1 € JB), deux cas peuvent se produire :

e Si Aj >0, alors ¢;, > 0= dj, <0.Par conséquent,

_ L, —x; -
T, = x5 +0%dj, = x5, + %dﬁ =1j, = A;,(Zj, — 1) =0.
J1

e Si Aj <0,alors t;, < 0= dj >0.Par conséquent,

ujl - $]'1 d

Tj = Tj + 90dj1 = zj + d: 1 = Ui = A_Ji (j:jl - uj1) =0.
J1
Puisque o est choisi de telle maniére que 4; et A; gardent le méme signe, on en déduit
que

A; >0« [(4A;>0)ou(A;=0ett; >0)],

et
Aj<0(:>[(Aj<0)ou(Aj:0ettj<O)].
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Par conséquent,

b= > A@i-lp+ > AE - )

JEIN,A;>0 JEJIN,A;<0
= > +a"y)@ -+ Y (A + 0@ — )
JjE€JIN,A;>0 JEJIN,A;<0
+ Z O'Otj(jfj — lj) + Z Uotj(.f'j — uj)
jEJN,AjZO,tj>U jGJN:AjZO’tj<0
= DA -+ Y A )
jEJN,Aj>0 jEJN,A]’<O

+0° Yoo @=L+ Y (@)

jeJN,AJ‘ZO,t]‘>0 jEJN,AjZO,tj<O
0 — _
to DRTCI R R AT G/
jEJN,A]'>O jE]N,Aj<O

=6+ 00(a1 + ),
ou

= > (@ =)+ Y (@ — ),
je‘];() jeJJ;O
y = > tj(@; — 1) + > t5(Z5 — uj).

) R ) =T~
JE€EINEYINIYIN R JE€INEYINTIYINR

Pour j € JZ—V’—O UJyo € INR, dj = 0= T; =z = Kj. Alors
ar= Y bl =)+ > ik — ).
7€ %0 i€ 50

Maintenant, calculons as :

POUI’jEJJ—\tR, dj:Oetxj:lj:a’:j:lj: Z_'— tj(fj—lj)zo.
J€JINR
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Pourj € Jyp, dj =0etz; =u; =z, =u; = » t;j(¥; —u;) = 0. Par conséquent,

J€INR
ax= Y @)+ Y (@)

JET N EUTN, J€IN YN

= > @ L)+ Y @ )+ Y e =)+ Y (e — )
j€Jt g J€Ing JETN, J€Int

+0O | D tidi+ Y tyd;

JeJE; VIS
Puisque x; — I; = —d; pour j € J3;, et x; — u; = —d; pour j € Jy,, On aura

az= > (@ =)+ D (@ )~ (=) | Y tidi+ Y tid

J€INE i€INp J€IN; i€IN;

D’autre part, nous avons

trd =" tidi+ Y tydy = > tidi+ Y tidi+ > tidi+ Y tidi+ Y tidi+ Y tid;

J€JB J€IN j€JB JE€T S J€INE JEINR JETN, J€IN;

Puisque > tjd; = t; d;, = —sign(d;,)dj, = —|d;,|, t'd =0, d; =0, j € Jyg, alors
Jj€JB

Z tjd; + Z tjd; = — Z tid; + |dj1’.

JETR J€INy JETN YN
Ainsi, la quantité as devient

az= Y t(@ =)+ Y (@ —u) = (1=0)dy [+ (1 -6 DY td;

J€N g j€lNg J€I YN E
=—(1=0)djy| + Y tjlz —Li+ 1 —60)d]+ Ytz —uy+ (1 - 60°)dy].
J€I g i€ng

Puisque (1 — 6°)|d;, | = |ao|, Z; = z;j + 6°d;, r; = z; + d;, alors on obtient
ay = —laol+ D tileg =)+ D> bl — ).
i€INg i€INE

Donc,
atar=—laol+ D Gl —L)+ DY ik —u) =«

R + R —_
]GJNUUJNE JE‘JNOUJNE
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et

Remarque 3.6. Si Jyg = 0, alors

a=—laol+ D tiln; =)+ Y bk —uy).

i€ %0 7€
Nous trouvons donc la formule de mise a jour de 3(z, Jg) [32, 36].
Si a < 0, alors nous modifions le support Jp avec la régle du pas multiple décrite ci-

dessous dans la Procédure 3.2, sinon deux cas peuvent se présenter :

(@) Si Jiy U Jye # 0, alors choisir un indice jo € Jiy U Jyg, POsEr o = oj, = 0,
Jg = (J \ {j1}) U {4jo}, et commencer une nouvelle itération avec le SRS {z, Jg}.
(b) Si J]T,O U Jyo = 0, alors calculer la valeur 7 avec la procédure suivante et commencer
une nouvelle itération avec n := 7 et la SRS {z, Jp}.
Procédure 3.1. (Procédure de mise a jour de la valeur de n)

(1) Calculer les ensembles :
jj\}E:{jEJN : Aj >77(ij_lj) etij >lj}7
jNE:{jEJN : Aj<17(a_:j—uj) etai"j<uj};

(2) Si Jy Uy =0, alors poser i = 1, sinon, passer a I'étape (3);
(3) Si J]T,E # (), alors poser 19 = max IJA%ZJ sinon poser ny = 0;
J€INE

(4) Si Jyp # 0, alors poser n; = max iﬁjuj, sinon poser 17, = 0;
JE€INE

(5) Poser 77 = max{ng,n }-

3.7.2 Regle du pas multiple

Nous pouvons modifier la procédure présentée dans [36], appelée régle du pas multiple,
afin de calculer le pas le long de la direction duale dans notre méthode. Cette procédure est
décrite dans les étapes suivantes :

Procédure 3.2. (Régle du pas multiple)

1) Calculer ¢° = min o, ou les o, sont calculés avec les relations (3.27) ;
e J J
J€JIN

(2) Ordonner les indices {j € Jy : 0j # oo} par ordre croissant par rapport aux o; :

O'ilgUiQS“'SO'Z‘p; ZkGJNa O'ik#OO, kzl?apv
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(8) Sip =1, alors iy =iy ; poser Vy = « et aller a I'étape (8);

(4) Pourtoutiy, k=1,...,p, calculer AV;, = |t; |(w;, —1;,);
(5) CalculerV;,, k=0,...,p,0U

Vie = Vo = o
k
Vie=Vo+ Y AV, =V, + AV, k=1,...,p;
s=1

(6) Choisir l'indice i, tel que V;, _, < 0etV; > 0;
(7) Soit jy lindice calculé par (3.19). Poser Jp = (Jp\{ji}) U {i¢}, 0* = o;, et A =

A+ 0%;

(8) Calculer

3.8

B+ 0, Vo, Sig=1,

_ q . .
ﬁ + Gil% + Z (Uik - Uik,l)‘/ik,p Sl ¢ > 2.
k=2

Le schéma de la méthode a direction hybride et a pas mul-
tiple

Soient {x, Jg} une SRS initiale du probleme (3.1)-(3.3), e un nombre arbitraire positif ou
nul, et » > 0. Le schéma de I'algorithme de la méthode a direction hybride et a pas multiple
(MDHPM) est décrit dans les étapes de I'algorithme 3.2.

Algorithme 3.2. (MDHPM)

Etape 1 :
Etape 2 :
Etape 3 :
Etape 4 :
Etape 5 :
Etape 6 :
Etape 7 :
Etape 8 :
Etape 9 :
Etape 10 :
Etape 11 :
Etape 12 :

Calculer 77 = cLAG, AT =7TA - (T

Calculer I'estimation de suboptimalité 5 avec (3.11);

Si g =0, alors l'algorithme s’arréte avec {z, Jg}, une SRS optimale.
Si g < e, alors l'algorithme s’arréte avec {z, Jp}, une SRS e-optimale.
Calculer les vecteurs n(z — u) et n(z —1);

Calculer les ensembles Jy ;. Jy . Jip €t Ty avec (3.14);

Calculer 1 avec (3.16) ;

Calculer la direction d’'amélioration d avec (3.18);

Calculer 0;,, 0;, et 0° avec (3.19);

Calculer z =z + 0% etz = 2 + 0°(3 + p);

Si §° = 1, alors I'algorithme s’arréte avec = une solution optimale.

Calculer 3 avec (3.23); si 3 = 0, alors I'algorithme s’arréte avec {z, Jg}, une SRS
optimale. Si 3 < ¢, alors I'algorithme s’arréte avec {z, Jz}, une SRS c-optimale.
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Etape 13 : Si¢° = 0,,, poserz = &, z = z, 3 = j3 et aller & 'étape 5.
Etape 14 : Calculer k = = +d et ag = xj, — Tj, ;
Etape 15 : Calculer la direction duale t avec (3.24);
Etape 16 : Calculer Jy avec (3.10), Jj\;o et Jy, avec (3.25);
Etape 17 : Calculer o avec (3.26); si o < 0, alors passer a I'étape 18, sinon
(@) Si Jf, Uy, # 0, alors choisir un index jo € Ji, U Jy,, poser A = A, Jp =
(Je\ {j1}) U {jo}, B = B, et aller a I'étape 19;
(b) Si Jj\;o U Jyo = 0, alors calculer la valeur 7 avec la procédure 3.1 ; poser 7 := 7,
x:=2z,2:=2% [:= [ etaller al'étape 5.
Etape 18 : Calculer le nouveau support .Jz, le nouveau vecteur des co(t réduits A et la nouvelle
estimation de suboptimalité g avec le régle du pas multiple (Procédure 3.2);
Etape 19 : Poser z := z, 2 1=z, Jg:=Jp, A:= A, B:= 3 et aller a I'étape 3.
Remarque 3.7. Comme [l'estimation de suboptimalité décroit a chaque itération de l'algo-

rithme MDHPM et la condition 5(x, Jg) = 0 est une condition nécessaire et suffisante pour
'optimalité d’une SFS non-dégénérée {z, Jp}.

Remarque 3.8. Sile nombre de solutions dégénérées est fini, alors notre algorithme converge
en un nombre fini d’itérations vers une solution optimale du probleme (3.1)-(3.3).

Remarque 3.9. Sin — +oo, alors Ji, = Jyp =0, u = 0 et B =, donc nous obtenons la
méthode adaptée [36].

3.9 Exemple numérique

Résolvons le probléme de PL suivant en utilisant MDHPM :

max z = ¢! x,

(3.28)
Ar =0, | <z < u,

11 1 1
A= 3 0 . b= ,c=(1,-3,1,0,0)T,
-1 -4 1 0 1 2

I = Ogs, u=(1,4,5,5,19)T.

ou

Posons n = 1 et commencons par la SRS initiale :
Jp = {4,5}, Jn ={1,2,3}, © = (0,0,0,1,2)""

Itération 1



3.9 Exemple numérique

64

La valeur de la fonction objectif en x est z = 0.

Le vecteur des multiplicateurs et le vecteur des colts réduits sont
=LA = (0,007, AT =xTA - =(-1,3,-1,0,0)".
Les ensembles J3;, Jy et I'estimation de suboptimalité sont
Ty ={2}, Jy ={1,3},

B=> Ajx; =)+ Y Aj(w;—u;) =6>0.

jeJ J€JN
Les vecteurs n(xz — u) et n(x — 1) sont
n(x —u) = (=1,—4,-5,—4,—17)T, n(x —1) = (0,0,0,1,2)7.
Les ensembles Jy;;, Jy . I €t Iy sont
Jj\}l =0, Jy;={1,3}, JJ—GE =Jyg =0

La valeur de I'estimation p est

p=— > A=) - Y Aj(ﬂ?j—uj)+717 > 4Ai=o

i€ g J€INE JEINE
La direction d’'amélioration d est
dy = (1,0,5)T, dp = —AZ' Andn = (-8, —4)7,
d=(1,0,5,-8,—-4)T.

Le pas le long de la direction d est

. .11 1 .
0j, = min{fs,65} = min{2, 0} = o = ji = 4.
0 . 1
0;, = < (Jvg =0), 6° = min{b;,,0j,,1} = 6,, =3

La nouvelle solution est

1 5 3
t=x+0%=(=,0=,0,-)T.
T =z (8, 30 )

La nouvelle valeur de la fonction objectif est z = z + 6°(8 + p) = 3 ~ 0.75.
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¢ Lestimation de suboptimalité

B=(1—9°)6—9°u=2zl>0.

Puisque ¢° = 0, < 1, on change le support Jp.

e Le vecteur k et la valeur de « sont
k=x+d=(1,0,5-7,-2)" ag=kj, —7;, = —T.
e La direction duale est calculée comme suit :
th = (ta,t5) = (1,0), th = (t,t2,t3) = thAZ Ay = (3,—1,1),

t=(3,-1,1,1,0)T.
Puisque J3, = Jyo = i = Iyp = 0, la quantité o est égale & a = —|ag| = -7,
e Le pas le long de la direction duale ¢ et I'indice entrant ¢, sont

1
o1 =—,09=23, 03 =1.

3

Nous avons o1 < 03 < 09 = i1 =1, io =3, i3 = 2, et p = 3. Donc

AVz = AVl = \t1|(u1 - ll)
A‘/z = AV?, = ‘t3|(’u,3 — lg)
AV, = AVa = [ta|(ug — I2)

’

3
5,
4

Les valeurs de V;, sont

Vi =Vo=a=-7<0,
‘/;1:‘/1:‘/;0+A‘/11:_4<05
Vi, =Vs=Vi, + AVi, = 1> 0.

Nous avons V;, = —4 < 0etV;, =1 > 0, donc l'indice entrant est i, = io = 3. Par
conséquent, ¢ = 2 et le pas dual est

O'OZO'iq:O';g:l.

e La nouvelle estimation de suboptimalité est

_ _ _ 1
B:6+Uil‘/()+(0i2—Uil)‘/125+0'1‘/0+(0'3—0'1)‘/121>0.
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Le nouveau vecteur des codts réduits et le nouveau support sont
Jp =1{3,5}, Jx = {1,2,4}, A=A+ =(2,2,0,1,0)7.

Remarque 3.10. Si nous utilisons la régle du pas simple, nous obtenons

0% = min{oy, 02,03} = min{},3,1} =1 = jo =i, = 1.

Ainsi, le nouveau vecteur des co(ts réduits, le nouveau support et la nouvelle esti-
mation de suboptimalité seront égaux a

jB = {175}7 A: (0727%27%70)717 EZB“‘UOOCZ % > %
Il est donc important de voir ici que la régle du pas multiple donne une meilleure
diminution pour I'estimation de suboptimalité que la regle du pas simple.

Itération 2

Le support courant est Jp = {3,5}, Jy = {1,2,4}.
La solution réalisable courante et la valeur objectif en cette solution sont

1 5 3., 3
x—(§,0,§,0,§> etZ—Z

Le vecteur des colts réduits est
A=(2,2,0,1,0)T.
Les ensembles J5;, Jy et I'estimation de suboptimalité sont
" _ 1
']N:{172’4}"] :®,521>0

Les vecteurs n(z — u) et n(x — 1) sont

T, T8 5 =By

1 5 3
—u) = (—,—4 - — 1) =(=,0,2,0,2)7.
n(z —u) = ( 5 5, 5 , n(z —1) (8, g0 )

2
+ - + 7=
Les ensembles Jy ., Jy i Iy g €t 1a valeur de p sont

_ _ 15
J;E:{l}’ JNE:®> JJJ\;[:@y JN]:(bet/JJ:Z

La direction d’amélioration d est
dy = (=2,0,0)7, dp = (6, -8)T, d = (-2,0,6,0, —8)T.

Le pas le long de la direction d est

. . .35 3 3 )
0, = min{f3,05} = mm{@a E} =16 = J1 = 9,
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. 1 . . 1
9j2 = mln{91} = R = J2 =1, 90 — mln{ejl,HjQ, 1} = 9]’2 = E

e La nouvelle solution et la nouvelle valeur de la fonction objectif sont
z=u1x460%=(0,0,1,0,1)T etz = 1.
e La nouvelle valeur de I'estimation de suboptimalité est
f=01-08-0"u=0.

Par conséquent, = est optimale.



Chapitre 4

Nouvelle technique d’initialisation
des algorithmes de PL

Introduction

Lune des étapes les plus importantes dans le processus de résolution des problemes de
programmation linéaire est I'étape d'initialisation qui consiste a trouver la solution réalisable
initiale ainsi que la base (support) initiale. Lefficacité de I'algorithme utilisé pour trouver la
solution optimale dépend du choix de la solution initiale. Il existe plusieurs techniques de
recherche d’'une SRS initiale, a savoir : la technique utilisant plusieurs variables artificielles
[36], la technique utilisant une seule variable artificielle [7, 6].

Dans ce chapitre, nous présentons la procédure proposée par Bixby [17] qui permet de
trouver une base initiale et qui constitue I'une des procédures utilisées pour l'initialisation de
la méthode du simplexe implémentée dans GLPK. De plus, nous proposons une nouvelle
procédure qui nous permet de trouver une solution réalisable initiale.

4.1 Position du probleme

Considérons le probleme de programmation linéaire écrit sous la forme générale sui-

vante :
max z = &y,

b- <Hy<b" (4.1)
I<y<m,

ou H € My, s(R);b7,b" € R™; 1,4,¢,y € R®. Les ensembles

C={12,....m}etV={1,2,... s}

68
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sont respectivement 'ensemble des indices des contraintes et 'ensemble des indices des
variables originales du probléme (4.1).

Partitionnons I'ensemble C de la maniére suivante : C = C; U Cy, ou C; représente I'en-
semble des indices des contraintes d’inégalités et C, celui des indices des contraintes d’éga-
lités, c'est-a-dire, les contraintes d’indice i pour lesquels b; = b.". Supposons sans perte de
généralité que

Ci={1,2,...,k}, Co={k+1,k+2,--- ,m}, k <m.

On peut alors écrire et fractionner les vecteurs b—, b™ et la matrice H de la maniére suivante :
by

- >7b1_=(bi_vi€C1), b = (b, i € Ca);
bE

b:(b;,z’eC):<

b+
b+=(bj,z'ec2):<bf+ >,b[+:(bj,z'ecl), bl = (b, i € Cy);
E

H! .
H=(hiyj, 1€C, jeV)= i , ou
H' = (hij, i €C1, j€V), H> = (hij, i €Ca, j € V).

Effectuons les changements de variable suivants :
2t =y, 22 = H'zl. (4.2)

Les vecteur z!' est celui des variables originales du probléme (4.1) et x2 est celui des va-
riables d’écart. Le probleme (4.1) devient

max z = éTxl,

—H'2' + I2® = Ogs,
2.1 _ 1+
H?z" = by,

T 1 ~ 71— 2
[ <az'<u, by <2®<b}.

On pose alors
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Finalement, on obtient le probléme écrit sous la forme standard suivante :

max z = cTa:,

(4.4)
Ar =0, | < x < u,

ol A = (a;;) € Mpysik(R); ¢,l,u,z € R¥** Notons par J = {1,2,...,n = s + k} et
supposons que rang(A) = m. Lorsque cette condition n’est pas vérifiée, on ajoute des
vecteurs unitaires aux colonnes de A d’'une maniere appropriée.

Remarque 4.1. Lorsque rang(A) = r < m, les opérations élémentaires de Gauss-Jordan
: 1 / / N H /

nous donnent la matrice A = (ejl,%,...,ejr,ajm,...,ajn), ou la notation a;,p=r+

1,...,n indique que les vecteurs colonnes a;,, p = r +1,...,n ont été modifiées par des

operations élémentaires. Dans ce cas, il suffit d’ajouter des vecteurs unitaires e;,, p = r +

1,...,m pour obtenir la matrice identité, et poser les variables associées égales a 0.

Jusqu’a présent, nous avons toujours étudié des cas ou une solution réalisable de sup-
port initiale était connue. Cependant, cette situation (idéale) ne se rencontre pas dans tous
les probléemes de programmation linéaire. Nous verrons donc dans le section suivante com-
ment trouver une solution réalisable de support de départ pour initialiser les algorithmes
MADH et MDHPM.

4.2 Construction d’'une SRS initiale

Les méthodes MADH et MDHPM nécessitent en entrée une SRS initiale. Si une telle
SRS n’est pas disponible, il est nécessaire de commencer par construire une sorte de pro-
bléme auxiliaire. Ce probléme auxiliaire est ensuite résolu (Phase I) et la SRS résultante est
utilisée comme une SRS de départ pour résoudre le probléme original (Phase ).

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux techniques permettant de trouver
une SRS pour initialiser MADH et MDHPM. On commence d’abord par la recherche d’'un
support initial ; puis on procéde a la recherche d’'une solution réalisable initiale pour le pro-
bléme original.

4.2.1 Recherche d’un support initial

Afin de rechercher un support initial, on pourra utiliser la technique de diagonalisation de
Gauss-Jordan, la technique d'initialisation présentée dans [7] ou bien la procédure proposée
dans [17] qui est décrite ci-dessous :

Procédure 4.1.

1. PourieCi,onpose [; =1, r; =1, v; = 00;
Pouri € Cy,onpose I; =0, r;, =0, v; = +oo. Poser Jp ={s+1,s+2,...,s+ k};
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2. Pourj eV,
(@) Soita =|a;, ;| = ma§|@ij|-
Ti=

Si a > 0.99, alors poser

Jp:=JgU {]},
Vi, = Q4
L =1;

ri :=r; + 1, pour tout i, tel que |a;;| # 0;

Poser j := j + 1; aller a I'étape (a) ;

(b) Pour i € Cs : si |ai;| > 0.01v;, alors on pose j := j + 1. Sinon soit a =|a;, ;| =
max|a;| ;
I;=0

i. Sia=0,alorsonpose j:=j+1, alleralétape (b);

ii. Sinon, poser
Jp:=JpU{j};
Vi = &g
I;, =1,

r; :=r; + 1, pour tout i, tel que |a;;| # 0;
j:=7j+1; aller al'étape (b);

3. S'il existe I; = 0, Pour i € Co, alors rang(A) = m’ < m, donc on ajoute (m — m’)
vecteurs unitaires e;; a la matrice A, puis on pose Jp := JpU{s+k+i}, ls15+i =0
et us1x+; = 0 (voir la remarque 4.1).

4.2.2 Recherche d’une solution réalisable initiale

Dans cette section, nous proposons une technique qui permet de trouver une solution
réalisable initiale, et ce, sans ajouter de variables artificielles. Le probléeme de programma-
tion linéaire auxiliaire obtenu a la méme dimension que celle du probléme original.

Supposons que Jp est un support du probléme de PL (4.4) et Jy = J \ Jp. Soit 2° une
pseudo-solution réalisable du probleme (4.4), telle que

In <23 <uyetal = A5 (b — Anad).

Silp < 2% < up, alors {2, J} est une SRS du probleme (4.4). Sinon, formons le probléme
auxiliaire suivant :
max ¢ (x) = r, sc.Az=0b, [<z<a, (4.5)

ou
ZN:lN,ﬂN =uy etéy =0,
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et pour 5 € Jg, on pose :

N AL — i -0 .
—M, Uj—lj, Cj—l, Sll'j<lj,

S
Il

ST
|

— . dls — AL i 0 "
uj, Uy =M, ¢; = —1, sixj > uj;

>

A~

. . P — i, 0 .
lj, 4 =uj, ¢; =0, Slljngguj,

S
I

M étant un nombre positif trés grand. La fonction objectif du probléme auxiliare peut alors
s’écrire :
ba)= D m— ),
29<l;, j€Jp 29>uj, j€Jp

La paire {2, Jg} est évidemment une SRS pour le probléme auxiliaire (4.5).
Soit {z*, J5;} la SRS optimale du probléme auxiliaire (4.5), obtenue avec I'algorithme
MADH ou MDHPM et considérons la valeur suivante :

* — . — .
w* = g l; E uj.
29<l;, j€Jp 29>uj, jEJp

Théoreme 4.1. On a toujours ¢(z*) < w*. Sivp(z*) = w*, alors {z*, J;;} est une SRS pour
le probleme original (4.4).

Démonstration. On a :

W)= Y G-+ Y @),

29<l;, j€Jp 29>uj, jeJp
Puisque z* est une solution réalisable du probléme auxiliaire, alors on a
lj — x5 >0, pour ) <1l;, j € Jpeta—u; >0, pourz) >uj, j€ Jp.

Donc w* — ¢ (z*) > 0 & ¢(z*) < w*.
Si¢(z*) = w*, alors on a

Yo G- = > (¢ -w)=0

:p9<lj, je€Jp xg?>uj, jeJp
Donc z* vérifie forcément les relations
* _ 7. (] .
x; = 1j, sty <lj;

*

Ty

s S
uj, Siz] > uy;

lj <t <wy, sily <al <uy, jeJp.
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Comme x* est réalisable pour le probléme auxiliaire, donc elle vérifie aussi les relations
Az* =betiy <z} < un.Par conséquent, z* est une solution réalisable pour le probléme
original.

O

4.3 Exemples numériques

Exemple 4.1. Considérons le probléme suivant :

max ¢ =p’y +q,
b < Aly < b,
Ay > b (4.6)
Ay =17,
I<y<a,

ou

001 2 06 0 4
Al = ,A2:<—1 020),A3= :
2 0 0 —3 1023

1
b0 = (0,-33)T, b' = (19,10), b? = 3 v = (21,24), ¢ = 10,

1

1 -2 9
-1 -1
L] - =1 1
2 2 ~

p = ) N l = s u =

5 0 4
1

1 6 10

Si I'on applique le changement de variables (4.2) et on pose z = ¢ — ¢, alors on obtient
le probleme sous la forme standard suivante :

max z = ch,

Ar=0b, | <z <u.
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ou
1
3
00 -1 -2100 0 5
-2 0 0 3 010 0 =
A= 1 0 -2 0 00 1 [,b=| 0 |,e=]| § |,
0 6 4 000 21 0
10 3000 24 0
0
—2 9
-1
5 1
0 4
=] 6 |,u=]| 10|,
0 19
—33 10
1
3 M

ou M est un nombre positif trés grand.

Résolvons le probléme (4.6) en utilisant MDHPM, avec n = 1.

Soient le supportinitial J5 = {1,2,5,6,7}, etzx = (0,6), on obtientalors 25 = (6, 5,12, -6, —6)".
Phase 1 : Pour trouver une solution réalisable initiale pour le probléeme (4.7), on forme le
probléme auxiliaire suivant :

max ) = x7,

) (4.8)
Ar =0, I <z < 1,
ou
—2 9
—1
5 1
0 4
[ = 6 |,a=1 10
0 19
-33 10
1
-M :
Itération 1

e Le support initial est Jp = {1,2,5,6,7} et Jy = {3,4}.

¢ La solution réalisable initiale = et la valeur (x) sont

—1
= (6,4,0,6,12,—6, —6)", (z) = —6.
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e Le vecteur des multiplicateurs et le vecteur des co(ts réduits sont

=chbAG' =(0,0,1,0,-1), A=7"A~ " =(0,0,-4,-3,0,0,0)T.

e Les ensembles J3;, J,, et I'estimation de suboptimalité sont
N =0, Ty = {34},

B=> Ajlx;—L)+ > Ajw;—i;) =28>0.

jegg j€n

e Les vecteurs n(z — @) et n(x — ) sont

n(z —1) = (8,0,0,0,12,27, M — 6)7.
o Les ensembles J3;, Jy . Ja g €t Jyp sont
JJTTI =0, Jyr=1{3,4}, JJtE =0, Jyp=0.

e La valeur de I'estimation u est

= > Al -l = > A - +72A2—0.

JE€T g J€INE T jeine
e La direction d’amélioration d est

-8
dy = (4,47, dp = —Az' Andn = (—20, < 12, —52,28)7,

d = (—20, %8, 4,4,12,-52,28)T.
e Le pas le long de la direction d est

7T 27 3

0, = min{6,02,05,0s,07} = mln{ 0, — 19°59° 14

} =0=j5; =2.
0j, = co (Jyg =0), 0° = min{6;,,0,,1} = 6;, = 0.
e La nouvelle solution = est

—1
z=x+60% = (6, —0.6,12,-6, —6)7T.

e La nouvelle valeur de la fonction objectif est () = (z) + 6°(8 + ) = —6.
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¢ La nouvelle estimation de suboptimalité 3 est
B=(1-6%8—-6"%u=28>0.

Puisque ¢° = 0, < 1, on change le support Jp.

Le vecteur « et la valeur de ag sont

-8
-

-19
k=x+d=(-14, — 410,24, =58, 22)7 g = kj, — Tj, =

La direction duale est calculée comme suit :

2 2
)a t= (07 1707 o) Oa Oa O)Ta

tg = (0,1,0,0,0), ty = tpAz' Ay = (0,3 2

Jho =10, Jyo =0.

La quantité « est égale a

Le pas dual et I'indice entrant j, sont

9
03 = +00, 0'4:§§0' = —.

La nouvelle estimation de suboptimalité E est
B=0B+c"% =16>0.

Le nouveau vecteur des codts réduits et le nouveau support sont

. _ _ 9
Jp={1,4,5,6,7}, Jy ={2,3}, A=A+c% = (5, —T,

Itération 2
e Le support courant est Jp = {1,4,5,6,7}, Jy = {2,3}.
e La solution réalisable courante et la valeur courante de la fonction objectif sont
z = (6, _71,0, 6,12, -6, —6)" et y(z) = —6.
e Le vecteur des codts réduits est

9
AT = (0,5,—4,0,0,0,0).

e Lestimation de suboptimalité est 5 = 16 > 0.
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e Les vecteurs n(z — a) et n(xz — 1) sont

_ -1 .
: 73 —4,—4,-7,—16, —Q)T, n(z —1) = (8,0,0,0,12,27, M — 6)7.

n(x —a) = (-3 3

e Les ensembles J3 ., Jyg Jap, Iy €t a valeur de p sont
INg =0, J5p=0, J%, =0, Jy,={3}etp=0.
e La direction d’amélioration d est
dy = (0,4)T, dg = (-8,0,4,-16,16)T, d = (—8,0,4,0,4, —16,16)7.

e Le pas le long de la direction d est

- . 792719, 19

6, = min{6,, 64,605,606, 07} = min{1, o0, 716 E} =g == 7.
19
ng = 00, 90 = min{gjl,QjQ, 1} — 9]- — E

e La nouvelle solution et la nouvelle valeur de la fonction objectif sont

17 —1 19 163 —37 1
T=x+0%=(— — =

1
_ - T Ty — —.
6 ) 2 y 12767 12 ) 3 Y 3) et /llz)('r) 3

e La nouvelle valeur de I'estimation de suboptimalité est

F=(1- 65— ="

e Le vecteur k et la valeur de « sont
~1 29
k=x+d= (-2, —+46,16,-22, 1007, ag = Kj, — Tj, = —
e La direction duale est calculée comme suit :

9

— -9
th =(0,0,0,0,-1), th =tLAZ ' Ay = (7,4), t = (0, 7,4,0, 0,0, —1)7;

T =10, Jyo = 0.

e Laquantité o est « = =22.

e Le pas dual et I'indice entrant j, sont

o9 =1, 0'3:1:>00:(72:1.
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e La nouvelle estimation de suboptimalité est

e Le nouveau support sont
Jp =1{1,2,4,5,6}, Jy = {3,7}.

Phase 2 :
Itération 1
e Le support initial est Jp = {1,2,4,5,6} et Jy = {3,7}

¢ La solution réalisable initiale et la valeur z(z) sont

139
, z(x) = — ~ 1.93.

17 -119 163 =37 1,
72

SU:( ) Y 1Y 14 0 )
6° 2 12 12° 3 '3

e Le vecteur des multiplicateurs et le vecteur des co(lts réduits sont

5 =51

7TT = CgAgl = (0,0, ﬂ, %, g

), A=7TA—¢c' =(0,—=,0,0,0, —

e Les ensembles Jy;, Jy et I'estimation de suboptimalité sont
J; ={2,7}, Jy =0,
B=Y Ajwi—1)+ > Ajlw;—uy) =0
jegh jey
Donc x est une SRS optimale du probléme (4.7). Par conséquent,

17119 g

y:(67 27127

est une SRS optimale pour le probleme (4.6), avec ¢(y) = 22?#49 ~ 12.46.
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Exemple 4.2. Considérons le probléme suivant :

max z = ply,

Ay=1b 1<y <,

1 -1 2
A= 3 Cb=1,1)7,
-7 1 2 3

ou

4 —1 1
- =6 | 7_| -2 _—
-2 |’ -3 |’ 3
2 —4 4

Phase 1 : Soit Jg = {1,2} un support du probléme (4.9). Si 2y = Iy = (—3,—4)7T, alors
zp = (=21, =115)T. Remarquons que = n'est pas une solution réalisable du probléme (4.9).
Pour trouver une solution réalisable initiale pour le probleme (4.9), on forme le probléeme

auxiliaire suivant :

max v = ¢!z,

Ar=0b, | < x < u,

(4.10)

ou
T 1 —-M -1
i) 1 —M -2
T = , = , 1= , U= ,
T3 0 -3 3
Ty O —4

ou M est un nombre positif trés grand.
Appliqueons l'algorithme MDHPM, avec n, = 1.
Itération 1

e Le support initial est Jp = {1,2} et Jy = {3,4}.
¢ La solution réalisable initiale = et sa valeur ¢ (z) sont

—37 —145

377_33_4 T7 = 5

v =

e Le vecteur des multiplicateurs et le vecteur des co(ts réduits sont

—4 -1
77)7 AN:WTAN_C%:(

—4 —14 mil,
373 '

TrT:ch_lz( 33
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e Les ensembles J3;, J, et I'estimation de suboptimalité sont

Ji =10, Jy = {3,4},

172
B= Y Ajlxj =)+ Y Ajlaj—wy) = = >0
jegy; je€dy
e Les vecteurs n(x — u) et n(x — 1) sont
—31 —133 —37 —145
T](QZ - ’LL) = (77 T7*67 78)T7 77(55 - l) = (7 - Ma T - M,O,O)T.

e Les ensembles J5,, Jy;, Jip et Jy sont
JZ—GI =0, Jy; =1{3,4}, JJJ\FIE =0, Jyg =0

e La valeur de I'estimation p est

p=— > Ajwi—l)— Y Aj(wj—uj)+717 Y Ai=o.

NI J€INg j€INe

e La direction d’amélioration d est

35 137
dy = (6,8)", dp = —Az' Andn = (g» ?)T,
35 137
d=(%,—=-,6,8)".
( 3 Y 3 Y Y )
e Le pas le long de la direction d est
. . 91 133 31 .
6;, = min{6;,6:} = mln{%, ﬁ} =g h= 1.
31

9]'2 = 400, 00 — min{Ojl,GjQ, 1} — le — %

e La nouvelle solution z est

—138 —12 —16,;

t=x+60°d= (-1
T=r (L3557 35 35

e La nouvelle valeur de la fonction objectif est

—173

U(@) = (@) + 608 + ) =
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¢ Lestimation de suboptimalité

_ 1118
B=01-693-60"%=——>0.
35
Puisque ¢° = 0, < 1, on change le support Jg.
e Le vecteur k et la valeur de « sont
11 43 _ 13
K:$+d:(?a?a3a4>T7 Qo = Kj; — Ty :?
e La direction duale est
9 9 9 9
T T T s—1 T
= (-1 th =th A Ay = (5,2), t =(—1,0,=, 2)T;
tB ( 70)7 B4 4N (676)7 ( ) 7676) y

Tno =0, Jyo = 0.
e Laquantité o est o = 2.

e Le pas dual et I'indice entrant j, sont

28 22
03 =, 04= —.

) 5

Nous avons o4 < 03 = i1 =4, io = 3, et p = 2. Donc

AViy = |ty (ug — ls) = 2,
AV;'Q = ’tg‘(Ug - lg) = 5.

Les valeurs de V;, sont

Nous avons V;, < 0 et V;, > 0, donc l'indice entrant est i, = i; = 4. Par conséquent,
g = 1 et le pas dual est

22
0" =0, =04= E
e La nouvelle estimation de suboptimalité est
= - 117

e Le nouveau vecteur des colts réduits et le nouveau support sont

_ _ _ —22
Jp = {2¢4}a JIN = {173}7 A=A +Uot = (?aoa _170)T'
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Itération 2

e Le support courant est Jp = {2,4}, Jy = {1,3}.

La solution réalisable courante et sa valeur ¢ (z) sont

173
) ety(z) = —5 = 4

—138 —12 —-16
Tr = (_]-a ) )
35 35 35

e Le vecteur des colts réduits est

e Lestimation de suboptimalité est 3 = 1 > 0.

e Les vecteurs n(z — u) et n(xz — 1) sont

—68 —117 —156. 1
77(37—"“)—(07 357 35 ) 35 ) )
—138 93 124
) =(-1+M, =2 il U
me—1) = (14 M, 0 4, 20 2

e Les ensembles J3 ., Jyg Jap, Iy €t 1a valeur de p sont
Iy =0, Jbp =0, J4, =0, Jy, = {3} etp=0.

e La direction d’amélioration d est

117
dn (0’35)’d3 (35’35 ’ (’35’35’35

e Le pas le long de la direction d est

. . .68 124 68 .
0j, = min{6s, 0,4} = mln{m, 1—17} =117 = j1 = 2.
) 68
0j, = +oo, 0° = min{6;,,0;,,1} = 0;, = i3

e La nouvelle solution et la nouvelle valeur de la fonction objectif sont

5 —84)r

t=x4+60d=(-1,-2,—, —
T=a (=1 =2 350 35

ety(z) = 3.
e Lestimation de la suboptimalité

32(1—90)5—90u:g>0.

Puisque 6° = #;, < 1, on change le support Jg.
J1

117 —117)T 117 117 —117)T
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e Le vecteur k et la valeur de «g sont

3 —19 7
H:x+d:(_17 5’37 = )T7a0:/<;j1 Zj, =
e La direction duale est
17 _
t= <§’ -1,1,0)7, Jh, =0, Jy, = 0.

e Laquantité o est o = .

e Le pas dual et I'indice entrant jy sont

22

— =1.
177 g3

g1 —
Nous avons o3 < 01 = i1 = 3, io = 1, et p = 2. Donc

AViy = [tal(us — 14) =6,

AV, = |t (ug — I3) = 5(M — 1).

Les valeurs de V;, sont

Nous avons V;, < 0 et V;, > 0, donc l'indice entrant est i, = i; = 3. Par conséquent,

g = 1 et le pas dual est

O'OZO'iq:O';;:l.

e La nouvelle estimation de suboptimalité est

ﬁ:,B-FO'iIVZ‘O =0.
e Le nouveau vecteur des colts réduits et le nouveau support sont
Jp = {3,4}, Jn ={1,2}, A=A +5%=(-1,-1,0,0)T.

Phase 2 :
Itération 1
e Le support initial est Jp = {3,4} et Jy = {1,2}.
¢ La solution réalisable initiale et sa valeur z(z) sont

5 84,

—2, 55 38 , z(x) =0.

.Z':(—,
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e Le vecteur des multiplicateurs et le vecteur des co(ts réduits sont
A=7TA— " =(-20,10,0,0)T.
e Les ensembles J3;, J,, et I'estimation de suboptimalité sont
Ty =14}, Ty = {3},

B=> Ajlxj—1)+ > Aj(w; —uy) = 40.
jegk j€y
e Les vecteurs n(xz — u) et n(x — 1) sont

—7 =32

—u) = (-2,-4
n(x u) ( ) b 5 ) 5

)Tv 77($ - l) = (O, 07 =
o Les ensembles Jy;, Jy . Jap €t Jyp sont

I =0, Ji, =0, Jhp =0, Jyp = {1}.

e La valeur de I'estimation u est

on = — Z Aj(acj—lj)— Z Aj(xj—uj)—i—l Z A?I?)GO

JE€T s J€INE JE€INE
e La direction d’'amélioration d est
dy = (20,0)7, dp = —AZ' Andn = (—68,92)7,
d=(2,0,-68,92)T.

e Le pas le long de la direction d est

23 32 23
- = : — . e e - =2 S 3'
0j, = min{fs, 04} = min{ 210" 460} 210 = 1
: 23
0j2 = +OO, 60 — mln{0j1,9j2’ 1} = 031 — %

e La nouvelle solution z est

f:x+00d:(%,—2,— ,?—?)T.

e La nouvelle valeur de la fonction objectif est

A7) = 2(2) + 0°(8 + ) = %0 ~ 27.06.
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e Lestimation de suboptimalité /3 est

_ 220
B=(1-0%8-0u="2">0.
17
Puisque ¢° = 0, < 1, on change le support Jg.
e Le vecteur k et la valeur de « sont
—332 448 —317
K/:$+d: (19,—2,?,?)71, (7)) :K/]'l _jjl = T
e La direction duale est
17 17
th = (1,0), th =tHhAZ Ay = (—,-1), t = (—, —1,1,0)7;

) )

JNo=0, Jyo =0.
—11

e Laquantité a esta = =-.

e Le pas dual et I'indice entrant j, sont

100

e, = 10.
170 o2 =10

o1 =

Nous avons o1 < g9 = i1 = 1, 19 = 2, et p = 2. Donc
AV, = |til(ur — 1) = %7

AV;'Q = ’tz‘(Ug — lg) =4.

Les valeurs de V;, sont

Nous avons V;, < 0 et V;, > 0, donc l'indice entrant est i, = i; = 1. Par conséquent,

g = 1 et le pas dual est

. 100
g :Uiq:UlzTI?.

e La nouvelle estimation de suboptimalité est E =B+ 0, Vi, =0.

e Le nouveau vecteur des codts réduits et le nouveau support sont

70 100

= = 5 0, 70 100
JB_{174}7 JN_{273}7 A_A+Ut_(07 177 177

0)7.

Donc z est une SRS optimale du probléme (4.9).



Chapitre 5

Résultats experimentaux et
application au controle optimal

Introduction

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous donnons un bref apercu du probléme de
contrdle optimal linéaire ; puis nous montrons comment trouver une solution approchée pour
ce probléme en utilisant I'algorithme que nous avons proposé au chapitre 3. Nous présen-
tons également un probléme de planification de la production [4]. Ce modéle de contrble
optimal linéaire est ensuite utilisé pour générer des problémes-test pour la comparaison de
notre méthode avec la méthode du simplexe.

Dans la deuxieéme partie de ce chapitre, I'algorithme proposé est implémenté avec le lan-
gage de programmation C ++, puis une étude numérique est menée sur des problemes-test
générés aléatoirement et sur certaines instances générées a partir du modéle de contréle
optimal présenté dans la premiére partie de ce chapitre. Les résultats numériques obtenus
montrent que notre algorithme est compétitif avec MADH et I'algorithme primal du simplexe
de GLPK.

5.1 Probleme de contréle optimal linéaire

La théorie du contrdle optimal consiste a trouver une commande qui optimise une fonc-
tionnelle sur un domaine défini par un systeme d’équations différentielles et des contraintes
de borne sur la commande. Cette théorie est appliquée dans divers domaines des sciences
de l'ingénieur : aéronautique, physique, finances, etc. Vu I'importance de cette théorie, plu-
sieurs chercheurs se sont intéressés a la mise au point de méthodes numériques efficaces
pour la résolution de ce type de problemes. Dans cette partie, nous allons utiliser notre
algorithme pour la résolution approchée des problémes de contrble optimal linéaire.

86
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5.1.1 Présentation du probléme

On considere le probléeme terminal de contr6le optimal suivant :

max J(u) = ¢l z(t*), (5.1)
x(t) = Az(t) + bu(t), x(t.) = xo, (5.2)
Hx(t") =g, (5.3)
fe <u(t) < ff teT =t t"], (5.4)

ou J(u) est le critere de qualité, A € M,,«,,(R) est la matrice dynamique du systéme, x(t) €
R™ est le vecteur d’état du systeme, b € R, H € M,,,«,»(R) est une matrice de rang m < n,
g € R™ u(t) € R est une commande constante par morceaux, bornée par f., f* € R, et
c € R™. Lobjectif du probléme est la détermination d’une commande admissible «° qui avec
la trajectoire optimale z°, maximise le critére de qualité J(u) :

J(u®) = mng(u).

La solution du systeme (5.2) est donnée par

(t) = F(t) <x0 + /t t F—l(T)bu(T)dT)) L teT, (5.5)

ou F'(t), t € T, est la solution du systéme

F(t) = AF(t),
F(t,) =1, teT.

En remplagant I'expression (5.5) dans le probléme (5.1)-(5.4), on trouve

Ju) =cTz(t*) = T F(t")xo + / ; T F(t*)F~L(t)bu(t)dt,

HF(t)zo+ [ HF)FL(t)bu(t)dt = g.

Si I'on pose
C(t)=cTF{)F(t)b,

¢(t) = HF (t*)F~(t)b,
go =g — HF(t")xo,



5.1 Probleme de contrdle optimal linéaire 88
on aura alors
t*
max J(u) = ¢! F(t*)xo + C(t)u(t)dt, (5.6)
t
t*
o(t)u(t)dt = go, (5.7)
te
fe <u(t) < f5 teT = [ty t7]. (5.8)
5.1.2 Discrétisation du probleme initial
On choisit un sous-ensemble T, C T, tel que
. t* — t, .
Ty ={ts,ts +h,..,t" —h}, h= , et N € N*.
Faisons une discrétisation de la fonction u(t), t € T :
u(t) =u(r), t € [r, 7+ h|, T € Th.
En utilisant cette discrétisation, le probléme (5.6)-(5.8) devient
max J(u) = ¢! F(t*)zo + Z q(T)u(T), (5.9)
TETY
> d(r)ulr) = go, (5.10)
’TGT}L
fe <wu(r) < f*, 7 €Ty, (5.11)
ou
T+h T+h
q(7t) = / C(s)ds, d(1) = / ¢(s)ds. (5.12)

Pour un pas de discrétisation assez petit, la résolution du programme linéaire (5.9)-(5.11)
avec MDHPM nous donne une solution optimale qui est une solution approchée pour le

probléme original (5.1)-(5.4).
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5.1.3 Exemple numérique

On considére le probléme suivant

max J(u) = cl'z(2),

&(t) = Az(t) + bu(t), z(0) =0,
Hz(2) =g,

—1<u() <1, teT=[0,2),

(5.13)

ou

Ona

F(t)—((l) j),F*(t)—(; ‘f),

Ct)=c'FQ)F Y t)b=1,
(t) = HF(2)F~L(t)b = —t.

Considérons la commande admissible suivante :

u(t) = {,1 sf t e [0,1[;
=, sitell,2].

La trajectoire correspondante est
t2
‘tl : site0,1];
2

;t2+t_l
4 2|, sitell,2].
S+l

On choisit h = 0.5, donc Tj, = {0, 3,1, 3}.
On aura alors

T+h 1 1 T+h 1
d(t) = /T —sds = —57 g q(t) = /T ds = 5

N[ =
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En posant u; = u(r;), ; € Ty, on obtient le programme linéaire suivant :

1 1 1 1
max z(u) = Eul + 5”2 + §'LL3 + §U4,

L3 5 7 1
— U] — SUg — —U3— <UL = =
g1 g2 gl T g Ty

—1<u;<1,i=1,2,34.

Ce programme linéaire s’écrit sous la forme matricielle suivante :

max z(u) = ¢'u, Au=b, L<u<U, (5.14)
avee 1111 1 1 3 5 7
= (-, -, —., = T = P> T = — =, ——, —— ., ——
q_(2725252) , U (ulau27u37u4) 3 b 27 A ( 87 85 8) 8))
L=(-1,-1,-1,-1D)7, U =(1,1,1,1)T.

Résolvons le programme linéaire (5.14) en utilisant la méthode MDHPM avec = 1. Prenons
la solution réalisable de support initiale {u, Jp} suivante :

-1 -1

11 .
u = (5,5,7,?) 5 Z(U) —0, JB—{3}, JN—{1,2,4}

Itération 1

e Calcul du vecteur des multiplicateurs et du vecteur des colts réduits :
Ona .
Ag' == Av=(5 5 5 )

Donc A 5 1 1
7TT = quEl = ?, A = AT']T — C= (?, ?,O, g)T

e Calcul de I'estimation de suboptimalité :

B= X Aw-L)+ X AU =,

Aj>0,5€]n Aj<0,j€IN

e Calcul des vecteur n(u — U), n(u — L) et les différents ensembles :

-1 -1 -3 -3

-3 3311,
2272 2 ‘

)on(u—L) = (5,5

TI(U_U):( 2727272

JJJGE =0, Ing = 0, J]J\FII ={4}, Jy,={L.2}, thR =0, INR = 0, Jno=0.

e La valeur de I'estimation p :

MZ—ZAJ'(UJ—LJ)—Zﬂj(Uj—Uj)Jrl >, 4Ar=o.

J€T g i€iNg J€TNp YN g
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e Calcul de la direction d’amélioration d :

Ona
11 3 -1

_ (= = 2 T \T
_(2’2’10’ 2 )
e Calcul du pas le long de la direction d et de la nouvelle solution  :
Ona #’ = min{5,1} = 1. Alors la nouvelle solution est

= (1,1, =2 —1)T, 2(@) = 2(u) + 0°(8 + 1) = % — 04,

Cette solution est optimale pour le programme linéaire (5.14). Par conséquent, la
commande
1 site|0,1],

est une solution optimale approchée du probleme continu (5.13).

Afin de trouver une bonne solution approchée, nous avons résolu le programme linéaire
(5.14), pour N = 1000 et h = 0.002. La solution optimale obtenue est z(u) = 0.449489.

5.1.4 Planification de la production : un probléme de contréle optimal

Une entreprise souhaite déterminer le taux de production sur I'horizon de planification
des T prochaines semaines de telle sorte que la demande connue soit satisfaite et que le
co(t total de production et de stock soit minimisé. Supposons que le taux de la demande
connu au temps ¢ soit g(¢) et, de la méme maniére, désignons le taux de production et
le niveau des stocks au temps ¢ par z(t) et y(t), respectivement. De plus, supposons que
le niveau du stock initial au temps 0 est 3y et que le niveau du stock souhaité a la fin de

I'horizon de planification soit égal a y7. Supposons que le colt de stock est proportionnel
T
aux nombres d’unités en stock, de sorte que le colt de stock soit égal a k& f y(t)dt,ouky >0

est connu. Supposons également que le colt de production soit proportlonnel au taux de
T

production, et soit donc donné par k; [ z(t)dt. Le codt total est alors
0

T
/kly ) + kaz(t)] dt.
0

Notons également que le stock a tout moment ¢ est donné par la relation

t
zy0+/ )] dr, t €1]0,T].
0
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Supposons que toute demande doit étre satisfaite. De plus, supposons que la capacité de
fabrication actuelle limite le taux de production de sorte qu’il ne dépasse a aucun moment
la valeur v. Supposons également que la capacité de stockage disponible limite le niveau
du stock a une valeur inférieure ou égale a une valeur maximale w. Par conséquent, le
probléeme d’ordonnancement de la production peut étre énoncé comme suit :

T
min ¢ (T ‘of )+ koz(t)] dt,
y(t) Of —g(m)ldr, te0,T], (5.15)
y(T) = yr,
0<y(t) <w t 0,77,
0<2(t) <v t 0,7

Discrétisation du probleme

Le modele précédent est un probléme de contréle optimal linéaire continu, ou la variable
de contréle est le taux de production z(t) et la variable d’état est le niveau de stock y().
Le probléme peut étre approché par un programme linéaire en discrétisant les variables
continues z et y. Pour ce faire, I'horizon de planification [0, 7] est divisé en n périodes plus
petites :
[0,h], [h,2h], [2h,3R],...,[(n—1)h,nh], oUnh=T.

Notons le taux de production, le niveau des stocks et le taux de la demande pendant la
période j par z;, y; et g;, respectivement et supposons qu’ils sont constants sur chaque
période. Le probléeme d’ordonnancement de la production peut alors étre approché par le
programme linéaire suivant :

min f(y,2) = 3 (kih )y]+2(k2h)z],

Jj=1 Jj=
y-:y;l—l—(z'—g')h, j:17"'an7
T (5.16)
Yn = Y1,
O y]<w7 ]:1, 7n_]-7
0<z <, 7 =1 N

Les relations
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s’écrivent aussi :

y1 = yo+(21 — g1)h,
Y2 = yo+(21 — g1)h + (22 — g2)h,
Y3 = yo+(21 — g1)h + (22 — g2)h + (23 — g3)h, (5.17)

yr = Yo+ (21 — g1)h + (22 — g2)h + (23 — g3)h + - + (20 — gn) .

Le systeme (5.17), peut étre écrit sous la forme matricielle suivante :

Ax = b,
ou
A= (e1,e2,...,en—1,—hE) € Myxon—1(R), b=1yoe — hEg — yre, € R",
avec
1 0
1 o0
E= P . . GMan(R),
111 --- 1

e=(1,1,....,0)T eR”, = (2,1 =1,2,...,2n—1),
=y, 1<i<n—1; xpyi1 =2, 1 <i<n,
et e; représente le j-eme vecteur-colonne de la matrice identité I,,.

Si I'on pose
Ci:—klh, li:O, ui:w,pourlgign—l,

¢ = —koh, [; =0, u; =v,pourn <i<2n—1,

on obtiendra alors le programme linéaire :

max f () ="z + fo.

Az =0b, | < x <u,

(5.18)
ou f(] = —klhyT.

5.2 Résultats expérimentaux

Le "GNU Linear Programming Kit" (GLPK) ' est un outil performant pour résoudre des
problémes d’optimisation linéaire a variables continues ou mixtes (entiéres et continues). Ce

1. GLPK a été développé par Andrew Makhorin de I'Institut d’aviation de Moscou. La premiére version pu-
bligue a été publiée en octobre 2000.
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kit est composé d’un langage de modélisation GNU MathProg et d’'une librairie de fonctions
C utilisant le solveur Glpsol. Lavantage de ce kit est d’étre en libre acces et relativement
facile a installer et a utiliser.

GLPK est une librairie de fonctions C qui utilisent les principales méthodes de résolution
de probléme d’optimisation (méthode du simplexe, branch and bound, méthodes de points
intérieurs, etc.) ainsi que tous les outils nécessaires aux créations d’objets, a I'appel des
solveurs et a I'affichage des résultats.

Afin de comparer l'algorithme proposé (MDHPM) avec la Méthode Primale du Simplexe
(MPS) implémentée dans GLPK et la Méthode Adaptée a Direction Hybride (MADH), une
implémentation utilisant le langage de programmation C++ a été développée. Dans notre
implémentation, le vecteur des multiplicateurs =, les composantes de base de la direction
réalisable dp et les composantes non basiques de la direction duale ¢t sont calculées en
résolvant trois systemes d’équations linéaires.

Nous avons testé les trois algorithmes sur deux ensembles de problémes-test : un en-
semble de programmes linéaires générés aléatoirement et un ensemble de problemes de
contréle optimal modélisant le probléme présenté a la sous-section 5.1.4.

5.2.1 Probléemes de PL générés aléatoirement

Les problémes de PL générés aléatoirement sont écrits sous la forme suivante :
maxz:cT:):, Ar <b, I <z <u, (5.19)

ou A = (a;;) € My, »n(R) dont 5% de ses éléments sont non nuls, z,¢,l,u € R*, b € R™. Les
nombres c;, a;;,b;,1; et u; sont générés aléatoirement avec la distribution uniforme. Nous
avons considéré des problemes avec une matrice de contraintes A de dimension m x m
et m x 2m, ou m € {200, 400, 600, 800, 1000}. Pour chaque taille, nous avons généré dix
problémes-test. Au total, nous avons généré 100 problémes de PL.

5.2.2 Problemes de PL particuliers

Le probléme de contrble optimal précédent (5.15) est transformé en probléme de PL
suivant :

max ¢l z, Az =0, | <z <u, (5.20)

ou A est une matrice de dimension n x (2n — 1), n est le nombre de sous-intervalles de
discrétisation de l'intervalle [0, T]; b € R", z,l,u € R?"~1, Nous fixons T' = 20 et pour chaque
dimension n = 50, 200, 400, 600, 800, 1000, nous générons 10 problémes-test. Au total, nous
avons généré 60 problémes-test pour le probléme de contrdle optimal.
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5.2.3 Résultats obtenus sur les problemes-test

Nous présentons les résultats numériques de la comparaison de notre méthode (MDHPM) :
l'algorithme 3.2 avec la MPS (l'algorithme 2.2) et la MADH (I'algorithme 3.1). De plus,
nous avons posé n = 1 dans MADH et MDHPM. Nous avons résolu I'ensemble des 160
problémes-test avec les trois algorithmes considérés, sur un ordinateur avec 4Go de RAM
et un processeur Pentium (R) Dual-Core CPU E5700 @ 3.00GHz 2.99GHz, fonctionnant
sous le systeme d’exploitation 64 bits Windows 8.1. Les résultats numériques sont présen-
tés dans les tableaux 5.1, 5.2 et 5.3, ou "cput” et "nit" représentent respectivement le temps
CPU moyen en secondes et le nombre moyen d’itérations des dix problémes générés pour
chaque taille.

Nous tracons le temps CPU et le nombre d’itérations pour les trois algorithmes. Les gra-
phiques sont présentés dans les figures 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4. A partir des différents tableaux
et graphiques, nous pouvons voir que I'algorithme MDHPM est compétitif avec la méthode
primale du simplexe de GLPK en termes de temps CPU et en terme de nombre d'itéra-
tions sur les problémes-test considérés. De plus, nous pouvons constater que I'algorithme
proposé dans cette thése est plus efficace que MADH. Cependant, des expériences numé-
riques sur d’autres ensembles de problémes-test tels que ceux de la librairie Netlib [37] sont
nécessaires pour obtenir des conclusions plus raffinées.
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MPS MADH MDHPM

nit cput nit cput nit cput
200 x 200 123,6 0,063 858 0,050 63,2 0,036

400 x 400 354,0 0,251 97,0 0,072 73,5 0,052
600 x 600 549,9 0,409 1421 0,113 98,5 0,079
800 x 800 7721 0,742 236,8 0,231 171,4 0,161
1000 x 1000 1013,7 1,019 273,4 0,394 2152 0,333

mx m

TABLE 5.1 — Le nombre moyen d’itérations et le temps CPU moyen des trois algorithmes
pour les probléemes-test générés aléatoirement de dimension m x m

MPS MADH MDHPM

nit cput nit cput nit cput
200 x 400 204,8 0,157 88,5 0,078 66,2 0,055
400 x 800 596,5 0,437 147,8 0,120 106,7 0,085
600 x 1200 1576,7 1,080 190,7 0,145 1453 0,107
800 x 1600 2067,9 2,121 299,0 0,335 208,3 0,229
1000 x 2000 3085,6 4,926 358,1 0,607 2826 0,440

mx 2m

TABLE 5.2 — Le nombre moyen d'’itérations et le temps CPU moyen des trois algorithmes
pour les probléemes-test générés aléatoirement de dimension m x 2m

MPS MADH MDHPM
nit cput nit cput nit cput
50 x 100 36,6 0,021 55 0,005 4,0 0,004
200 x 400 1729 0,176 12,0 0,036 9,6 0,028
400 x 800  354,6 0,642 19,8 0,109 16,8 0,085
600 x 1200 486,2 1,236 27,0 0,231 22,2 0,202
800 x 1600 709,3 3,322 36,6 0,455 31,2 0,404
1000 x 2000 860,2 5,752 45,2 0,838 37,9 0,727

mx 2m

TABLE 5.3 — Le nombre moyen d'’itérations et le temps CPU moyen des trois algorithmes
pour les problemes-test de contrdle optimal
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FIGURE 5.1 — Le nombre moyen d'’itérations et le temps CPU moyen des trois algorithmes
pour les problémes-test générés aléatoirement de dimension m x m
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FIGURE 5.2 — Le nombre moyen d’itérations et le temps CPU moyen des trois algorithmes
pour les problémes-test générés aléatoirement de dimension m x 2m
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FIGURE 5.3 — Le nombre moyen d'’itérations et le temps CPU moyen des trois algorithmes
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50 T 0.9 : T
—— MADH ——MADH
L| ——MDHPM —— MDHPM
% 08
400
071
35
0.6
o
s ~
& 2o5f
Q o
550 £
) u}
-g % 041
o2
z
03
151
021
101
5- 4 0.1
0 Il Il Il Il Il 0 L L Il Il
50x100 200x400 400x800 600x1200 800x1600 1000x2000 50x100 200x400 400x800 600x1200 800x1600 1000x2000
Dimension du probleme-test Dimension du probléme-test
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons proposé une nouvelle méthode a direction hybride pour ré-
soudre des problémes de programmation linéaire a variables bornées. Les conditions utili-
sées pour caractériser 'optimalité de la solution courante sont basées sur I'estimation de su-
boptimalité, qui est mise a jour a chaque itération en utilisant une formule plus générale que
celle proposée en [36]. Afin d’améliorer la solution réalisable courante, nous avons construit
une nouvelle direction réalisable hybride qui donne une meilleure amélioration locale de la
fonction objectif que la direction de I'algorithme MADH proposé dans [14] (Algorithme 3.1).
De plus, la régle du pas multiple est décrite pour changer le support courant dans notre
méthode et une procédure qui effectue la mise a jour du parameétre n est utilisée.

Dans le but de résoudre les probléemes de programmation linéaire écrits sous forme gé-
nérale sans connaissance au préalable d’une solution réalisable de support ou de base ini-
tiale, nous avons proposé une nouvelle technique d’initialisation des différents algorithmes,
qui évite I'utilisation des variables artificielles, et ce, en résolvant un probléme auxiliaire
ayant le méme nombre de variables que le probléme original. Cette technique permet aussi
de conclure si le probleme original est non réalisable. En outre, nous avons montré comment
appliquer notre méthode pour trouver une solution approchée pour certains probléemes de
contréle optimal linéaire.

Afin de comparer notre algorithme a l'algorithme primal du simplexe implémenté dans
le solveur de programmation linéaire open source GLPK et I'algorithme MADH, nous avons
développé une implémentation avec le langage de programmation C++. Les résultats nu-
mériques obtenus sur des problémes-test générés aléatoirement et certains instances d’'un
probléme de contréle optimal linéaire modélisant un probleéme pratique de planification de la
production montrent que notre algorithme est compétitif avec MPS et MADH.

Dans un travail futur, nous appliquerons la procédure de calcul de support initial (Pro-
cédure 4.1) et la technique de recherche d’une solution réalisable initiale proposée dans la
sous-section 4.2.2 afin d’initialiser notre algorithme avec une bonne SRS initiale, nous com-
parerons ensuite ses performances avec 'algorithme primal du simplexe sur les problemes-
test de la librairie Netlib [37].
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Résumé

Dans ce travail, nous avons proposé un nouvel algorithme pour résoudre les problémes de
programmation liné€aire a variables bornées. Cet algorithme passe d'une solution réalisable
de support a une autre meilleure en suivant une nouvelle direction hybride. La direction
construite donne une meilleure amélioration locale de la fonction objectif que celle de
l'algorithme MADH proposé dans [Bibi M O, Bentobache M. A hybrid direction algorithm
for solving linear programs. International Journal of Computer Mathematics 2015;
92(2):200-216]. Afin d'arréter 1'algorithme, un critére de suboptimalité est utilisé et la reégle
du pas multiple est appliquée pour changer le support courant. L'algorithme proposé est
implémenté avec C++, puis une €¢tude numérique est menée sur des problemes-test générés
aléatoirement et sur certaines instances d'un probléme de controle optimal. Les résultats
numériques obtenus montrent que notre algorithme est compétitif avec MADH et
l'algorithme primal du simplexe de GLPK. Afin d'initialiser 1'algorithme proposé, une
nouvelle technique d'initialisation a été developpée.

Mots clés : Programmation linéaire, direction hybride, estimation de suboptimalité, reégle
du pas multiple, expériences numériques, GLPK.

Abstract

In this work, we propose a new algorithm for solving linear programs with bounded
variables. This algorithm moves from a support feasible solution to a better one, following
a new hybrid direction. The constructed direction gives a better local improvement of the
objective function than the direction of the AMHD algorithm proposed in [Bibi M O,
Bentobache M. A hybrid direction algorithm for solving linear programs. International
Journal of Computer Mathematics 2015; 92(2):200-216]. In order to stop the algorithm, a
suboptimality criterion is used and the long step rule is applied for changing the current
support. The proposed algorithm is implemented with C++, then a numerical study is
conducted on randomly generated test problems and some instances of an optimal control
problem. The obtained numerical results show that our algorithm is competitive with
AMHD and the primal simplex algorithm of GLPK. In order to initialize our algorithm, a
new initialization technique was developed..

Keywords: :Linear programming, hybrid direction, suboptimality estimate, long step rule,
numerical experiments, GLPK.
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