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Notations

On utilise les notations usuelles suivantes :

• N l’ensemble des entiers naturels.

• N∗ l’ensemble des entiers naturels non nuls.

• R l’ensemble des réels finis.

• R+ l’ensemble des réels finis positifs.

• T la transposée.

• ∃ quantificateur existentiel (il existe).

• ∀ quantificateur universel (quel que soit).

• ∈ signe d’appartenance ; /∈ signe de non appartenance.

• Rn (n ∈ N∗) l’ensemble des n-tuples (x1, x2, . . . , xn)T , avec xi ∈ R, i = 1, . . . , n.

• Pour x, y ∈ Rn, x 6= y signifie ∃i ∈ {1, . . . , n} tel que xi 6= yi.

• Pour x, y ∈ Rn, x ≤ y signifie xi ≤ yi pour i = 1, . . . , n. L’écriture x ≥ y signifie que
y ≤ x ; x < y signifie que x ≤ y et x 6= y.

• Si A est une partie de B, on écrit A ⊆ B. Si A est une partie propre (c’est-à-dire
distincte de B), on écrit A ⊂ B (⊂ inclusion stricte).

• a un élément de A ⊂ Rn : maxA = a, c’est-à-dire, x ≤ a, ∀x ∈ A ; minA = a,
c’est-à-dire, a ≤ x, ∀x ∈ A.

•
∫ b
a f(t)dt est l’intégrale de f au sens de Riemann sur [a, b].

• ẋ(t) = dx(t)
dt dérivée de x(t) par rapport à t.

• x ∈ R, sign(x) =


1 si x > 0;

−1 si x < 0;

0 sinon.

• x ∈ R, |x| = x sign(x) désigne la valeur absolue de x.

• ∅ l’ensemble vide (c’est-à-dire un ensemble ne renfermant aucun élément).

• 0Rn le vecteur nul à n composantes.

8
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• Soit E un ensemble. On note par Card(E) le nombre d’éléments de E.

•
⋂

intersection ;
⋃

réunion ; \ différence d’ensembles.

• ⇔ signe d’équivalence ;⇒ signe d’implication.

• a := b remplacer a par b.

• a→ +∞ c-à-d a tend vers +∞.

• n! le factoriel d’un entier n.



Introduction

La programmation linéaire (PL) est une technique mathématique permettant de déter-
miner la meilleure solution d’un problème dont les données et les inconnues satisfont à
une série d’équations et d’inéquations linéaires. De nombreux phénomènes économiques
et industriels peuvent se modéliser par des systèmes mathématiques d’inégalités et d’égali-
tés linéaires conduisant à des problèmes d’optimisation linéaire. Dans ces problèmes d’op-
timisation linéaire, on cherche à minimiser ou maximiser une fonction linéaire sous des
contraintes linéaires portant sur les variables du problème. On parle souvent de problème
de programmation linéaire (ou encore de programme linéaire).

En 1939, le célèbre mathématicien russe Léonid Kantorovitch (1912-1986), prix Nobel
1975, formulait dans toute leur amplitude les problèmes de programmation linéaire [44] et
fournissait une méthode de résolution, adaptée au système économique soviétique et ap-
parentée à celle des multiplicateurs de Lagrange. Le terme de programmation faisant réfé-
rence à l’idée d’organisation et de planification lié à la nature des phénomènes modélisés.
Ce terme a été introduit pendant la seconde guerre mondiale et systématiquement utilisé
à partir de 1947 lorsque G.B. Dantzig inventa la méthode du simplexe pour résoudre les
problèmes de programmation linéaire.

La programmation linéaire connaît un développement rapide par suite de son application
directe à la gestion rationnelle des entreprises. Le facteur expliquant l’essor de la PL est la
construction d’ordinateurs puissants qui ont permis de traiter les problèmes concrets de taille
très grande. On l’applique surtout en gestion et en économie appliquée. On peut citer les
domaines d’application de la programmation linéaire qui sont : les transports, les banques,
les industries lourdes et légères, l’agriculture, les chaînes commerciales, la sidérurgie, et
surtout le domaine des applications militaires.

C’est donc sur un riche terreau que des spécialistes bien connus : G.B. Dantzig (1914-
2005), C.E. Lemke (1920-2004), A. Charnes (1917-1992), R. Frisch (1895-1973), E.M.L.
Beale (1928-1985), H.W. Kuhn (1925-2014) et A.W. Tucker (1905-1995), ont fait fleurir de
1948 à 1958, les méthodes classiques de résolution des programmes linéaires. L’apport de
G.B. Dantzig, après sa mise au point, sur une indication de Janos von Neumann, de l’al-
gorithme du simplexe en 1947 [22] et la méthode révisée du simplexe en 1953, demeure
considérable. De son côté, C.E. Lemke, dans son article, exposait, dès 1954, la méthode
duale du simplexe [45], étudiée aussi, avec quelques variantes par E.M.L. Beale [5]. A.

10
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Charnes, en 1952 [20], indiquait le procédé du petit ε pour mettre fin aux difficultés provo-
quées par l’apparition de certaines solutions dégénérées au cours d’un calcul itératif et, la
même année, A. Orden donnait la méthode du grand M ou de la base artificielle. En 1955,
G.B. Dantzig a développé en collaboration avec A. Orden et P. Wolfe la méthode primale-
duale du simplexe [23] et en 1959, G.F. Hadley et M.A. Simonnard ont développé la méthode
des deux phases [38].

Dans [32], R. Gabasov et F. M. Kirillova généralisent la méthode du simplexe en déve-
loppant la méthode de support qui peut être initialisée par n’importe quel point réalisable
et n’importe quel support (ensemble d’indices de base). Cette méthode utilise un critère de
suboptimalité qui arrête l’algorithme lorsqu’une solution ε-optimale est obtenue. Plus tard,
ils ont développé la méthode adaptée [35, 32, 36] basée sur une direction d’amélioration
qui dépend de la solution courante. La méthode adaptée est appliquée pour résoudre les
problèmes de contrôle optimal et généralisée pour résoudre les problèmes quadratiques
convexes [33, 34, 12, 13, 18, 40, 42, 43].

En 1984, N. Karmarkar [39] a développé le premier algorithme de points intérieurs com-
pétitif avec l’algorithme du simplexe pour la résolution des problèmes de grande taille. Il
existe aussi d’autres méthodes pour la résolution des programmes linéaires, on cite par
exemple : la méthode généralisée du simplexe de Cardoso et Clímaco (1992, [19]) ; la mé-
thode du simplexe avec des bases déficientes de Pan (1998, [50]) ; la méthode de points
extérieurs de Paparrizos et al. (2003, [51]), etc.

Dans [14, 7, 9, 8], les auteurs ont développé une nouvelle méthode appelée "Méthode
Adaptée à Direction Hybride (MADH)’ pour résoudre les problèmes de programmation li-
néaire avec des variables bornées. Cette méthode utilise le concept de direction hybride afin
de passer d’une solution réalisable à une autre ayant une meilleure valeur de la fonction ob-
jectif. Plus tard, cet algorithme est généralisé pour résoudre les programmes quadratiques
convexes [15] et les problèmes de contrôle optimal [55]. Le critère d’arrêt de l’algorithme
MADH est basé sur une quantité appelée estimation d’optimalité, donc il ne donne que des
solutions optimales ; de plus, la mise à jour du support est effectuée à l’aide de la règle du
pas simple.

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle direction hybride qui donne une meilleure
amélioration locale pour la fonction objectif que l’algorithme MADH développé précédem-
ment dans [14]. Cet algorithme utilise un critère de suboptimalité afin d’obtenir une solution
suboptimale et il utilise la règle du pas multiple afin de changer le support courant [28].
Par conséquent, la formule de mise à jour de l’estimation de suboptimalité [32, 36] est un
cas particulier de notre formule. Afin de comparer notre algorithme à l’algorithme MADH
et à l’algorithme primal du simplexe implémenté dans le solveur de programmation linéaire
open source GLPK [47], nous avons développé une implémentation avec le langage de
programmation C++. Ensuite, nous avons présenté quelques résultats numériques sur des
problèmes-test générés aléatoirement et sur quelques instances d’un problème de contrôle
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optimal linéaire modélisant un problème de planification de la production [4]. Les résultats
numériques obtenus montrent bien l’efficacité de notre algorithme.

Dans le but de résoudre des problèmes de programmation linéaire écrits sous forme
générale, tels que les problèmes pratiques de la librairie NETLIB [37] 1, et en se basant sur
les techniques d’initialisation proposées dans [7, 6], nous proposons une nouvelle technique
d’initialisation. Cette technique consiste à résoudre avec notre algorithme un problème auxi-
liare ayant le même nombre de variables que celui du problème original et une solution
réalisable de support initiale évidente ; la solution optimale du problème auxiliaire est alors
une solution réalisable initiale du problème original. Enfin, cette approche d’initialisation est
illustrée par plusieurs exemples numériques.

Cette thèse est organisée comme suit : Dans le premier chapitre, nous avons donné
la plupart des concepts dont nous avons besoin pour comprendre le contenu des autres
chapitres. Dans le deuxième chapitre, nous présentons la méthode primale du simplexe. La
nouvelle méthode proposée dite ’Méthode à Direction Hybride et à Pas Multiple’ (MDHPM)
fera l’objet du troisième chapitre. Le quatrième chapitre est consacré à la présentation d’une
nouvelle technique d’initialisation des différents algorithmes pour résoudre les programmes
linéaires sous forme générale. Enfin, dans le dernier chapitre, nous présentons certains
résultats numériques qui comparent notre algorithme à l’algorithme primal du simplexe du
solveur open source GLPK [47] et à l’algorithme MADH [14].

1. NETLIB est une librairie qui contient une collection de problèmes-test modélisant une variété de problèmes
pratiques qui surviennent dans plusieurs domaines, à savoir : le raffinage du pétrole, l’ordonnancement, la
gestion de production, l’allocation optimale des ressources, le traitement d’images, le problème des moindres
carrés, etc.



Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

Introduction

Ce chapitre présente les concepts mathématiques essentiels qui sont nécessaires pour
comprendre le matériel présenté dans les chapitres suivants. Le traitement des sujets est
concis et limité à la présentation des aspects clés du sujet. L’objectif de ce chapitre est
de comprendre les notions mathématiques nécessaires pour formuler et résoudre des pro-
blèmes de programmation linéaire.

1.1 Espace vectoriel

Tout ensemble E dans lequel ont été définies une addition entre les éléments de cet
ensemble et une multiplication par un scalaire réel est un espace vectoriel si les conditions
suivantes sont satisfaites :

1. E forme un groupe commutatif par rapport à l’addition ;

2. αx+ βy ∈ E, ∀x, y ∈ E, ∀α, β ∈ R ;

3. α(x+ y) = αx+ αy = (x+ y)α.

L’ensemble des nombres réels R forme un espace vectoriel pour l’addition et la multi-
plication usuelles. L’espace vectoriel le plus fréquemment utilisé par la suite est l’ensemble
Rn.

L’addition et la multiplication par un scalaire α sont définies respectivement par :
x1

x2

...
xn

+


y1

y2

...
yn

 =


x1 + y1

x2 + y2

...
xn + yn

 ,

13



1.1 Espace vectoriel 14

α.


x1

x2

...
xn

 =


α.x1

α.x2

...
α.xn

 .

Certains vecteurs jouent un rôle particulier, comme par exemple les vecteurs unitaires
dont la ième composante vaut 1 et dont toutes les autres sont nulles ; ces vecteurs sont
parfois appelés vecteurs élémentaires et sont notés ei.

Définition 1.1. Les vecteurs x1,x2, . . . ,xm à n composantes sont dits linéairement dépen-
dants si et seulement s’il existe des scalaires c1, c2, . . . , cm, non tous nuls, tels que

m∑
i=1

cixi = 0Rn .

De manière équivalente, on définit l’indépendance linéaire de m vecteurs ainsi :
Les vecteurs x1,x2, . . . ,xm sont dits linéairement indépendants si et seulement si :

m∑
i=1

cixi = 0Rn ⇒ ci = 0, ∀i = 1, . . . ,m.

Définition 1.2. On dit qu’un vecteur y est une combinaison linéaire des vecteurs x1,x2, . . . ,xm

s’il existe des scalaires c1, c2, . . . , cm tels que :

y =
m∑
i=1

cixi.

Mentionnons, pour conclure, les différentes propriétés de la dépendance linéaire de vec-
teurs.

• Si les vecteurs x1,x2, · · · ,xm sont linéairement dépendants, alors au moins l’un
d’entre eux s’écrit comme une combinaison linéaire des autres.

• Soient m vecteurs x1,x2, · · · ,xm à n composantes. Si m > n, alors x1,x2, · · · ,xm

sont linéairement dépendants.

Définition 1.3. La base d’un espace vectoriel V est un système de vecteurs de V , noté
B, tel que chaque vecteur de V peut être représenté de façon unique comme combinaison
linéaire des vecteurs de B.

Il est souvent plus pratique d’utiliser une définition équivalente basée sur la notion d’in-
dépendance linéaire. La base d’un espace vectoriel V est un système B de vecteurs linéai-
rement indépendants de V , tel que chaque vecteur de V dépend linéairement des vecteurs
de B.
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Si B est formée par un nombre fini de vecteurs, alors on dit que B est une base finie. Un
espace vectoriel ayant une base finie est dit de dimension finie. Dans ce cas, on obtient le
résultat 1.1 .

Résultat 1.1. Si V est un espace vectoriel de dimension finie, alors deux bases quel-
conques de V possèdent le même nombre de vecteurs. Ce nombre est appelé dimension
de V .

Dans le cas particulier de l’espace vectoriel Rn, sa dimension est n. SoitB = {a1,a2, . . . ,an}
une base de Rn. Un vecteur x quelconque de Rn peut donc s’écrire :

x =
n∑
i=1

αiai.

Les scalaires αi sont appelés coordonnées de x, par rapport à cette base.

1.2 Matrices

Définition 1.4. Une matrice A à m lignes et n colonnes est constituée de m× n éléments
réels (ou complexes). On la note :

A = (aij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

Les éléments aij sont appelés les coefficients de la matrice. Le premier indice est celui
de la ligne et le second celui de la colonne. Les éléments aii sont appelés les coefficients
diagonaux. On représente aussi A sous la forme suivante :

A = (a1, a2, a3, . . . , an), où aj =


a1j

a2j

...
amj

 , j = 1, . . . , n.

• L’ensemble des matrices à m×n coefficients dans R se noteMm,n(R) et simplement
Mm(R) lorsque n = m.

• Une matrice composée dem lignes et n colonnes est dite d’ordrem×n et simplement
d’ordre m lorsque n = m.

• Une matrice qui a le même nombre de lignes et de colonnes n = m est dite carrée.

• Une matrice à une ligne (m = 1) s’appelle une matrice-ligne.

• Une matrice à une colonne (n = 1) s’appelle une matrice-colonne.

• Une matrice A = (aij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) est diagonale si A est carrée et aij = 0,
pour i 6= j.
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• On appelle matrice identité notée Im la matrice diagonale d’ordre m dont les termes
diagonaux sont égaux à un.

• La matrice nulle deMm,n(R), notée par 0m,n, est définie par :

0m,n = (mij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n), où mij = 0, ∀ (i, j).

• Une matrice A = (aij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) est triangulaire inférieure si aij = 0,
pour i < j.

• Une matrice A = (aij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) est triangulaire supérieure si aij = 0,
pour i > j.

• La matrice AT transposée de A = (aij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) est la matrice
AT = (aji = aij , 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ m).

• Une matrice A est symétrique si A = AT .

• Une matrice A est antisymétrique si AT = −A.

1.2.1 Opérations sur les matrices

• ∀ A = (aij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n), B = (bij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) ∈Mm,n(R),

A+B = (aij + bij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

• ∀ A = (aij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) ∈Mm,n(R), ∀λ ∈ R,

λA = (λaij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

• ∀ A = (aij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) ∈ Mm,n(R) et ∀ B = (bij , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ s) ∈
Mn,s(R), A×B ∈Mm,s(R), et

A×B = (

n∑
k=1

aikbkj , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ s).

• L’ensembleMm,n(R) muni des opérations d’addition et de multiplication par un sca-
laire est un espace vectoriel qui admet pour base canonique la famille des matrices
(Eij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n), où Eij est une matrice dont tous les coefficients sont
nuls à l’exception de celui d’indices (i, j) qui est égal à 1.

1.2.2 Matrices et opérations élémentaires

On peut définir des opérations élémentaires sur les matrices :

• Permuter deux lignes ou deux colonnes entre elles respectivement.
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• Ajouter un multiple d’une ligne (resp. colonne) à une autre ligne (resp. colonne).

• Multiplier une ligne ou une colonne par un nombre différent de zéro.

Définition 1.5. Une matrice E est dite élémentaire lorsqu’elle est obtenue par des opéra-
tions élémentaires sur les lignes ou colonnes de la matrice identité.

Multiplier une matrice A par une matrice élémentaire :

• à gauche (c’est à dire calculer EA) revient à effectuer l’opération élémentaire corres-
pondante sur les lignes de A,

• à droite (AE) revient à faire une opération élémentaire sur les colonnes.

1.2.3 Inverse d’une matrice

Soit A, B ∈ Mm(R). On dit que B est l’inverse de A si et seulement si AB = BA = Im.

Dans ce cas, A est dite non-singulière et on note l’inverse d’une matrice A par A−1. L’inverse
de A est unique.

1.2.4 Méthode de Gauss-Jordan pour inverser les matrices

La méthode de Gauss-Jordan pour inverser une matrice A carrée consiste à faire des
opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A jusqu’à la transformer en la matrice
identité I. On fait simultanément les mêmes opérations élémentaires sur la matrice I. On
aboutit alors à une matrice qui est A−1. Ceci peut se résumer par le schéma suivant : A

∣∣∣∣∣∣∣ I

 Par opérations
élémentaires−−−−−−−−−−→

 I

∣∣∣∣∣∣∣ A−1

 .

1.2.5 Matrices complètement régulières

Soit A = (aij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m) une matrice de Mm(R). La matrice A est dite
complètement régulière si les matrices Ak = (aij , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ k) sont inversibles
pour k = 1, 2, . . . ,m.

1.2.6 Rang d’une matrice

Le rang d’une matrice A ∈ Mm,n(R) est égal à l’ordre de la plus grande sous-matrice
carrée non-singulière et il est noté par rang(A). On a ainsi rang(A) ≤ min{m,n}.
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Propriétés

• Si A est une matrice carrée, alors les vecteurs correspondant aux colonnes (ou
lignes) de la matrice A sont linéairement indépendants si et seulement si A est non-
singulière.

• Si une matrice est d’ordre (m×n) avec n > m, alors les vecteurs correspondant aux
colonnes sont linéairement dépendants.

• Si rang(A) = s, alors il y a exactement s colonnes et s lignes linéairement indépen-
dantes.

1.3 Systèmes d’équations linéaires

Un système d’équations linéaires peut s’écrire sous la forme générale :

Ax = b, (1.1)

où A est la (m × n)-matrice, x le n-vecteur des inconnues et b le m-vecteur des seconds
membres.

• Un vecteur x vérifiant le système (1.1) est appelé solution du système (1.1).

• Le système (1.1) est dit compatible s’il possède au moins une solution. Dans le cas
contraire, il est dit incompatible.

• On appelle matrice augmentée, la matrice A à laquelle on a ajouté le vecteur b et on
la note par (A | b).

• Un système d’équations est dit équivalent à un autre système si toute solution du
premier système est aussi une solution pour le deuxième système et inversement.

• Si le vecteur b est nul, le système (1.1) est dit homogène.

Théorème 1.1. Un système de m équations à n inconnues est compatible si et seulement
si :

rang(A) = rang(A | b).

Démonstration. Appliquons les opérations élémentaires sur les lignes de la matrice aug-
mentée, on aboutit à la matrice augmentée suivante :
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

1 0 · · · 0 ã1(r+1) · · · ã1n b̃1

0 1 · · · 0 ã2(r+1) · · · ã2n b̃2
...

...
. . .

...
... · · ·

...
...

0 0 · · · 1 ãr(r+1) · · · ãrn b̃r

0 0 · · · 0 0 · · · 0 b̃r+1

...
... · · · 0 0 · · · 0

...
0 0 · · · 0 0 · · · 0 b̃m−1

0 0 · · · 0 0 · · · 0 b̃m


où la notation ãij ,̃bi indique que les valeurs de aij et bi ont été modifiées par des opérations
élémentaires. Le rang de la matrice A est r.

Si b̃r+1 = b̃r+2 = · · · = b̃m = 0, alors le rang de la matrice augmentée (A | b) correspond
également à r et le système est compatible. En revanche, si l’une de ces valeurs est non
nulle (par exemple b̃k 6= 0, avec r + 1 ≤ k ≤ m), le rang de la matrice (A | b) vaut r + 1. Le
système est donc incompatible puisque l’équation 0 = b̃k est absurde.

1.4 Factorisation LU

Soit A une matrice inversible deMm(R) :

A = A(1) =



a
(1)
11 a

(1)
12 · · · · · · a

(1)
1m

a
(1)
21 a

(1)
22 · · · · · · a

(1)
2m

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

a
(1)
m1 a

(1)
m2 · · · · · · a

(1)
mm


, a

(1)
11 6= 0,

et que Li désigne la i-ème ligne de A . Nous avons déjà introduit la matrice Eij deMm(R).

Algorithme 1.1. (Algorithme de Gauss )

L’algorithme de Gauss conduit à une factorisation de la matrice A comme produit d’une
matrice triangulaire inférieure dont tous les termes diagonaux sont égaux à 1 et d’une ma-
trice triangulaire supérieure dont aucun terme diagonal n’est nul.

Étape 1 : L’élimination des coefficients de la première colonne dont l’indice de ligne est stricte-
ment supérieur à 1 se fait en procédant aux opérations élémentaires suivantes :

∀i > 1, Li ← Li − xi1L1 où xi1 =
a

(1)
i1

a
(1)
11

,
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et conduit à la matrice

A(2) =

(
m−2∏
i=0

(Im − x(m−i)1E(m−i)1)

)
A =



a
(1)
11 a

(1)
12 · · · · · · a

(1)
1m

0 a
(2)
22 · · · · · · a

(2)
2m

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

0 a
(2)
m2 · · · · · · a

(2)
mm


.

Notons par Q1 la matrice triangulaire inférieure dont tous les termes diagonaux sont
égaux à 1. Plus précisément :

Q1 =

m−2∏
i=0

(Im − x(m−i)1E(m−i)1) =

m∏
i=2

(Im − xi1Ei1) =



1 0 · · · · · · 0

−x21 1 0 · · · 0
... 0 1

. . .
...

...
...

...
. . . 0

−xm1 0 · · · · · · 1


Étape k : Soit k un entier tel que 1 < k ≤ m − 1, supposons avoir obtenu après k − 1 étapes

une matrice

A(k) =



a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1(k−1) a

(1)
1k · · · · · · a

(1)
1m

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2(k−1) a

(2)
2k a

(2)
2m

...
. . . . . .

...
...

...
0 · · · 0 a

(k−1)
(k−1)(k−1) a

(k−1)
(k−1)k · · · · · · a

(k−1)
(k−1)m

0 · · · 0 0 a
(k)
kk · · · · · · a

(k)
km

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 a
(k)
mk · · · · · · a

(k)
mm


,

dans laquelle aucun des termes diagonaux a(1)
11 , a

(2)
22 , . . . , a

(k−1)
(k−1)(k−1) n’est égal à 0.

La forme de la deuxième expression rappelle que lors de la jème étape, les lignes
d’indice inférieur ou égal à j ne sont plus modifiées : la première ligne de A(k) est
égale à la première ligne de A(1) ; la deuxième ligne de A(k) est égale à la deuxième
ligne de A(2), etc. Supposons alors que le coefficient a(k)

kk soit différent de 0. Il est
possible de le prendre comme pivot. L’élimination des coefficients de la kème co-
lonne de A(k) dont l’indice de ligne est strictement supérieur à k, s’effectue grâce aux
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opérations élémentaires suivantes :

∀i > k, Li ← Li − xikLk, où xik =
a

(k)
ik

a
(k)
kk

.

L’élimination revient à multiplier A(k) à gauche par la matrice Qk suivante :

Qk =

m−k−1∏
i=0

(Im − x(m−i)kE(m−i)k) =

m∏
i=k+1

(Im − xikEik)

=



1 0 · · · 0 · · · · · · 0 0

0
. . . . . .

...
...

...
. . . 1 0

...
... 0 1 0

...
... 0 −x(k+1)k 1

. . .
...

...
...

... 0
. . . 0

...
...

...
...

...
. . . 1 0

0 · · · 0 −xmk 0 · · · 0 1



.

On obtient ainsi, une matrice A(k+1) = QkA
(k) analogue à A(k). Ainsi, sous réserve

qu’il soit possible de choisir comme pivot à l’étape k le scalaire a
(k)
kk , on obtient de

proche en proche, une famille de m − 1 matrices (Q1, . . . , Qm−1) triangulaires infé-
rieures dont tous les termes diagonaux sont égaux à 1 et une matrice A(m) triangu-
laire supérieure dont aucun de ses termes diagonaux n’est égal à 0, telles que

A(m) =

(
m−1∏
i=1

Qm−i

)
A =



a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1(k−1) a

(1)
1k · · · · · · a

(1)
1m

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2(k−1) a

(2)
2k a

(2)
2m

...
. . . . . .

...
...

...
0 · · · 0 a

(k−1)
(k−1)(k−1) a

(k−1)
(k−1)k · · · · · · a

(k−1)
(k−1)m

0 · · · 0 0 a
(k)
kk · · · · · · a

(k)
km

...
...

... 0
. . .

...
...

...
...

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 0 0 · · · 0 a

(m)
mm


.

Il est clair que la matrice Qm−1 · · ·Q1 est encore triangulaire inférieure et que tous
ses termes diagonaux sont égaux à 1. Elle est donc inversible. En effet

L = (Qm−1 · · ·Q1)−1 =
m−1∏
k=1

Q−1
k ,
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et

Q−1
k =



1 0 · · · 0 · · · · · · 0 0

0
. . . . . .

...
...

...
. . . 1 0

...
... 0 1 0

...
... 0 x(k+1)k 1

. . .
...

...
...

... 0
. . . 0

...
...

...
...

...
. . . 1 0

0 · · · 0 xmk 0 · · · 0 1



,

d’où

L =



1 0 · · · 0 · · · · · · 0 0

x21
. . . . . .

...
...

x31 x32 1 0
...

...
. . . 1 0

...
... x(k+1)k 1

. . .
...

...
...

...
. . . . . . 0

...
...

...
...

...
. . . 1 0

xm1 · · · · · · xmk · · · · · · xm(m−1) 1



.

Posons U = A(m). On aura alors
A = LU.

Théorème 1.2. [52]
Soit A une matrice de Mm(R), A est complètement régulière si et seulement si A admet
une décomposition LU .

Soit A ∈Mm(R) non-singulière. Supposons que nous puissions écrire la matrice A sous
forme d’un produit de deux matrices :

A = LU, (1.2)

où L = (αij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m) est une matrice triangulaire inférieure et U =

(βij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m) est une matrice triangulaire supérieure. On peut utiliser cette
décomposition pour résoudre le système :

Ax = (LU)x = L(Ux) = b. (1.3)
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En résolvant d’abord par rapport au vecteur y le système :

Ly = b, (1.4)

puis en résolvant le système
Ux = y. (1.5)

Quel est l’avantage de la technique de décomposition LU pour la résolution d’un système
linéaire?
L’avantage est que la solution d’un système d’équations triangulaires est assez triviale. Ainsi,
l’équation (1.4) peut être résolue par substitution directe comme suit :

y1 =
b1
α11

, (1.6)

yi =
1

αii

bi − i−1∑
j=1

αijyj

 , i = 2, 3, . . . ,m. (1.7)

Par substitution de y par (1.6)-(1.7), le système (1.5) peut alors être résolu comme suit :

xm =
ym
βmm

, (1.8)

xi =
1

βii

yi − m∑
j=i+1

βijxj

 , i = m− 1,m− 2,m− 3, . . . , 1. (1.9)

Remarque 1.1. Si A est une matrice non-singulière d’ordre m, alors A−1 = (yi, 1 ≤ i ≤ m),
où Ayi = ei.

1.5 Mise à jour de l’inverse d’une matrice

Soit une matrice :
A = (a1, a2, . . . , ap, . . . , am)

non-singulière dont l’inverse A−1 est connue. Supposons que nous devons trouver l’inverse
de la matrice

Ā = (a1, a2, . . . , aq, . . . , am)

qui ne diffère de A que par la substitution du vecteur aq non-nul au vecteur ap. Nous savons,
par définition, que tous les vecteurs aj de A sont linéairement indépendants, puisque A

est non-singulière. Le vecteur aq peut donc s’exprimer par une combinaison linéaire des
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vecteurs aj : il existe alors un m-vecteur non nul y = (yj , j = 1, 2, . . . ,m), tel que

aq = Ay =

m∑
j=1

ajyj . (1.10)

Pour que Ā−1 existe, il faut que les vecteurs a1, . . . , aq, . . . , am soient linéairement indépen-
dants, c’est-à-dire que yp dans l’équation (1.10) soit différent de zéro, puisque nous savons
déjà que les autres sont indépendants. Nous pouvons alors écrire :

aq =

m∑
j 6=p

yjaj + ypap

⇒ap = − 1

yp

m∑
j 6=p

yjaj +
1

yp
aq

⇒ap = Āv,

où
vT = (−y1

yp
, −y2

yp
, . . . , −yp−1

yp
,

1

yp
, −yp+1

yp
, . . . , −ym

yp
).

La matrice Ā peut être écrite sous la forme suivante :

Ā = AE, (1.11)

avec
E = Im + (y − ep)eTp = (e1, e2, . . . , ep−1, y, ep+1, . . . , em),

où ej désigne le j-ème vecteur unitaire. En effet,

Ā = A+ (aq − ap)eTp = A[Im +A−1(aq − ap)aTp ].

Comme A−1aq = y et A−1ap = ep, on obtient Ā = AE.
Puisque det(E) = yp 6= 0, alors E est inversible et

E−1 = Im −
1

yp
(y − ep)eTp = (e1, e2, . . . , ep−1, v, ep+1, . . . , em).

Il en résulte alors que
Ā−1 = E−1A−1.

Cette technique, dite forme produit de l’inverse, est particulièrement utile dans la méthode
du simplexe ainsi que la méthode proposée dans le chapitre 3 de cette thèse, puisque à
chaque itération, la base ne diffère que par la substitution du vecteur aj0 entrant au vecteur
aj1 sortant.
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1.6 Espace vectoriel normé

Définition 1.6. Soit V un espace vectoriel sur R, on appelle norme une application de V

dans R+, notée ‖ ‖, qui vérifie les trois propriétés suivantes :

•∀x ∈ V, ∀λ ∈ R, ‖λx‖ = |λ|‖x‖.

•∀x ∈ V, ∀y ∈ V, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

•‖x‖ = 0⇔ x = 0.

Un espace vectoriel muni d’une norme est dit espace vectoriel normé.

Remarque 1.2. Un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme est dit espace
vectoriel normé de dimension finie.

1.6.1 Normes fondamentales sur Rn

Pour tout entier p ∈]1,+∞[, on définit l’application ‖ ‖p de Rn dans R+ par

‖x‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

.

Cette application est une norme, appelée norme de Hölder.
Les normes

‖x‖1 =

n∑
i=1

|xi|, ‖x‖2 =

(
n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

, ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|

sont appelées normes fondamentales sur Rn.

1.6.2 Définitions

Soit V un espace vectoriel normé sur R.

Définition 1.7. On dit qu’une partie non vide S de V est une partie bornée de V si

∃M > 0, ∀x ∈ S, ‖x‖ ≤M.

Définition 1.8. On dit qu’une suite d’éléments (xk)k de V converge vers x si et seulement
si :

∀ε > 0, ∃k̂ ∈ N, ∀k ≥ k̂, ‖xk − x‖ ≤ ε.

Définition 1.9. Dire que S ⊆ V est fermé revient à dire que si une suite (xk)k de S converge
vers x de V alors nécessairement x ∈ S.

Définition 1.10. Soient f une application de V dans R et x0 ∈ V . On dit que f est continue
en x0 si
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∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ‖x− x0‖ ≤ δ ⇒ |f(x)− f(x0)| ≤ ε.

L’application f est continue sur S ⊆ V si f est continue en tout point de S.

Définition 1.11. On appelle partie compacte d’un espace vectoriel normé de dimension
finie toute partie bornée et fermée.

1.7 Analyse convexe

Définition 1.12. Soit x1 et x2 deux vecteurs de Rn. Le segment [x1, x2] est l’ensemble des
points, défini par :

[x1, x2] = {x ∈ Rn : x = λx1 + (1− λ)x2, 0 ≤ λ ≤ 1}.

Définition 1.13. Un ensemble S non vide de Rn est dit ensemble convexe si et seulement
si :

∀x1, x2 ∈ S, [x1, x2] ⊆ S.

Définition 1.14. Soit S un ensemble convexe. Un point x ∈ S est dit point extrême de S,
s’il n’existe aucun segment [u, v] ⊂ S (u 6= v) qui contient x en tant que point intérieur,
c’est-à-dire, si la relation

x = λu+ (1− λ)v,

avec un certain λ ∈]0, 1[ et u, v ∈ S est possible si et seulement si u = v = x. Autrement dit
x est un point extrême de S si on ne peut pas l’exprimer comme une combinaison convexe
de deux autres points différents de S.

Définition 1.15. Le vecteur y est appelé combinaison convexe des p vecteurs x1, x2, . . . , xp

s’il existe des constantes non-négatives λ1, λ2, . . . , λp avec
p∑
i=1

λi = 1, telles que y =
p∑
i=1

λixi.

Définition 1.16. Soit c ∈ Rn et b ∈ R. L’ensemble S = {x ∈ Rn : cTx ≤ b} est appelé
demi-espace.

Définition 1.17. Soit c ∈ Rn et b ∈ R. L’ensemble S = {x ∈ Rn : cTx = b} est appelé
hyperplan.

Définition 1.18. Soit A ∈ Mm,n(R) et b ∈ Rm. L’ensemble S = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} est
appelé polyèdre. Un polyèdre borné est appelé polytope.

Remarque 1.3. L’hyperplan est un ensemble convexe.
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1.8 Programmation mathématique

Soit V un espace vectoriel normé sur R.

1.8.1 Le problème fondamental

Soient S ⊆ V et une fonction f réelle définie sur S. Le problème fondamental de la
programmation mathématique est le suivant :

trouver un élément y dans S tel que f(y) ≥ f(x) pour tout x ∈ S.

Le problème est un problème de maximisation. On dit que le point y est un maximum
de f . On dit aussi que la fonction f prend sa valeur maximale au point y. Le problème
de minimisation de f sur S, i.e., trouver un y dans S tel que f(y) ≤ f(x) pour tout x, est
équivalent au problème de maximisation de la fonction −f sur S. Pour voir cela, observez
que si −f(y) ≥ −f(x) pour tout x ∈ S, alors f(y) ≤ f(x) pour tout x ∈ S, et inversement.
Donc

max
x∈S

f(x)⇔ min
x∈S
−f(x).

Remarque 1.4. Si S ⊆ Rn, nous obtenons alors le problème de programmation mathéma-
tique : maximiser ou minimiser une fonction réelle f sur S, où S = {x ∈ Rn, hi(x) ≤ bi, i =

1, . . . ,m}. Ici f est appelée fonction objectif (fonction économique), S est l’ensemble réali-
sable et hi(x) ≤ bi, i = 1, . . . ,m sont les contraintes ; hi est une fonction à valeurs réelles
définie sur S, bi ∈ R.

Remarque 1.5. Lorsque les fonctions f et hi, i = 1, . . . ,m sont linéaires, il s’agit d’un
problème de programmation linéaire. Si de plus, on impose que les variables ne peuvent
prendre que des valeurs entières, on parle de programmation linéaire en nombres entiers.
Les problèmes dans lesquels la fonction f ou hi sont non-linéaires font partie de la pro-
grammation non-linéaire. Un cas particulier est la programmation quadratique relative aux
problèmes pour lesquels la fonction f est quadratique et les fonctions hi sont linéaires.

Nous exposons maintenant le théorème d’existence fondamental pour la maximisation
(minimisation) des fonctions avec des domaines dans Rn [53, 2, 21].

Théorème 1.3. Toute fonction réelle définie et continue sur un compact S atteint son maxi-
mum et son minimum sur S.

Remarque 1.6. Nous soulignons que le théorème 1.3 donne une condition suffisante pour
l’existence d’un maximum et d’un minimum. Ce n’est pas une condition nécessaire.

Par la suite, nous étudierons essentiellement les problèmes de programmation linéaire.



Chapitre 2

La méthode primale du simplexe

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons d’abord présenter les définitions de base et les théorèmes
d’existence des solutions optimales des problèmes de programmation linéaire, puis en se
basant sur [17], nous aborderons la méthode primale du simplexe.

2.1 Position du problème

La programmation linéaire est un cas particulier de la programmation mathématique, où
la fonction objectif et les contraintes sont linéaires. Un problème de Programmation Linéaire
(PL) s’écrit donc sous la forme standard suivante :

max z(x) = cTx, (2.1)

Ax = b, (2.2)

l ≤x ≤ u, (2.3)

où A ∈ Mm×n(R), b ∈ Rm, x ∈ Rn est le vecteur des variables et c, l, u ∈ Rn. On suppose
que ||l|| <∞, ||u|| <∞ et rang(A) = m. Lorsque cette dernière condition n’est pas vérifiée,
on ajoutera dans ce cas des vecteurs unitaires appropriées aux colonnes de la matrice A

(voir la remarque 4.1).
Plusieurs concepts jouent un rôle important dans l’étude des problèmes de programma-

tion linéaire, notamment la notion de solution réalisable et celle de base.

2.2 Définitions

• La matrice A est appelée la matrice des contraintes, b est dit vecteur des seconds
membres, l est le vecteur des bornes inférieures et u le vecteur des bornes supé-

28
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rieures.

• Un vecteur x est dit pseudo-solution du problème (2.1)-(2.3) s’il vérifie les contraintes
(2.2).

• Un vecteur x est dit solution réalisable (SR) du problème (2.1)-(2.3) s’il vérifie les
contraintes (2.2)-(2.3). Notons par S l’ensemble des solutions réalisables.

• Une solution réalisable x∗ est dite solution optimale si elle maximise la fonction ob-
jectif :

z(x∗) = max
x∈S

z(x) = max
x∈S

cTx.

• Notons par J = {1, 2, . . . , n} l’ensemble des indices des colonnes de la matrice A. Si
JB ⊂ J et JN = J \ JB, alors AB = (aj , j ∈ JB) désigne la sous-matrice constituée
des colonnes correspondant aux indices de l’ensemble JB et AN = (aj , j ∈ JN )

celle constituée des colonnes correspondant aux indices de JN . Si v est un vecteur
de Rn, alors on écrit vB = (vj , j ∈ JB) et vN = (vj , j ∈ JN ).

• Une base est un sous-ensemble d’indices JB ⊂ J , vérifiant les deux propriétés sui-
vantes :
— Card(JB) = m ;
— La sous-matrice AB est non-singulière.
Les indices de l’ensemble JB sont appelés indices de base. Notons par JN = J \JB ;
les indices de l’ensemble JN sont alors appelés indices hors-base. De même, la
sous-matrice AB est appelée matrice de base, les variables xj , j ∈ JB sont appelées
variables de base et les variables xj , j ∈ JN sont appelées variables hors-base.

• Soit JB une base. Alors le vecteur x vérifiant les relations :

xj = lj ou uj , j ∈ JN (2.4)

et
xB = A−1

B (b−ANxN ) (2.5)

est appelée solution de base associée à la base JB ou solution de base.

• Lorsque la solution de base x vérifie lB ≤ xB ≤ uB, alors on dit que x est une solution
de base réalisable (SBR).
Notons par JNl = {j ∈ JN : xj = lj} et JNu = {j ∈ JN : xj = uj}. Donc pour une
SBR x, on a xNl = lNl et xNu = uNu.

• Une SBR est dite non-dégénérée si

lB < xB < uB.

Remarque 2.1. Supposons que S 6= ∅. Si ‖l‖ < ∞ et ‖u‖ < ∞, alors S est borné mais la
réciproque n’est pas toujours vraie. Dans ce cas, le problème de PL (2.1)-(2.3) est appelé
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problème de PL à variables bornées. Notons également que si S est borné, alors d’après le
théorème 1.3, le problème (2.1)-(2.3) possède une solution optimale finie, mais la réciproque
n’est pas toujours vraie.

Remarque 2.2. Le nombre de solutions de base réalisables du problème (2.1)-(2.3) est
inférieur ou égal à Cmn = n!

(n−m)!m! .

2.3 Recherche d’une solution optimale

Comme l’ensemble S des solutions réalisables du problème (2.1)-(2.3) est borné, alors
on a les théorèmes importants suivants :

Théorème 2.1. Toute solution réalisable du problème (2.1)-(2.3) peut s’écrire comme une
combinaison convexe des solutions de base réalisables du problème.

Théorème 2.2. L’ensemble S possède au moins un point extrême.

Théorème 2.3. Tout point extrême est une solution réalisable de base, et inversement.

Théorème 2.4. Si le problème de PL (2.1)-(2.3) possède une solution optimale, alors il
existe une solution de base réalisable optimale.

Les preuves détaillées de ces théorèmes classiques de la PL dans le cas d’un problème
de PL à variables positives ou nulles, écrit sous forme standard, i.e., S = {x ∈ Rn, Ax =

b, x ≥ 0}, peuvent être trouvées dans la référence [16].
Ainsi pour trouver la solution optimale, il suffit d’examiner les points extrêmes de S ou de

manière équivalente les solutions réalisables de base. Dans la section suivante, nous allons
présenter la méthode primale du simplexe dont le principe consiste à passer d’un point
extrême à un autre point extrême adjacent de S ayant une meilleure valeur de la fonction
objectif. Le processus itératif s’arrête lorsque aucune amélioration n’est possible.

2.4 Méthode primale du simplexe

Pour décrire les étapes de la méthode primale du simplexe, il faut d’abord se poser les
trois questions suivantes :

1. A l’étape initiale, comment sélectionner la solution de base réalisable initiale?

2. A l’étape itérative :

• Quels critères utiliser pour sélectionner la variable hors-base à faire entrer en
base?

• Comment identifier la variable à faire sortir de la base pour devenir hors-base?



2.4 Méthode primale du simplexe 31

• Comment identifier la nouvelle solution sans avoir à résoudre le nouveau système
d’équations linéaires ainsi obtenu?

3. A l’étape d’arrêt, comment effectuer le test d’optimalité?

Pour répondre à toutes ces questions, nous présentons ici l’algorithme de la méthode pri-
male du simplexe :

Algorithme 2.1. (MPS)

Étape initiale : Nous calculons une SBR initiale du problème (2.1)-(2.3) avec la technique
utilisant plusieurs variables artificielles ou celle utilisant une seule variable artificielle ou la
technique qui évite carrément l’utilisation des variables artificielles que nous proposons dans
la section 4.2. Soit donc x une SBR initiale du problème et JB la base correspondante.

Étape itérative :

Étape 1 : Calculer les ensembles JNl et JNu ;

Étape 2 : Calculer le vecteur des multiplicateurs πT = cTBA
−1
B et le vecteur des côuts réduits

∆ = ATπ − c;

Étape 2.1 : Si les conditions suivantes sont vérifiées :

∆j ≥ 0 pour j ∈ JNl, ∆j ≤ 0 pour j ∈ JNu, (2.6)

alors l’algorithme s’arrête avec x une SBR optimale ;

Étape 2.2 : Sinon, déterminer l’ensemble des indices non optimaux JNNO qui contient les
indices hors-base qui ne vérifient pas les conditions (2.6) et sélectionner une
variable d’entrée xj0 , j0 ∈ JNNO, vérifiant | ∆j0 |= max

j∈JNNO

| ∆j | ;

Étape 3 : Résoudre le système d’équations linéaires ABy = aj0 par rapport à y ;

Étape 4 : Calculer θ = min{ min
1≤i≤m

θi, uj0 − lj0}, où

θi =


sign(∆j0)

lBi
−xBi
yi

, si ∆j0yi < 0;

sign(∆j0)
uBi
−xBi
yi

, si ∆j0yi > 0;

+∞, si yi = 0.

Étape 5 : Poser xB := xB + θsign(∆j0)y; z := z + θ|∆j0 |;

Étape 5.1 Pour θ = uj0 − lj0 :

Si j0 ∈ JNu, alors poser JNl := JNl ∪ {j0} et JNu := JNu \ {j0} ;

Sinon JNu := JNu ∪ {j0} et JNl := JNl \ {j0};
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Étape 5.2 Pour θ < uj0 − lj0 : poser xj0 := xj0 − θsign(∆j0) ;
Soient j1 ∈ JB, tel que θj1 = θ et et i1 la position de j1 dans JB.
Si ∆j0yi1 < 0, alors poser JNl := JNl ∪ {j1} ;
Si ∆j0yi1 > 0, alors poser JNu := JNu ∪ {j1} ;
Supprimer j0 de JNl ∪ JNu. Poser JB := JB\{j1} ∪ {j0} et aller à l’étape 1 ;

Théorème 2.5. Si l’algorithme 2.2 s’arrête à l’étape 2.1, alors x est une solution de base
réalisable optimale du problème (2.1)-(2.3).

Démonstration. Par hypothèse, x est une solution réalisable de base. Supposons que
l’algorithme se termine à l’étape 2.1. Soit ∆ = ATπ − c, où π est calculé dans l’étape 2.
Maintenant, pour toute solution réalisable x̄, on a

cT x̄− cTx = cT (x̄− x)

= −∆T
N (x̄N − xN )

= −∆T
Nl(x̄Nl − lNl)−∆T

Nu(x̄Nu − uNu) ≤ 0.

La dernière inégalité découle du fait que ∆Nl ≥ 0, x̄Nl ≥ lNl, ∆Nu ≤ 0 et x̄Nu ≤ uNu. Par
conséquent, cT x̄ ≤ cTx. Donc x est optimale.
(Mise à jour). Il faut montrer que si la solution courante n’est pas optimale, alors la nouvelle
solution x est une SBR associée à la nouvelle base JB.
Si l’étape 5.1 se produit, le nouveau JB est identique à l’ancien JB, et donc évidemment
une base. Pour le cas restant, il faut montrer que la nouvelle matrice AB est non-singulière.
Désignons la nouvelle matrice par ĀB, il s’en suit que

ĀB = ABE,

où
E = Im + (y − ei1)eTi1 .

Puisque yi1 6= 0 par la définition de θ, alors E est inversible. Comme AB est inversible, on
déduit qu ĀB est inversible.

2.5 Résolution des problèmes de PL sous forme générale

Considérons le problème de PL (2.1)-(2.3) pour lequel les valeurs −∞ pour les bornes
inférieures et +∞ pour les bornes supérieures sont autorisées.

• Lorsque lj = 0 et uj = +∞, j = 1, 2, . . . , n, on dit que les variables xj sont non-
négatives.

• Si lj = −∞ et uj = +∞, la variable xj est dite libre ou sans restriction de signe.
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• Si lj = uj 6= ∞, alors xj est dite une variable fixe. Notons qu’il est particulièrement
plus aisé de remplacer une variable xj sans restriction de signe par la différence de
deux variables non-négatives.

• Notons l’ensemble des variables libres et celui des variables fixes, respectivement,
par :

JNlr = {j ∈ JN : xj est libre}, JNfx = {j ∈ JN : xj est fixe}.

• Une base est un triplet (JB, JNl, JNu) vérifiant les deux propriétés suivantes [17] :
— La sous-matrice AB est non-singulière ;
— JNl ∩ JNu = ∅, JNl ∪ JNu = {j /∈ JB : xj n’est ni fixe ni libre}, lj > −∞ pour

j ∈ JNl et uj < +∞ pour j ∈ JNu.

• La solution de base x associée à la base (JB, JNl, JNu) est donnée par :

xNl =lNl,

xNu =uNu,

xNfx =lNfx = uNfx,

xNlr =0,

(2.7)

et
xB = A−1

B (b−ANxN ). (2.8)

• Lorsque la solution de base x vérifie lB ≤ xB ≤ uB, alors on dit que x est une solution
de base réalisable (SBR).

• Si la valeur optimale de la fonction objectif est infinie, alors le problème de PL est dit
non borné.

Pour résoudre le problème de PL sous forme générale, nous présentons l’algorithme décrit
dans [17] :

Algorithme 2.2. (MPS)

Étape initiale : Nous calculons une SBR initiale du problème (2.1)-(2.3) avec la technique
utilisant plusieurs variables artificielles ou celle utilisant une seule variable artificielle ou la
technique qui évite carrément l’utilisation des variables artificielles que nous proposons dans
la section 4.2. Soit donc x une SBR initiale du problème et JB la base correspondante.

Étape itérative :

Étape 1 : Calculer les ensembles JNl, JNu, JNlr et JNfx ;

Étape 2 : Calculer le vecteur des multiplicateurs πT = cTBA
−1
B et le vecteur des côuts réduits

∆ = ATπ − c;
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Étape 2.1 : Si les conditions suivantes sont vérifiées :

∆j ≥ 0 pour j ∈ JNl, ∆j ≤ 0 pour j ∈ JNu, et ∆j = 0 pour j ∈ JNlr, (2.9)

alors l’algorithme s’arrête avec x une SBR optimale ;

Étape 2.2 : Sinon, déterminer l’ensemble des indices non optimaux JNNO qui contient les
indices non basiques qui ne vérifient pas les conditions (2.9) et sélectionner une
variable d’entrée xj0 , j0 ∈ JNNO, vérifiant | ∆j0 |= max

j∈JNNO

| ∆j | ;

Étape 3 : Résoudre le système d’équations linéaire ABy = aj0 par rapport à y ;

Étape 4 : Calculer θ = min{ min
1≤i≤m

θi, uj0 − lj0}, où

θi =


sign(∆j0)

lBi
−xBi
yi

, si ∆j0yi < 0;

sign(∆j0)
uBi
−xBi
yi

, si ∆j0yi > 0;

+∞, si yi = 0.

Si θ = +∞, alors algorithme s’arrête. Le problème est non borné ;

Étape 5 : Poser xB := xB + sign(∆j0)θy, z := z + θ|∆j0 |;

Étape 5.1 Pour θ = uj0 − lj0 :

Si j0 ∈ JNu, alors poser JNl := JNl ∪ {j0} et JNu := JNu \ {j0} ;

Sinon JNu := JNu ∪ {j0} et JNl := JNl \ {j0};

Étape 5.2 Pour θ < uj0 − lj0 : soit j1 ∈ JB, tel que θj1 = θ. Poser

xj0 :=



θ, si j0 ∈ JNlr et ∆j0 < 0;

−θ, si j0 ∈ JNlr et ∆j0 > 0;

lj0 + θ, si j0 ∈ JNl;

uj0 − θ, si j0 ∈ JNu.

Si la variable sortante xj1 est fixe, alors poser JNfx := JNfx ∪ {j1} ; sinon, soit i1
la position de j1 dans JB.
Si ∆j0yi1 < 0, alors poser JNl := JNl ∪ {j1} ;
Si ∆j0yi1 > 0, alors poser JNu := JNu ∪ {j1} ;
Supprimer j0 de JNlr ∪ JNl ∪ JNu. Poser JB := JB\{j1}∪ {j0} et aller à l’étape 1 ;

Théorème 2.6. [17] Si l’algorithme 2.2 s’arrête à l’étape 2.1, alors x est une solution de base
réalisable optimale du problème (2.1)-(2.3). Si l’algorithme se termine à l’étape 4, alors la
valeur optimale de la fonction objectif du problème (2.1)-(2.3) est infinie (le problème est non
borné).
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Démonstration. L’optimalité de la solution x et la non-singularité de la nouvelle base se
démontrent d’une façon similaire à celle utilisée pour la preuve du cas borné (théorème
2.5). (Infinité). Supposons que ∆j0 < 0 et pour α ≥ 0, définissons

xαj0 = xj0 + α,

xαB = xB − αy, et

xαj = xj pour j ∈ JN\{j0},

où ABy = aj0 et x est donné par (2.7)-(2.8). Il est simple de voir que Axα = b. Supposons
que α ≤ θ. Alors clairement lj0 ≤ xαj0 ≤ uj0 , et donc lN ≤ xαN ≤ uN , en outre 0 ≤ α ≤ min

i
θi

implique lB ≤ xαB ≤ uB. Par conséquent, xα est une solution réalisable, et

zα = cTxα = cTx+ αcj0 − αcTBy,

= cTx+ αcj0 − απTaj0 ,

= cTx− α∆j0 .

Il s’en suit que si θ = +∞, alors zα est infinie. D’une façon simailaire on traite le cas ∆j0 > 0,
en prenant xαj0 = xj0 − α et xαB = xB + αy.

2.6 Exemples numériques

Les exemples suivants illustrent respectivement les trois cas suivants :

1. Le maximum existe avec un ensemble de solutions réalisables borné.

2. Le maximum existe avec un ensemble de solutions réalisables non borné.

3. Le problème est non borné.

Exemple 2.1.

max z = cTx,

Ax = b, l ≤ x ≤ u,
(2.10)

où

A =

(
1 −1 3 2

−7 1 2 3

)
, b = (1, 1)T , c = (4,−6,−2, 2)T , u = (1, 2, 3, 4)T , l = −u.

Itération 1
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• La solution de base initiale et la valeur de la fonction objectif z :

JB = {2, 3}, JNu = {1, 4},

xN = (1, 4)T , xB = A−1
B [b−ANxN ] = (

4

5
,
−12

5
)T .

La valeur de la fonction objectif est z = 12.

• Les vecteurs π et ∆ :

πT = cTBA
−1
B = (2,−4), ∆ = ATπ − c = (26, 0, 0,−10)T .

• Le vecteur et l’indice entrants :

j0 = 1, aj0 = (1,−7)T .

• Les coordonnées de aj0 par rapport à JB :

y = A−1
B aj0 = (

−23

5
,
−6

5
)T .

• Calcul de θ : On a ∆j0 = 26 > 0. Donc

θ = min{14

23
,
1

2
, 2} =

1

2
et j1 = 3.

• La nouvelle solution réalisable de base :

x = (
1

2
,
−3

2
,−3, 4)T , z = 25.

Itération 2

• La solution de base et la valeur de la fonction objectif z :

JB = {1, 2}, JNl = {3}, JNu = {4},

xN = (−3, 4)T , xB = (
1

2
,
−3

2
)T .

La valeur de la fonction objectif est z = 25.

• Les vecteurs π et ∆ :

πT = cTBA
−1
B = (

19

3
,
1

3
), ∆ = ATπ − c = (0, 0,

65

3
,
35

3
)T .

• Le vecteur et l’indice entrants :

j0 = 4, aj0 = (2, 3)T .
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• Les coordonnées de aj0 par rapport à JB :

y = A−1
B aj0 = (

−5

6
,
−17

6
)T .

• Calcul de θ : On a ∆j0 = 35
3 > 0. Donc

θ = min{9

5
,

3

17
, 4} =

3

17
et j1 = 2.

• La nouvelle solution réalisable de base :

x = (
6

17
,−2,−3,

65

17
)T , z =

460

17
' 27.06.

Itération 3

• La solution de base et la valeur de la fonction objectif z :

JB = {1, 4}, JNl = {2, 3},

xN = (−2,−3)T , xB = (
6

17
,
65

17
)T .

La valeur de la fonction objectif est z = 460
17 .

• Les vecteurs π et ∆ :

πT = cTBA
−1
B = (

26

17
,
−6

17
), ∆ = ATπ − c = (0,

70

17
,
100

17
, 0)T .

Donc le vecteur x = ( 6
17 ,−2,−3, 65

17)T est une solution réalisable de base optimale du
problème (2.10) et la valeur optimale de la fonction objectif est z = 460

17 .

Exemple 2.2.

max z =4x1 + 3x2,

2x1 + x2 + x3 = 10,

x1 + x2 + x4 = 8,

0 ≤ x1 ≤ 10, x2 ≤ 4, x3 ∈ R, x4 ≥ 5.

(2.11)

Itération 1

A =

(
2 1 1 0

1 1 0 1

)
, b = (10, 8)T , c = (4, 3, 0, 0)T .

• La solution de base initiale et la valeur de la fonction objectif z :

JB = {2, 3}, JNl = {1, 4},
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xN = (0, 5)T , xB = A−1
B [b−ANxN ] = (3, 7)T .

La valeur de la fonction objectif est z = 9.

• Les vecteurs π et ∆ :

πT = cTBA
−1
B = (0, 3), ∆ = ATπ − c = (−1, 0, 0, 3)T .

• Le vecteur et l’indice entrants :

j0 = 1, aj0 = (2, 1)T .

• Les coordonnées de aj0 par rapport à JB :

y = A−1
B aj0 = (1, 1)T .

• Calcul de θ : On a ∆j0 = −1 < 0. Donc θ = min{+∞,+∞, 10} = 10 et j1 = j0 = 1.

• La nouvelle solution réalisable de base :

x = (10,−7,−3, 5)T , z = 19.

Itération 2

• La solution de base et la valeur de la fonction objectif z :

JB = {2, 3}, JNl = {4}, JNu = {1},

xN = (10, 5)T , xB = (−7,−3)T .

La valeur de la fonction objectif est z = 19.

• Les vecteurs π et ∆ :

πT = cTBA
−1
B = (0, 3), ∆ = ATπ − c = (−1, 0, 0, 3)T .

Donc le vecteur x = (10,−7,−3, 5)T est une solution réalisable de base optimale du
problème (2.11) et la valeur optimale de la fonction objectif est z = 19.

Exemple 2.3.

max z =− 2x1 + x2 + 5x3,

5x1 − 2x2 + 4x4 = 4,

5x1 − 3x2 + 3x3 = 9,

x1 ≤ −5, x2,∈ R, 0 ≤ x3 ≤ 13, x4 ≥ 2.

(2.12)
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Itération 1

• La solution de base initiale et la valeur de la fonction objectif z :

JB = {3, 4}, JNu = {1}, JNlr = {2},

xN = (−5, 0)T , xB = A−1
B [b−ANxN ] = (

34

3
,
29

4
)T .

La valeur de la fonction objectif est z = 200
3 ' 66.67.

• Les vecteurs π et ∆ :

πT = cTBA
−1
B = (0,

5

3
), ∆ = ATπ − c = (

31

3
,−6, 0, 0)T .

• Le vecteur et l’indice entrants :

j0 = 1, aj0 = (5, 5)T .

• Les coordonnées de aj0 par rapport à JB :

y = A−1
B aj0 = (

5

3
,
5

4
)T .

• Calcul de θ : On a ∆j0 = 31
3 > 0. Donc

θ = min{1,+∞,+∞} = 1 et j1 = 3.

• La nouvelle solution réalisable de base :

x = (−6, 0, 13,
17

2
)T , z =

231

3
= 77.

Itération 2

• La solution de base et la valeur de la fonction objectif z :

JB = {1, 4}, JNlr = {2}, JNu = {3},

xN = (0, 13)T , xB = (−6,
17

2
)T .

La valeur de la fonction objectif est z = 77.

• Les vecteurs π et ∆ :

πT = cTBA
−1
B = (0,

−2

5
), ∆ = ATπ − c = (0,

1

5
,
−31

5
, 0)T .
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• Le vecteur et l’indice entrants :

j0 = 2, aj0 = (−2,−3)T .

• Les coordonnées de aj0 par rapport à JB :

y = A−1
B aj0 = (

−3

5
,
1

4
)T .

• Calcul de θ : On a ∆j0 = 1
5 > 0. Donc

θ = min{+∞,+∞,+∞} = +∞.

Par conséquent, le problème (2.12) est non borné.



Chapitre 3

Une Nouvelle Méthode à Direction
Hybride et à Pas Multiple (MDHPM)
pour la PL

Introduction

Dans ce chapitre, après avoir rappelé la « Méthode Adaptée à Direction Hybride (MADH) »
développée dans [14, 7], nous proposons une nouvelle méthode appelée « Méthode à Di-
rection Hybride et à Pas Multiple (MDHPM) » pour résoudre les programmes linéaires à
variables bornées [28]. L’algorithme proposé commence par une solution réalisable de sup-
port initiale, puis il passe d’une solution réalisable de support à une autre solution meilleure
en suivant une nouvelle direction hybride. La direction construite donne une meilleure amé-
lioration locale de la fonction objectif que la direction de l’algorithme MADH. Afin d’arrêter
l’algorithme, nous utilisons un critère de suboptimalité et nous adaptons la règle du pas
multiple pour changer le support courant.

3.1 Position du problème et définitions

Le problème de programmation linéaire à variables bornées se présente sous la forme
standard suivante :

max z = cTx, (3.1)

Ax = b, (3.2)

l ≤ x ≤ u, (3.3)

où c, x, l et u sont des n-vecteurs ; ||l|| < ∞, ||u|| < ∞ ; b un m-vecteur ; A est une matrice
d’ordre m× n, avec rang(A) = m < n.

41
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• Définissons les ensembles d’indices suivants :

I = {1, 2, . . . ,m}, J = {1, 2, . . . , n}, J = JB ∪ JN , JB ∩ JN = ∅, Card(JB) = m.

• Une solution réalisable xε est appelée ε-optimale ou suboptimale si

z(x0)− z(xε) = cTx0 − cTxε ≤ ε,

où x0 est une solution optimale du problème (3.1)-(3.3) et ε un nombre positif ou nul choisi
à l’avance.
• Soit un sous-ensemble d’indices JB ⊂ J tel que Card(JB) = Card(I) = m. L’ensemble
JB est alors appelé support si

det(AB) = det(A(I, JB)) 6= 0.

• Le couple {x, JB} formé de la solution réalisable x et du support JB est appelé solution
réalisable de support (SRS).
• Une SRS est dite non-dégénérée si

lj < xj < uj , j ∈ JB.

3.2 Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit {x, JB} une SRS du problème (3.1)-(3.3). Considérons une autre solution réalisable
quelconque x̄ = x+ ∆x, c’est-à-dire :

A∆x = 0, (3.4)

et
l − x ≤ ∆x ≤ u− x. (3.5)

De la relation (3.4), nous obtenons :

∆xB = −A−1
B AN∆xN .

L’accroissement de la fonction objectif s’écrit

∆z = z(x̄)− z(x) = cT∆x

= cTB∆xB + cTN∆xN

= −cTBA−1
B AN∆xN + cTN∆xN

= −
(
cTBA

−1
B AN − cTN

)
∆xN .
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D’où
∆z = −

∑
j∈JN

∆j∆xj . (3.6)

3.3 Critère d’optimalité et de suboptimalité

Théorème 3.1. (Critère d’optimalité [36]). Soit {x, JB} une SRS du problème (3.1)-(3.3).
Alors les relations

∆j ≥ 0, si xj = lj ;

∆j ≤ 0, si xj = uj ;

∆j = 0, si lj < xj < uj , j ∈ JN

(3.7)

sont suffisantes pour l’optimalité de la solution réalisable x. Ces mêmes relations sont aussi
nécessaires dans le cas où la SRS {x, JB} est non-dégénérée.

Démonstration. Suffisance. Soit {x, JB} une SRS du problème (3.1)-(3.3) vérifiant les re-
lations (3.7). Pour toute solution réalisable x̄ = x + ∆x du problème (3.1)-(3.3), la formule
d’accroissement (3.6) nous donne

z(x̄)− z(x) = −
∑

∆j>0,j∈JN
∆j(x̄j − lj)−

∑
∆j<0,j∈JN

∆j(x̄j − uj).

Comme on a

lj ≤ x̄j ≤ uj ⇒ x̄j − lj ≥ 0 et x̄j − uj ≤ 0,

on en déduit que

z(x̄)− z(x) ≤ 0⇒ z(x̄) ≤ z(x).

Par conséquent, le vecteur x est une solution optimale du problème (3.1)-(3.3).
Nécessité. Soit {x, JB} une SRS optimale non-dégénérée du problème (3.1)-(3.3) et sup-
posons que les relations (3.7) ne sont pas vérifiées, c’est-à-dire, ∃j0 ∈ JN , tel que

∆j0 > 0 et xj0 > lj0 ou bien ∆j0 < 0 et xj0 < uj0 .

Construisons alors une autre solution réalisable x̄ = x + θd, où θ est un nombre réel positif
et d un vecteur vérifiant

dj0 = −sign(∆j0);

dj = 0, j 6= j0, j ∈ JN ;

dB = −A−1
B ANdN .

On a bien

Ad = ABdB +ANdN = 0
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et

Ax̄ = Ax+ θAd = b.

Pour que x̄ soit une solution réalisable du problème (3.1)-(3.3), il doit en plus vérifier l’inéga-
lité

l ≤ x̄ ≤ u⇔ l − x ≤ θd ≤ u− x,

soit en écrivant composante par composante :

lj − xj ≤ θdj ≤ uj − xj , j ∈ JB;

lj0 − xj0 ≤ −θsign(∆j0) ≤ uj0 − xj0 .
(3.8)

Puisque la SRS {x, JB} est non-dégénérée, on a alors

lj − xj < 0 < uj − xj , j ∈ JB.

De plus, on a
lj0 − xj0 < 0, si ∆j0 > 0;

uj0 − xj0 > 0, si ∆j0 < 0.
(3.9)

Pour un nombre θ > 0 assez petit, les relations (3.8) seront alors vérifiées et le vecteur x̄
sera une solution réalisable du problème (3.1)-(3.3). La formule d’accroissement (3.6) nous
donne donc

z(x̄)− z(x) = θ|∆j0 | > 0.

On en déduit que z(x̄) > z(x). Mais ceci est en contradiction avec le fait que x est une
solution optimale du problème (3.1)-(3.3). Par conséquent, si {x, JB} est une SRS optimale
non-dégénérée, alors les relations (3.7) sont forcément vérifiées.

Pour une SRS {x, JB} du problème (3.1)-(3.3), nous faisons la partition suivante :

JN = J+
N ∪ J

−
N ∪ J0

N ,

où

J+
N = {j ∈ JN : ∆j > 0}, J−N = {j ∈ JN : ∆j < 0} et JN0 = {j ∈ JN : ∆j = 0}. (3.10)

La quantité non-négative β(x, JB) définie par

β = β(x, JB) =
∑
j∈J+

N

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

N

∆j(xj − uj), (3.11)

est appelée l’estimation de suboptimalité [32]. Ainsi, nous avons les résultats suivants [32] :
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Théorème 3.2. (Condition suffisante pour la suboptimalité)
Soit {x, JB} une SRS du problème (3.1)-(3.3) et ε un nombre positif arbitraire. Si β(x, JB) ≤
ε, alors la solution réalisable x est ε-optimale.

Corollaire 3.1. Soit {x, JB} une SRS du problème (3.1)-(3.3). La condition β(x, JB) = 0 est
suffisante pour l’optimalité de la solution réalisable x.

3.4 Rappel sur la Méthode Adaptée à Direction Hybride (MADH)

La méthode adaptée à direction hybride [14] est une méthode itérative pour trouver la
solution optimale d’un problème de programmation linéaire écrit sous la forme (3.1)-(3.3).

Dans ce chapitre, nous supposons que l’ensemble des solutions réalisables du problème
(3.1)-(3.3) est non vide. Le schéma de la méthode adaptée à direction hybride est alors
décrit dans les étapes suivantes [14, 7] :

Algorithme 3.1. (MADH)

Étape initiale : Soit η ∈ [0, 1] et {x, JB} une solution réalisable de support initiale (la
technique permettant de rechercher cette solution est décrite dans le chapitre suivant, sec-
tion 4.2) ;

Étape itérative :

Étape 1 : Calculer πT = cTBA
−1
B , ∆T = πTA− cT ;

Étape 2 : Calculer les ensembles

JN+ = {j ∈ JN : ∆j > η(xj − lj)}, JN− = {j ∈ JN : ∆j < η(xj − uj)},

JP
+

N = {j ∈ JN : 0 < ∆j ≤ η(xj − lj)}, JP
−

N = {j ∈ JN : η(xj − uj) ≤ ∆j < 0},

JP0
N = {j ∈ JN : ∆j = 0}, JPN = JP

−
N ∪ JP+

N ∪ JP0
N ;

Étape 3 : Calculer l’estimation d’optimalité γ(η, x, JB) :

γ = γ(η, x, JB) =


∑

j∈JN+

∆j(xj − lj) +
∑

j∈JN−

∆j(xj − uj) + 1
η

∑
j∈JP+

N ∪JP−
N

∆2
j , si η > 0;

β(x, JB), si η = 0;

Étape 4 : Si γ = 0, alors l’algorithme s’arrête avec {x, JB}, une SRS optimale. Stop ;
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Étape 5 : Calculer la direction d’amélioration d :

dj = lj − xj , si j ∈ JN+ ;

dj = uj − xj , si j ∈ JN− ;

dj =
−∆j

η
, si j ∈ JPN , η 6= 0;

dj = 0, si j ∈ JPN , η = 0;

dB = −A−1
B ANdN ;

Étape 6 : Calculer θj1 = min
j∈JB

θj , où

θj =


uj−xj
dj

, si dj > 0;

lj−xj
dj

, si dj < 0;

+∞, si dj = 0;

Étape 7 : Calculer θ0 = min{1, θj1}, x̄ = x+ θ0d et z̄ = z + θ0γ;

Étape 8 : Si θ0 = 1, alors

Étape 8.1 : Si JP
+

N ∪ JP−
N = ∅, alors x̄ est optimale, Stop ;

Étape 8.2 : Sinon, poser η = 0, x = x̄, z = z̄ et aller à l’étape 2 ;

Étape 9 : Calculer la direction duale t :

κ = x+ d, α0 = κj1 − x̄j1 ;

tj1 = −sign(α0), tj = 0, j 6= j1 j ∈ JB;

tTN = tTBA
−1
B AN ;

Étape 10 : Calculer le pas dual σ0 = σj0 = min
j∈JN

σj , où

σj =



−∆j

tj
, si ∆jtj < 0;

0, si ∆j = 0, tj < 0, κj 6= uj ;

0, si ∆j = 0, tj > 0, κj 6= lj ;

+∞, dans les autres cas ;

j ∈ JN

Étape 11 : Poser ∆̄ = ∆+ σ0t, J̄B = (JB \ {j1}) ∪ {j0};

Étape 12 : Poser x = x̄, JB = J̄B, ∆ = ∆̄, z = z̄ et aller à l’étape 2 ;

Théorème 3.3. Si l’algorithme 3.1 s’arrête à l’étape 4, alors x est une solution réalisable
optimale du problème (3.1)-(3.3). Si l’algorithme 3.1 se termine à l’étape 8.1, alors x̄ est une
solution réalisable optimale du problème (3.1)-(3.3).
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Démonstration. (L’optimalité de x). Soit {x, JB} une SRS du problème (3.1)-(3.3).
Si γ(η, x, JB) = 0, alors

xj = lj , pour tout j ∈ JN+ , xj = uj , pour tout j ∈ JN− et JP
−

N ∪ JP+

N = ∅.

Pour toute solution réalisable y du problème (3.1)-(3.3), on a

cT (y − x) = ∆T (x− y)

=
∑
j∈JN

∆j(xj − yj)

=
∑

j∈JN ,∆j>0

∆j(xj − yj) +
∑

j∈JN ,∆j<0

∆j(xj − yj)

=
∑

j∈JP+
N ∪JN+

∆j(xj − yj) +
∑

j∈JP−
N ∪JN−

∆j(xj − yj)

≤
∑

j∈JP+
N ∪JN+

∆j(xj − lj) +
∑

j∈JP−
N ∪JN−

∆j(xj − uj) = 0.

On en déduit alors que cTx ≥ cT y. Par conséquent, x est optimale.
(L’optimalité de x̄). Si θ0 = 1 et JP

−
N ∪ JP+

N = ∅, c’est-à-dire, x̄ = x + d et JP
−

N ∪ JP+

N = ∅.
Alors pour toute solution réalisable y du problème (3.1)-(3.3), on a

cT (x̄− y) =
∑

j∈JP+
N ∪JN+

∆j(yj − x̄j) +
∑

j∈JP−
N ∪JN−

∆j(yj − x̄j)

=
∑

j∈JN+

∆j(yj − xj − dj) +
∑

j∈JN−

∆j(yj − xj − dj)

=
∑

j∈JN+

∆j(yj − lj) +
∑

j∈JN−

∆j(yj − uj) ≥ 0.

⇒ cT x̄ ≥ cT y.

Par conséquent, le vecteur x̄ est une solution optimale du problème (3.1)-(3.3).

Remarque 3.1. Si η = 0, nous obtenons la méthode adaptée [36].



3.4 Rappel sur la Méthode Adaptée à Direction Hybride (MADH) 48

3.4.1 Exemples numériques

Exemple 3.1.
max z = cTx,

Ax = b, l ≤ x ≤ u,
(3.12)

où

A =

(
1 −12 3 0

−2 2 0 1

)
, b =

(
63

40

)
, c =


−6

3

0

0

 , l =


−24

−10

−1

−8

 , u =


−18

−2

10

28

 .

Posons η = 1 et commençons par la SRS initiale suivante :

JB = {3, 4}, JN = {1, 2}, x = (−21,−6, 4, 10)T .

Itération 1

• La valeur de la fonction objectif en x est z = 108.

• Calcul du vecteur des multiplicateurs et du vecteur des coûts réduits :

πT = cTBA
−1
B = (0, 0), ∆T = πTA− cT = (6,−3, 0, 0).

• Calcul des ensembles JN+ , JN− , JP
+

N et JP
−

N :

η(x− u) = (−3,−4,−6,−18)T , η(x− l) = (3, 4, 5, 18)T ,

JN+ = {1}, JN− = ∅, JP+

N = ∅, JP−
N = {2}.

• Calcul de l’estimation d’optimalité : γ(η, x, JB) = 27.

• Calcul de la direction d’amélioration d :

d = (−3, 3, 13,−12)T .

• Calcul du pas le long de la direction d :

θ0 = min{1, θ3, θ4} = min{1, 6

13
,

3

2
} =

6

13
⇒ j1 = 3.

• Calcul de la nouvelle solution réalisable x̄ :

x̄ = x+ θ0d = (
−291

13
,
−60

13
, 10,

58

13
)T , z̄ = z + θ0γ(η, x, JB) =

1566

13
' 120.46.
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• Calcul de la direction duale t :

κ = (−24,−3, 17,−2)T , α0 = 7;

t = (
−1

3
, 4,−1, 0)T .

• Calcul du pas dual et de l’indice entrant j0 :

σ0 = min{σ1, σ2} = min{18,
3

4
} ⇒ j0 = 2, σ0 =

3

4
.

J̄B = {2, 4}, J̄N = {1, 3}, ∆̄ = ∆+ σ0t = (
23

4
, 0,
−3

4
, 0)T .

Itération 2

• La SRS courante est

JB = {2, 4}, JN = {1, 3}, x = (
−291

13
,
−60

13
, 10,

58

13
)T .

• La valeur de la fonction objectif en x est z = 1566
13 .

• Le vecteur des coûts réduits est

∆ = (
23

4
, 0,
−3

4
, 0)T .

• Les ensembles JN+ , JN− , JP
+

N et JP
−

N sont

η(x− u) = (
−57

13
,
−34

13
, 0,
−306

13
)T , η(x− l) = (

21

13
,
70

13
, 11,

162

13
)T ,

JN+ = {1}, JN− = {3}, JP+

N = ∅, JP−
N = ∅.

• L’estimation d’optimalité est γ(η, x, JB) = 483
52 .

• La direction d’amélioration est

d = (
−21

13
,
−7

52
, 0,
−77

26
)T .

• Le pas le long de la direction d est :

θ0 = min{1, θ2, θ4} = min{1, 40,
324

77
} = 1.

Puisque θ0 = 1 et JP+
N ∪ JP−N = ∅, alors la solution optimale et l’optimum sont

x̄ = x+ θ0d = (−24,
−19

4
, 10,

3

2
)T , z̄ = z + θ0γ(η, x, JB) =

519

4
' 129.75.
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Exemple 3.2.
max z = cTx,

Ax = b, l ≤ x ≤ u,
(3.13)

où

A =


0 0 −1 −2 1 0 0

−2 0 0 3 0 1 0

−1 0 2 0 0 0 −1

0 6 0 4 0 0 0

1 0 2 3 0 0 0

 , b =


0

0
1
3

21

24

 , c =



1
3
−1
2
−1
6
1
6

0

0

0


,

l =



−2
−1
2

0

6

0

−33

0


, u =



9

1

4

10

19

10

35


.

Posons pour ce problème η = 1 et commençons pas la SRS initiale suivante :

JB = {5, 6, 7, 2, 1}, JN = {3, 4}, x = (
8

3
,
−1

2
,
5

3
, 6,

41

3
,
−38

3
,
1

3
)T .

Itération 1

• La valeur de la fonction objectif en x est z = 67
36 ' 1.86.

• Calcul du vecteur des multiplicateurs et du vecteur des coûts réduits :

πT = cTBA
−1
B = (0, 0, 0,

−1

12
,
1

3
), ∆T = πTA− cT = (0, 0,

5

6
,
1

2
, 0, 0, 0).

• Calcul des ensembles JN+ , JN− , JP
+

N et JP
−

N :

η(x− u) = (
−19

3
,
−3

2
,
−7

3
,−4,

16

3
,
−68

3
,
−69

2
)T , η(x− l) = (

14

3
, 0,

5

3
, 0,

41

3
,
61

3
,
1

3
)T ;

JN+ = {4}, JN− = ∅, JP−
N = ∅, JP+

N = {3}.

• Calcul de l’estimation d’optimalité : γ = 25
36 .
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• Calcul de la direction d’amélioration d :

d = (
5

3
, 0,
−5

6
, 0,
−5

6
,
10

3
,
−10

3
)T .

• Calcul du pas le long de la direction d :

θ0 =
1

10
et j1 = 7.

• Calcul de la nouvelle solution réalisable x̄ :

x̄ = x+ θ0d = (
17

6
,
−1

2
,
19

12
, 6,

163

12
,
−37

3
, 0)T , z̄ = z + θ0γ =

139

72
' 1.93.

• Calcul de la direction duale t :

κ = (
13

3
,
−1

2
,
5

6
, 6,

77

6
,
−28

3
,−3)T , α0 = −3;

t = (0, 0,−4,−3, 0, 0, 1)T .

• Calcul du pas dual et de l’indice entrant j0 :

σ0 =
1

6
et j0 = 4;

J̄B = {5, 6, 4, 2, 1}, J̄N = {3, 7}, ∆̄ = ∆+ σ0t = (0, 0,
1

6
, 0, 0, 0,

1

6
)T .

Itération 2

• Calcul des ensembles JN+ , JN− , JP
+

N et JP
−

N :

η(x−u) = (
−37

3
,−3,

−29

6
,−8,

−65

6
,
−134

3
,−35)T , η(x−l) = (

29

6
, 0,

19

12
, 0,

163

12
,
62

3
, 0)T ;

JN+ = {7}, JN− = ∅, JP−
N = ∅, JP+

N = {3}.

• Calcul de l’estimation d’optimalité : γ = 1
36 .

• Calcul de la direction d’amélioration d :

d = (
−1

3
,
−4

27
,
−1

6
,
2

9
,

5

18
,
−4

3
, 0)T .

• Calcul du pas le long de la direction d et de l’indice sortant j1 :

θ0 = 0 et j1 = 2. Donc x̄ = x, z̄ = z.
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• Calcul de la direction duale t :

κ = (
5

3
,
−35

54
,
17

12
,
56

9
,
499

18
,
−41

3
, 0)T , α0 =

−4

27
;

t = (0, 1,
−8

9
, 0, 0, 0,

2

9
)T .

• Calcul du pas dual et de l’indice entrant j0 :

σ0 =
3

16
et j0 = 3;

J̄B = {5, 6, 4, 3, 1}, J̄N = {2, 7}, ∆̄ = ∆+ σ0t = (0,
3

16
, 0, 0, 0, 0,

5

24
)T .

Itération 3

• Calcul des ensembles JN+ , JN− , JP
+

N et JP
−

N :

η(x−u) = (
−37

3
,−3,

−29

6
,−8,

−65

6
,
−134

3
,−35)T , η(x−l) = (

29

6
, 0,

19

12
, 0,

163

12
,
62

3
, 0)T ;

JN+ = {2, 7}, JN− = ∅, JP+

N = ∅, JP−
N = ∅.

• Calcul de l’estimation d’optimalité : γ = 0.

Donc la solution optimale et l’optimum du problème (3.13) sont

x = (
17

6
,
−1

2
,
19

12
, 6,

163

12
,
−37

3
, 0)T et z =

59

24
' 2.46.

3.5 Une itération du nouvel algorithme MDHPM

Soit {x, JB} une solution réalisable du problème (3.1)-(3.3) et η > 0. Nous introduisons
les ensembles d’indices suivants :

J+
NE = {j ∈ JN : ∆j > η(xj − lj) et xj > lj},

J−NE = {j ∈ JN : ∆j < η(xj − uj) et xj < uj},

J+
NI = {j ∈ JN : 0 < ∆j ≤ η(xj − lj)},

J−NI = {j ∈ JN : η(xj − uj) ≤ ∆j < 0},

J+
NR = {j ∈ JN : ∆j > 0 et xj = lj},

J−NR = {j ∈ JN : ∆j < 0 et xj = uj},

JN0 = {j ∈ JN : ∆j = 0},

JNE = J+
NE ∪ J

−
NE , JNI = J+

NI ∪ J
−
NI , JNR = JN0 ∪ J+

NR ∪ J
−
NR.

(3.14)

Alors
JN = JNE ∪ JNI ∪ JNR.
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Lemme 3.1. Si {x, JB} n’est pas optimale, alors JNE ∪ JNI 6= ∅.

Démonstration. Nous supposons qu’il existe un indice j∗ ∈ JN qui ne vérifie pas les condi-
tions d’optimalité (3.7), alors deux cas peuvent se présenter :

cas1 : Si ∆j∗ < 0 et xj∗ < uj∗ , alors j∗ ∈ J−NE ∪ J
−
NI . Par conséquent, JNE ∪ JNI 6= ∅.

cas2 : Si ∆j∗ > 0 et xj∗ > lj∗ , alors j∗ ∈ J+
NE ∪ J

+
NI . Par conséquent, JNE ∪ JNI 6= ∅.

Pour η > 0, définissons les quantités γ et µ comme suit :

γ =
∑
j∈J+

NI

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

NI

∆j(xj − uj) +
1

η

∑
j∈J+

NE∪J
−
NE

∆2
j , (3.15)

µ = −
∑
j∈J+

NE

∆j(xj − lj)−
∑
j∈J−

NE

∆j(xj − uj) +
1

η

∑
j∈J+

NE∪J
−
NE

∆2
j . (3.16)

Lemme 3.2. Pour η > 0, les inégalités suivantes sont vraies :

β = γ − µ ≤ γ, γ ≥ 0, µ ≥ 0. (3.17)

Démonstration. Tout d’abord, nous remarquons que

β =
∑
j∈J+

N

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

N

∆j(xj − uj)

=
∑

j∈J+
NE∪J

+
NI

∆j(xj − lj) +
∑

j∈J−
NE∪J

−
NI

∆j(xj − uj).

Alors
β + µ =

∑
j∈J+

NI

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

NI

∆j(xj − uj) +
1

η

∑
j∈J+

NE∪J
−
NE

∆2
j = γ.

De plus, pour η > 0, nous avons

β =
∑
j∈J+

NE

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

NE

∆j(xj − uj)

+
∑
j∈J+

NI

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

NI

∆j(xj − uj)

≤
∑
j∈J+

NI

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

NI

∆j(xj − uj)

+
∑
j∈J+

NE

∆2
j

η
+
∑
j∈J−

NE

∆2
j

η
.
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En effet,

Pour j ∈ J+
NE : η(xj − lj) < ∆j ⇒ xj − lj <

∆j

η
⇒ ∆j(xj − lj) <

∆2
j

η
.

Pour j ∈ J−NE : η(xj − uj) > ∆j ⇒ xj − uj >
∆j

η
⇒ ∆j(xj − uj) <

∆2
j

η
.

Par conséquent,

0 ≤ β ≤
∑
j∈J+

NI

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

NI

∆j(xj − uj) +
∑

j∈J+
NE∪J

−
NE

∆2
j

η
= γ.

Puisque γ ≥ β et β + µ = γ, nous déduisons que µ = γ − β ≥ 0.

Remarque 3.2. Puisque β ≤ γ, la condition γ ≤ ε, où ε est un nombre non négatif, est
suffisante pour la suboptimalité de la solution réalisable x.

3.6 Changement de la solution réalisable

Soit {x, JB} une SRS du problème (3.1)-(3.3) et η > 0. On construit alors une nouvelle
solution réalisable x̄ :

x̄ = x+ θ0d,

où d est une direction définie comme suit :

dj = lj − xj , si j ∈ J+
NI ; dj = uj − xj , si j ∈ J−NI ;

dj =
−∆j

η
, si j ∈ J+

NE ∪ J
−
NE ; dj = 0, si j ∈ JNR;

dB = −A−1
B ANdN .

(3.18)

Le nombre θ0 est le pas le long de cette direction. Il se calcule de façon à ce que les
contraintes de bornes sur le vecteur x̄ soient vérifiées, c’est-à-dire,

l ≤ x+ θ0d ≤ u⇔

lj − xj ≤ θ0dj ≤ uj − xj , pour j ∈ JB;

lj − xj ≤ θ0dj ≤ uj − xj , pour j ∈ JN .

Donc θ0 est calculé comme suit :

θ0 = min{1, θj1 , θj2}, θj1 = min
j∈JB

θj , θj2 =

 min
j∈JNE

θj , si JNE 6= ∅;

∞, sinon,
(3.19)
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où

θj =


uj−xj
dj

, si dj > 0;

lj−xj
dj

, si dj < 0;

∞, sinon,

(3.20)

et le pas 1 correspond aux indices de l’ensemble JNI .
Puisque Ad = 0, alors le vecteur d est une direction admissible. De plus, on a z(x̄) ≥

z(x), c’est-à-dire que d est une direction d’amélioration. En effet, l’accroissement de la fonc-
tion objectif est donné par

z̄ − z = cT x̄− cTx = cT (x̄− x)

= θ0cTd

= θ0(cTNdN + cTBdB)

= θ0(cTNdN − cTBA−1
B ANdN )

= −θ0∆T
NdN

= θ0

− ∑
j∈J+

NI

∆jdj −
∑
j∈J−

NI

∆jdj −
∑

j∈J+
NE∪J

−
NE

∆jdj


= θ0

 ∑
j∈J+

NI

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

NI

∆j(xj − uj) +
∑

j∈J+
NE∪J

−
NE

∆2
j

η

 .
Par conséquent,

z̄ − z = θ0γ = θ0(β + µ) ≥ 0. (3.21)

Lemme 3.3. Pour η > 0, la quantité β̄ = β(x̄, JB) peut être calculée comme suit :

β̄ = (1− θ0)β − θ0µ ≤ β. (3.22)
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Démonstration. Pour η > 0, nous avons

β̄ =
∑
j∈J+

N

∆j(x̄j − lj) +
∑
j∈J−

N

∆j(x̄j − uj)

=
∑
j∈J+

N

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

N

∆j(xj − uj) + θ0
∑
j∈J+

N

∆jdj + θ0
∑
j∈J−

N

∆jdj

= β + θ0

 ∑
j∈J+

NE∪J
+
NI

∆jdj +
∑

j∈J−
NE∪J

−
NI

∆jdj


= β + θ0

 ∑
j∈J+

NI

∆jdj +
∑
j∈J−

NI

∆jdj +
∑

j∈J+
NE∪J

−
NE

∆jdj


= β − θ0

 ∑
j∈J+

NI

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

NI

∆j(xj − uj) +
1

η

∑
j∈J+

NE∪J
−
NE

∆2
j


= β − θ0γ ≤ β.

Puisque nous avons γ = β + µ, nous trouvons

β̄ = (1− θ0)β − θ0µ. (3.23)

Proposition 3.1. (Condition suffisante pour l’optimalité de x̄)
Si θ0 = 1, alors x̄ est une solution optimale pour le problème (3.1)-(3.3).

Démonstration. Tout d’abord, nous prouvons que si θ0 = 1, alors J+
NE∪J

−
NE = ∅. Supposons

que θ0 = 1 et J+
NE ∪ J

−
NE 6= ∅, c’est-à-dire ∃j∗ ∈ J+

NE ∪ J
−
NE .

Si j∗ ∈ J+
NE , alors dj∗ =

−∆j∗
η < 0 et η(xj∗ − lj∗) < ∆j∗ . Donc θj∗ =

η(xj∗−lj∗ )
∆j∗

< 1.

Si j∗ ∈ J−NE , alors dj∗ =
−∆j∗
η > 0 et η(xj∗ − uj∗) > ∆j∗ . Donc θj∗ =

η(xj∗−uj∗ )
∆j∗

< 1.

Ainsi, nous déduisons que θj∗ < 1 ⇒ θ0 < 1, ce qui conduit à une contradiction. Par
conséquent,

θ0 = 1⇒ J+
NE ∪ J

−
NE = ∅ ⇒ µ = 0⇒ β̄ = 0⇒ x̄ est optimale.

Si β̄ ≤ ε, alors x̄ est une solution ε-optimale. Si θ0 = θj2 , alors on pose x := x̄ et nous
commençons une nouvelle itération avec le SRS {x, JB}. Sinon (θ0 = θj1 < 1), on change
le support JB.

Remarque 3.3. Lorsque µ = 0, nous trouvons la formule de mise à jour classique de
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β(x, JB) [32, 36] :
β(x̄, JB) = (1− θ0)β(x, JB).

3.7 Changement de support

3.7.1 Règle du pas simple

Nous définissons le n-vecteur κ et le nombre réel α0 comme suit :

κ = x+ d et α0 = κj1 − x̄j1 ,

où j1 est l’indice vérifiant la relation (3.19). Donc, la direction duale est donnée par

tj1 = −sign(α0), tj = 0, j 6= j1, j ∈ JB; tTN = tTBA
−1
B AN . (3.24)

Remarque 3.4. Nous avons α0 = κj1 − x̄j1 = xj1 + dj1 − xj1 − θ0dj1 = (1− θ0)dj1 . Puisque
0 ≤ θ0 < 1, alors tj1 = −sign(α0) = −sign(dj1).

Remarque 3.5. La direction duale t et la direction d’amélioration d sont orthogonales. En
effet,

tTd = tTBdB + tTNdN = tTB(−A−1
B ANdN ) + (tTBA

−1
B AN )dN = 0.

Définissons les ensembles suivants :

J+
N0 = {j ∈ JN0 : tj > 0} et J−N0 = {j ∈ JN0 : tj < 0} (3.25)

et la quantité :

α = −|α0|+
∑

j∈J+
N0∪J

+
NE

tj(κj − lj) +
∑

j∈J−
N0∪J

−
NE

tj(κj − uj) (3.26)

Le nouveau vecteur des coûts réduits et le nouveau support sont calculés comme suit :

∆̄ = ∆+ σ0t et J̄B = (JB \ {j1}) ∪ {j0},

où

σ0 = σj0 = min
j∈JN

σj , σj =



−∆j

tj
, si ∆jtj < 0;

0, si j ∈ J+
N0 et κj 6= lj

0, si j ∈ J−N0 et κj 6= uj

∞, sinon.

(3.27)

L’estimation de suboptimalité correspondant à la nouvelle solution réalisable et au nouveau
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support est donnée par

¯̄β =
∑

j∈J̄N ,∆̄j>0

∆̄j(x̄j − lj) +
∑

j∈J̄N ,∆̄j<0

∆̄j(x̄j − uj).

Proposition 3.2. L’estimation de suboptimalité ¯̄β peut s’écrire comme suit

¯̄β = β̄ + σ0α.

Démonstration. Nous avons
J̄N = (JN \ {j0}) ∪ {j1}.

Si σ0 = 0, alors

j0 ∈ J+
N0 ou j0 ∈ J−N0 ⇒ ∆j0 = 0⇒ ∆̄j0 = 0.

Si σ0 > 0, alors ∆̄j0 = ∆j0 + σ0tj0 = ∆j0 −
∆j0
tj0
tj0 = 0. Donc

¯̄β =



∑
j∈JN ,∆̄j>0

∆̄j(x̄j − lj) +
∑

j∈JN ,∆̄j<0

∆̄j(x̄j − uj) + ∆̄j1(x̄j1 − lj1), si ∆̄j1 > 0;

∑
j∈JN ,∆̄j>0

∆̄j(x̄j − lj) +
∑

j∈JN ,∆̄j<0

∆̄j(x̄j − uj) + ∆̄j1(x̄j1 − uj1), si ∆̄j1 < 0.

Puisque ∆j1 = 0, (j1 ∈ JB), deux cas peuvent se produire :

• Si ∆̄j1 > 0, alors tj1 > 0⇒ dj1 < 0. Par conséquent,

x̄j1 = xj1 + θ0dj1 = xj1 +
lj1 − xj1
dj1

dj1 = lj1 ⇒ ∆̄j1(x̄j1 − lj1) = 0.

• Si ∆̄j1 < 0, alors tj1 < 0⇒ dj1 > 0. Par conséquent,

x̄j1 = xj1 + θ0dj1 = xj1 +
uj1 − xj1
dj1

dj1 = uj1 ⇒ ∆̄j1(x̄j1 − uj1) = 0.

Puisque σ0 est choisi de telle manière que ∆j et ∆̄j gardent le même signe, on en déduit
que

∆̄j > 0⇔ [(∆j > 0) ou (∆j = 0 et tj > 0)] ,

et
∆̄j < 0⇔ [(∆j < 0) ou (∆j = 0 et tj < 0)] .
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Par conséquent,

¯̄β =
∑

j∈JN ,∆̄j>0

∆̄j(x̄j − lj) +
∑

j∈JN ,∆̄j<0

∆̄j(x̄j − uj)

=
∑

j∈JN ,∆j>0

(∆j + σ0tj)(x̄j − lj) +
∑

j∈JN ,∆j<0

(∆j + σ0tj)(x̄j − uj)

+
∑

j∈JN ,∆j=0,tj>0

σ0tj(x̄j − lj) +
∑

j∈JN ,∆j=0,tj<0

σ0tj(x̄j − uj)

=

 ∑
j∈JN ,∆j>0

∆j(x̄j − lj) +
∑

j∈JN ,∆j<0

∆j(x̄j − uj)


+ σ0

 ∑
j∈JN ,∆j=0,tj>0

tj(x̄j − lj) +
∑

j∈JN ,∆j=0,tj<0

tj(x̄j − uj)


+ σ0

 ∑
j∈JN ,∆j>0

tj(x̄j − lj) +
∑

j∈JN ,∆j<0

tj(x̄j − uj)


= β̄ + σ0(α1 + α2),

où

α1 =
∑
j∈J+

N0

tj(x̄j − lj) +
∑
j∈J−

N0

tj(x̄j − uj),

α2 =
∑

j∈J+
NE∪J

+
NI∪J

+
NR

tj(x̄j − lj) +
∑

j∈J−
NE∪J

−
NI∪J

−
NR

tj(x̄j − uj).

Pour j ∈ J+
N0 ∪ J

−
N0 ⊆ JNR, dj = 0⇒ x̄j = xj = κj . Alors

α1 =
∑
j∈J+

N0

tj(κj − lj) +
∑
j∈J−

N0

tj(κj − uj).

Maintenant, calculons α2 :

Pour j ∈ J+
NR, dj = 0 et xj = lj ⇒ x̄j = lj ⇒

∑
j∈J+

NR

tj(x̄j − lj) = 0.
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Pour j ∈ J−NR, dj = 0 et xj = uj ⇒ x̄j = uj ⇒
∑

j∈J−
NR

tj(x̄j − uj) = 0. Par conséquent,

α2 =
∑

j∈J+
NE∪J

+
NI

tj(x̄j − lj) +
∑

j∈J−
NE∪J

−
NI

tj(x̄j − uj)

=
∑
j∈J+

NE

tj(x̄j − lj) +
∑
j∈J−

NE

tj(x̄j − uj) +
∑
j∈J+

NI

tj(xj − lj) +
∑
j∈J−

NI

tj(xj − uj)

+ θ0

 ∑
j∈J+

NI

tjdj +
∑
j∈J−

NI

tjdj

 .

Puisque xj − lj = −dj pour j ∈ J+
NI et xj − uj = −dj pour j ∈ J−NI , on aura

α2 =
∑
j∈J+

NE

tj(x̄j − lj) +
∑
j∈J−

NE

tj(x̄j − uj)− (1− θ0)

 ∑
j∈J+

NI

tjdj +
∑
j∈J−

NI

tjdj

 .

D’autre part, nous avons

tTd =
∑
j∈JB

tjdj+
∑
j∈JN

tjdj =
∑
j∈JB

tjdj+
∑
j∈J+

NE

tjdj+
∑
j∈J−

NE

tjdj+
∑
j∈JNR

tjdj+
∑
j∈J+

NI

tjdj+
∑
j∈J−

NI

tjdj .

Puisque
∑
j∈JB

tjdj = tj1dj1 = −sign(dj1)dj1 = −|dj1 |, tTd = 0, dj = 0, j ∈ JNR, alors

∑
j∈J+

NI

tjdj +
∑
j∈J−

NI

tjdj = −
∑

j∈J+
NE∪J

−
NE

tjdj + |dj1 |.

Ainsi, la quantité α2 devient

α2 =
∑
j∈J+

NE

tj(x̄j − lj) +
∑
j∈J−

NE

tj(x̄j − uj)− (1− θ0)|dj1 |+ (1− θ0)
∑

j∈J+
NE∪J

−
NE

tjdj

= −(1− θ0)|dj1 |+
∑
j∈J+

NE

tj [x̄j − lj + (1− θ0)dj ] +
∑
j∈J−

NE

tj [x̄j − uj + (1− θ0)dj ].

Puisque (1− θ0)|dj1 | = |α0|, x̄j = xj + θ0dj , κj = xj + dj , alors on obtient

α2 = −|α0|+
∑
j∈J+

NE

tj(κj − lj) +
∑
j∈J−

NE

tj(κj − uj).

Donc,
α1 + α2 = −|α0|+

∑
j∈J+

N0∪J
+
NE

tj(κj − lj) +
∑

j∈J−
N0∪J

−
NE

tj(κj − uj) = α,
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et
¯̄β = β̄ + σ0α.

Remarque 3.6. Si JNE = ∅, alors

α = −|α0|+
∑
j∈J+

N0

tj(κj − lj) +
∑
j∈J−

N0

tj(κj − uj).

Nous trouvons donc la formule de mise à jour de β(x̄, J̄B) [32, 36].

Si α ≤ 0, alors nous modifions le support JB avec la règle du pas multiple décrite ci-
dessous dans la Procédure 3.2, sinon deux cas peuvent se présenter :

(a) Si J+
N0 ∪ J

−
N0 6= ∅, alors choisir un indice j0 ∈ J+

N0 ∪ J
−
N0, poser σ0 = σj0 = 0,

J̄B = (JB \ {j1}) ∪ {j0}, et commencer une nouvelle itération avec le SRS {x̄, J̄B}.

(b) Si J+
N0 ∪J

−
N0 = ∅, alors calculer la valeur η̄ avec la procédure suivante et commencer

une nouvelle itération avec η := η̄ et la SRS {x̄, JB}.

Procédure 3.1. (Procédure de mise à jour de la valeur de η)

(1) Calculer les ensembles :

J̄+
NE = {j ∈ JN : ∆j > η(x̄j − lj) et x̄j > lj},

J̄−NE = {j ∈ JN : ∆j < η(x̄j − uj) et x̄j < uj};

(2) Si J̄+
NE ∪ J̄

−
NE = ∅, alors poser η̄ = η, sinon, passer à l’étape (3) ;

(3) Si J̄+
NE 6= ∅, alors poser η0 = max

j∈J̄+
NE

∆j

x̄j−lj , sinon poser η0 = 0 ;

(4) Si J̄−NE 6= ∅, alors poser η1 = max
j∈J̄−

NE

∆j

x̄j−uj , sinon poser η1 = 0 ;

(5) Poser η̄ = max{η0, η1}.

3.7.2 Règle du pas multiple

Nous pouvons modifier la procédure présentée dans [36], appelée règle du pas multiple,
afin de calculer le pas le long de la direction duale dans notre méthode. Cette procédure est
décrite dans les étapes suivantes :

Procédure 3.2. (Règle du pas multiple)

(1) Calculer σ0 = min
j∈JN

σj , où les σj sont calculés avec les relations (3.27) ;

(2) Ordonner les indices {j ∈ JN : σj 6=∞} par ordre croissant par rapport aux σj :

σi1 ≤ σi2 ≤ · · · ≤ σip ; ik ∈ JN , σik 6=∞, k = 1, . . . , p;
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(3) Si p = 1, alors iq = i1 ; poser V0 = α et aller à l’étape (8) ;

(4) Pour tout ik, k = 1, . . . , p, calculer ∆Vik = |tik |(uik − lik) ;

(5) Calculer Vik , k = 0, . . . , p, où
Vi0 = V0 = α;

Vik = V0 +
k∑
s=1

∆Vis = Vik−1
+ ∆Vik , k = 1, . . . , p;

(6) Choisir l’indice iq tel que Viq−1 < 0 et Viq ≥ 0;

(7) Soit j1 l’indice calculé par (3.19). Poser J̄B = (JB\{j1}) ∪ {iq}, σ0 = σiq et ∆̄ =

∆+ σ0t ;

(8) Calculer

¯̄β =


β̄ + σi1V0, si q = 1;

β̄ + σi1V0 +
q∑

k=2

(σik − σik−1
)Vik−1

, si q ≥ 2.
.

3.8 Le schéma de la méthode à direction hybride et à pas mul-
tiple

Soient {x, JB} une SRS initiale du problème (3.1)-(3.3), ε un nombre arbitraire positif ou
nul, et η > 0. Le schéma de l’algorithme de la méthode à direction hybride et à pas multiple
(MDHPM) est décrit dans les étapes de l’algorithme 3.2.

Algorithme 3.2. (MDHPM)

Étape 1 : Calculer πT = cTBA
−1
B , ∆T = πTA− cT ;

Étape 2 : Calculer l’estimation de suboptimalité β avec (3.11) ;

Étape 3 : Si β = 0, alors l’algorithme s’arrête avec {x, JB}, une SRS optimale.

Étape 4 : Si β ≤ ε, alors l’algorithme s’arrête avec {x, JB}, une SRS ε-optimale.

Étape 5 : Calculer les vecteurs η(x− u) et η(x− l) ;

Étape 6 : Calculer les ensembles J+
NI , J

−
NI , J

+
NE et J−NE avec (3.14) ;

Étape 7 : Calculer µ avec (3.16) ;

Étape 8 : Calculer la direction d’amélioration d avec (3.18) ;

Étape 9 : Calculer θj1 , θj2 et θ0 avec (3.19) ;

Étape 10 : Calculer x̄ = x+ θ0d et z̄ = z + θ0(β + µ);

Étape 11 : Si θ0 = 1, alors l’algorithme s’arrête avec x̄ une solution optimale.

Étape 12 : Calculer β̄ avec (3.23) ; si β̄ = 0, alors l’algorithme s’arrête avec {x̄, JB}, une SRS
optimale. Si β̄ ≤ ε, alors l’algorithme s’arrête avec {x̄, JB}, une SRS ε-optimale.
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Étape 13 : Si θ0 = θj2 , poser x = x̄, z = z̄, β = β̄ et aller à l’étape 5.

Étape 14 : Calculer κ = x+ d et α0 = κj1 − x̄j1 ;

Étape 15 : Calculer la direction duale t avec (3.24) ;

Étape 16 : Calculer JN0 avec (3.10), J+
N0 et J−N0 avec (3.25) ;

Étape 17 : Calculer α avec (3.26) ; si α ≤ 0, alors passer à l’étape 18, sinon

(a) Si J+
N0 ∪ J

−
N0 6= ∅, alors choisir un index j0 ∈ J+

N0 ∪ J
−
N0, poser ∆̄ = ∆, J̄B =

(JB \ {j1}) ∪ {j0}, ¯̄β = β̄, et aller à l’étape 19 ;

(b) Si J+
N0 ∪ J

−
N0 = ∅, alors calculer la valeur η̄ avec la procédure 3.1 ; poser η := η̄,

x := x̄, z := z̄, β := β̄ et aller à l’étape 5.

Étape 18 : Calculer le nouveau support J̄B, le nouveau vecteur des coût réduits ∆̄ et la nouvelle
estimation de suboptimalité ¯̄β avec le règle du pas multiple (Procédure 3.2) ;

Étape 19 : Poser x := x̄, z := z̄, JB := J̄B, ∆ := ∆̄, β := ¯̄β et aller à l’étape 3.

Remarque 3.7. Comme l’estimation de suboptimalité décroit à chaque itération de l’algo-
rithme MDHPM et la condition β(x, JB) = 0 est une condition nécessaire et suffisante pour
l’optimalité d’une SFS non-dégénérée {x, JB}.

Remarque 3.8. Si le nombre de solutions dégénérées est fini, alors notre algorithme converge
en un nombre fini d’itérations vers une solution optimale du problème (3.1)-(3.3).

Remarque 3.9. Si η → +∞, alors J+
NE = J−NE = ∅, µ = 0 et β = γ, donc nous obtenons la

méthode adaptée [36].

3.9 Exemple numérique

Résolvons le problème de PL suivant en utilisant MDHPM :

max z = cTx,

Ax = b, l ≤ x ≤ u,
(3.28)

où

A =

(
3 −1 1 1 0

−1 −4 1 0 1

)
, b =

(
1

2

)
, c = (1,−3, 1, 0, 0)T ,

l = 0R5 , u = (1, 4, 5, 5, 19)T .

Posons η = 1 et commençons par la SRS initiale :

JB = {4, 5}, JN = {1, 2, 3}, x = (0, 0, 0, 1, 2)T .

Itération 1
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• La valeur de la fonction objectif en x est z = 0.

• Le vecteur des multiplicateurs et le vecteur des coûts réduits sont

πT = cTBA
−1
B = (0, 0)T , ∆T = πTA− cT = (−1, 3,−1, 0, 0)T .

• Les ensembles J+
N , J

−
N et l’estimation de suboptimalité sont

J+
N = {2}, J−N = {1, 3},

β =
∑
j∈J+

N

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

N

∆j(xj − uj) = 6 > 0.

• Les vecteurs η(x− u) et η(x− l) sont

η(x− u) = (−1,−4,−5,−4,−17)T , η(x− l) = (0, 0, 0, 1, 2)T .

• Les ensembles J+
NI , J

−
NI , J

+
NE et J−NE sont

J+
NI = ∅, J−NI = {1, 3}, J+

NE = J−NE = ∅.

• La valeur de l’estimation µ est

µ = −
∑
j∈J+

NE

∆j(xj − lj)−
∑
j∈J−

NE

∆j(xj − uj) +
1

η

∑
j∈JNE

∆2
j = 0.

• La direction d’amélioration d est

dN = (1, 0, 5)T , dB = −A−1
B ANdN = (−8,−4)T ,

d = (1, 0, 5,−8,−4)T .

• Le pas le long de la direction d est

θj1 = min{θ4, θ5} = min{1

8
,
1

2
} =

1

8
⇒ j1 = 4.

θj2 =∞ (JNE = ∅), θ0 = min{θj1 , θj2 , 1} = θj1 =
1

8
.

• La nouvelle solution est

x̄ = x+ θ0d = (
1

8
, 0,

5

8
, 0,

3

2
)T .

• La nouvelle valeur de la fonction objectif est z̄ = z + θ0(β + µ) = 3
4 ' 0.75.
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• L’estimation de suboptimalité β̄

β̄ = (1− θ0)β − θ0µ =
21

4
> 0.

Puisque θ0 = θj1 < 1, on change le support JB.

• Le vecteur κ et la valeur de α0 sont

κ = x+ d = (1, 0, 5,−7,−2)T , α0 = κj1 − x̄j1 = −7.

• La direction duale est calculée comme suit :

tTB = (t4, t5) = (1, 0), tTN = (t1, t2, t3) = tTBA
−1
B AN = (3,−1, 1),

t = (3,−1, 1, 1, 0)T .

Puisque J+
N0 = J−N0 = J+

NE = J−NE = ∅, la quantité α est égale à α = −|α0| = −7.

• Le pas le long de la direction duale t et l’indice entrant iq sont

σ1 =
1

3
, σ2 = 3, σ3 = 1.

Nous avons σ1 < σ3 < σ2 ⇒ i1 = 1, i2 = 3, i3 = 2, et p = 3. Donc
∆Vi1 = ∆V1 = |t1|(u1 − l1) = 3,

∆Vi2 = ∆V3 = |t3|(u3 − l3) = 5,

∆Vi3 = ∆V2 = |t2|(u2 − l2) = 4.

Les valeurs de Vik sont
Vi0 = V0 = α = −7 < 0,

Vi1 = V1 = Vi0 + ∆Vi1 = −4 < 0,

Vi2 = V3 = Vi1 + ∆Vi2 = 1 > 0.

Nous avons Vi1 = −4 < 0 et Vi2 = 1 > 0, donc l’indice entrant est iq = i2 = 3. Par
conséquent, q = 2 et le pas dual est

σ0 = σiq = σ3 = 1.

• La nouvelle estimation de suboptimalité est

¯̄β = β̄ + σi1V0 + (σi2 − σi1)V1 = β̄ + σ1V0 + (σ3 − σ1)V1 =
1

4
> 0.
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• Le nouveau vecteur des coûts réduits et le nouveau support sont

J̄B = {3, 5}, J̄N = {1, 2, 4}, ∆̄ = ∆+ σ0t = (2, 2, 0, 1, 0)T .

Remarque 3.10. Si nous utilisons la règle du pas simple, nous obtenons

σ0 = min{σ1, σ2, σ3} = min{1
3 , 3, 1} = 1

3 ⇒ j0 = iq = 1.

Ainsi, le nouveau vecteur des coûts réduits, le nouveau support et la nouvelle esti-
mation de suboptimalité seront égaux à

J̄B = {1, 5}, ∆̄ = (0, 8
3 ,
−2
3 ,

1
3 , 0)T , ¯̄β = β̄ + σ0α = 35

12 >
1
4 .

Il est donc important de voir ici que la règle du pas multiple donne une meilleure
diminution pour l’estimation de suboptimalité que la règle du pas simple.

Itération 2

• Le support courant est JB = {3, 5}, JN = {1, 2, 4}.

• La solution réalisable courante et la valeur objectif en cette solution sont

x = (
1

8
, 0,

5

8
, 0,

3

2
)T et z =

3

4
.

• Le vecteur des coûts réduits est

∆ = (2, 2, 0, 1, 0)T .

• Les ensembles J+
N , J

−
N et l’estimation de suboptimalité sont

J+
N = {1, 2, 4}, J−N = ∅, β =

1

4
> 0.

• Les vecteurs η(x− u) et η(x− l) sont

η(x− u) = (
−7

8
,−4,

−35

8
,−5,

−35

2
)T , η(x− l) = (

1

8
, 0,

5

8
, 0,

3

2
)T .

• Les ensembles J+
NE , J

−
NE , J

+
NI , J

−
NI et la valeur de µ sont

J+
NE = {1}, J−NE = ∅, J+

NI = ∅, J−NI = ∅ et µ =
15

4
.

• La direction d’amélioration d est

dN = (−2, 0, 0)T , dB = (6,−8)T , d = (−2, 0, 6, 0,−8)T .

• Le pas le long de la direction d est

θj1 = min{θ3, θ5} = min{35

48
,

3

16
} =

3

16
⇒ j1 = 5,
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θj2 = min{θ1} =
1

16
⇒ j2 = 1, θ0 = min{θj1 , θj2 , 1} = θj2 =

1

16
.

• La nouvelle solution et la nouvelle valeur de la fonction objectif sont

x̄ = x+ θ0d = (0, 0, 1, 0, 1)T et z̄ = 1.

• La nouvelle valeur de l’estimation de suboptimalité est

β̄ = (1− θ0)β − θ0µ = 0.

Par conséquent, x̄ est optimale.



Chapitre 4

Nouvelle technique d’initialisation
des algorithmes de PL

Introduction

L’une des étapes les plus importantes dans le processus de résolution des problèmes de
programmation linéaire est l’étape d’initialisation qui consiste à trouver la solution réalisable
initiale ainsi que la base (support) initiale. L’efficacité de l’algorithme utilisé pour trouver la
solution optimale dépend du choix de la solution initiale. Il existe plusieurs techniques de
recherche d’une SRS initiale, à savoir : la technique utilisant plusieurs variables artificielles
[36], la technique utilisant une seule variable artificielle [7, 6].

Dans ce chapitre, nous présentons la procédure proposée par Bixby [17] qui permet de
trouver une base initiale et qui constitue l’une des procédures utilisées pour l’initialisation de
la méthode du simplexe implémentée dans GLPK. De plus, nous proposons une nouvelle
procédure qui nous permet de trouver une solution réalisable initiale.

4.1 Position du problème

Considérons le problème de programmation linéaire écrit sous la forme générale sui-
vante :

max z = c̃T y,

b− ≤ Hy ≤ b+

l̃ ≤y ≤ ũ,

(4.1)

où H ∈Mm,s(R) ; b−, b+ ∈ Rm ; l̃, ũ, c̃, y ∈ Rs. Les ensembles

C = {1, 2, . . . ,m} et V = {1, 2, . . . , s}

68
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sont respectivement l’ensemble des indices des contraintes et l’ensemble des indices des
variables originales du problème (4.1).

Partitionnons l’ensemble C de la manière suivante : C = C1 ∪ C2, où C1 représente l’en-
semble des indices des contraintes d’inégalités et C2 celui des indices des contraintes d’éga-
lités, c’est-à-dire, les contraintes d’indice i pour lesquels b−i = b+i . Supposons sans perte de
généralité que

C1 = {1, 2, . . . , k}, C2 = {k + 1, k + 2, · · · ,m}, k ≤ m.

On peut alors écrire et fractionner les vecteurs b−, b+ et la matriceH de la manière suivante :

b− = (b−i , i ∈ C) =

(
b−I
b−E

)
, b−I = (b−i , i ∈ C1), b−E = (b−i , i ∈ C2);

b+ = (b+i , i ∈ C) =

(
b+I
b+E

)
, b+I = (b+i , i ∈ C1), b+E = (b+i , i ∈ C2);

H = (hij , i ∈ C, j ∈ V) =

(
H1

H2

)
, où

H1 = (hij , i ∈ C1, j ∈ V), H2 = (hij , i ∈ C2, j ∈ V).

Effectuons les changements de variable suivants :

x1 = y, x2 = H1x1. (4.2)

Les vecteur x1 est celui des variables originales du problème (4.1) et x2 est celui des va-
riables d’écart. Le problème (4.1) devient

max z = c̃Tx1,

−H1x1 + Ikx
2 = 0Rk ,

H2x1 = b+E ,

l̃ ≤ x1 ≤ ũ, b−I ≤ x
2 ≤ b+I .

(4.3)

On pose alors

A =

(
−H1 Ik

H2 0m−k,k

)
,

x =

(
x1

x2

)
, c =

(
c̃

0Rk

)
, b =

(
0Rk

b+E

)
, l =

(
l̃

b−I

)
, u =

(
ũ

b+I

)
.
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Finalement, on obtient le problème écrit sous la forme standard suivante :

max z = cTx,

Ax = b, l ≤ x ≤ u,
(4.4)

où A = (aij) ∈ Mm,s+k(R) ; c, l, u, x ∈ Rs+k. Notons par J = {1, 2, . . . , n = s + k} et
supposons que rang(A) = m. Lorsque cette condition n’est pas vérifiée, on ajoute des
vecteurs unitaires aux colonnes de A d’une manière appropriée.

Remarque 4.1. Lorsque rang(A) = r < m, les opérations élémentaires de Gauss-Jordan
nous donnent la matrice Ā = (ej1 , ej2 , . . . , ejr , a

′
jr+1

, . . . , a′jn), où la notation a′jp , p = r +

1, . . . , n indique que les vecteurs colonnes ajp , p = r + 1, . . . , n ont été modifiées par des
opérations élémentaires. Dans ce cas, il suffit d’ajouter des vecteurs unitaires ejp , p = r +

1, . . . ,m pour obtenir la matrice identité, et poser les variables associées égales à 0.

Jusqu’à présent, nous avons toujours étudié des cas où une solution réalisable de sup-
port initiale était connue. Cependant, cette situation (idéale) ne se rencontre pas dans tous
les problèmes de programmation linéaire. Nous verrons donc dans le section suivante com-
ment trouver une solution réalisable de support de départ pour initialiser les algorithmes
MADH et MDHPM.

4.2 Construction d’une SRS initiale

Les méthodes MADH et MDHPM nécessitent en entrée une SRS initiale. Si une telle
SRS n’est pas disponible, il est nécessaire de commencer par construire une sorte de pro-
blème auxiliaire. Ce problème auxiliaire est ensuite résolu (Phase I) et la SRS résultante est
utilisée comme une SRS de départ pour résoudre le problème original (Phase II).

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux techniques permettant de trouver
une SRS pour initialiser MADH et MDHPM. On commence d’abord par la recherche d’un
support initial ; puis on procède à la recherche d’une solution réalisable initiale pour le pro-
blème original.

4.2.1 Recherche d’un support initial

Afin de rechercher un support initial, on pourra utiliser la technique de diagonalisation de
Gauss-Jordan, la technique d’initialisation présentée dans [7] ou bien la procédure proposée
dans [17] qui est décrite ci-dessous :

Procédure 4.1.

1. Pour i ∈ C1, on pose Ii = 1, ri = 1, vi = +∞;

Pour i ∈ C2, on pose Ii = 0, ri = 0, vi = +∞. Poser JB = {s+ 1, s+ 2, . . . , s+ k} ;
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2. Pour j ∈ V,

(a) Soit α =|ai1j | = max
ri=0
|aij |.

Si α ≥ 0.99, alors poser

JB := JB ∪ {j};

vi1 = α;

Ii1 = 1;

ri := ri + 1, pour tout i, tel que |aij | 6= 0;

Poser j := j + 1; aller à l’étape (a) ;

(b) Pour i ∈ C2 : si |aij | > 0.01vi, alors on pose j := j + 1. Sinon soit α =|ai1j | =

max
Ii=0
|aij | ;

i. Si α = 0, alors on pose j := j + 1, aller à l’étape (b) ;

ii. Sinon, poser
JB := JB ∪ {j};

vi1 = α;

Ii1 = 1;

ri := ri + 1, pour tout i, tel que |aij | 6= 0 ;

j := j + 1; aller à l’étape (b) ;

3. S’il existe Ii = 0, Pour i ∈ C2, alors rang(A) = m′ < m, donc on ajoute (m − m′)
vecteurs unitaires es+i à la matrice A, puis on pose JB := JB ∪{s+ k+ i}, ls+k+i = 0

et us+k+i = 0 (voir la remarque 4.1).

4.2.2 Recherche d’une solution réalisable initiale

Dans cette section, nous proposons une technique qui permet de trouver une solution
réalisable initiale, et ce, sans ajouter de variables artificielles. Le problème de programma-
tion linéaire auxiliaire obtenu a la même dimension que celle du problème original.

Supposons que JB est un support du problème de PL (4.4) et JN = J \ JB. Soit x0 une
pseudo-solution réalisable du problème (4.4), telle que

lN ≤ x0
N ≤ uN et x0

B = A−1
B (b−ANx0

N ).

Si lB ≤ x0
B ≤ uB, alors {x0, JB} est une SRS du problème (4.4). Sinon, formons le problème

auxiliaire suivant :
maxψ(x) = ĉTx, s.c. Ax = b, l̂ ≤ x ≤ û, (4.5)

où
l̂N = lN , ûN = uN et ĉN = 0,
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et pour j ∈ JB, on pose :

l̂j = −M, ûj = lj , ĉj = 1, si x0
j < lj ;

l̂j = uj , ûj = M, ĉj = −1, si x0
j > uj ;

l̂j = lj , ûj = uj , ĉj = 0, si lj ≤ x0
j ≤ uj ,

M étant un nombre positif très grand. La fonction objectif du problème auxiliare peut alors
s’écrire :

ψ(x) =
∑

x0j<lj , j∈JB

xj −
∑

x0j>uj , j∈JB

xj .

La paire {x0, JB} est évidemment une SRS pour le problème auxiliaire (4.5).
Soit {x∗, J∗B} la SRS optimale du problème auxiliaire (4.5), obtenue avec l’algorithme

MADH ou MDHPM et considérons la valeur suivante :

w∗ =
∑

x0j<lj , j∈JB

lj −
∑

x0j>uj , j∈JB

uj .

Théorème 4.1. On a toujours ψ(x∗) ≤ w∗. Si ψ(x∗) = w∗, alors {x∗, J∗B} est une SRS pour
le problème original (4.4).

Démonstration. On a :

w∗ − ψ(x∗) =
∑

x0j<lj , j∈JB

(lj − x∗j ) +
∑

x0j>uj , j∈JB

(x∗j − uj).

Puisque x∗ est une solution réalisable du problème auxiliaire, alors on a

lj − x∗j ≥ 0, pour x0
j < lj , j ∈ JB et x∗j − uj ≥ 0, pour x0

j > uj , j ∈ JB.

Donc w∗ − ψ(x∗) ≥ 0⇔ ψ(x∗) ≤ w∗.
Si ψ(x∗) = w∗, alors on a ∑

x0j<lj , j∈JB

(lj − x∗j ) =
∑

x0j>uj , j∈JB

(x∗j − uj) = 0.

Donc x∗ vérifie forcément les relations
x∗j = lj , si x0

j < lj ;

x∗j = uj , si x0
j > uj ;

lj ≤ x∗j ≤ uj , si lj ≤ x0
j ≤ uj , j ∈ JB.

D’où lB ≤ x∗B ≤ uB.
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Comme x∗ est réalisable pour le problème auxiliaire, donc elle vérifie aussi les relations
Ax∗ = b et lN ≤ x∗N ≤ uN . Par conséquent, x∗ est une solution réalisable pour le problème
original.

4.3 Exemples numériques

Exemple 4.1. Considérons le problème suivant :

max φ = pT y + q,

b0 ≤ A1y ≤ b1,

A2y ≥ b2,

A3y = b3,

l̃ ≤ y ≤ ũ,

(4.6)

où

A1 =

(
0 0 1 2

2 0 0 −3

)
, A2 =

(
−1 0 2 0

)
, A3 =

(
0 6 0 4

1 0 2 3

)
,

b0 = (0,−33)T , b1 = (19, 10), b2 =
1

3
, b3 = (21, 24), q = 10,

p =


1
3
−1
2
−1
6
1
6

 , l̃ =


−2
−1
2

0

6

 , ũ =


9

1

4

10

 .

Si l’on applique le changement de variables (4.2) et on pose z = ψ − q, alors on obtient
le problème sous la forme standard suivante :

max z = cTx,

Ax = b, l ≤ x ≤ u.
(4.7)
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où

A =


0 0 −1 −2 1 0 0

−2 0 0 3 0 1 0

1 0 −2 0 0 0 1

0 6 0 4 0 0 0

1 0 2 3 0 0 0

 , b =


0

0

0

21

24

 , c =



1
3
−1
2
−1
6
1
6

0

0

0


,

l =



−2
−1
2

0

6

0

−33
1
3


, u =



9

1

4

10

19

10

M


,

où M est un nombre positif très grand.
Résolvons le problème (4.6) en utilisant MDHPM, avec η = 1.

Soient le support initial JB = {1, 2, 5, 6, 7}, et xN = (0, 6)T , on obtient alors xB = (6, −1
2 , 12,−6,−6)T .

Phase 1 : Pour trouver une solution réalisable initiale pour le problème (4.7), on forme le
problème auxiliaire suivant :

maxψ = x7,

Ax = b, l̂ ≤ x ≤ û,
(4.8)

où

l̂ =



−2
−1
2

0

6

0

−33

−M


, û =



9

1

4

10

19

10
1
3


.

Itération 1

• Le support initial est JB = {1, 2, 5, 6, 7} et JN = {3, 4}.

• La solution réalisable initiale x et la valeur ψ(x) sont

x = (6,
−1

2
, 0, 6, 12,−6,−6)T , ψ(x) = −6.
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• Le vecteur des multiplicateurs et le vecteur des coûts réduits sont

πT = cTBA
−1
B = (0, 0, 1, 0,−1), ∆ = πTA− cT = (0, 0,−4,−3, 0, 0, 0)T .

• Les ensembles J+
N , J

−
N et l’estimation de suboptimalité sont

J+
N = ∅, J−N = {3, 4},

β =
∑
j∈J+

N

∆j(xj − l̂j) +
∑
j∈J−

N

∆j(xj − ûj) = 28 > 0.

• Les vecteurs η(x− û) et η(x− l̂) sont

η(x− û) = (−3,
−3

2
,−4,−4,−7,−16,

−19

3
)T ,

η(x− l̂) = (8, 0, 0, 0, 12, 27,M − 6)T .

• Les ensembles J+
NI , J

−
NI , J

+
NE et J−NE sont

J+
NI = ∅, J−NI = {3, 4}, J+

NE = ∅, J−NE = ∅.

• La valeur de l’estimation µ est

µ = −
∑
j∈J+

NE

∆j(xj − l̂j)−
∑
j∈J−

NE

∆j(xj − ûj) +
1

η

∑
j∈JNE

∆2
j = 0.

• La direction d’amélioration d est

dN = (4, 4)T , dB = −A−1
B ANdN = (−20,

−8

3
, 12,−52, 28)T ,

d = (−20,
−8

3
, 4, 4, 12,−52, 28)T .

• Le pas le long de la direction d est

θj1 = min{θ1, θ2, θ5, θ6, θ7} = min{2

5
, 0,

7

12
,
27

52
,

3

14
} = 0⇒ j1 = 2.

θj2 =∞ (JNE = ∅), θ0 = min{θj1 , θj2 , 1} = θj1 = 0.

• La nouvelle solution x̄ est

x̄ = x+ θ0d = (6,
−1

2
, 0, 6, 12,−6,−6)T .

• La nouvelle valeur de la fonction objectif est ψ(x̄) = ψ(x) + θ0(β + µ) = −6.
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• La nouvelle estimation de suboptimalité β̄ est

β̄ = (1− θ0)β − θ0µ = 28 > 0.

Puisque θ0 = θj1 < 1, on change le support JB.

• Le vecteur κ et la valeur de α0 sont

κ = x+ d = (−14,
−19

6
, 4, 10, 24,−58, 22)T , α0 = κj1 − x̄j1 =

−8

3
.

• La direction duale est calculée comme suit :

tTB = (0, 1, 0, 0, 0), tTN = tTBA
−1
B AN = (0,

2

3
), t = (0, 1, 0,

2

3
, 0, 0, 0)T ;

J+
N0 = ∅, J−N0 = ∅.

• La quantité α est égale à

α = −8

3
.

• Le pas dual et l’indice entrant j0 sont

σ3 = +∞, σ4 =
9

2
⇒ σ0 =

9

2
.

• La nouvelle estimation de suboptimalité ¯̄β est

¯̄β = β̄ + σ0α = 16 > 0.

• Le nouveau vecteur des coûts réduits et le nouveau support sont

J̄B = {1, 4, 5, 6, 7}, J̄N = {2, 3}, ∆̄ = ∆+ σ0t = (
9

2
,−4)T .

Itération 2

• Le support courant est JB = {1, 4, 5, 6, 7}, JN = {2, 3}.

• La solution réalisable courante et la valeur courante de la fonction objectif sont

x = (6,
−1

2
, 0, 6, 12,−6,−6)T et ψ(x) = −6.

• Le vecteur des coûts réduits est

∆T = (0,
9

2
,−4, 0, 0, 0, 0).

• L’estimation de suboptimalité est β = 16 > 0.
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• Les vecteurs η(x− û) et η(x− l̂) sont

η(x− û) = (−3,
−3

2
,−4,−4,−7,−16,

−19

3
)T , η(x− l̂) = (8, 0, 0, 0, 12, 27,M − 6)T .

• Les ensembles J+
NE , J

−
NE , J

+
NI , J

−
NI et la valeur de µ sont

J−NE = ∅, J+
NE = ∅, J+

NI = ∅, J−NI = {3} et µ = 0.

• La direction d’amélioration d est

dN = (0, 4)T , dB = (−8, 0, 4,−16, 16)T , d = (−8, 0, 4, 0, 4,−16, 16)T .

• Le pas le long de la direction d est

θj1 = min{θ1, θ4, θ5, θ6, θ7} = min{1,+∞, 7

4
,
27

16
,
19

48
} =

19

48
⇒ j1 = 7.

θj2 =∞, θ0 = min{θj1 , θj2 , 1} = θj1 =
19

48
.

• La nouvelle solution et la nouvelle valeur de la fonction objectif sont

x̄ = x+ θ0d = (
17

6
,
−1

2
,
19

12
, 6,

163

12
,
−37

3
,
1

3
)T et ψ(x̄) =

1

3
.

• La nouvelle valeur de l’estimation de suboptimalité est

β̄ = (1− θ0)β − θ0µ =
29

3
.

• Le vecteur κ et la valeur de α0 sont

κ = x+ d = (−2,
−1

2
, 4, 6, 16,−22, 10)T , α0 = κj1 − x̄j1 =

29

3
.

• La direction duale est calculée comme suit :

tTB = (0, 0, 0, 0,−1), tTN = tTBA
−1
B AN = (

−9

2
, 4), t = (0,

−9

2
, 4, 0, 0, 0,−1)T ;

J+
N0 = ∅, J−N0 = ∅.

• La quantité α est α = −29
3 .

• Le pas dual et l’indice entrant j0 sont

σ2 = 1, σ3 = 1⇒ σ0 = σ2 = 1.
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• La nouvelle estimation de suboptimalité est

¯̄β = β̄ + σ0α = 0.

• Le nouveau support sont

J̄B = {1, 2, 4, 5, 6}, J̄N = {3, 7}.

Phase 2 :
Itération 1

• Le support initial est JB = {1, 2, 4, 5, 6} et JN = {3, 7}

• La solution réalisable initiale et la valeur z(x) sont

x = (
17

6
,
−1

2
,
19

12
, 6,

163

12
,
−37

3
,
1

3
)T , z(x) =

139

72
' 1.93.

• Le vecteur des multiplicateurs et le vecteur des coûts réduits sont

πT = cTBA
−1
B = (0, 0,

5

24
,
−5

96
,
1

8
), ∆ = πTA− cT = (0,

3

16
, 0, 0, 0,

5

24
)T .

• Les ensembles J+
N , J

−
N et l’estimation de suboptimalité sont

J+
N = {2, 7}, J−N = ∅,

β =
∑
j∈J+

N

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

N

∆j(xj − uj) = 0.

Donc x est une SRS optimale du problème (4.7). Par conséquent,

y = (
17

6
,
−1

2
,
19

12
, 6)T

est une SRS optimale pour le problème (4.6), avec φ(y) = 299
24 ' 12.46.
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Exemple 4.2. Considérons le problème suivant :

max z = pT y,

Ay = b, l̃ ≤ y ≤ ũ,
(4.9)

où

A =

(
1 −1 3 2

−7 1 2 3

)
, b = (1, 1)T ,

p =


4

−6

−2

2

 , l̃ =


−1

−2

−3

−4

 , ũ =


1

2

3

4

 .

Phase 1 : Soit JB = {1, 2} un support du problème (4.9). Si xN = l̃N = (−3,−4)T , alors
xB = (−37

6 , −145
6 )T . Remarquons que x n’est pas une solution réalisable du problème (4.9).

Pour trouver une solution réalisable initiale pour le problème (4.9), on forme le problème
auxiliaire suivant :

maxψ = cTx,

Ax = b, l ≤ x ≤ u,
(4.10)

où

x =


x1

x2

x3

x4

 , c =


1

1

0

0

 , l =


−M
−M
−3

−4

 , u =


−1

−2

3

4

 ,

où M est un nombre positif très grand.
Appliqueons l’algorithme MDHPM, avec η = 1.
Itération 1

• Le support initial est JB = {1, 2} et JN = {3, 4}.

• La solution réalisable initiale x et sa valeur ψ(x) sont

x = (
−37

6
,
−145

6
,−3,−4)T , ψ =

−91

3
.

• Le vecteur des multiplicateurs et le vecteur des coûts réduits sont

πT = cTBA
−1
B = (

−4

3
,
−1

3
), ∆N = πTAN − cTN = (

−14

3
,
−11

3
)T .



4.3 Exemples numériques 80

• Les ensembles J+
N , J

−
N et l’estimation de suboptimalité sont

J+
N = ∅, J−N = {3, 4},

β =
∑
j∈J+

N

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

N

∆j(xj − uj) =
172

3
> 0.

• Les vecteurs η(x− u) et η(x− l) sont

η(x− u) = (
−31

6
,
−133

6
,−6,−8)T , η(x− l) = (

−37

6
−M,

−145

6
−M, 0, 0)T .

• Les ensembles J+
NI , J

−
NI , J

+
NE et J−NE sont

J+
NI = ∅, J−NI = {3, 4}, J+

NE = ∅, J−NE = ∅.

• La valeur de l’estimation µ est

µ = −
∑
j∈J+

NE

∆j(xj − lj)−
∑
j∈J−

NE

∆j(xj − uj) +
1

η

∑
j∈JNE

∆2
j = 0.

• La direction d’amélioration d est

dN = (6, 8)T , dB = −A−1
B ANdN = (

35

3
,
137

3
)T ,

d = (
35

3
,
137

3
, 6, 8)T .

• Le pas le long de la direction d est

θj1 = min{θ1, θ2} = min{31

70
,
133

274
} =

31

70
⇒ j1 = 1.

θj2 = +∞, θ0 = min{θj1 , θj2 , 1} = θj1 =
31

70
.

• La nouvelle solution x̄ est

x̄ = x+ θ0d = (−1,
−138

35
,
−12

35
,
−16

35
)T .

• La nouvelle valeur de la fonction objectif est

ψ(x̄) = ψ(x) + θ0(β + µ) =
−173

35
.
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• L’estimation de suboptimalité β̄

β̄ = (1− θ0)β − θ0µ =
1118

35
> 0.

Puisque θ0 = θj1 < 1, on change le support JB.

• Le vecteur κ et la valeur de α0 sont

κ = x+ d = (
11

2
,
43

2
, 3, 4)T , α0 = κj1 − x̄j1 =

13

2
.

• La direction duale est

tTB = (−1, 0), tTN = tTBA
−1
B AN = (

5

6
,
5

6
), t = (−1, 0,

5

6
,
5

6
)T ;

J+
N0 = ∅, J−N0 = ∅.

• La quantité α est α = −13
2 .

• Le pas dual et l’indice entrant j0 sont

σ3 =
28

5
, σ4 =

22

5
.

Nous avons σ4 < σ3 ⇒ i1 = 4, i2 = 3, et p = 2. Donc∆Vi1 = |t4|(u4 − l4) = 20
3 ,

∆Vi2 = |t3|(u3 − l3) = 5.

Les valeurs de Vik sont Vi0 = α = −13
3 < 0,

Vi1 = Vi0 + ∆Vi1 = 7
3 > 0.

Nous avons Vi0 < 0 et Vi1 > 0, donc l’indice entrant est iq = i1 = 4. Par conséquent,
q = 1 et le pas dual est

σ0 = σiq = σ4 =
22

5
.

• La nouvelle estimation de suboptimalité est

¯̄β = β̄ + σi1Vi0 =
117

35
> 0.

• Le nouveau vecteur des coûts réduits et le nouveau support sont

J̄B = {2, 4}, J̄N = {1, 3}, ∆̄ = ∆+ σ0t = (
−22

5
, 0,−1, 0)T .
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Itération 2

• Le support courant est JB = {2, 4}, JN = {1, 3}.

• La solution réalisable courante et sa valeur ψ(x) sont

x = (−1,
−138

35
,
−12

35
,
−16

35
)T et ψ(x) = −173

35
' −4.94.

• Le vecteur des coûts réduits est

∆T = (
−22

5
, 0,−1, 0).

• L’estimation de suboptimalité est β = 117
35 > 0.

• Les vecteurs η(x− u) et η(x− l) sont

η(x− u) = (0,
−68

35
,
−117

35
,
−156

35
)T ,

η(x− l) = (−1 +M,
−138

35
+M,

93

35
,
124

35
)T .

• Les ensembles J+
NE , J

−
NE , J

+
NI , J

−
NI et la valeur de µ sont

J−NE = ∅, J+
NE = ∅, J+

NI = ∅, J−NI = {3} et µ = 0.

• La direction d’amélioration d est

dN = (0,
117

35
)T , dB = (

117

35
,
−117

35
)T , d = (0,

117

35
,
117

35
,
−117

35
)T .

• Le pas le long de la direction d est

θj1 = min{θ2, θ4} = min{ 68

117
,
124

117
} =

68

117
⇒ j1 = 2.

θj2 = +∞, θ0 = min{θj1 , θj2 , 1} = θj1 =
68

117
.

• La nouvelle solution et la nouvelle valeur de la fonction objectif sont

x̄ = x+ θ0d = (−1,−2,
56

35
,
−84

35
)T et ψ(x̄) = −3.

• L’estimation de la suboptimalité β̄

β̄ = (1− θ0)β − θ0µ =
7

5
> 0.

Puisque θ0 = θj1 < 1, on change le support JB.
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• Le vecteur κ et la valeur de α0 sont

κ = x+ d = (−1,
−3

5
, 3,
−19

5
)T , α0 = κj1 − x̄j1 =

7

5
.

• La direction duale est

t = (
17

5
,−1, 1, 0)T , J+

N0 = ∅, J−N0 = ∅.

• La quantité α est α = −7
5 .

• Le pas dual et l’indice entrant j0 sont

σ1 =
22

17
, σ3 = 1.

Nous avons σ3 < σ1 ⇒ i1 = 3, i2 = 1, et p = 2. Donc∆Vi1 = |t4|(u4 − l4) = 6,

∆Vi2 = |t3|(u3 − l3) = 17
5 (M − 1).

Les valeurs de Vik sont Vi0 = α = −7
5 < 0,

Vi1 = Vi0 + ∆Vi1 = 23
5 .

Nous avons Vi0 < 0 et Vi1 > 0, donc l’indice entrant est iq = i1 = 3. Par conséquent,
q = 1 et le pas dual est

σ0 = σiq = σ3 = 1.

• La nouvelle estimation de suboptimalité est

¯̄β = β̄ + σi1Vi0 = 0.

• Le nouveau vecteur des coûts réduits et le nouveau support sont

J̄B = {3, 4}, J̄N = {1, 2}, ∆̄ = ∆+ σ0t = (−1,−1, 0, 0)T .

Phase 2 :
Itération 1

• Le support initial est JB = {3, 4} et JN = {1, 2}.

• La solution réalisable initiale et sa valeur z(x) sont

x = (−1,−2,
56

35
,
−84

35
)T , z(x) = 0.
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• Le vecteur des multiplicateurs et le vecteur des coûts réduits sont

∆ = πTA− cT = (−20, 10, 0, 0)T .

• Les ensembles J+
N , J

−
N et l’estimation de suboptimalité sont

J+
N = {4}, J−N = {3},

β =
∑
j∈J+

N

∆j(xj − lj) +
∑
j∈J−

N

∆j(xj − uj) = 40.

• Les vecteurs η(x− u) et η(x− l) sont

η(x− u) = (−2,−4,
−7

5
,
−32

5
)T , η(x− l) = (0, 0,

23

5
,
8

5
)T .

• Les ensembles J+
NI , J

−
NI , J

+
NE et J−NE sont

J−NI = ∅, J+
NI = ∅, J+

NE = ∅, J−NE = {1}.

• La valeur de l’estimation µ est

µ = −
∑
j∈J+

NE

∆j(xj − lj)−
∑
j∈J−

NE

∆j(xj − uj) +
1

η

∑
j∈JNE

∆2
j = 360.

• La direction d’amélioration d est

dN = (20, 0)T , dB = −A−1
B ANdN = (−68, 92)T ,

d = (2, 0,−68, 92)T .

• Le pas le long de la direction d est

θj1 = min{θ3, θ4} = min{ 23

340
,

32

460
} =

23

340
⇒ j1 = 3.

θj2 = +∞, θ0 = min{θj1 , θj2 , 1} = θj1 =
23

340
.

• La nouvelle solution x̄ est

x̄ = x+ θ0d = (
6

17
,−2,−3,

65

17
)T .

• La nouvelle valeur de la fonction objectif est

z(x̄) = z(x) + θ0(β + µ) =
460

17
' 27.06.
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• L’estimation de suboptimalité β̄ est

β̄ = (1− θ0)β − θ0µ =
220

17
> 0.

Puisque θ0 = θj1 < 1, on change le support JB.

• Le vecteur κ et la valeur de α0 sont

κ = x+ d = (19,−2,
−332

5
,
448

5
)T , α0 = κj1 − x̄j1 =

−317

5
.

• La direction duale est

tTB = (1, 0), tTN = tTBA
−1
B AN = (

17

5
,−1), t = (

17

5
,−1, 1, 0)T ;

J+
N0 = ∅, J−N0 = ∅.

• La quantité α est α = −11
5 .

• Le pas dual et l’indice entrant j0 sont

σ1 =
100

17
, σ2 = 10.

Nous avons σ1 < σ2 ⇒ i1 = 1, i2 = 2, et p = 2. Donc∆Vi1 = |t1|(u1 − l1) = 34
5 ,

∆Vi2 = |t2|(u2 − l2) = 4.

Les valeurs de Vik sont Vi0 = α = −11
5 < 0,

Vi1 = Vi0 + ∆Vi1 = 23
5 > 0.

Nous avons Vi0 < 0 et Vi1 > 0, donc l’indice entrant est iq = i1 = 1. Par conséquent,
q = 1 et le pas dual est

σ0 = σiq = σ1 =
100

17
.

• La nouvelle estimation de suboptimalité est ¯̄β = β̄ + σi1Vi0 = 0.

• Le nouveau vecteur des coûts réduits et le nouveau support sont

J̄B = {1, 4}, J̄N = {2, 3}, ∆̄ = ∆+ σ0t = (0,
70

17
,
100

17
, 0)T .

Donc x̄ est une SRS optimale du problème (4.9).



Chapitre 5

Résultats expérimentaux et
application au contrôle optimal

Introduction

Dans la première partie de ce chapitre, nous donnons un bref aperçu du problème de
contrôle optimal linéaire ; puis nous montrons comment trouver une solution approchée pour
ce problème en utilisant l’algorithme que nous avons proposé au chapitre 3. Nous présen-
tons également un problème de planification de la production [4]. Ce modèle de contrôle
optimal linéaire est ensuite utilisé pour générer des problèmes-test pour la comparaison de
notre méthode avec la méthode du simplexe.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, l’algorithme proposé est implémenté avec le lan-
gage de programmation C ++, puis une étude numérique est menée sur des problèmes-test
générés aléatoirement et sur certaines instances générées à partir du modèle de contrôle
optimal présenté dans la première partie de ce chapitre. Les résultats numériques obtenus
montrent que notre algorithme est compétitif avec MADH et l’algorithme primal du simplexe
de GLPK.

5.1 Problème de contrôle optimal linéaire

La théorie du contrôle optimal consiste à trouver une commande qui optimise une fonc-
tionnelle sur un domaine défini par un système d’équations différentielles et des contraintes
de borne sur la commande. Cette théorie est appliquée dans divers domaines des sciences
de l’ingénieur : aéronautique, physique, finances, etc. Vu l’importance de cette théorie, plu-
sieurs chercheurs se sont intéressés à la mise au point de méthodes numériques efficaces
pour la résolution de ce type de problèmes. Dans cette partie, nous allons utiliser notre
algorithme pour la résolution approchée des problèmes de contrôle optimal linéaire.

86
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5.1.1 Présentation du problème

On considère le problème terminal de contrôle optimal suivant :

max J(u) = cTx(t∗), (5.1)

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), x(t∗) = x0, (5.2)

Hx(t∗) = g, (5.3)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T = [t∗, t
∗], (5.4)

où J(u) est le critère de qualité, A ∈Mn×n(R) est la matrice dynamique du système, x(t) ∈
Rn est le vecteur d’état du système, b ∈ Rn, H ∈Mm×n(R) est une matrice de rang m ≤ n,
g ∈ Rm, u(t) ∈ R est une commande constante par morceaux, bornée par f∗, f∗ ∈ R, et
c ∈ Rn. L’objectif du problème est la détermination d’une commande admissible u0 qui avec
la trajectoire optimale x0, maximise le critère de qualité J(u) :

J(u0) = max
u
J(u).

La solution du système (5.2) est donnée par

x(t) = F (t)

(
x0 +

∫ t

t∗

F−1(τ)bu(τ)dτ)

)
, t ∈ T, (5.5)

où F (t), t ∈ T, est la solution du systèmeḞ (t) = AF (t),

F (t∗) = In, t ∈ T.

En remplaçant l’expression (5.5) dans le problème (5.1)-(5.4), on trouve

J(u) =cTx(t∗) = cTF (t∗)x0 +

∫ t∗

t∗

cTF (t∗)F−1(t)bu(t)dt,

HF (t∗)x0 +

∫ t∗

t∗

HF (t∗)F−1(t)bu(t)dt = g.

Si l’on pose

C(t) = cTF (t∗)F−1(t)b,

φ(t) = HF (t∗)F−1(t)b,

g0 = g −HF (t∗)x0,
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on aura alors

max J(u) = cTF (t∗)x0 +

∫ t∗

t∗

C(t)u(t)dt, (5.6)∫ t∗

t∗

φ(t)u(t)dt = g0, (5.7)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T = [t∗, t
∗]. (5.8)

5.1.2 Discrétisation du problème initial

On choisit un sous-ensemble Th ⊂ T, tel que

Th = {t∗, t∗ + h, ..., t∗ − h}, h =
t∗ − t∗
N

, et N ∈ N∗.

Faisons une discrétisation de la fonction u(t), t ∈ T :

u(t) ≡ u(τ), t ∈ [τ, τ + h], τ ∈ Th.

En utilisant cette discrétisation, le problème (5.6)-(5.8) devient

max J(u) = cTF (t∗)x0 +
∑
τ∈Th

q(τ)u(τ), (5.9)

∑
τ∈Th

d(τ)u(τ) = g0, (5.10)

f∗ ≤ u(τ) ≤ f∗, τ ∈ Th, (5.11)

où

q(τ) =

∫ τ+h

τ
C(s)ds, d(τ) =

∫ τ+h

τ
φ(s)ds. (5.12)

Pour un pas de discrétisation assez petit, la résolution du programme linéaire (5.9)-(5.11)
avec MDHPM nous donne une solution optimale qui est une solution approchée pour le
problème original (5.1)-(5.4).
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5.1.3 Exemple numérique

On considère le problème suivant

max J(u) = cTx(2),

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), x(0) = 0,

Hx(2) = g,

−1 ≤ u(t) ≤ 1, t ∈ T = [0, 2],

(5.13)

où

A =

(
0 1

0 0

)
, bT = (0, 1), H = (1,−2), g =

1

2
, cT = (0, 1).

On a

F (t) =

(
1 t

0 1

)
, F−1(t) =

(
1 −t
0 1

)
,

C(t) = cTF (2)F−1(t)b = 1,

φ(t) = HF (2)F−1(t)b = −t.

Considérons la commande admissible suivante :

u(t) =

1
2 , si t ∈ [0, 1[;

−1
2 , si t ∈ [1, 2].

La trajectoire correspondante est

x(t) =



 t2

4

t
2

 , si t ∈ [0, 1[;

 −t2
4 + t− 1

2

−t
2 + 1

 , si t ∈ [1, 2].

On choisit h = 0.5, donc Th = {0, 1
2 , 1,

3
2}.

On aura alors

d(τ) =

∫ τ+h

τ
−sds = −1

2
τ − 1

8
, q(τ) =

∫ τ+h

τ
ds =

1

2
.



5.1 Problème de contrôle optimal linéaire 90

En posant ui = u(τi), τi ∈ Th, on obtient le programme linéaire suivant :

max z(u) =
1

2
u1 +

1

2
u2 +

1

2
u3 +

1

2
u4,

− 1

8
u1 −

3

8
u2 −

5

8
u3 −

7

8
u4 =

1

2
,

− 1 ≤ ui ≤ 1, i = 1, 2, 3, 4.

Ce programme linéaire s’écrit sous la forme matricielle suivante :

max z(u) = qTu, Au = b, L ≤ u ≤ U, (5.14)

avec
q = (

1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2
)T , u = (u1, u2, u3, u4)T , b =

1

2
, A = (−1

8
,−3

8
,−5

8
,−7

8
),

L = (−1,−1,−1,−1)T , U = (1, 1, 1, 1)T .

Résolvons le programme linéaire (5.14) en utilisant la méthode MDHPM avec η = 1. Prenons
la solution réalisable de support initiale {u, JB} suivante :

u = (
1

2
,
1

2
,
−1

2
,
−1

2
)T , z(u) = 0, JB = {3}, JN = {1, 2, 4}.

Itération 1

• Calcul du vecteur des multiplicateurs et du vecteur des coûts réduits :
On a

A−1
B = −8

5
, AN = (

−1

8
,
−3

8
,
−7

8
).

Donc
πT = qTBA

−1
B =

−4

5
, ∆ = ATπ − c = (

−2

5
,
−1

5
, 0,

1

5
)T .

• Calcul de l’estimation de suboptimalité :

β =
∑

∆j>0,j∈JN

∆j(uj − Lj) +
∑

∆j<0,j∈JN

∆j(uj − Uj) =
2

5
.

• Calcul des vecteur η(u− U), η(u− L) et les différents ensembles :

η(u− U) = (
−1

2
,
−1

2
,
−3

2
,
−3

2
)T , η(u− L) = (

3

2
,
3

2
,
1

2
,
1

2
)T .

J+
NE = ∅, J−NE = ∅, J+

NI = {4}, J−NI = {1, 2}, J+
NR = ∅, J−NR = ∅, JN0 = ∅.

• La valeur de l’estimation µ :

µ = −
∑
j∈J+

NE

∆j(uj − Lj)−
∑
j∈J−

NE

∆j(uj − Uj) +
1

η

∑
j∈J+

NE∪J
−
NE

∆2
j = 0.
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• Calcul de la direction d’amélioration d :
On a

d = (
1

2
,
1

2
,

3

10
,
−1

2
)T .

• Calcul du pas le long de la direction d et de la nouvelle solution ū :
On a θ0 = min{5, 1} = 1. Alors la nouvelle solution est

ū = (1, 1,−1

5
,−1)T , z(ū) = z(u) + θ0(β + µ) =

2

5
= 0.4.

Cette solution est optimale pour le programme linéaire (5.14). Par conséquent, la
commande

u(t) =


1 si t ∈ [0, 1[,

−1
5 si t ∈ [1, 3

2 [,

−1 si t ∈ [3
2 , 2[.

est une solution optimale approchée du problème continu (5.13).

Afin de trouver une bonne solution approchée, nous avons résolu le programme linéaire
(5.14), pour N = 1000 et h = 0.002. La solution optimale obtenue est z(u) = 0.449489.

5.1.4 Planification de la production : un problème de contrôle optimal

Une entreprise souhaite déterminer le taux de production sur l’horizon de planification
des T prochaines semaines de telle sorte que la demande connue soit satisfaite et que le
coût total de production et de stock soit minimisé. Supposons que le taux de la demande
connu au temps t soit g(t) et, de la même manière, désignons le taux de production et
le niveau des stocks au temps t par z(t) et y(t), respectivement. De plus, supposons que
le niveau du stock initial au temps 0 est y0 et que le niveau du stock souhaité à la fin de
l’horizon de planification soit égal à yT . Supposons que le coût de stock est proportionnel

aux nombres d’unités en stock, de sorte que le coût de stock soit égal à k1

T∫
0

y(t)dt, où k1 > 0

est connu. Supposons également que le coût de production soit proportionnel au taux de

production, et soit donc donné par k2

T∫
0

z(t)dt. Le coût total est alors

T∫
0

[k1y(t) + k2z(t)] dt.

Notons également que le stock à tout moment t est donné par la relation

y(t) = y0 +

t∫
0

[z(τ)− g(τ)] dτ, t ∈ [0, T ] .
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Supposons que toute demande doit être satisfaite. De plus, supposons que la capacité de
fabrication actuelle limite le taux de production de sorte qu’il ne dépasse à aucun moment
la valeur v. Supposons également que la capacité de stockage disponible limite le niveau
du stock à une valeur inférieure ou égale à une valeur maximale w. Par conséquent, le
problème d’ordonnancement de la production peut être énoncé comme suit :

minψ(T ) =
T∫
0

[k1y(t) + k2z(t)] dt,

y(t) = y0 +
t∫

0

[z(τ)− g(τ)] dτ, t ∈ [0, T ] ,

y(T ) = yT ,

0 ≤ y(t) ≤ w, t ∈ [0, T ] ,

0 ≤ z(t) ≤ v, t ∈ [0, T ] .

(5.15)

Discrétisation du problème

Le modèle précédent est un problème de contrôle optimal linéaire continu, où la variable
de contrôle est le taux de production z(t) et la variable d’état est le niveau de stock y(t).
Le problème peut être approché par un programme linéaire en discrétisant les variables
continues z et y. Pour ce faire, l’horizon de planification [0, T ] est divisé en n périodes plus
petites :

[0, h] , [h, 2h] , [2h, 3h] , . . . , [(n− 1)h, nh] , où nh = T.

Notons le taux de production, le niveau des stocks et le taux de la demande pendant la
période j par zj , yj et gj , respectivement et supposons qu’ils sont constants sur chaque
période. Le problème d’ordonnancement de la production peut alors être approché par le
programme linéaire suivant :

min f(y, z) =
n∑
j=1

(k1h)yj +
n∑
j=1

(k2h)zj ,

yj = yj−1 + (zj − gj)h, j = 1, . . . , n,

yn = yT ,

0 ≤ yj ≤ w, j = 1, . . . , n− 1,

0 ≤ zj ≤ v, j = 1, . . . , n.

(5.16)

Les relations
yj = yj−1 + (zj − gj)h, j = 1, . . . , n; yn = yT
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s’écrivent aussi :

y1 = y0+(z1 − g1)h,

y2 = y0+(z1 − g1)h+ (z2 − g2)h,

y3 = y0+(z1 − g1)h+ (z2 − g2)h+ (z3 − g3)h,

...

yT = y0+(z1 − g1)h+ (z2 − g2)h+ (z3 − g3)h+ · · ·+ (zn − gn)h.

(5.17)

Le système (5.17), peut être écrit sous la forme matricielle suivante :

Ax = b,

où
A = (e1, e2, . . . , en−1,−hE) ∈Mn×2n−1(R), b = y0e− hEg − yT en ∈ Rn,

avec

E =


1 0 0 · · · 0

1 1 0 · · · 0
...

...
...

...
...

1 1 1 · · · 1

 ∈Mn×n(R),

e = (1, 1, . . . , 1)T ∈ Rn, x = (xi, i = 1, 2, . . . , 2n− 1),

xi = yi, 1 ≤ i ≤ n− 1; xn+i−1 = zi, 1 ≤ i ≤ n,

et ej représente le j-ème vecteur-colonne de la matrice identité In.
Si l’on pose

ci = −k1h, li = 0, ui = w, pour 1 ≤ i ≤ n− 1,

ci = −k2h, li = 0, ui = v, pour n ≤ i ≤ 2n− 1,

on obtiendra alors le programme linéaire :

max f(x) =cTx+ f0,

Ax = b, l ≤ x ≤ u,
(5.18)

où f0 = −k1hyT .

5.2 Résultats expérimentaux

Le "GNU Linear Programming Kit" (GLPK) 1 est un outil performant pour résoudre des
problèmes d’optimisation linéaire à variables continues ou mixtes (entières et continues). Ce

1. GLPK a été développé par Andrew Makhorin de l’Institut d’aviation de Moscou. La première version pu-
blique a été publiée en octobre 2000.
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kit est composé d’un langage de modélisation GNU MathProg et d’une librairie de fonctions
C utilisant le solveur Glpsol. L’avantage de ce kit est d’être en libre accès et relativement
facile à installer et à utiliser.

GLPK est une librairie de fonctions C qui utilisent les principales méthodes de résolution
de problème d’optimisation (méthode du simplexe, branch and bound, méthodes de points
intérieurs, etc.) ainsi que tous les outils nécessaires aux créations d’objets, à l’appel des
solveurs et à l’affichage des résultats.

Afin de comparer l’algorithme proposé (MDHPM) avec la Méthode Primale du Simplexe
(MPS) implémentée dans GLPK et la Méthode Adaptée à Direction Hybride (MADH), une
implémentation utilisant le langage de programmation C++ a été développée. Dans notre
implémentation, le vecteur des multiplicateurs π, les composantes de base de la direction
réalisable dB et les composantes non basiques de la direction duale tN sont calculées en
résolvant trois systèmes d’équations linéaires.

Nous avons testé les trois algorithmes sur deux ensembles de problèmes-test : un en-
semble de programmes linéaires générés aléatoirement et un ensemble de problèmes de
contrôle optimal modélisant le problème présenté à la sous-section 5.1.4.

5.2.1 Problèmes de PL générés aléatoirement

Les problèmes de PL générés aléatoirement sont écrits sous la forme suivante :

max z = cTx, Ax ≤ b, l ≤ x ≤ u, (5.19)

où A = (aij) ∈Mm,n(R) dont 5% de ses éléments sont non nuls, x, c, l, u ∈ Rn, b ∈ Rm. Les
nombres cj , aij , bj , lj et uj sont générés aléatoirement avec la distribution uniforme. Nous
avons considéré des problèmes avec une matrice de contraintes A de dimension m × m

et m × 2m, où m ∈ {200, 400, 600, 800, 1000}. Pour chaque taille, nous avons généré dix
problèmes-test. Au total, nous avons généré 100 problèmes de PL.

5.2.2 Problèmes de PL particuliers

Le problème de contrôle optimal précédent (5.15) est transformé en problème de PL
suivant :

max cTx, Ax = b, l ≤ x ≤ u, (5.20)

où A est une matrice de dimension n × (2n − 1), n est le nombre de sous-intervalles de
discrétisation de l’intervalle [0, T ] ; b ∈ Rn, x, l, u ∈ R2n−1. Nous fixons T = 20 et pour chaque
dimension n = 50, 200, 400, 600, 800, 1000, nous générons 10 problèmes-test. Au total, nous
avons généré 60 problèmes-test pour le problème de contrôle optimal.
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5.2.3 Résultats obtenus sur les problèmes-test

Nous présentons les résultats numériques de la comparaison de notre méthode (MDHPM) :
l’algorithme 3.2 avec la MPS (l’algorithme 2.2) et la MADH (l’algorithme 3.1). De plus,
nous avons posé η = 1 dans MADH et MDHPM. Nous avons résolu l’ensemble des 160

problèmes-test avec les trois algorithmes considérés, sur un ordinateur avec 4Go de RAM
et un processeur Pentium (R) Dual-Core CPU E5700 @ 3.00GHz 2.99GHz, fonctionnant
sous le système d’exploitation 64 bits Windows 8.1. Les résultats numériques sont présen-
tés dans les tableaux 5.1, 5.2 et 5.3, où "cput" et "nit" représentent respectivement le temps
CPU moyen en secondes et le nombre moyen d’itérations des dix problèmes générés pour
chaque taille.

Nous traçons le temps CPU et le nombre d’itérations pour les trois algorithmes. Les gra-
phiques sont présentés dans les figures 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4. À partir des différents tableaux
et graphiques, nous pouvons voir que l’algorithme MDHPM est compétitif avec la méthode
primale du simplexe de GLPK en termes de temps CPU et en terme de nombre d’itéra-
tions sur les problèmes-test considérés. De plus, nous pouvons constater que l’algorithme
proposé dans cette thèse est plus efficace que MADH. Cependant, des expériences numé-
riques sur d’autres ensembles de problèmes-test tels que ceux de la librairie Netlib [37] sont
nécessaires pour obtenir des conclusions plus raffinées.
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MPS MADH MDHPM
m× m

nit cput nit cput nit cput
200× 200 123,6 0,063 85,8 0,050 63,2 0,036

400× 400 354,0 0,251 97,0 0,072 73,5 0,052

600× 600 549,9 0,409 142,1 0,113 98,5 0,079

800× 800 772,1 0,742 236,8 0,231 171,4 0,161

1000× 1000 1013,7 1,019 273,4 0,394 215,2 0,333

TABLE 5.1 – Le nombre moyen d’itérations et le temps CPU moyen des trois algorithmes
pour les problèmes-test générés aléatoirement de dimension m×m

MPS MADH MDHPM
m× 2m

nit cput nit cput nit cput
200× 400 204,8 0,157 88,5 0,078 66,2 0,055

400× 800 596,5 0,437 147,8 0,120 106,7 0,085

600× 1200 1576,7 1,080 190,7 0,145 145,3 0,107

800× 1600 2067,9 2,121 299,0 0,335 208,3 0,229

1000× 2000 3085,6 4,926 358,1 0,607 282,6 0,440

TABLE 5.2 – Le nombre moyen d’itérations et le temps CPU moyen des trois algorithmes
pour les problèmes-test générés aléatoirement de dimension m× 2m

MPS MADH MDHPM
m× 2m

nit cput nit cput nit cput
50× 100 36,6 0,021 5,5 0,005 4,0 0,004

200× 400 172,9 0,176 12,0 0,036 9,6 0,028

400× 800 354,6 0,642 19,8 0,109 16,8 0,085

600× 1200 486,2 1,236 27,0 0,231 22,2 0,202

800× 1600 709,3 3,322 36,6 0,455 31,2 0,404

1000× 2000 860,2 5,752 45,2 0,838 37,9 0,727

TABLE 5.3 – Le nombre moyen d’itérations et le temps CPU moyen des trois algorithmes
pour les problèmes-test de contrôle optimal
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FIGURE 5.1 – Le nombre moyen d’itérations et le temps CPU moyen des trois algorithmes
pour les problèmes-test générés aléatoirement de dimension m×m
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pour les problèmes de contrôle optimal
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons proposé une nouvelle méthode à direction hybride pour ré-
soudre des problèmes de programmation linéaire à variables bornées. Les conditions utili-
sées pour caractériser l’optimalité de la solution courante sont basées sur l’estimation de su-
boptimalité, qui est mise à jour à chaque itération en utilisant une formule plus générale que
celle proposée en [36]. Afin d’améliorer la solution réalisable courante, nous avons construit
une nouvelle direction réalisable hybride qui donne une meilleure amélioration locale de la
fonction objectif que la direction de l’algorithme MADH proposé dans [14] (Algorithme 3.1).
De plus, la règle du pas multiple est décrite pour changer le support courant dans notre
méthode et une procédure qui effectue la mise à jour du paramètre η est utilisée.

Dans le but de résoudre les problèmes de programmation linéaire écrits sous forme gé-
nérale sans connaissance au préalable d’une solution réalisable de support ou de base ini-
tiale, nous avons proposé une nouvelle technique d’initialisation des différents algorithmes,
qui évite l’utilisation des variables artificielles, et ce, en résolvant un problème auxiliaire
ayant le même nombre de variables que le problème original. Cette technique permet aussi
de conclure si le problème original est non réalisable. En outre, nous avons montré comment
appliquer notre méthode pour trouver une solution approchée pour certains problèmes de
contrôle optimal linéaire.

Afin de comparer notre algorithme à l’algorithme primal du simplexe implémenté dans
le solveur de programmation linéaire open source GLPK et l’algorithme MADH, nous avons
développé une implémentation avec le langage de programmation C++. Les résultats nu-
mériques obtenus sur des problèmes-test générés aléatoirement et certains instances d’un
problème de contrôle optimal linéaire modélisant un problème pratique de planification de la
production montrent que notre algorithme est compétitif avec MPS et MADH.

Dans un travail futur, nous appliquerons la procédure de calcul de support initial (Pro-
cédure 4.1) et la technique de recherche d’une solution réalisable initiale proposée dans la
sous-section 4.2.2 afin d’initialiser notre algorithme avec une bonne SRS initiale, nous com-
parerons ensuite ses performances avec l’algorithme primal du simplexe sur les problèmes-
test de la librairie Netlib [37].
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  ملخص
 

تنتقل هذه الخوارزمية . ، اقترحنا خوارزمية جديدة لحل مشاكل البرمجة الخطية ذات المتغيرات المحدودةفي هذا العمل
أفضل من  دالة الهدفتحسينًا محليًا ل الاتجاه هدا يعطي. اتجاه هجين جديد استعمالبإلى حل أفضل  الحاليحل المن 

لإيقاف . 2015في  طوباش بن    . م و بيبي. و.م مسبقا من طرفالمقترحة  MADHة يالخوارزم ل فيمالإتجاه المستع
 تم. الحالي السنددة الخطوات المتعددة لتغيير ويتم تطبيق قاع ه الأمثلةشب، يتم استخدام معيار المقنرحة الخوارزمية

المقارنة نتائج  .ةخطي برامجعدة عددية على  مقارنةتم إجراء ، ثم C++لغة الخوارزمية المقترحة باستخدام  برمجة
ل ح إيجادمن أجل . GLPKلـ  مبلكسسوخوارزمية ال MADH أسرع من ناتخوارزميأن  تبينعليها صل حالمتالعددية 

  .جديدة ، تم تطوير تقنيةالمقترحة ةخوارزمياللبدأ  أولي
  

، العدديةالمقارنة ، دة الخطوات المتعددةقاع ،ه الأمثلةشب تقدير ،هجينالتجاه الإ ،البرمجة الخطية :المفتاحية الكلمات
GLPK. 

 
Résumé 

 
Dans ce travail, nous avons proposé un nouvel algorithme pour résoudre les problèmes de 
programmation linéaire à variables bornées. Cet algorithme passe d'une solution réalisable 
de support à une autre meilleure en suivant une nouvelle direction hybride. La direction 
construite donne une meilleure amélioration locale de la fonction objectif que celle de 
l'algorithme MADH proposé dans [Bibi M O, Bentobache M. A hybrid direction algorithm 
for solving linear programs. International Journal of Computer Mathematics 2015; 
92(2):200–216]. Afin d'arrêter l'algorithme, un critère de suboptimalité est utilisé et la règle 
du pas multiple est appliquée pour changer le support courant. L'algorithme proposé est 
implémenté avec C++, puis une étude numérique est menée sur des problèmes-test générés 
aléatoirement et sur certaines instances d'un problème de contrôle optimal. Les résultats 
numériques obtenus montrent que notre algorithme est compétitif avec MADH et 
l'algorithme primal du simplexe de GLPK. Afin d'initialiser l'algorithme proposé, une 
nouvelle technique d'initialisation a été developpée. 
 
Mots clés : Programmation linéaire, direction hybride, estimation de suboptimalité, règle 
du pas multiple, expériences numériques, GLPK. 
 

Abstract 
 

In this work, we propose a new algorithm for solving linear programs with bounded 
variables. This algorithm moves from a support feasible solution to a better one, following 
a new hybrid direction. The constructed direction gives a better local improvement of the 
objective function than the direction of the AMHD algorithm proposed in [Bibi M O, 
Bentobache M. A hybrid direction algorithm for solving linear programs. International 
Journal of Computer Mathematics 2015; 92(2):200–216]. In order to stop the algorithm, a 
suboptimality criterion is used and the long step rule is applied for changing the current 
support. The proposed algorithm is implemented with C++, then a numerical study is 
conducted on randomly generated test problems and some instances of an optimal control 
problem. The obtained numerical results show that our algorithm is competitive with 
AMHD and the primal simplex algorithm of GLPK. In order to initialize our algorithm, a 
new initialization technique was developed.. 
 
Keywords: :Linear programming, hybrid direction, suboptimality estimate, long step rule, 
numerical experiments, GLPK. 
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